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Loi cam on
Vi tat ca sy kinh trong va biét on sau sic nhat, toi xin chan thanh bay to 1ong
biét on ctia minh t6i sy huéng dan tin tinh va chu déo cua thdy hudéng dan
GS.TSKH Ha Huy Cuong, cac thay co trong khoa Sau dai hoc, khoa Xay dung va
toan thé cac thdy co gido trudng Pai hoc Dan Lap Hai Phong nhimg ngudi di tao

di€u kién cho t61 hoan thanh luan van nay.

Do nhiing han ché veé kién thurc, thoi gian, kinh nghi¢m va tai li¢u tham khao
nén thiéu sét va khuyét diém 1a diéu khong thé tranh khoi. Vi vay, toi rit mong nhan
duoc su gop ¥, chi bao cua cac thiy ¢o gido d6 chinh 13 sy gitp d& quy bau ma toi
mong mudn nhat dé c6 ging hoan thién hon trong qué trinh nghién ctru va cong tac
sau nay.

Xin tran trong cdm on!

Tac gia luan van

Cao Quang Ngoc



MO DAU

Nhitng nim gan day, do kinh té phat trién, dan s tang va quy dat ngay cang
thu hep, dic biét 1a trong cac thanh phé 16n. Dé dap tng nhu cau sir dung hét stc da
dang cuia nguoi dan, cac giai phap két ciu cho nha cao tang di duoc cac k¥ su thiét
ké str dung trong d6 c6 giai phap két cau nha cao tang két hop theo phuong ding,
tﬁng mot lam siéu thi, nha hang... vo1 dién tich san rat 16m, céc tﬁng trén la nha 9,
khéch san va van phong cho thué c6 dién tich nho duoc st dung tuong doi phé bién.
Trong nhitng cong trinh d6 ngudi ta thuong dung cac két cdu dam chuyén, san
chuyén hoac dan chuyén lam nhiém vu tiép nhan tai trong tur cac téng bén trén
truyén xubng cot va xudng mong. Két cdu ddm chuyén c6 dic diém 1a chiéu cao tiét
dién rat 16n so véi chiéu dai ciia ching (dam cao), do d6 viéc nghién ctru ndi luc va
chuyén vi ctia cac bai toan co hoc két cdu ndi chung va céac bai toan co hoc két cau
c6 dang cot ngin va dam cao noi riéng co tdm quan trong dic biét, doi hoi phai
nghién ctru day du ca vé mat 1y thuyét va thuc nghiém.

Cho dén nay, cac duong 161 xay dung bai toan két cdu chiu udn thudng khong
ké dén anh huong cua bién dang truot ngang do luc cit giy ra hoic cd ké dén nhung
do cach dit van dé va cach chon an chua that chinh x4c nén da gap rat nhiéu kho
khan ma khong tim duoc két qua cta bai todn mot cach chinh xac va day du.

Phuong phap nguyén 1y cuc tri Gauss do GS.TSKH. Ha Huy Cuong dé xuét
1a phuong phap cho phép ap dung nguyén 1y cuc tri Gauss - von duge phat biéu cho
hé chét diém - dé xay dung bai toan co hoc két cau dudi dang téng quat. Tir d6 tim
duoc két qua chinh xac clia cac bai toan du d6 1a bai toan tinh hay bai toan dong, bai
toan tuyén tinh hay bai toan phi tuyén.

Poi twong, phwong phap va pham vi nghién ctru ciia dé tai

Trong luan van nay, tac gia st dung phuong phap nguyén 1y cuc tri Gauss noi
trén dé xay dung va giai bai todn dam chiu uon cé xét dén bién dang truot ngang do
luc cat gay ra, chiu tac dung ciia tai trong tinh.

Do sy can thiét cta viéc nghién ctru ndi1 luc va chuyén vi ctia két cAu chiju udn

c6 xét dén bien dang truot, muc dich va nhiém vu nghién ctru cua dé tai nay la:



Muc dich nghién ctru ciia dé tai
“Nghién cuu ngi lyc va chuyén Vi ctia hé dam cé xét dén bién dang truot ngang”

Nhiém vu nghién ctru ciia dé tai

1. Tim hiéu va gidi thiéu cac phuong phap xay dung va cac phuong phap giai bai
toan co hoc két cau hién nay.

2. Trinh bay Phuong phap Nguyén 1y cuc tri Gauss do GS. TSKH. Ha Huy Cuong
dé xuat, voi cac ung dung trong co hoc méi truong lién tuc nédi chung va co hoc
vat ran bién dang noi riéng.

3. Gi6i thiéu Iy thuyét xét bién dang truot ddi v6i bai toan két cau dam chiu udn véi
viéc dung hai ham chua biét 1a ham d6 vong y va ham luc cat Q.

4, Xay dung va giai bai toan dam co xét dén bién dang truot, chiu tdc dung cua tai
trong tinh.

5. Lap chuong trinh may tinh di¢n tir cho cac bai todn néu trén.

Y nghia khoa hoc va thue tién ciia dé tai nghién ciru

Viéc xac dinh noi luc va chuyén vi ctia két cu chiu udn di dugc nhiéu tac gia

trong va ngoai nudc quan tim nghién ctru, ké ca bai toan c6 xét dén lyc cat ngang Q.

Trong cac nghién ciru d6 cac tac gia da s dung 1y thuyét dam truyén théng, 1y

thuyét dam Euler — Bernoulli (Ly thuyét khong day da vé dam, bo qua thanh phan

bién dang truot ngang do luc cat Q gy ra) dé xdy dung bai toan. Khi xay dung céc
cong thirc tinh toan noi luyc va chuyén vi, gia thiét Bernoulli — gia thiét tiét dién
phang (tiét dién dam trudc va sau khi bién dang van phang va vudng goc véi truc
trung hoa) duoc chap nhan, tirc 1a goc truot do luc cit Q gy ra da bj bo qua, quan
niém tinh toan nay lam anh hudéng khong nho t6i do chinh xac cta két qua cac bai

toan. Mot sb tac gid nhu X.P. Timoshenko, O.C. Zienkiewicz, J.K. Bathe, W.T.

Thomson ciing di dé cap toi anh hudng cua bién dang truot khi phan tich két cdu

chiu udn, nhung van dé thuong dugc bo ngé hoic khong duge giai quyét mot cach

triét dé ké ca trong cac 1o1 giai s6. Khic phuc dugc nhiing tdn tai néu trén cia cac
tac gia khac chinh 13 y nghia khoa hoc va thuc tién ctia dé tai, ¥ nghia khoa hoc d6

nam & chd dé tai di xay dung duoc 1y thuyét dam co xét dén anh hudéng cia bién
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dang trugt ngang do luc cit Q gay ra (Ly thuyét day du hay 1y thuyét tong quat vé
dam) khi nghién ctru ndi luc va chuyén vi cia dam va khung chiu tac dung cua tai
trong tinh, tim duoc két qua chinh xac ctia cac bai toan déng thoi dua ra duge két
luan “ Ly thuyét dim Euler — Bernoulli thuong dung hién nay chi 1a mot trudng hop

riéng ctia Ly thuyét dam nay”.



LOI CAM POAN

T6i xin cam doan day la cong trinh nghién ciru cua ban than, dugc thuc hién
trén co s& nghién ctru, tinh toan dudi sy husng dan khoa hoc cia GS.TSKH Ha
Huy Cuong.

Cac sb liéu trong luan van c6 ngudn trich dan, két qua trong luan vin 1a trung

thuec.

Tac gia luan vin

Cao Quang Ngoc



DANH MUC KY HIEU

KY HIEU DAI LUONG

T DPong nang

11 Thé ning
E Mbdun dan hoi

C(x) Phiém ham ma rong
G Moédun truot

2G Do cung cua bién dang
J M6 men quan tinh tiét dién

EJ Do cirng udn cua tiét dién dam
M Mémen uén
N Luc doc
P Luc tap trung
Q Luc cat
g Ngoai lrc phan bé tac dung Ién dam
m Khoi lugng chat diém
r Ung suit tiép
o Ung suat phap




Bién dang truot

&
A(X) D6 vong cua dam
£ Bién dang cua vat liéu
J Bién phan
Li Véc to toa do
174 Dai lugng Ten xo
G Modun truot
Vi Bién dang thé tich
X

Bién dang ubn (d6 cong duong dan hoi)

A

Hé s6 Lamé




Hé s6 Poisson

1 4

u Chuyén vi theo truc x
Z Luong cudng birc

D Do cirng udn

D(1- V)

Do cang xoan
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CHUONG 1.
CAC PHUONG PHAP XAY DUNG VA CAC PHUONG PHAP GIAI
BAI TOAN CO HQC KET CAU

Trong chuong nay trinh bay cac phuong phap truyén théng dé xay dung cac
bai toan co hoc ndi chung; gidi thidu bai toan co hoc két cau (bai toan tinh) va cac
phuong phap giai thuong dung hién nay.
1. Phuwong phap xay dung bai toan co hoc

Bé6n phuong phap chung dé xay dung bai toan co hoc két cAu dugc trinh bay
duéi day. Dung 1y thuyét dim chiu udn dé minh hoa.
1.1. Phwong phap xiy dung phwong trinh vi phan cin bang phén to

Phuong trinh vi phan can bang duoc xay dung truc tiép tir viée xét cac diéu
kién can bé‘mg lyc ctia phan td duoc tach ra khoi két cau. Trong surc bén vat liéu khi
nghién ctru dam chiu udn ngang st dung céac gia thiét sau:
- Truc dam khéng bi bién dang nén khong co tng suit.
- Mit cat thang goc v6i truc dam sau khi bién dang van phang va thang goc voi
tryc dam (gia thiét Euler—Bernoulli).
- Khéng xét lyc nén giita cac thd theo chiéu cao caa dam
Voi gia thiét tht ba thi chi c6 ung suét phap oy va cac ung suét tiép Oxz, Ozx tdc dung
1én phan t6 dam (hinh 1.3), ing suit phap o, bing khong. Hai gia thiét thi ba va tha
nhat dan dén truc dam chi c6 chuyén vi thang dimg y(x) va n6 dugc goi la duong do
vong hay dudng dan hoi ciia dam. Gia thiét thir nhat xem chiéu dai truc dam khong

thay doi khi bi vong doi hoi do vong cua dam 1a nho so véi chiéu cao dam, yma/ h =
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1/5. Véi gia thiét thi hai thi bién dang truot do ing suit tiép gy ra khong duoc xét
trong tinh d6 vong ctia dim nhu trinh bay dudi ddy. Gia thiét nay chi dting khi ti 1é
h/l < 1/5. Chuyén vi ngang u cia diém nam ¢ do cao z so véi truc dam bang

TTH %
dx /

o
=
<

Bién dang va (mg suit xac dinh nhu sau . ———
Hinh 1.2. Phan t0 dam

&, :—Zd—y; O, :—Ezd y
dx’ dx’
Momen tac dung 1én truc dam:
h/2 2 3 2
M= | _Ebz?d zle:_Ebh d 2’
-hi2 dx 12 dx
hay M =Ely (1.7)
3 2
trong do: EJ = Ebh , = d’y
12 dx?

EJ duoc goi 13 d6 cimg udn cia dam; y 1a do cong ctia dudng dan hoi va s& duoc
goi 12 bién dang udn; b 1 chiéu rong dam. Pé don gian trinh bay, & day chi ding
truong hop dam c6 tiét dién chir nhat.

Céach tinh ndi lyc momen & trén khong xét dén bién dang truot do cac tGng
sut tiép gy ra. Tong cac ing suit tiép o, trén mat cat s& cho ta luc cit Q tac dung

h/2
1én truc dam: Q= jazxdz
-h/2

Biéu thirc clia img sudt tiép 6,4 trong tich phén trén s& trinh bay sau.

Nho céc gia thiét néu trén, thay cho trang thai img suat trong dam, ta chi can nghién
ctru phuong trinh can béng cua cac ndi luc M va Q tac dung lén truc dam.

Xét phan td dx cua truc dAm chiju tac dung cua céac luc M,Q va ngoai luc phan bd g,
hinh 1.3. Chiéu duong ciia M, Q va q trén hinh vé& twong tng véi chiéu duong cia

do vong hudng xuong dudi.
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Q a(x) M + dM
M 0,
24Q +dQ

dx
1 1

Hinh 1.3. Xét can bang phan td

Lay tong momen doi véi diem O,, bd qua cac vo cung bé bac cao ta co

dM

——-Q=0 (1.8)
dx
Lay tong hinh chiéu cac lyc 1én tryc thang dung:
aQ +q=0 (1.9
dx

Phuong trinh (1.8) 1a phuong trinh lién hé gitta momen udn va lyc cat,
phuong trinh (1.9) 1 phuong trinh can bang luc cit Q va ngoai luc phan bé q. Do 1a
hai phuong trinh xuat phat (hai phuong trinh dau tién) ctia phuong phép can bang
phan t6. Lay dao ham phuong trinh (1.8) theo x rdi cong v&i phuong trinh (1.9), ta
c6 phuong trinh din xuit sau

d’M
dx?
Thay M xéc dinh theo (1.7) vao (1.10) nhan dugc phuong trinh vi phan xac

+q=0 (1.10)

dinh duong dan hoi cua thanh

e39Y _gq (1.11)
dx

Phuong trinh (1.11) duoc giai véi cac didu kién bién cia y va cac dao ham
dén bac ba cua y (4 diéu kién), hai diéu kién bién tai mdi dau cudi thanh.
Cac diéu kién bién thuong dung nhu sau
a) Lién két khop tai x=0:
2

Chuyén vi bang khong, y\xzo =0, momenuén M =0, suy ra 2 2/ =0
X

x=0

b) Lién két ngam tai x=0:
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.y . d
Chuyén vi bang khong, y\ = 0, goc xoay bang khong, d—y =0
B X x=0
c) khong co gbi tua tai x=0:
2 3
Momen uén M =0, suy ra d Z/ =0 ; luc cat Q=0, suy ra d 2/ =0
X x=0 X x=0

Céc diéu kién tai x=1 cling 1y twong tu nhu trén.
Bay gio tim hiéu sy phan bd ung suat tiép o, trén chibu day h cia dam.

Trudce tién viét phuong trinh can bang g suat trén truc x nhu sau

3
_%+aaxz =0 hay 6O-xz :%——E d y
OX 0z 0z OX dx®
2 3
Tich phan phuong trinh trén theo z: o, =— EZZ Z 2/ +C(x)
X

Ham c(x) xac dinh tir diéu kién Ung suat tiép bang khong tai mat trén va mat dudi

2 3
dim, z=+" . Ta cé: C(x)= Eh”d’y
2 8 dx°
Ung suét tiép phan b trén mit cat dam c6 dang
Ed’y
=———>(42° —h?
e 8 dx® ( )
D6 1a ham parabol bac hai.Ung suét tiép 16n nhat tai truc dim (z=0) c6 gia trj bang
2 3
o | = Eh® d°y
=8 dx’

Tich phan ham tng suat ti€p theo chi€u cao dam r61 nhan véi chiéu rong b ta co

luc cat Q tac dung 1én phan trai cua dam

Ebh® d°y
0= w
¢ Ay i A \ A A A N th Eh? d3y
Ung suat tiép trung binh trén chiéu cao dam bang: o = D o
X

Ti 1& gitta Gmng suat tiép max tai truc ddm va Gng sudt trung binh o=1.5.

1.2. Phuong phap niang luwgng
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Ning luong ctia co hé bao gdm dong nang T va thé ning IT. Pong ning dugc
xac dinh theo khéi lugng va van tde chuyén dong, con thé nang I1 bao gém thé nang
bién dang va cong cua céc truong luc, phu thudc vao chuyén vi. Truong luc 1a luc
c6 thé nhu lyc trong truong. Céc lyc ngoai tdc dung 1én co h¢ 1a lyc khong thé.

Pbi v6i hé bao toan, nang luong 1a khong doi
T+ I1 = const (1.12)
Do d6 toc d6 thay d6i nang luong phai bang khong

%(T—I— M)=20 (1.13)

Ta xét bai toan tinh, T=0, do do
IT = const (1.14)
Thé ning IT c6 thé biéu thi qua tmg suat va noi luc ciing cd thé biéu thi qua
chuyén vi va bién dang. Vi vay ta c6 hai nguyén 1y bién phan ning lugng sau:

Nguyén 1y thé niing bién dang cuc tiéu

Khi phuong trinh can bﬁng dugc biéu thi qua ung suat hodc ndi luc va do d6
thé ning bién dang ciing biéu thi qua (mg suat hodc ndi luc ta co6 nguyén 1y thé ning
bién dang cuc tiéu, nguyén 1y Castiliano (1847-1884). Nguyén Iy phat biéu nhu sau:

Trong tit cd cdc trang thdi can bang lwc c6 thé thi trang thdi cdn bing thurc
xdy ra khi thé nang bién dang la cuc tiéu.

Trang thai can b'fmg luc c6 thé 1a trang thai ma céac lyc tac dung 1én phan td
thoa man cac phuong trinh cin bang. Ta viét nguyén 1y dudi dang sau:

I1(F ) — min
Véi rang budc 1a cac phuong trinh can bang viét dudi dang luc.
Péi v6i dam ta co:
!

I1 lszd ] 1.15

= — — —* -

2 5 X min ( )
0

d*M

dx2 =4 (1.16)
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Noi lyc can tim momen udn 12 ham phén b theo chiéu dai ddm M(x) va phai thoa
man cac diéu kién lién két & hai dau thanh (duoc xac dinh & hai dau thanh). Day 1a
bai toan cuc tri ¢6 rang budc. Bang cach dung thira sb Lagrange A(x) dua vé bai

toan khong rang budc sau:
x

dx — min (1.17)

A(x) 1a thira sb Lagrange va ciing 1 4n cta bai toan. Theo phép tinh bién phan tir

phiém ham (1.17) ta nhan duoc hai phuwong trinh sau (phuong trinh Euler—

Lagrange).
d?A
M=—-E]— 1.18
] = (1.18)
d*M
= — 1.19
7 q (1.19)

A(x) ¢6 thtr nguyén 13 chuyén vi cho nén phuong trinh (1.18) biéu thi quan hé giira

M va chuyén vi. Thé (1.18) vao (1.19) ta co
d*2 _

A(x) 1a @6 vong cua dam va phuong trinh (1.20) 1a phuong trinh vi phan cén bang

cua dam viét theo chuyén vi nhan duoc & trén.

Nguyén ly cong bu cwe dai

Khi ding an 1a cac chuyén vi va bién dang thi c6 nguyén 1y cong bu cuc dai.

Trong tit cd cdc chuyén vi dpng hoc cé thé (kha di) thi chuyén vi thuc la
chuyén vi ¢é cong bu cwe dai.

Chuyén vi dong hoc c6 thé 1a chuyén vi théa man cac phuong trinh lién hé
giita chuyén vi va bién dang va thoa man cac diéu kién bién. Cong bu bang tich cta

ngoai luc va chuyén vi trir di nang luong bién dang.
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[Cong ngoai luc — thé ning bién dang]—max
Véi rang budc 1a cac phuong trinh lién hé giita chuyén vi va bién dang.

Lay vi du d61 véi dam chiu udn, ta c6
l I

1
fqydx——ijI dx — max (1.21)
o 0
Vi rang budc:
d?y
dx?

x=— (1.22)

¥ 1a bién dang ubn ciing 13 do cong cta dudng d6 vong. Tich phan thir nhit trong
(1.21) 1a cong toan phan cuia ngoai luc (khong c6 hé sd '), tich phan thir hai 13 thé
nang bién dang biéu thi qua bién dang udn.

Thay y tir (1.22) vao (1.21), ta co

) )

fqydx——ff;j( dz}’) dx - max (1.23)

0 1]

Thay diu cta (1.23) ta co
I I

fﬁj( dgi) dx—fqydx—rmin (1.24)

0 0]

Khi y c6 gia tri xac dinh tai hai ddu mut dam thi diéu kién can dé biéu thuc (1.24)
cuc tiéu 1a phuong trinh Euler sau

d*y
dx*

E[— =g (1.25)

Phuong trinh (1.25) 14 phuong trinh vi phan can bang ciia dam chiu uén. Nguyén 1y
cong bu cuc dai dudi dang biéu thie (1.24) dugc st dung rong rii trong tinh toan
cong trinh theo phuong phap phan tir hitu han.

1.3. Nguyén ly cong 4o
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Nguy®n ly c«ng Jo ®-ic s& déng rkt réng r-i trong c—
hac. Theo K.F. Gauss (1777-1855) thx mai nguy®n ly trong
c— hic hoEc truc ti0p hoEc gi,n ti0p ®0u rét ra t6
nguy®n 1y chuyOn vP Jo.

XPpt c— hO chEt ®i0m & tr'ng th,i cOn b»ng ta ca
> X=0, >Y=0 >Z=0,

(1.26)

YX;2Y;>Z: 1p teng hxnh chilu cfia tEt cl c.c luc t.c
déng 1°n ba trdc cfia hO to! ® §O c.c. Ta vidt bidu thec
sau:
DX +>YV +> ZW =0,
(1.27)
& ®Oy xem c,c M;N;MW; 1lp c,c théa sé bEt ku.

Td (1.26) ta cd (1.27) vp ng-ic 1'i t& (1.27) ta sI
nhEn ®-ic (1.26) béi vx c,c M;6V;MW; 1lp nh+ng thda sé
bEt ku. BOy gié ta xem M;V;MW; 1u c.c biOn phGn cfia
c.c chuyOn vP Jo theo ba chiOu cfia hO to! ®& wvu«ng gac.
ChuyOn vbP Jo 1lp chuyOn vP bP do nguy®n nhOn bEt ki b®n
ngopui npo ®i gOy ra. C.,c chuyOn vP Jo npy phdi thod m-'n
c.c ®10u kiOn 1li®*n kOt cfia hO.

Khi ca chuyOn vP 9o thx vP trY cfia c,c luc t,c déng
tr®n hO cd thd thay ®ei nh-ng ph--ng chiOu vp ® lin cfia
nd vEn gi+ nguy®n kh«ng ®xi. Nh- vEy, c.c chuyOn vbP Jo
M;NV;0MW1lp c,c ®'1 1-ing ®c lEp vii luc t,c déng vp td
hai bidu thec (1.26) vp (1.27) ta cd nguy?n 1y c«ng Jo:

NOu nh- t@ng c«ng cfa c,c luc t,c déng cfia hO thuc
hibn tr®n c,c chuyOn vBP Jo b»ng kh«ng thx hO é tring
th,i cOn b»ng.
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Séi vii hO ®un hai (hO bibOn d'ng) thx ngopi ngoti
ldc chn c& néi luc. VEn ® @®Et ra & ®0y 1lu c,ch t¥nh
c«ng cfia néi luc nh- thO npo.

Tr-ic hOt ta cCn phdi ®-a th®m y?u cCu ®i vii chuyOn vb
Yo nh- sau:

C.c chuyOn vbP Jo phfi thof m'n c,c 1li®n hO gi=za

chuyOn vP vp bidn dng. NOu nh- c.,c chuyOn vP c& biln

ou ov N ,
d‘ng &=, =—"1... thx DbiOn phGn c,c chuyOn vb 9o
OX oy
N; N, wcong phfi cd c,c bidbn d'ng Yo t--ng ong:
0 0
— A, —oVv; ...
oX oy

Th«ng th-&ng c«ng cfia néi luc (hoEc gng sukt) ®-ic
t¥nh qua th0 n'ng bidn d'ng. Khi c& c,c chuybn vP 9o
M;oV;W; thx thO n'ng biOn d'ng Il sI thay ®xi bw»ng ®'1
1-ing bidn phOn dI. Do ®i nguy®n 1y chuyOn vP Jo ®&i vii
hO bidOn d'ng ®-ic viOt nh- sau:

STI-D X =D YOV =D Z&W =0,

(1.28)

C.,c ®'i 1-ing biOn phGn trong (1.28) ®)u 1lp chuyOn
vP o cho n®n ndu xem néi luc (eng sukt) trong qu, trxnh
chuyOn vP 9Jo cong kh«ng ®xi thx dEu bidn phGn trong
(1.28) c& th0O viOt 1'i nh- sau:

S[IT->. XU -3YV -3 zZW]=0

(1.29)

Hai biOu thec (1.28) wvp (1.29) d-ii d'ng chi tidt h-n
®-ic trxnh bpy trong [30, Tr.261].
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2 Ll 1(dzyY
j —qy:ldx 0 hay I5l:§(dx¥j —qy:ldx=0
0

tEE

(1.30)

Ph-—-ng trxnh Euler cfia (1.30) nh- sau:

dx
1.4. Ph--ng trxnh Lagrange:
Ph-—-ng trxnh Lagrange 1lp ph--ng trxnh vi phOGn cfia
chuyOn ®&ng ®-ic bidu thbP qua c,c to! ® t®ng qu.t (c,c
chuyOn vPb t®ng qu.t).

Gd&i T 1lp ®ng n'ng vp II 1p thd n'ng cia hO, c,c g
lp c¢,c chuyOn vP teng qu.t vp Q; 1lp c.c luc teng qu.,t thx
ph-—ng trxnh Lagrange cad d'ng:

—9 dl —6T—kaH: Q (i=1,2,3...... , )
dt\oq, ) oq,  aq,
(1.31)
L.« 00, L L e .
trong ®a: qi:_T_ lp vEn tec cha chuyOn ®éng. $eili vii mgil

chuyOn vP q; sI cd& mét ph--ng trxnh Lagrange. $éng n'ng T
trong to! ®& teng qu.t lp hum cfia vEn téc vp cd thd 1p
hum cfia ¢ chuyOn vP teng qu.t.

ThO n'ng topun phCn cfia hO bao gam th0 n'ng biOn d'ng
vp thO n'ng cfia luc cd thO (luc tradng tr-&ng lp luc cé&
th0). Q; 1lp luc kh«ng thd ca thd ®-ic hiOu 1lp c.c 1luc
ngopi t,c déng 1°n hO (luc teng qu.t). P déng
ph--ng trxnh Lagrange ®0 xO©y dung ph--ng trxnh chuyOn
®éng cfia dCm chbPu uen nh- sau:

Gai y; 1lp chuyOn vP (teng qu.,t) cfia ®i0m i cfia dCm
vl q; lp luc t.c déng t'i ®i0m i cfia dCm wvp m; 1lp khei
1-ing.
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§éng n' 'ng ciia dCm
1 . . -
T :Z—myizdx trong ®a&: Y. =%
i1 2 ot
(1.32)
ThO n'ng biOn d'ng cfia dCm chbPu uén

I = ZlEJ(azy J

i1 2 ox*
(1.33)
DEu teng lEy cho tEt ¢ c,c ®0m i cfia dCm. Ph--ng trxnh
Lagrange ®ei vii dCm cd d'ng
g(mj ot ol
ooy, ) oy, oy,

(1.34)
Ta t¥Ynh hai thunh phCn ®Cu cfia ph-—ng trxnh (1.34)

aLaT} o . o'y, .
—| = :—mlylzm Zmiyi

atloy | ot "
(1.35)

T _y

%,

§O t¥nh th0 n'ng bidn d'ng cd thO ding ph--ng ph.p sai
ph©n h+u h'n, hxnh 1.5.
Béi wvx ®& vang vy; cila

dCm ch@ c& mEt trong bidu thgc 2 i1 i il i

thO n'ng biOn d'ng chfa ba ®iOm | AX | AX | AX | AX |

li®n ti0p i-1, i vp i+1l, cho n2®n | 1 1 1 1

ch@ cCn tYnh th0 n'ng biOn d'ng Hxnh 1.4. B-ic sai
cfia dCm (1.33) cho ba ®i0Om npy, phOn

Ax 1p khoing c,ch gi<a c,c ®iOm.
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’ N2 B 2
EE\] a Z/ :lEJ yi—l 2yi2+yi+l
2 ox™ ), 2 AX

2.,\? . 2
EEJ o'y =EEJ Yie =2Yii +Y,
2 \ox* ), 2 AX?

s N2
EEJ 632/ :lE\J yi_zyi+12+yi+2 2
2 ox™ )., 2 AX
(1.30)

Teng céng ba ph--ng trxnh tr®n cho ta thO0 n'ng cfia dCm

® t¥Ynh y;. Ta t¥nh Egl cfia ph-—ng trxnh (1.34).
Yi

a_H_ EJ(_ 2yi—1 +4yi B 2yi+1 +Yi,— 2yi—1 +Y, +Y - 2yi+1 + yi+2)
oy Ax*

:EJ[yi—Z_4yi—l+6yz_4yi+l+yi+2j:EJA_i4
AX AX" |,

(1.37)

4

o'y
oxt|

BiOu thgc (1.37) biOu thP sai ph©n h+u h'n cfia EJ

Céng (1.35) vp (1.37) nhEn ®-ic ph--ng trxnh Lagrange
®i vii chuyOn vb vy;
0%y, o*

. y| _
matz +EJ8X4\ = (,

(1.38)
$iOm i 1p bEt ku n®n nhEn ®-ic ph--ng trxnh vi ph©n cOn
b»ng cfia dCm
2
(Zt¥+EJ =
(1.39)

o'y

m = =0
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Sei wvii  bpi  to,n tUnh T=0 ta ca: EJ =q

(1.40)

Ph-—-ng ph.,p s® déng ph--ng trxnh Lagrange ®0 nhEn ®-ic
ph-—-ng trxnh vi ph®©n cfia ®-&ng ®& vang cfia dCm trxnh buy
& ®Oy 1lp cfia t,c gif.

& tr®n trxnh bpy bén ph--ng ph,p chung ®) xOy dung
bui to,n c-, 1Ey bupui to,n dCm chbu uén lum v¥ dé ®) bildt
c.ch s& déng chéng vp ® thEy bén ®-é&ng léi ® 1lu t--ng
®--ng nhau nghla 1lp ®u dEn vO ph--ng trxnh vi phOGn c@n
b»ng cfia hO.

2. Bai toan co hoc két ciu va cac phuwong phap giai

Bai toan co hoc két cAu nham xac dinh ndi luc va chuyén,vicﬁa/héthanh,
tam, vo dudi tac dung cua cac loai tai trong, nhiét do, chuyén vi cudng buec,...va
duoc chia lam hai loai:

- Bai to4n tinh dinh: 14 bai toan c6 c4u tao hinh hoc bat bién hinh va du lién két tua
véi dat, cac lién két sép xép hop ly, chiu céc loai tai trong. Dé xac dinh ndi luc va
chuyén vi chi cAn dung cic phuong trinh can bang tinh hoc 13 du;

- Bai toan siéu tinh: 1a bai toan c6 cau tao hinh hoc bat bién hinh va thira lién két
(ndi hodc ngoai) chiu cac loai tai trong, nhiét do, chuyén vi cudng bic,...Dé xac
dinh noi luc va chuyén vi ngoai cic phuong trinh can bang ta con phai bd sung cac
phuong trinh bién dang.

Néu tinh dén tan ung suét, c6 thé noi réng moi bai toan co hoc vat ran bién
dang no6i chung va bai toan co hoc két ciu ndi riéng déu 1a bai toan siéu tinh.

Pa c6 nhiéu phuong phap dé giai bai toan siéu tinh. Hai phuong phap truyén
théng co ban 1a phuong phap luc va phuong phap chuyén vi. Khi st dung ching
thuong phai giai hé phuong trinh dai sb tuyén tinh. S6 lugng cac phuong trinh tiy
thudc vao phuong phap phan tich. Tir phuong phap chuyén vi ta c6 hai cach tinh gan
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dung hay duogc str dung 1a H. Cross va G. Kani. Tt khi xuat hién may tinh dién tu,
nguodi ta bo sung thém cac phuong phap sé khac nhu: Phuong phap phan tir hitu
han; Phuong phap sai phan hitru han...
2.1. Phuong phap luc

Trong hé siéu tinh ta thay cac lién két thira bang cac luc chua biét, con gia tri
cac chuyén vi trong hé co ban twong Gmg véi vi tri va phuong cua céc luc an sé do
ban than cac luc d6 va do cac nguyén nhan bén ngoai gdy ra bang khong. Tur diéu
kién nay ta 1ap duoc hé cac phuong trinh dai $6 tuyén tinh, giai hé nay ta tim duogc
céc an sb va tir d6 suy ra cac dai luong can tim.
2.2. Phuwong phap chuyén vi

Khac véi phuong phap luc, phuong phap chuyén vi lay chuyén vi tai cac nat
lam an. Nhitng chuyén vi ndy phai co gia tri sao cho phan lyuc tai cac lién két dit
thém vao hé do ban than chung va do cac nguyén nhan bén ngoai gy ra bang khong.
Lap hé phuong trinh dai s6 tuyén tinh théa man diéu kién nay va giai hé d6 ta tim
dugc cac an, tr d6 xac dinh cac dai lugng con lai. HE¢ co ban trong phuong phap
chuyén vi 1a duy nhat va gidi han giai cac bai toan phu thudc vao sé cac phan tir mau
c6 san.
2.3. Phwong phap hén hep va phwong phap lién hop
Phuong phap hdn hop, phuong phap lién hop 1a su két hop song song gitta phuong
phap luc va phuong phap chuyén vi. Trong phuong phap ndy ta c6 thé chon hé co
ban theo phuong phéap luc nhung khong loai bo hét cac lién két thira ma chi loai bo
cac lién két thudc bd phan thich hop véi phuong phap luc; hodc chon hé co ban theo
phuong phap chuyén vi nhung khong dit day du cac lién két phu nham ngin can
toan b0 cac chuyén vi nit ma chi dat cac lién két phu tai cac nut thudc bo phan thich
hop v6i phuong phap chuyén vi. Truong hop dau hé co ban 1a siéu tinh, con truong
hop sau hé co ban la si€u dong.

Trong ca hai cach ndi trén, bai toan ban dau dugc dua vé hai bai toan doc lap:
Mot theo phuong phap luc va mot theo phuong phap chuyén vi.
2.4. Phwong phap phan tir hiru han
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Thuc chat ciia phuwong phap phan tir hitu han 13 roi rac hoa ban than két cdu
(chia két cau thanh mot sb phan tir c6 kich thudc hiru han). Cac phan tir lién ké lién
hé voi nhau bang cac phuong trinh can bang va cic phuong trinh lién tuc.

Pé giai quyét bai toan co hoc két cau, c6 thé tiép can phuong phap nay bang
duong 16i truc tiép, suy dién vat Iy hodc duong 16i toan hoc, suy dién bién phan. Tuy
nhién bang cach nao di ching nita thi két qua thu dugc 1a mot ma tran (46 cimg hoic
do mém). Ma tran do duoc xay dung dya trén co so cuc tri hoa phiém ham biéu dién
nang lugng. Trong pham vi mdi phan tir riéng biét, cac ham chuyén vi duoc xap xi
gan dung theo mot dang nao do, théng thuong 1a cac da thirc.

2.5. Phwong phap sai phan hiru han

Phuong phép sai phan hitu han ciing 1 thay thé hé lién tuc bang mé hinh roi rac,
song ham can tim (ham mang dén cho phiém ham gia tri ding), nhan nhiing gia tri
gan dung tai mot s6 hiru han diém cta mién tich phan, con gia tri cac diém trung
gian s€ dugc xac dinh nhd mot phuong phép tich phan ndo d6. Phuong phap nay
cho 101 giai sb cua phuong trinh vi phan vé chuyén vi va ndi luc tai cac diém nut.
Thong thudng ta phai thay dao ham bang cac sai phan cta ham tai cac nat. Phuong
trinh vi phan cua chuyén vi hodc ndi luc duge viét dudi dang sai phan tai mdi nat,
biéu thi quan hé cua chuyén vi tai mQt nut va cac nut 1an can dudi tic dung cua
ngoai lyc.

2.6. Phwong phap hdn hop sai phin — bién phén

Két hop phuong phép sai phan voi phuong phap bién phan ta c6 mdt phuong
phap linh dong hon: Hodc 1a sai phan cic dao ham trong phuong trinh bién phan
hoc 1a sai phan theo mdt phuwong va bién phan theo mot phuong khac (ddi voi bai

todn hai chiéu).
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CHUONG 2.
PHUONG PHAP NGUYEN LY CUC TRI GAUSS

Trong chuong 1 d3 trinh bay bén dudng 16i xdy dung bai toan co hoc va cac
phuong phép giai hién nay thuong dung trong cac gido trinh, tai liéu trong va ngoai
nudc. Khac voi chuong 1, chuong nay trinh bay nguyén 1y Gauss, sau do trinh bay
phuong phap méi dua trén nguyén 1y cuc tri Gauss dé xay dung va giai cac bai toan
co hoc dudi dang téng quat, chu yéu 1a ctia co hé vat ran bién dang. Pé dat muc tiéu
trén, trong chuong con gioi thiéu cac khai niém ung suét va bién dang cua co hé
moi trudng lién tuc va ctia co hoc két ciu. Cudi cung, dé 1am vi du, trinh bay viéc ap
dung phuong phap méi dé nhan dugc cac phuong trinh vi phan cin bang cua co hé.
2.1. Nguyén li cue tri Gauss

Nam 1829 nha toan hoc nguoi Pirc K.F. Gauss da dua ra nguyén 1y sau day
dbi v6i co hé chat diém [1,tr. 171]:

“Chuyén déng thuc cia hé chdt diém cé lién két tiy ¥ chiu tac ddng bat ki ¢
méi thoi diém xdy ra mét cach phit hop nhdt ¢ thé véi chuyén dong cia hé do khi
hoan toan tir do, nghia la chuyén dong thuc xdy ra véi lwong cudng birc t0i thiéu
néu nhw s6 do lwong cwdng birc ldy bang tong cdc tich khoi lwong chdt diém voi

binh phwong do léch vi tri chat diém so véi vi tri khi chung hoan toan tw do”.
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Got m, 1a khoi luong chat diém, A; 14 vi tri cta no, B, 1a vi tri sau thoi doan
vo cung bé do tac dong luc ngoai va do vén tde ¢ dau thoi doan giy ra, C. 14 vi tri ¢6
thé ( bi rang budc bai lién két) thi lwong cudng buc duge viét nhu sau:

z=Ym(BCJ - Min (2.1)

Déu tong trong (2.1) 14y theo s chat diém.

St dung nguyén 1y van tdc 40 va nguyén 1y D ‘Alembert, xét hé ¢ trang thai
can bang va cho rang c6 luc véi do 16m ti 18 voi do dai E tac dung theo chiéu tir
C dén B,, Gauss da chimg minh nguyén ly cuia minh [1,tr. 172] .

Pé c6 thé st dung nguyén 1y Gauss can biét dai lugng bién phan cua no.

Theo [1,tr. 889], Gibbs (nam 1879) va Appell (nam 1899) di tur cac 1ap ludn khac

nhau déu nhan dugc nguyén 1y Gauss va chi ra rang dai lwong bién phan cua nguyén
1y nay 14 gia toc. Piéu ndy c6 nghia la:

ori=0; ori=0; orj= 0 (2.2)

& day & 1a ki hiéu bién phan ( 1ay vi phan khi cb dinh thoi gian ), r;, f; va I lan

luot 1a vecto toa dd, vecto van toe va vecto gia tdc cua diém i. Chuyén dich cua

chat diém cua hé co lién két dudi tac dung cua luc F; sau thoi doan dt tinh theo

cong thure sau day:
ri+|*idt+%'r;dt2 (2.3)

Vi 8r,=0va &i;=0 nén chuyén dich cua chit diém hoan toan tu do (c6 thé hinh

dung & dau thoi doan dt lién két duoc giai phong nhung van giit luc tac dung) sau

thoi doan dtla :

r+rdt+ 1R
2m,

dt? (2.4)

Hiéu cua (2.4) va (2.3) cho ta do 1éch vi tri ctia chat diém c6 lién két so véi vi tri cua
no khi hoan toan tu do.
C6 thé xem dt 1a hang thi luong cudng bt Z theo (2.1) duoc viét dudi dang luc nhu

sau (voi do chinh xac bang thira s6 dt*/ 4) :
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FoY
Z:Zm,(——‘r,’J — Min (2.5)
i m
hoac
1 12 :
Z = Z—(Fi- m ¥,)° — Min (2.5a)
P M
Khi tinh lugng cudng birc theo (2.5) can xem gia tdc 1a dai luong bién phan
(bién phan kiéu Gauss theo cach néi ctia Boltzmann ). Nhu vay, phuong phap tim
cuc tiéu cua cac bai toan co hoc dugc xay dung theo nguyén 1y (2.5) khong thé 1a

bt ky ma phai 1a (khi khéng c6 rang budc nao khac):
o _ (2.6)

Piéu kién (2.6) sé& cho ta phuong trinh can bang. That vay, ap dung (2.6) vao (2.5) ta
nhan dugc phuong trinh can bang cua hé ( ¢ ddy luc tac dung bang luc quéan tinh).
Appell va Boltzmann (nim 1897) con cho biét nguyén 1y Gauss dtiing cho hé lién
két holonom va ca hé lién két khong holonom [1,tr. 890].
Nguyén 1y Gauss (2.1) hoic (2.5) c¢6 dang ctia phuwong phap binh phuong tbi thiéu
la phuong phap ciling do Gauss dua ra va dugc dung rong rai trong toan hoc hién dai,
trong giai tich ciing nhu trong 101 giai s6. C6 18 vi viy nguyén 1y Gauss thu hut su
cht ¥ cua nhiéu nha khoa hoc, thi du, Hertz (ndm 1894) dya trén ¥ tudng luong
cudng buc dua ra nguyén 1y dudng thang nhat (duong c6 d6 cong nhé nhat) hodc
Prigogine (nam 1954) va Gyarmati (nam 1965) da xay dung duoc lugng cudng buc
cua cac qua trinh khong hoi phuc trong nhiét dong luc hoc [2].

Céc tai liéu gido khoa vé co hoc thuong gidi thiéu nguyén 1y Gauss dudi dang
(2.5) 1a dang dung duoc dé tinh toan. Nhung nguyén 1y (2.5) véi dai luong bién
phan 13 gia téc chi 12 mot biéu thi cia nguyén 1y Gauss (2.1) boi vi dai luong bién
phan trong co hoc con o thé 13 chuyyén vi va van tdc nhu trinh bay sau day.
2.2. Phwong phap nguyén ly cuc tri Gauss

Trong bai viét cia minh Gauss néu nhan xét rang nguyén Iy véin téc do bién
van dé tinh hoc thanh van dé todn hoc thuan tuy, con nguyén 1y D’ Alembert duwa bai

toan dong luc hoc vé bai toan tinh hoc va moi nguyén ly cua co hoc hodac nhiéu hodgc
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it déu co thé truc tiép rit ra tir hai nguyén Iy trén. Dudi day trinh bay phuong phap
dua trén nguyén 1y chuyén vi 40 dé nhan duoc biéu thirc (2.1) ctia nguyén 1y Gauss.
Xét hé chat diém c6 lién két tuy ¥ & mot thoi diém bét ki ndo d6 c6 nghia 13
phai dua lyc quan tinh f; cia hé tai thoi diém d6 tac dung 1én hé. Dbi voi hé hoan
toan tu do luc quan tinh fy; cua néd bﬁng vo1 ngoai luc (chi s6 ‘0’ & chan ki tu chi
r.:ng ki tu d6 thudc h¢ so sanh, truong hop nay la hé hoan toan tu do c6 cung khoi
luong va cung chiu tac dung luc ngoai gidng nhu hé c6 lién két). Nhu vay, cac luc
tac dung lén hé co6 lién két gém cac luc fi= m;i; va cac luc fp; = m; g (thay cho
ngoai luc). Theo nguyén 1y chuyén vi ao ddi véi lién két giir (lién két dudi dang
dang thirc) va khong gitr (lién két dudi dang bat dang thuc) diéu kién can va du dé

hé & trang thai can bang 1a [1,tr. 887] :
Z(fn - fOi)5ri <0 (27)

Biéu thirc (2.7) cling duoc Fourier (nim 1798 ) va Ostrogradsky ( nim 1838) doc
1ap dua ra.
C6 thé nhan xét ngay rang phan trong ngoic don cia (2.7) biéu thi luc tac dung lén
hé nén phai bang khong dé hé ¢ trang thai can bang.
Trong biéu thirc (2.7) can xem cac chuyén vi r; doc 1ap ddi véi luc tac dung. Cho
nén tir (2.7) co thé viét:

Z=>(f-f,)r —Min (2.8)

Trong (2.8) i 1a cac bién doc 1ap can tim dé bao dam cho Z cyc tiéu. Vi chuyén vi
roi ctia hé hoan toan ty do da biét nén biéu thic (2.8) twong duwong véi cac biéu thic
dudi day:

Z = (fi—fy)(rn-ry) — Min (2.8a)

hoac Z =) m, [%—'r‘m} (r.-r,) — Min (2.8b)

D& dang nhan thiy (2.8b) 1a tich cta khdi lwong m; v6i binh phuong d6 16ch vi tri
chat diém va do d6 Z xac dinh theo (2.8) 1a luong cudng birc cta nguyén 1y Gauss
(v6i do chinh xac bang thira s6 dt?/ 2 ). So véi (2.5), luong cudng birc Z xac dinh

theo (2.8) biéu thi day di1 va rd rang tu tuong ciia nguyén 1y Gauss thé hién & chd,
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thtt nhat, nd cho phép so sanh hé co lién két v6i hé hoan toan tu do, tha hai, dai
luvong khong biét (dai luong bién phan) trong (2.8) 1a chuyén vi giéng nhu trong
(2.1). Cuyc tiéu cua (2.8) can va phai duoc tim tir diéu kién (khi khéng ¢ cac rang

budc nao khac):

o)}

Z _
5 =0 (2.9)

Diéu kién (2.9) ap dung vao (2.8) cho ta phuong trinh can bang ctia co hé.

Vidu 1l Viduy nay lay tir [3.tr. 64]. Viét phuong trinh chuyén dong ctia khdi luong
m chay trén dudng cong y= bx® trong mit phing (xy), khong c6 lyc ma sat, duéi
tac dung ctia truong gia téc g (Hinh 1.1).

y | y=bx?

o

Hinh 1.1
Cac luc tac dung 1én khoi luong m bao gém: luc quan tinh theo chiéu y, luc trong
truong theo chiéu am cua y, luc quan tinh theo x. Chon hé so sadnh 1a hé cé cung
khéi lwong m nam trong truong gia toc g nhung hoan toan tu do. Luong cudng bic

duoc viét theo (2.8) nhu sau:
Z = (my+mg)y+(m)x — Min (@)
Thé y =bx? vao (a) ta co

Z = (my+mg)bx®+(mx)x — Min (b)
Xem chuyén vi x 1a bién doc 1ap va tir didu kién ‘Z—Z _0 nhan dugc:
X

2bxy + 2bgx + X =0 (©)

Thay § = 2bxx+2bx> vao (¢) nhan dugc phuong trinh chuyén dong ctia khéi lugng

m

(4b*x* +1)X +4b*xx* +2bgx = 0 (d)
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Phuong trinh (d) 14 két qua can tim.

Nhu nhan xét caa Gauss néu trén, c6 thé ndi biéu thirc (2.7) da bién van dé tinh hoc
(can bang luc) thanh van dé toan hoc thuan tuy. That vy, néu ta dung gia toc 13 dai

luong bién phan thi twong tu nhu (2.7) c6 thé viét

S (f-1,) 8¢ < O (2.10)

v6i diéu kién gia toc ¥, 1a dai luong doc 1ap dbi vai lyuc tac dung.
Tt (1.10) c6 thé viét

Z=> (fi—fy)fi - Min (2.11)
Trong (2.11) can xem gia tbc #; 1a dai luong bién phan dé bao dam cho Z cyc tiéu.
Vi gia tdc o ctia hé hoan toan ty do di biét nén biéu thirc (2.11) twong duong

vai1 cac biéu thire dudi day:

z=3% (fi-f)(ri fo) —  Min (2.11a)
hoac Z = Z m; (%—feij( ri- ‘r'Oi) —  Min
Z= > mlii-t)’ — Min (2.11b)

Ta thiy (2.11b) trung véi (2.5). Céc gia téc ¢ phai thoa min cac lién két néu c6 va
diéu kién cuc tiéu cua (2.11) 1a biéu thie (2.6).
Vidu2.Lam lai vi du 1 (Hinh 1) theo nguyén li (2.5) hoic biéu thtc (2.11)

Khéi luong m vira chuyén dong theo x, vira chuyén dong theo y, nhung do co
lién két y= bx® nén chi c6 mot bac tu do, thi du 1a x. Cac luc tic dung 1én m bao
gém: Luc quan tinh theo chiéu Yy, lyc trong truong theo chiéu 4m cua Yy, luc quan tinh
theo x. Luong cudng birc Z viét theo (2.5) la:

z = m(%+y)2+m)'<2 > Min (a)
Lay dao ham rang budc y=bx* theo thoi gian hai 1an ta c6 :

§ = 20bxX + 2bx? (b)
Thay y trong (a) bang (b), nhan dugc
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Z = (g+2bxx+2bx*)*> +%> — Min (c)
Xem gia tocx 1a bién doc lap va tir diéu kién 6z /éx =0 ta c6 phuong trinh chuyén
dong cua khdi lugng m nhu sau :
(4b*x* + DX + 4b*xx* + 2bgx =0 (d)
Phuong trinh (d) 14 két qua can tim.
Tuong tu, cling c6 thé dung van tdc ¢ 13 dai lvong bién phan, khi d6 lugng cudng
bitc Z duge viét
Z =) (fi-fy)f, — Min (2.12)
v6i diéu kién van toc ro1a bién doc lap va thod man cac lién két néu co. Trong
truong hop nay diéu kién cuc tiéu cia nguyén 1(2.12) sé& 1a (khi khéng c6 rang budc
nao khac) :

0z _
5 =0 (2.13)

Lam lai bai toan cta vi du 1 véi dai lugng bién phan 13 van téc (biéu thic 2.12) ciing

cho ta két qua dung dan.

Tom lai, cac nguyén 1y (2.5) hodc (2.11) voi dai luong bién phén 1a gia toc doc 1ap
d6i voi luc tac dung, nguyén 1y (2.8) véi dai lugng bién phan 1a chuyén vi doc l1ap
d6i véi luc tac dung va nguyén 1y (2.12) véi dai luong bién phan 1a van toc doc 1ap
ddi véi luc tac dung di bién phuong trinh cin bang luc (van dé co hoc ) thanh cac
bai toan toan hoc thuan tuy va co thé dugc phat biéu nhu sau : Chuyén dong thuc

cua co hé xay ra khi lwong cuong burc Z

~ xdc dinh theo (2.5) thi dwoc tim theo gia toc , diéu kién (2.6 )
— xdc dinh theo (2.8) thi dwoc tim theo chuyén vi, diéu kién (2.9)
— xdc dinh theo (2.12) thi dwoc tim theo vin téc, diéu kién (2.13)
la cuec tiéu.
Puong nhién, cac dai lwong bién phan gia tdc, chuyén vi va van tdc phai

thoa man cac diéu kién lién két cta hé.
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Pé co thé ap dung cho ca cac bai toan tinh ciia mdi trudong lién tuc ta s&
dung nguyén 1y (2.8) véi dai luong bién phéan 1a chuyén vi va diéu kién cuc tiéu 1a
(2.9). Nguyén i (2.5) khong cho phép giai cac bai toan tinh. Do do, cach trinh bay

nguyén 1y Gauss dudi dang nay dd han ché viéc sir dung nguyén 1y trong co hoc.

C6 thé mo rong nguyén 1y Gauss bang cach so sanh hé can tinh véi hé co
lién két tuy ¥ chiu tac dung cua lyc giéng nhu hé can tinh ma 101 giai ctia n6 da biét.
Khi d6 thay cho lyc ngoai ta dung luc lién két va luc quan tinh cta hé so sanh véi
dau nguoc lai dé tac dong 1én hé can tinh. Piéu nay 14 hién nhién bdi vi ngoai luc

ludn can bang voi ndi lyc. Xét vi du minh hoa sau

Vi du 3 Hé can tinh 1a khdi lugng m c6 lién két 10 xo d6 ctng k va lién két nhét voéi
hé s6 nhét ¢ chiu tac dung luc p(t) (Hinh 2.2). Xét dao dong thang ding u(t) ciia m
so v&1 vi tri can br?lng tinh cua nd. Bai toan ¢6 mot bac dao dong tu do. Ta chon hé so

sanh c6 khéi lwong mg va lién két 10 xo do ctng ko cting chiu luc p(t) (Hinh 2.2.b).

m b) "
¢ ko

/ s ) ;// /;//

Hinh 2.2 a) Hé can tinh; b) Hé so sanh.
Dao dong ug(t) cia hé so sanh (so v6i vi tri can bang tinh cta nd) xac dinh tir

phuong tinh can bang sau :
Myl +Kolp = P(t) (a)

Luc tac dung lén khdi lugng m gém cO: luc quan tinh mu, lyc can 10 xo ku, lyc can
nhét cu va luc p(t) duoc thay bang noi luc cia hé so sanh. Lugng cudng birc theo
(2.8) viét duoc:

Z = (mu+cu+ku—myli, —k,u,)Ju — Min (b)
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Phan trong dau ngodc don cua (b) biéu thi lyc tac dung va theo nguyén 1y chuyén vi
(2.8) can xem chuyén vi u 1a bién doc 1ap ddi véi luc tac dung thi tur diéu kién

0Z/du =0 nhan dugc phuong trinh cin bang ciia hé can tinh
mUi +cu + ku = m, U, +K,U, (c)
hay chu y t6i (a) ta co
mu + cu + ku = p(t) (d)

Nhin vao (c) va (d) thdy rang thay cho viéc giai phuong trinh vi phan cin bang (d)
ctia hé can tinh ta c6 thé giai phuong trinh (¢) Ung voi timg thoi diém. Vé phai cua
(c) ¢o thé 1a nghiém riéng hodc nghiém co ban (trudng hop p(t) 1a xung don vi) cta
(d) hodc, mot cach tong quat, 1a thé hién cua p(t) trén hé bat ki nao khac (1oi giai ca
hé bat ki khi chiu tic dong ciia p(t) ). Nhan xét ndy rat hiru ich béi vi n6 cho ta mot
phuong phép nita dé giai cac phuong trinh vi phan phirc tap, dic biét 1a ddi véi cac
bai toan c6 diéu kién bién & vo han hoic 13 khi giai bang sb.

Luong cudng birc Z theo (b) co thé viét dudi dang sau:

7=71+22+23 — Min ©)
Zl=-%&u—%u@2, Z2=2cuu, Z3= 2m(i—i,)u (f)

O day Z1 viét dudi dang binh phuong tdi thiéu. Vi Z1 dugc viét duéi dang binh
phuong t6i thiéu nén cac dai lugng Z2 va Z3 phai nhan véi hé s6 2. Céc biéu thic

lugng cudng buc (b) va (e), (f) la twong duong.

Nhitng nhan xét rat ra tr vi du minh hoa néu trén ap dung dung cho bat ki hé nao
khac.

Trinh bay trén cho thiy c6 thé dung hé co lién két bat ki dé 1am hé so sanh cho nén

c¢6 thé md rong biéu thuc (2.8) nhu sau :

Z=Z(VMM — Min (2.14)
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véi i 1a noi luc bao gom luc quan tinh va luc lién két n€u c6 ctia hé can tinh, fy 1a
ndi luc va lyc lién két da biét cia hé so sanh bat ky chiu tac dung luc ngoai giong

nhu hé can tinh.

Chu y rang khi sir dung biéu thuc (2.14) can xem chuyén vi r; 1a dai lwong doc 1ap
ddi véi lue va phai théa man cac diéu kién lién két néu co. Béi vi cuc tiéu cua
luong cudng birc Z phai dugce tim theo (2.9) (khi khong c6 cac rang budc nao khac
) nghia 1a phai giai phuong trinh can bang cta co hé nén bai toan ludn cé nghiém va

nghiém 1a duy nhét

Phwong phdp cia nguyén 1y (2.14) cho phép dimg hé so sanh bdt ki. Pai lwong bién
phadn cia (2.14) la chuyén vi, diéu kién cuc tiéu ciia né la biéu thirc (2.9). Phuong
phap nay do GS. TSKH Ha Huy Cuong dé xuit va duoc goi 1a phuong phap nguyén

1y cuc tr1 Gauss.

Biéu thitc (2.7) trong cac gido trinh co hoc thuong mang dau bang, nghia 1a chi xét
truong hop lién két gilr va khi do tir (2.7) sé nhan duoc nguyén 1y cong 4o. Co thé
no6i biéu thirc (2.7) véi dau nhé thua hoic bang la sy khac biét co ban giita nguyén
1y co hoc cua Gauss véi co hoc dua trén nguyén 1y cong 4o hién dung.
2.3. Co hé méi truwong lién tuc: wng suit va bién dang
Trong muc ndy trinh bay phuong phap nguyén Iy Gauss ddi v6i co hé méi
truong lién tuc. Mudn vay can biét khai niém tng suit va bién dang cia méi truong
lién tuc. Pé trinh bay gon dudi diy dung cac dai lugng tenxo voi cach hiéu nhu sau
[4 ,tr.196]:
aa =a +a, +a,
ay =8y, +ay, + Ay
va hé sb Kronecker
dij = 1 khi i=]
dij = 0 khi i=#j
voi i=1,2,3; j=1,2,3;k=12,3 dbi voi khong gian 3 chiéu.
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C6 thé noi dbi twong nghién ctru ctia co hé moi trudnglién tuc trong toa do vudng
goc 1a phan t6 khdi chir nhét (ba chiéu, kich thudc vo cing bé ) hodc phan to chir

nhat (hai chiéu, kich thudc v6 ciing bé ) duoc tach ra tir mdi trudng (hinh 2.3 ).

Cy
LELE

dx3
Kl

3
Aat2 1

dx?

Hinh 2.3. Trang thai tmg suét phan t6

Khi d6 1i thuyét tng suit cho thdy ngoai cac luc thong thuong (luc giy cac chuyén
vi tinh tién trong co hé chat diém) trén bé mit phan t6 con cd cac tng suit tac dung .
C6 9 tng suét o; tac dung lén bé mit phan t6. Thir nguyén cua tmg suit bang luc
chia cho don vi1 dién tich.
Tir diéu kién can bang lyc va momen s& nhan duoc phuong trinh cin bang tinh cia
phan t6

..+ b =0 (2.15)

1.]
Trong (2.15) oj la ung Suét , o biéu thi dao ham cua ung suét theo toa do
khong gian, 00,/0%; = o ;, bi 1a luc khéi (luc khéi xem nhu 1a lyc can). Néu khong
c¢6 luc momen khéi thi tir phuong trinh cén bang s& o :

0.= o (2.16)
So ung suat doc 1ap tac dung lén bé mat phan t6 chi con 6 . Li thuyét ung suat cho
thay khi biét trang thai ing suit phan td thi s& x4c dinh duogc trang thai luc tai diém
do6 cia moi truong va nguoc lai .
Khi chiu tac dung ngoai luc, phan t6 chuyén dong va bién hinh. Ly thuyét bién dang
cho thiy ngoai cic chuyén vi u; phén t6 con chiu cac bién dang &; ji- Néu xem bién
dang 1a bé (binh phuong hodc tich hai bién dang 1a nho so véi chinh nd ) thi cac

bién dang duoc xac dinh theo cac phuong trinh sau:
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1
&j = 5 (Uij + Ui) (2.17)

Cac g 1a cac dai lugng khong thr nguyén. Tuong tu nhu tenxo ojj, tenxo g
dbi xtmg va c6 6 bién dang doc 1ap twong tng v6i 6 Ung suit.

Tir (2.17) thiy ring trang thai chuyén vi xac dinh duy nhét trang thai bién
dang, nhung nguoc lai khong dung bai vi c6 nhiing chuyén vi khong gay bién dang
(chuyén vi cua vat rin tuyét d6i). Ngoai cac phuong trinh néu trén, dé bao dam tinh
lién tuc cua méi truong con cd cac cac phuong trinh vé didu kién khong bi gian
doan.

Tuy theo tinh chét co hoc cua vt liéu méi truong ma co cac lién hé khac nhau
giita (mg suét va bién dang. Do c6 6 tng suat va 6 bién dang nén mdt cach tong quat
can biét 36 thong s6 tinh chat vat liéu. Tuy nhién tir diéu kién biéu thi ning luong
bién dang phai gidng nhau con s6 36 rat xudng con 21. Ddi véi vat lidu dang hudng
chi con 2 thong s6 tinh chat vat liéu doc 1ap duoc chon trong sb cac thong s6 sau: hai
hang s6 Lamé p va A , médun Young E , modun truot G va hé s Poisson v, giira
chung c¢o céac lién hé sau day :

_ Ev _ _ E
Moy RS0 T ay (2.18)

Pbi v6i vat lieu dong nhat , dang hudng, tuan theo dinh luat Hac (Hooke) thi

lién h¢ gitra rng suat va bién dang s¢€ la :

cij = 2G (g + ; V2 € 5y ) (2.19)

—cV

Tir cong thirc (2.19) thdy rang Gng suat oij khong nhiing phy thudc vao bién
dang ¢;; theo phuong cua n6 ma con phy thudc vao cac bién dang theo cic phuong
khac thong qua hé s6 Poisson v. Hé s6 2G dé tién trinh bay sau nay s€ dugc goi la
dé cirng cua bién dang.

Nhiing trinh bay trén cho thay dbi v6i co hé moi truong lién tuc can xem céc
bién dang &ij 1la doc lap d6i voi nhau va dugc xac dinh theo phuong trinh (2.17), can
xét cac phuong trinh vé diéu kién khong bi gian doan ctia méi truong va lién hé

gilra img suat va bién dang. P61 v1 moi truong dan hoi, dong nhat, dang hudng lién
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hé ung suit - bién dang ldy theo (2.19) va diéu kién khong bi gian doan ctia moi
truong tu dong thoa mén khi biéu thi ing suit qua chuyén vi.

Tém lai, khac véi co hé chit diém, trong moi truong lién tuc ngoai luc khoi
va luc quan tinh 1 cac luc tac dung gay chuyén vi, con phai xét thém cac tmg suit
Cij gy ra cac bién dang Eij .

T nhan xét vira néu, c6 thé s& co ich dbi v4i nhan thire khi dua ra cac nhan
dinh téng quat vé mdi trong quan giira co hoc chit diém va co hé méi trudng lién
tuc nhu sau:

— Khai niém co ban cua co chat diém 1a chét diém, cac luc tac dung lén chit diém
gay ra cac chuyén vi, ddc trung cua chit diém 1a khdi luong;
- Khai niém co ban cta co h¢ moi truong lién tuc la mat ct phan td, céac ung suét
giy ra cac bién dang, cac dic trung ctia mat cat phan t6 1a cac do ctng bién dang
tuong ng v4i cac Gmg suat. Cac do ctng nay xéac dinh tuy theo tinh chét vat liéu
moi truong. Trong co hé mdi trudng lién tuc con c6 luc khdi va luc quan tinh gay
chuyén vi gidng nhu trong co hé chat diém. Do do, c¢6 thé tém tit mébi twong quan
vira néu dudi dang:
Chat diém < Mat cdt phdn t6
Luc < Luc
Cdc g sudt
Chuyén vi < Chuyén vi
Bién dang
Khéi lwong < Khéi lwong

Cdc dé cing bién dang

Ki hiéu < chi sy twong duong giita cac khai niém. V&i cach hiéu nay ciing
dé dang xay dung phiém ham lugng cudng birc twong tu nhu (2.14) d6i véi co hé
mdi truong lién tuc bat ky dugce trinh bay sau day.

Trudc tién, ta dung hé so sanh 13 hé chat diém co6 cung khdi luong, cing chiu
tac dung luc ngoai va hoan toan tu do. Péi voi moi truong lién tuc can xét thém ung

suat va bién dang nén lugng cudng birc Z ciia hé viét twong tu (2.14) nhu sau:
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Z..=.Z1+2Z2 —Min
21={oye,dv , Z2=[(pliy, +bu, - plizu,)dF (2.20)
\Y \Y

Trong (2.20) V 1a thé tich vat thé, p 1a khéi luong don vi. Luc quan tinh 1a Iyc can
nén trong (2.20) mang ddu cong. Luong cudng buc Z1 xét Gmg sut cia moi truong
lién tuc can tinh, hé chat diém so sanh khong co tng suit. Luong cudng bic Z2 xét
luc khoi va luc quan tinh cia moi1 truong lién tuc, luyc quan tinh cua hé chit diém so
sanh. Cac luc nay déu gay chuyén vi u.

Theo phuong phap nguyén 1y cuc tri Gauss, trong (2.20) cAn xem cac bién
dang ¢; 1a doc 1ap d6i voi cac Gmg sudt oy va cac chuyén vi u; 1a doc 1ap doi véi luc
tac dung (¢ day 1a Iyc khéi va luc quéan tinh) va doc lap d6i voi nhau. Piéu kién cuc
tiéu cua (2.20) 1a

ozt azz (2.21.2)
og; Oy,

Néu bién dang &; bicu thi qua chuyén vi (cong thirc (2.17)) thi diéu kién cyc ticu
cta (2.20) dugc viét nhu sau:

oe..
0Z1 5” " 022 -0 (221b)
og; ou;  ou,

T diéu kién (2.21.a) nhan duoc

O-ij,j+ bi+pUi-pU0i =0 (222)

Phuong trinh (2.22) 1a phwong trinh vi phan can bang ciia co hé méi truong lién tuc
dué6i dang g suit.

Néu tai diém dang xét khong c6 luc ngoai tac dung thi i bi triét ticu,
phuong trinh (2.22) 14 phuong trinh can bang dong luc hoc thuong gip cia co hé
mdi trudng lién tuc. Trudng hop bai toan tinh, pti, cling bang khong, phuong trinh
(2.22) khi d6 trung voi (2.15).

D@ dang nhan dugc phuong trinh vi phan cin bang duéi dang chuyén vi bang
cach dua lién hé ung suat - bién dang vao phuong trinh (2.22) hodc vao phiém ham

(2.20).Trong muc (2.5) du6i day sé& tro lai van dé nay.
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Can néu nhan xét rang biéu thire (2.20) cho phép so sanh co hé moi truong
lién tuc v&i co hé chit diém hoan toan ty do khi hai hé cung chiu lyc ngoai nhu
nhau. Trong (2.20) khong chira cac thong sb tinh chat vat liéu ctia mdi trudng nén
n6 dung voi moi truong bat ky.

Xét cac trudng hop khac cia phiém ham luong cudng bire (2.20):

- Truong hop khong dung hé so sanh thi phai dua luc ngoai pi vao (2.20). Luc pi
thuong tac dung 1én bé mat Q cua vat nén ta viét

Z = I(aijgij+puiui—biui)dv—jp u,dQ — Min (2.23)

\Y
~ (€06 thé dung hé so sanh ciing 1a co hé mdi truong lién tuc c6 lién két bat ky voi
diéu kién hai hé cung chiu luc ngoai giéng nhau:

Z = ”(O'ij —0gi)&; + (P — polig )u; — (b, _bOi)ui}jV_) Min (2.24)

Gidng nhu di trinh bay & vi du 3, thuc chat caa phwong phap nguyén 1y cuc tri
Gauss la dung ndi1 luc ctiia h¢ so sanh tac dung Ién hé can tim.
~ Pdi v6i bai toan tinh, luc quéan tinh triét tidu, khi khong xét lyc khdi, biéu thirc
(2.24) c6 dang:

Z =[(oy —0g;)e,dv — Min (2.25)

\%
— Ddi véi bai toan tinh, khong xét luc khoi, khong dung hé so sanh, tir (2.23) ta co:
Z = J.aijgijdv—jpiuidQ — Min (2.26)
\ Q

Cac chuyén vi u; va bién dang &jj (xac dinh theo (2.17)) trong cac phiém ham (2.20,
2.23,2.24, 2.25) va (2.26) la nhitng dai luong doc 1ap ddi véi luc tac dung va ung
sudt va phai thoa min cac diéu kién lién két néu c6. Chuyén dong thuc cua co hé
moi trudng lién tuc xay ra khi cuc tiéu cac phiém ham lugng cudng bic vira néu
theo diéu kién (2.21) néu khong cé cac diéu kién lién két nao khac.

Pdi voi moi truong dan hoi, quan hé Ung sudt — bién dang xac dinh theo
(2.19), ta co thé viét lugng cudng birc dudi dang binh phuong tbi thiéu nhu nhan xét

da néu 6 vi du 3:

1 .
Z = JE(UU _O-Oij)de+2\_/[(fmi — fom)uidv. > Min (2.273)
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hodc 7 = IZG(aij—gOij)zdv +2Imi(ui—UOi)uidv — Min
\% \%

Tuong tu, khi khong dung hé so sanh thi phai xét lyc ngoai, c6 thé viét lai (2.26)

nhu dudi day

Z = J%(aij)zdv+2\_|/‘ fmiuidv—ZEf2 p,u,dQ  — Min (2.27Db)
hodc Z =[2G(g;)*dv+2[(mi)u,dv—2[ pu,dQ — Min
\Y \Y Q

Trong (2.27) f . =mu, Vva f,, =myl, 1 luc quan tinh ciia hé can tinh va hé so

|Ui Oomi

sanh, lién hé giita ung suat va bién dang xac dinh theo biéu thuc (2.19). Trong
(2.27), cAn xem céc bién dang g; la cac dai lugng bién phan doc 1ap dbi véi cac tmg
suat oy, CAC chuyén vi u, 1a doc lap doi véi luc tac dung p va luc quan tinh.

Tich phan thir nhat trong (2.27) lién quan dén tng suat dan hoi c6 trong sd 1a
2@G, Tré Ién trinh bay cac phiém ham lugng cudng buc, ddi voi co hé chit diém 1a
cac biéu thic (2.14), d6i véi moi truong lién tuc 1 biéu thic (2.20) va céac truong
hop khéc cta no 1a cac biéu thie (2.23), (2.24), (2.25), (2.26) va (2.27). Trong céc
phiém ham nay can xem cac bién dang gjj xac dinh theo (2.17) va céac chuyén vi u;
la cac dai lugng khong biét doc lap dbi voi ung sudt va luc tac dung, théa man cac
diéu kién lién két néu co va cac diéu kién khong bi gian doan (riéng dbi voi moi
truong lién tuc). Cuc tiéu cac phiém ham nay theo diéu kién (2.21) cho ta chuyén vi
thuc caa co hé can tinh.

Phuong phéap nguyén li cuc tr1 Gauss la phuong phap mai trong co hoc moi
truong lién tuc.
2.4. Co hoc két cAu

Mon stc bén vat lidu va co hoc két cau nghién ciru trang thai ing suat bién
dang cua dam, thanh, tim, khung, dan v.v...l1a nhiing két ciu co mot hoac hai kich
thudce nho thua nhiéu 1an so voi cac kich thudce con lai. Trong trudng hop nay dé
don gian nhung két qua tinh van bao dam do chinh xac du dung trong thuc té (kiém
tra bang thi nghiém), c6 thé dung mat cat két cau thay cho mat cat phan to va cac

ung suét tac dung lén mat cat duoc qui vé thanh cac ndi luc tac dung Ién mat trung
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binh (duong trung binh ddi véi dam) nhu luc doc N, momen uén M, luc cit Q
V.V... Mudn vy can dua vao cac gia thiét sau day:
- Khi chiu lyc doc truc, img sut phap dugc xem la phan bd déu trén tiét dién.
— Khi chiu luc ngang (tic dung thing gbc véi mit trung binh) c6 cac gia thiét sau
day:

Mit trung binh cta tim va truc trung binh cua dam khong c6 noi luc va do do
khong bi bién dang.

Gia thiét tiét dién phang: tiét dién sau khi bién dang van phang.

Khéng xét tng suat nén giita cac 10p theo chiéu cao tiét dién, nghia 13 xem cac
16p song song v4i mat trung binh (tdm) lam viéc ¢ trang thai ing suat phang.

y &

P
N~

»
A M,

- -~ i
P
e v /l MIZ . 7

Hinh 2.4. Noi luc cia phan t6 tam
Str dung cac gia thiét trén, cAc momen ubn va xodn va luc cit tac dung 1én
mit cat két ciu xac dinh theo cac biéu thirc dudi ddy (hinh 2.4):

h/2 h/2 h/2

M, = Iallxsdx3 1 I O XXy, My, =M, = Ialzxadxs
—h/2 _h/ —hi2
hi2 hi2
Ial3dX3 , Q= I023dx3 (2.28)

-h/2 -h/2
¢ day h 1a chiéu cao tiét dién.
bé c6 thé ap dung phuong phap nguyén ly cuc tri Gauss can biét cac ‘bién
dang’ cua tiét dién do momen udn gay ra. Vi cac gid thi€t néu trén chi can biét

chuyén vi thang dimg w ctia truc hodc mit trung binh cua két cau (con goi 1a duong
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d6 vong, duong dan hoi) thi trong truong hop udn thuan tuy co thé tinh duoc cac
chuyén vi theo cac phuong con lai va ding cac phuwong trinh (2.17) dé xéac dinh cac
bién dang. K&t qua cho thay cac bién dang trong mit phang tim (hoic thé dim) phan
bd tuyén tinh theo chiéu cao va ti 1& véi do cong y ij cua mat vong (1=1,2; j=1,2):
& =  X3Xij
Yu=Wau ,  xy2=-W2» , X12="W, 1o . (2.29)
DAu trur trong cong thirc xac dinh do cong (2.29) la do xem chuyén vi w ¢6 chiéu

duong hudéng xudng dudi va dau nodi lyc nhu trén hinh 2.4. Nhu vay, do cong y i
clia cac 16p song song véi mit trung binh 13 gidng nhau va d6 1a ‘bién dang’ do
momen M ; giy ra. Biét duoc bién dang &; xac dinh theo (2.29) s& tinh dugc
momen M;; theo (2.28). Lién h¢ giltta momen ubn va ‘bién dang udn’ cua tiét dién
nhu sau:

My =D(x: +Va2) s My, =Dy +viai), My, =DA-v) 1, (2.30)
& day D 1a d6 cing udn

14 \ 3 14 14 3
déivoiddim D =EJ= B | déivéithm D= "
12 12‘1—1/ )

va D (1-v) duogc goi la d6 cing xoan (d ctng cua bién dang xoan).

(6 day can chu y rang do c6 lién két gbi tva nén mat trung binh co thé bi bién dang
trong mat phang cta no, gia thiét mat trung binh 1a mat trung hoa néu trén khong
duoc thoa min.Trong truong hop nay do vong phai 14 bé so véi chiéu cao dam hodc

chiéu day tam dé co6 thé bo qua Gng suat tac dung trong mat trung binh).

Trong trudng hop co luc cat Q;i thi ching duoc xac dinh tir diéu kién can bang phan

té, ta co:
- aM 11 + aM 12 — aM 22 + aM 21
Qu O, x, Qz X, o,
hay Qu =D [(r1w)1+t(r12)2], Qu=D[(x12)1+ (r22):] (2.31)
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Tir cong thie (2.28) ¢ thé thdy do ctng chiu cat cua tiét dién 1a Gh va bién dang

truot y,, VA y,, twong ing véi luc cit s& bang goc xoay cua duong dan hoi:

ow ow

=8_X1 ) Va2 =W, :& (2.32)

Y11 =W,

Trong 1y thuyét két cAu chiu udn néu trén, d6 vong ciia két cAu chi do mo-men udn
gay ra, khong xét bién dang trugt do luc cét gay ra.

DPdi véi cac lue N;j; tac dyng 1én mdt trung binh cua tiét dién thi cac bién dang
gj (1=1,2;5=1,2) van xac dinh theo (2.17). P9 ctng cua tiét dién chju nén kéo sé la
Eh.

Trong cac cong thirc vira néu 1y i=1,j=1 ddi v6i bai toan mot chiéu (thanh,
dﬁm), chiéu rong dam béng don vi.

Do sir dung momen udn cta tiét dién nén phai dua thém cac lién két vé xoay
dé mo ta cac diéu kién bién cua nd: lién két khép cho phép tiét dién xoay tu do,
momen bang khong; lién két ngam khong cho tiét dién xoay, momen khac khong.

Sau khi dd biét ‘cac bién dang’ tuong tng véi cac ndi luc cua tiét dién
(momen udn, luc cit, luc doc truc v.v..) va d0 cliing cua chung thi dé dang xay
dung céc bai toan co hoc két cAu theo phuong phap nguyén 1i cy tri Gauss.

Ta c6 thé viét mot cach tong quat lugng cudng birc Z cta bai toan co hoc két

cau dudi dang tuong tu nhu (2.25) (bai toan tinh):
Z= IV [(Mij - MOij)Zij + (Qii _QOii)Vii + (Nij - NOij)gij }dV — Min (2.33&)

hoic dudi dang binh phuong téi thiéu

Z= |y . 1 (Noi lyc hé cAn tinh- Noi luc hé so sanh)’dv — Min (2.33b)
ocung

va trong truong hop khong dung hé so sanh ta co

Z= |y 1 (Noilyc hé can tinh)?dv -2[ pw,dQ — Min (2.33c)
Docung Q
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& day V 1a chiéu dai dim hodc dién tich tim, Q 14 chiéu dai hodc dién tich pham vi
dat lyc. Trong (2.33) can xem cac do cong yijla cac dai lugng doc 1ap ddi vé6i nodi
luc momen uén M ij » cac bién dang trugt y,, va y,, la cac dai lwong doc lap ddi
voi lyce cét Q1 va Qy, céc bién dang trong mat trung binh &; la cac dai lugng doc
lap ddi véi Njj va déu 1a cac dai luong bién phan cua bai toan. Diéu do chi ra ring
cuc tiéu cua luong cudng buc Z , biéu thire(2.33) , chi ¢cé thé tim tir diéu kién:

i . os;;
oz i + Z 9 + oz O%; + oz =0 (2.34)
Ox; OW Oy oW Og; OW W

Béi vi cac bién dang udn, bién dang cat v.v...1a ham ctia d§ vong va do vong
la ham cua tga do nén dicu kién (2.34) dugc tinh bang phép tinh bién phan va s€ cho

ta phuong trinh can bang tinh cta két cau (xem muc 2.5 dudi day).

Phuong phap nguyén 1y cuc tri Gauss véi biéu thirc lugng cudng birc Z viét theo
(2.33) va diéu kién cuc tiéu (2.34) 1a phuong phap méi, tong quat trong co hoc két

cau.

2.5. Phwong phap nguyén Iy cwe tri Gauss va cac phwong trinh cin bang ciia
co hé
Theo phuong phap nguyén 1y cuc tri Gauss, néu nhu biét duoc cac luc va noi luc
ctia co hé va cac chuyén vi va bién dang do chung gay ra thi c6 thé viét duoc luong
cudng blirc Z cua hé. Dung phép tinh bién phan véi dai luong bién phan 13 cac
chuyén vi doc lap dbi voi luc tac dung va bién dang doc l1ap voi ung suét s& nhan
dugc phuong trinh vi phan can bang ciia hé (phwong trinh O-le (Euler) cua phiém
ham Z ). Sau day trinh bay cac vi du stt dung phuong phap vira néu dé tim phuong

trinh can bang.

2.5.1. Phwong trinh cin bang tinh d6i v6i mdi trwomg dan hdi, dong nhit,
diang hwéng

Ba phuong trinh vi phan can bang cua co hé dudi dang tmg suét 1a phuong

trinh (2.22). Thé c4c g suit o;; x4c dinh theo (2.19) vio (2.22) s& c6 cac phuong

trinh vi phan can bang ciia co hé dan hoi dong nhat dang hudng dudi dang chuyén
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vi. O day trinh bay céach tinh truc tiép dé nhan duoc cac phuong trinh do (truong
hop bai toan tinh).

Lién hé bién dang - chuyén vi (2.17) va tmg suat - bién dang (2.19) duoc viét
lai trong h¢ toa do (x,y,z) dudi dang thuong dung véi u ,v va w la cac chuyén Vi

tuong tng theo cac chiéu (x,y,z) nhu sau:

T -
x0T oy ’ oz

ou ov ou , ow ov oW

= — + — = —+4+ — = __ 4+
"Xy y  ox’ e =5t T 0z oy

0,=26(2+ - 0), o) ZG(Z_;+

oW 1%
= =+
o 0), o,=2G (az 0)

1-2v 1-2v
‘l'xy:G Y xys tx=G rx Tyz =G Vyz (234)
Oday 0= e + g + & - bién dang thé tich ctia phan t6.

Ta viét luong cudng birc Z theo (2.25) cho mdi tmg suét va luc khbi b:

z1=] 26(2 + “_0)%dv, z2=] 26(X+ “_9) X v,
! ox  1-2v ’ox ! oy  1-2v ' oy

- ow v ow = au o
Z3 = j 26(82+ 1—21/9)62 dv, z4 j nyy(ay + aX)dv,
ou ow ov ow
= — 4+ — = - 4+
Z5 J nyz(az ax)dv’ Z6 _V[ nyz(az ay)dv
Z7= | budVv, Z8=[ bydV, Z9= | bwdV (2.35)

\Y \ Vv
Luong cudng birc Z bang tong cac luong cudng bic thanh phan :

Z = Z1+Z2+Z3+Z4+7Z5+76+Z7+Z8+Z9 — Min
Tir diéu kién cuc tiéu (1.21) caa phiém ham Z viét lai dudi dang

oe, oe, o,
0L %y (0L _o 02 0% 02 _ OZ %% OZ_ (2.36)
dg; U ou  ds; v v Os; oW ow
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s& nhan duoc ba phuong trinh vi phan cin bang tinh. Boi vi u, v va w 1a cac ham cia
toa do (x,y,z), khong phai 1a bién doc 1ap , nén phép tinh (2.36) 13 phép tinh bién
phan. Phuong trinh can bing thir nhat v6i u 13 ham chua biét nhan duogc véi chi ¥

rang

- dai lwong bién phan ctia Z1 (tng véi oy ) 1a &, hay Z—i, nhu vay

o%u v 0
=-2G( — — 0
(25 )

o€, 8x 1 1-2v 0ox

- dai luong bién phan ctia Z4 (tmg véi ¢ xy) 12 7xy co thanh phan Z—u , Nén
y

0Z4 o%u 0%v
(— + )

Z =G = = -G
07 oy 7y oy>  oxoy

- dai luong bién phan ctia Z5 (tng vOi 7y4,) la yy, c6 thanh phﬁn Z—u , Nén
z

025 8 82w
226 G(2y+ 2t
07y, az az 8zax

- dai luong bién phan cta Z7 la u, nén

Téng cong

071 + az4+aZ5+az7
ou ou ou ou

sau khi rat gon s¢ la:

0°u  0°u 0%
G + + — 0)+b,=0 2.37
ox*  oy* oz’ 2)* 1- 2v(a ) (2.37)

Phuong trinh can bang thtr hai nhan dugc véi v 1a ham chua biét. Trong (2.35)
cac dai lugng bién phan cuav co & 72,74, 76 va Z8. Phuong trinh can béng thur ba

nhan duoc véi w 1 ham chua biét. Trong (2.35) cac dai luong bién phan cua w co &

48



73,75, Z6 va Z9. Bang cach tinh bién phan twong tu s& c6 thém hai phuong trinh

can bang sau:

0%v  0°v  d%v
+ + v = 2.
G(6x2 oy? oz’ ) 1- 2v(a 0)by= 0 (2.38)
o*w  0*w . 0*w
+ + i = 2.
G(ax2 oy? 822) 1- 2v(6 0)b.= 0 (2:39)

Ba phuong trinh (2.37), (2.38) va (2.39) 1a cic phuong trinh vi phan cén bang
ctia co hé dan hoi, dong nhat va dang huéng va duoc goi 1a phuong trinh Navier [4]

Du6i dang tenxo cac phuong trinh nay duoc viét gon nhu sau:

G _
GUj'kk'l' Y Uk kj + bj =0 (240)

2.5.2. Phwong trinh vi phin ciia mit véng ciia tAm chju uén
Xét tim c6 chiéu day khong doi Viét lai cac biéu thire (2.30) dbi véi cac noi
lyc momen uén va xoan va (2.31) dbi véi luc cat tac dung 1én phan t6 tim trong hé

toa dd (x,y)taco:

2 2 2 2
8\;V+V@W)M: 8W+V8W) Mxy:
Q= DM+ Wy o= DTV 4 Wy (2.41)
ox®  oxoy?” oy®  ox%oy

Biét dugc cac luc tac dung 1én phan t6 thi d& dang viét duoc lugng cudng birc

Z, thi du, dudi dang binh phuong téi thiéu theo (2.33.b) (khi khong c6 ngoai luc):

2
v , 12= I D(a W, oW
ox® oy’® 2 oy’®

(2.42)

& day Q la dién tich tdm. Luong cudng bic Z bang tong cac lugng cudng bic do

moi thanh phan ndi lyc momen udn va xoan gay ra :

Z =271 + Z2 + Z3 > Min (2.43)
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Chu ¥ rang trong (2.43) ta chi xét ndi luc momen, chua xét toi luc cit , phan
t6 khong c6 luc ngoai tac dung. Hé s 2 trong Z3 dé xét momen xoén tac dung bang
nhau 1én hai chiéu x,y. Cac ‘bién dang’ tuong ung véi cac ndi luc momen xac dinh

theo (2.29) :

2 2 2
o°w o°w oW (2-44)

Axx—~ ;Zyy—'ayz; ny—'axay

Céc ‘bién dang’ nay can duoc xem la doc lap doi voi cac ndi lyc momen udn va

xoan va la cac dai lugng bién phan cua bai toan. Do do tur dicu kién cuc ti€u (2.36)

taco:
2 2 2 4 4
@8}(_“ =2D8 (aw+vaw): 2D(8W+V aw)’
O OW ox? * ox? oy? oxt - oxPoy?
2 2 2 4 4
022 Oxty, _ op (aw+vc’)w) _ 2D(5W+V 0w ),
x, W oy? oy’ ox? oy’ ox2oy’®
a 2 2 4
023 %y = 4p1-v) 2 (9Yy = 4p@-v) 2V (2.45)
Oy OW OX0y ~ Oxoy oX“oy

Téng cong cac thanh phan cia (1.45) nhin dugc phuong trinh vi phan do vong cia

tam chiu uon :

D

o'w o*w o'w
+2D —-" + D =0 2.46
ox* ox2oy? oy’ ( )

Phuong trinh (2.46) thuong dugc goi 1a phuong trinh Sophie Germain (nam 1811).

Khi x4y dung luong cudng bic Z (biéu thirc 2.43) khong xét t6i luc cit boi vi 1y
thuyét két cau chiu uén trinh bay trén khong xét bién dang cua luc cat.Tuy nhién,
trong pham vi cta 1y thuyét nay, néu dung luc cit xac dinh theo (2.31) va bién dang

truot theo (2.32) thi lugng cudng birc Z dugc viét nhu sau

Z- i Q, (%“(’)dg + i Q,, (%)dQ — Min (2.47)
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ow

Xem cac goc xoay ~
X

va %W 1a cac dai lugng bién phan doc 1ap dbi véi luc cat Q,
va Qyva bang phép tinh bién phén lai nhan dugc phuong trinh vi phan (2.46).

Pbi v6i dam, lugng cudng birc viét theo (2.33.a) sé 1a :

82
Z=-[E ax‘f’(zxx)m -[ qwal, (2.48)

| Iy

2

Trong (2.48) | 1 chidu dai dim, z,=-2"

2 l1a bién dang uon (dd cong) cua dam,

I, 1a chiéu dai doan dam c6 luc q tac dung. Phuong trinh vi phan dudng d6 vong cua

dam:
4
02 Ww 02 _ pydw o= g (2.49)
Oy, dw  ow dx
CHUONG 3.

BAI TOAN DAM CHIU UON CO XET PEN
BIEN DANG TRUQT NGANG

Trong chuong nay trinh bay ly thuyét dam co6 xét bién dang truot va phuong
phap mai nghién ctu noi luc va chuyén vi cua hé dam chiu udn co xét bién dang
truot ngang do luc cat Q gay ra. Cudi cung dé lam sang té noi dung phuong phap,
tac gia trinh bay céc vi du tinh toan cu thé nhu tinh toan cac dam mét nhip véi cac
diéu kién bién hai dau khac nhau, dam lién tuc hai nhip, dam lién tuc ba nhip chiu
cac loai tai trong khac nhau.

3.1. Ly thuyét dam co xét bién dang truwet

Ly thuyét xét bién dang truot trong dam do Timoshenko dua ra va thuong
duoc goi 1a Iy thuyét dam Timoshenko. Khi xay dung ly thuyét nay van st dung gia
thiét tiOt diOn phing cua ly thuyét dam thong thuong, tuy nhién do c6 bién
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dang truot, truc dam s& xoay di mot goc vii kh«ng cBn thiing gdc vii
tid0t didOn dCm n=a.

Ly thuyét xét bién dang truot duge dung phd bién trong phuong phap phan tir
hiru han hiOn nay la ding ham do vong y va ham goc xoay € do momen udn
gay ra 1a hai ham chua biét. Trong trudng hop nay bién dang truot tai truc trung hoa

duoc xac dinh nhu sau, vi du nhu [36, trg 5].

y=—7-20 (3.1)

T d6 ta ¢ cac cong thic xac dinh M va Q

--5(2)

Trong céc cong thirc trén EJ 13 d6 cing udn, GF 13 do cling cit cia tiét dién,
G 1a modun truogt cia vat liéu, F1a dién tich tiét dién, « 1a hé sd xét su phan bd
khong déu cua Gmg suat tiép trn chiéu cao tiét dién.

Céc tac gia [36, trg 5] cho rang khi modun truot G—oo thi tir (3.2) suy ra
_ 9y

g =
dx

(3.3)

nghia 1a tré vé 1y thuyét dim khong xét bién dang truot: Goc xoay ctia duong do
vong la do mémen gay ra. Theo tac gia, 1ap luan trén khong dung bai vi khi thoéa
mén phuong trinh (3.3) thi tir phuong trinh (3.2) suy ra luc cit Q = 0, din vé trudng
hop udn thuan tay ctia dim. Vi 1y do d6 nén 1y thuyét xét bién dang truot dung y va

6 1am an khong hoi tu vé 1y thuyét dim thong thuong va khi ap dung vao bai toan

tam, n6 ciing khong hoi tu vé 1y thuyét tim thong thuong (1y thuyét tim Kierchhoff,
[36, trg 71], [33, trg 404]. Phuong hudéng chung dé khéc phuc thiéu sét vira néu 1a
bd sung them cac nit xét lyc cit Q trong cac phan tir dim hodc phan tir tim [33, 34,

36] hoidc dung phan tr c6 ham dang 13 da thirc bac thap (bic nhét) [ 39,trg 126].
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VEn ®0 txm phCn t® cd hpm d'ng kh«ng bP hiOn t-ing biln
d'ng tr-it bP khda, shear locking, vEn ®ang ®-ic tilp
téc nghi®n cgu, [39]. Txnh hinh chung hién nay vé Iy thuyét xét bién
dang trugt trong dam va tdm 1 nhu trén.

Khac voi cac tac gia khac, trong [27, 28] 1y thuyét xét bién dang trugt dugc
xay dung trén co s¢ hai ham chwa biét 13 ham do vong y va ham luc cit Q. Trong
truong hop nay bién dang truot xac dinh theo

aQ

“GE (3.4)

/4

o la hé so x€t sy phan bo khong déu cua tng suat cat tai truc dam.
Goc xoay do momen udn sinh ra bang hi¢u gitta goc xoay duong d§ vong

v&i goc xoay do luc cat gay ra.

g _,_ &y _Q (3.5)
dx dx GF
Momen uén s& bang
M=-£399 gy 9Y, @ dQ (3.6)
dx dx* GF dx
Bién dang udn y
d’y «a dQ
=— + 3.7
d dx* GF dx (3.7)

Duya trén 1y thuyét nay ta s& xdy dung phuong trinh can bang va cac diéu kién
bién ctia dAm nhu sau. Theo phuong phap nguyén 1y cuc tri Gauss ta viét phiém ham

lwong cudng birc (chuyén dong) nhu sau: (gia st dam c6 luc phan bd déu q).
Z = [ Mydx + [ Qydx— [ qydx — Min (3.8)

Cac ham dg vong y, ham bién dang trugt ¥ va ham bién dang udn x la céc dai

lugng bién phan, nghia 1a di€u kién can va du dé h¢ ¢ trang thai can bang la
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i
0L = f Mdydx + f Qdoydx — f géydx =0

0

HayZ = [, M6 [~ 2+ 2 ax + [105[2¢] ax - [, qolyldx =0 (3.9)

Trong phuong trinh tich phan (2.9) hai dai lugng can tim 13 y(x) va Q(x) do d6 co

thé tach ra thanh hai phuong trinh sau:
i i

d?y
f M5 [— —|ax - f g8[yldx =0 (3.10)
0 0

f CF dx ]d —I—f@ﬁ ]dx =0 (3.11)

Léy tich phan tirng phan phu’O’ng trinh (3.10)
d’y 5|2
Mé dx = M d ] ) dx =
f [ dxz|™* f dx
Tich phan tirng phan thanh phan cudi cua biéu thirc trén ta c6

I i
d2y ay)|' , aM : dZM
ch? ———3|dx =—M5[ ] f S[yldx
0

dx dx dx?
Phuong trinh (3.10) sau khi 1dy tich phan timg phéan c6 dang

dy

I
fdMS dy] dx
dx ldx

M@[d}’ aM | f M 5[y]ldx = 0 312
dxll, " dx dxz )OI = (312)
1]

Boi vi cae dai lugng 8[y] va 8 |2] 1a nho va bt ky nén tir (2.12) ta ¢

d*M
dx?

+q=0 (3.12a)
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_M5 [ﬁ] o (3.12b)
dx 0

dM :

_dx 5[}:] . =10 (31 ZC]

Tich phén timg phan phuong trinh (3.11):

IM‘? GaFig dx :fMd(ﬁ[g

)

S
dx *

0

Sau khi l4y tich phan timg phan

([ +

+f( dM+Q) [ ]d -0 313
dx GFI™ = (3:13)
Boi vi biénphana[g] 12 nho va bit ky nén tir (2.13) ta cb

0

aM
_E+Q =0 (2.13a)
a@ !
Mé [ﬁ , =0 (2.13b)

St dung cong thirc (3.6), hai phuong trinh vi phan can bang cia dam (3.12a) va
(3.13a) c6 dang.

d*y a d*Q
E - - 2.14
j[dr* GFdx®| 1 (2.14a)
d*y a d*Q
E - - 215
j[d:ﬁ cFaxz |~ ¢ (2.150)

Phuong trinh (3.14a) va (3.15a) c6 thé viét lai dudi dang
d*y ah’d®Q
dx* 6 d@ ¢

(2.14b)
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d?*y ah®d*Q
dx? 6 dx?

E] =Q (2.15b)

Dé nhan dugc cac diéu kién bién cua dém thi két hop (3.12b) va (3.13b) ta c6

dy aQ
M§|—— +—
[ dx GF]

=0 (3.16)

Chu ¥ t6i phuong trinh (3.13a), phuong trinh (3.12¢) viét lai nhu sau
Qé[yll5 =10 (3.17)

Tom lai, 1y thuyét xét bién dang trugt cho ta hai phuong trinh vi phan (3.14)
va (3.15) ddi voi hai ham y va Q: phuong trinh (3.14) 14 phuong trinh vi phan can
bang gita ndi luc va ngoai luc, phuong trinh (3.15) 1a phuong trinh lién hé giira
momen udn va luc cit. Cac phuong trinh (3.16) va (3.17) 1a cac diéu kién bién & hai
dau thanh.

Ta xét diéu kién bién (3.16)

Néu nhu tai x=0 hodc x=I1, goc xoay 6 do mOmen udn gay ra co bién phan

I
[ .
560 =6 [— — + —Gg] 1 M|} = 0 — lién két khop (3.18a)

Néu nhu goc xoay 6 khong c6 bién phan
i

dy , ,
56 = 5[——}+—Q] =0 thi M|Lbdt ky — lisn két ngam  (3.18b)

dx GF

Déi véi diéu kién (3.17), néu nhu chuyén vi y tai x=0 hoic x=1 c¢6 bién phan.

S[yllL # 0 thiQ|L = 0,— khéng c6 géi tira (3.18¢)
Néu nhu S[yll = 0 thi Q|Lbdt ky,— lién két goi tiea (3.184)

Khi khong xét bién dang truot, G—oo hodc h—0 thi cac phuong trinh (3.14)
va (3.15) cling nhu cic phuong trinh vé diéu kién bién (3.16) va (3.17) hoic
(3.18) déu dan vé ly thuyét dam Euler- Bernoulli. Cho nén c6 thé néi 1y thuyét
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xét bién dang trugt néu trén (xem hpym y vp hpm Q lu hai hum ch-a
biOt) 1aly thuyét ddy da vé dam.

Cudi cung can luu ¥ rang khi xét tinh lién tuc vé goc xoay giita hai doan dim
1a néi dén tinh lién tuc ctia goc xoay do momen giy ra xac dinh theo cong thirc
(3.5), khong phai lién tuc cua géc xoay f—é.

r

Hé s0 o

Hé sb o 12 hé s tap trung img suét cét tai truc dam.
Doi véi tiét dién chit nhat a=1.5, dbi voi tiét dién tron a=4/3. Tuy nhién khi xét
bién dang trugt cac tri trén thay doi twong tmg bang 1.2 va 1.11 [31, trg 132, 60, trg
492].Trong tinh toan sau nay tac gia dung hé sé6 o=1.2 ddi véi tiét dién chit nhat.
Phuong phap chung dé xac dinh hé s 6 13 can bang tong theo chiéu cao dam cong
clia ing sudt cat thuc hién trén bién dang truot twong tmg véi cong luc cat thuc hién
trén bién dang truot tai truc dam, van dé nay da dugc nhiéu tac gia nghién ctu [31]
[33, trg 400].
3.2. Bai toan dam c6 xét bién dang truwot

Dam 1a két cAu 1am viéc chiu uon. Cac dai luong bién phan theo phuong phap
nguyén 1y cuc tri Gauss 1a bién dang va chuyén vi cho nén dé tinh dam trudc tién
can gia dinh dang duong d6 vong cua cac doan cua dam, (thi du, theo da thirc) hoidc
roi rac duong d6 vong theo phuong phap phan tir hiru han hodc theo phwong phap
sai phan hitu han. Nhu vdy, khi giai truc tiép phiém ham lugng cudng btic Z thi cac
an cuia bai toan 1a:
— céc hé sb ctia ham xdp xi ( vi dy, cua da thirc xap xi ) hodc
~ chuyén vi tai cac diém cua sai phan hitu han hoic
— chuyén vi va goc xoay tai hai niit ciia phan tir hiru han

s€ la cac dai luong bién phan (cac bién ddc lap) cua bai toan.
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Goi y.(x) 1a duong d6 vong cta doan thir i ndo d6 cia dim hodc khung voi
truc x trung véi truc dam, EJ; 1a do cling udn cua no, 7 la bién dang udn. Theo (3.6,

3.7) viét cho doan thir i ciia dam hodc khung, ta co:

EJi:Ebh =Y @ dQ oy ey ey _dy, @ dQ (3.72)
12 ' dx* GF dx dx* GF dx

¢ day E 1a modun dan hoi vat liéu dam, b va h 1a chi€u rong va chiéu cao tié¢t dién
doan dam.Tai di€m noi doan i va doan (i+1) chuyén vi va goc xoay hai doan phai
bang nhau (di€u kién lién tuc), tai goi tya chuyén vi bang khong, néu la ngam thi

gdc xoay ciing bang khong (hinh 3.1).

2] i 9 Tt g w2 g it
-yzl Y /l yz'+2l Y%ir3 l
| |

7{,4*4‘,*4‘2* 4%

Hinh 3.1 So @6 phan tir, nit va toa dd cic doan thanh ciia dam lién tuc

Biét dugc quan hé (3.7a) thi dé dang x4y dung bai toan két ciu chiu ubn c xét bién
dang truot theo phuong phap nguyén 1y cuc tri Gauss.

Khi giai bai toan cu thé can xét diéu kién dong hoc cua dam. Do xem luc cit
Q 1a dai luong chua biét nén ngoai viéc gia thiét duong do vong y cta ddm, can
gia thiét dang phan b luc cat Q. Nhimng vi du trinh bay dudi ddy nham minh hoa
cho phuong phap xét bién dang trugt theo phuong phap cia biéu thire (3.8).
3.3. Céc vi du tinh toan
3.3.1. Tinh toan dim mot nhip
Vidu 3.1: Dim don giin

Xac dinh ndi luc va chuyén vi cia dim don gian chiéu dai nhip |, do cung
udn EJ, chiu tai phan bd déu q, hinh 3.2. Tiét dién dam chit nhat, c¢6 chiéu cao h, hé

s6 Uung suat trugt o =1.2
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‘
Hinh 3.2. DAm don gian

Gia thiét dudong do vong y; va duong luc cit Q ciia dam c6 dang da thirc sau:

(a)

y,=ax+ax’ +ax +ax’ }
Q =b, +bx+b,x* +b,x* +b,x*

Trong d6: aj(i=1+4), bi(i=0+4), 1a cac 4n cua bai toan. Theo cac biéu thuc tir (3.4)

dén (3.7) tinh dugc: Bién dang truot y; goc xoay 0; bién dang udn ¥ va momen udn

M, cu thé 1a:

Q. o, W _d Q.

"GF’ " dx T dx GF

e I R e
dx* GF dx dx* GF dx

71

Trong d6: a 1a hé sé xét sy phan bd khong déu cua Gng suit cit tai truc dam;
GF 1a d6 ctmg cét ctia dam

op - Ep _6EJ
2 n

Luong cudng birc theo (3.8) dugc viét nhu sau:
Z =M, xdx+ [Qydx—[qy,dx — Min (b)

Ham d6 vong y thoa mén diéu kién chuyén vi bang khong tai x=0, phai xét thém cac
diéu kién: Momen tai dau dam (tai x=0) bang khong; chuyén vi bang khong tai gbi

phai ctia dam (tai x=I) va Momen tai cubi dam (tai x=I) bang khong:
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gleJ(_d y1+ a dQlj

dx* GF dx J |
g9, =Y., =0 (©)
gSZEJ(_d y1+ a dQlj —

dx* GF dx J |

Pua bai toan tim cuc tri (b) véi cac rang budc (c) vé bai toan cuc tri khong rang

budc bang cach xdy dung phiém ham mé rong Lagrange F nhu sau:
F=Z+) 49, —Min

v6i A (k=1+3) 1a thira s6 Lagrange ciing 13 cic an cia bai toan. Nhu vay c6 tong

cong 12 an (4 hé sé a,, Shésé b, VA A1, Ay A3,). Phuong phap nguyén Iy cuc tri

Gauss xem cac bién dang udn 1a doc 1ap v61 momen tac dung cho nén diéu kién cuc
tri cia phiém ham mé rong F 1a:

[ s 2S04 [la)-2- () -0 -12.39

Iy

f = j (M

]—(zl)dx+—z(gkzk) + j —(mdx =0;b(i=01234)  (d)

u=——o» A)=0; k=123
' 8/1kkz:‘(gk )

nhan dugc 12 phuong trinh bac nhat dé xac dinh 12 an sé. Giai cac phuong trinh
trén ta nhan duoc két qua tinh duong d6 vong y; va luc cit Q. voisStile ID nhu

sau:
Ih 1 12503q| 1 dl o 1qlx3+1 qx4

100 h= 300000 EJ ~ 100000 EJ 12 EJ 24 EJ

h 1 16 gl’ 1 9, 1qg ., 1 g,
— y, = X — X ———— X' +——-X
| 10 375EJ 1000 EJ 12 EJ 24 EJ

1 137 qgl° 19>, 1qg , 1 9,
oy = X — X ————X'+——-X
5 3000 EJ 250 EJ 12 EJ 24 EJ
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Ezl ylzﬁlx—ilxz—iq—l)@-kiix“
I 3 360 EJ 90 EJ 12 EJ 24 EJ
ID ilx_ilxz_iq_l)@_'_ii)d

Y= E1 T 20E1” 123" T 24EJ

Bing 1: Dj vong, mémen Ion nhit tai giiva dam, lwc cit lon nhét tai dau dim

Tri]/ié Q1 Y1max M max

K 1.

1/100 0.5q! - gx 0.013 EJ S
R 1

1/10 0.5q! —gx 0.01333333 ?za gar
E 1

1/5 0.5q1 — g 0-014% gar

I 1,

13 0.5q! — gx 0.0158 ?EJ o
I 1

1/2 0.5q1 — gx 0.0193 ?EJ Sar

Tur két qua tinh thay rang dam don gian chiu tai doi xting, xét bién dang truot
khong 1am thay d6i ndi lwc mo-men va lyuc cit, chi 1am thay d6i duong do vong cua
dam. D¢ vong 16n nhit y & giira nhip c6 thé tang 1.5 lan khi chiéu cao dam 16n.
Péi vai bai toan tinh dam don gian chiu tai doi xang, xét bién dang truot khong lam
thay d6i noi luc mo-men va lyc cat, hinh 2, chi 1am thay d6i duong d6 vong cua

dam.
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Khi khong xét bién dang truot (cho h/1=1/1000), ta c6:
- Ham duong do vong ctia ddm don gian

1 ql3 1 qI2 iq_l 1 qa,

X) =—

y(x) 24 EJ ~ 10000000 EJ 12 EJ 24 EJ
M=%
5 gl

- Tai x=1/2 c6: y(x) =

ai YX)w =207 55 |
- Ham momen udn va ham luc cit cua 7 =% £ =%
dém 7.=% g, =%

M (x) = —Ix —X , Q(x) = ——qx m;;{};,, ]

Hinh 3.3. Biéu @0 M va Q

- Biéu ¢6 mdmen ubn va lyc cit trong truong hop khong xét bién dang truot co dang
nhu, hinh 3.3.

O trén ta da xét bai toan dam tinh dinh chiu tai trong phan bd déu va thay rang
viéc ké thém bién dang truot khong 1am thay doi noi luc trong thanh 1a hoan toan
chinh xé&c vi noi luc cua két cau tinh dinh khéng phu thudc vao d6 cing cua dam. Dé
thdy rd anh huong cua bién dang truot dén noi luc cia dam ta xét dam siéu tinh sau:

Vidu 3.2: Dim dau ngam dau khoép

Xac dinh noi luc va chuyén vi cua 7
dam siéu tinh dau ngdm — dau khop §_LLU_U_LLU_LLLLU_L”L$M
chiéu dai nhip !, @6 cang ubn EJ, chiu tai L /
1

trong phan bo deu g, hinh 3.4. Tict dien . o 3.4. DAm dAu ngam-diu khép

dam chir nhat, c6 chiéu cao h, hé sb ung

suat trugt @ =1.2

Gia thiét duong do vong y; va duong luc cit Q ctia dAm c6 dang da thirc sau:
=ax+ax +ax +ax’ }

a
Q, =b, +bx+Db,x* +b,x*+b,x* @
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Trong d6: ai(i=1+4), bi(i=0+4), 1a cic an cua bai toan. Theo cac biéu thirc tir (3.4)
dén (3.7) tinh duoc: Bién dang truot v; goc xoay 0; bién dang uén y va momen udn
M, cu thé 1a:

Q. ,_dy__dy Q.

"GF U dx T dx GF

;a=—d o o 99 M, =-EJy,=EJ 4%, Ao
dx* GF dx dx* GF dx

71

Trong dé: o 1a hé s6 xét su phan bd khong déu cua ung suét cét tai truc dam;
GF 1a d6 ctmg cét ctia dam

op - E _ 6EJ
2 n

Luong cudng birc theo (3.8) dugc viét nhu sau:
Z =M, xdx+ [Qydx—[qy,dx — Min (b)

Ham d6 vong y thoa mén diéu kién chuyén vi bang khong tai x=0, phai xét thém cac
diéu kién: GOc xoay tai dau dam (tai x=0) bang khong; chuyén vi bang khong tai goi

phai ctia dam (tai x=I) va Momen tai cubi dam (tai x=I) bang khong:

dy dy, aQ
— 9 — 1 _ — 1 X1 —
90 T T x  GF
9,=V,l, =0 (c)
gs — EJ _ d yl 4 a dQlj —
dx* GF dx J |

& day con phai xét thém diéu kién goc xoay bang khong tai ngam ( tai x=0). NGi goc
xoay cia két cdu chiu udn la néi vé géc xoay do mo-men uén gdy ra. Trong trudng
hop xét luc cét thi goc xoay do mo-men gy ra xac dinh theo (3.5). Nhu viy, so voi
vi du dam tinh dinh, trong vi du nay can xét thém rang budc 1a goc xoay bang
khong tai ngam (tai x=0), khong phaila dy/dx=0,mala

@, Q
dx GF
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Nhu vy, do xét bién dang truot, duong dan hoi tai ngam dugc phép xoay mot goc
aQ,/GF , ngugc chiéu v&i goc xoay ctia ngam ndi trén. Thém rang budc cling co
nghia 13 thém mot an 1a thira s Lagrange. Phuong phap giai giong nhu & vi du 3.1.
Két qua tinh trinh bay ngin gon nhu sau:

Bang 2: D¢ vong lon nhat, momen tai dau ngam va lwc cat tai hai dau dam

1/100 0.625ql —gx 0.0054ql*/EJ —0.125¢ql°
1/10 0.6243qgl —gx 0.00557ql“/EJ —0.1243ql*
1/5 0.6221qgl —gx 0.0066ql*/EJ —0.1221qgl°
1/3 0.61726ql —gx 0.0086ql*/EJ —0.1172ql*
1/2 0.6087gl —gx 0.0125gl*/EJ —0.1087ql*

Tir két qua tinh vi du nay thay rang xét bién dang truot khong 1am thay doi
dang ké d6 vong va ndi luc ctia dam c6 ti 16 h/1<1/10. Khiti1&¢ h/l 16n hon thi
xét bién dang truot lam thay doi do vong va noi lyc cua dam theo xu kudng sau: do
vong y _tai toa do x = 0.575*I, 16n nhat khoang hai, ba 1an so véi trudng hop khong
xét bién dang truot, 1am giam (gia tri tuyét d6i) luc cat va mo-men M ., tal ngam,
lam tang phan lyc gbi twa khdp. Riéng mo-men m,, tai ngam co thé giam trén 10%.

Tinh vi du nay néu khong dung diéu kién (3.5) ma dung diéu kién goc xoay
tai ngam bang khong nhu thuong biét (dy/dx = 0), cho két qua sau

h=1/2 Q=0.718750ql —gx y,, =0.071614ql*/EJ m_=-0.21875ql’

Ta thdy khong nhimg d6 vong & giita nhip ting manh (c6 thé dat hon 10 1an)
ma lyc cit vd mo-men 4m tai ngam déu 16n hon nhiéu cac gia tri cia chung khi
khong xét bién dang truot, phan luc gbi tua phai giam. Xu hudng thay doi nodi luc
nay nguoc voi két qua nhan duoc & trén. Kho co thé noi két qua nay 1a hop 1y va
dung va so di c6 két qua nay 13 vi ¢ day, tai ngam dam khong c6 bién dang xoay so
v6&i ngam nhu truong hop trén.

Khi khong xét bién dang trwgt (cho h/1=1/1000), ta co:

- Ham duong do vong cua dam can tinh
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6250003 g g* , 59 ., q .
= X+ X — X+ X
50000030000000 EJ ~  16EJ~  48EJ~  24E]

- Tai x=0.575*1 ¢6: y(x) =~ 3
185 EJ

- Ham momen uon va ham luc cat cua
dam

M(x)z—q;3 +5—q|x—ﬂx2,

y(X)

Q0 =22 - ox

- Biéu d0 mOmen udn va luc cat trong

tmb’ng hOp khf)ng x6t blén dang truot co Hinh 3.5. Biéu do M va Q cua dam

dang nhu, hinh 3.5. dau ngam — dau khép
Vidu 3.3: Dim hai ddu ngam

Xac dinh nd1 luc va chuyén V1 cua /_9
dam siéu tinh hai dau ngam, chiéu dai gllillll 1] ,L,L,LL,L,L,L,LE
nhip |, d6 ctng ubdn EJ, chiu tai trong L /
phan bd déu q, hinh 3.6. Tiét dién ddm ‘ 7

chit nhat, c¢6 chiéu cao h, hé sb Gng suat A N .
Hinh 3.6. Dam hai dau ngam
truot o =1.2.

Gia thiét duong do vong y; va duong luc cat Q, ciia dam c6 dang da thirc sau:

(a)

2 3 4

y,=ax+ax’ +ax’ +a,x }
2 3 4

Q, =b, +bx+b,x* +b,x*+b,x

Trong d6: ai(i=1+4), bi(i=0+4), 1a cic an cua bai toan. Theo cac biéu thirc tir (3.4)

dén (3.7) tinh duoc: Bién dang truot v; goc xoay 0; bién dang uén y va momen udn

M, cu thé la:
d d
7/1:@; elzl_ylzl_@;
;Kl:_d yl+ a dQl’ Mxlz_E\]leEJ _d y1+ a dQ1
dx’ GF dx dx? GF dx
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Trong do6: a 1a h¢ s6 xét sy phan bd khong déu cua ung suat cat tai truc dam,;
GF la d6 ctng cat cua dam

E 6EJ

Luong cudng buc theo (3.8) dugc viét nhu sau:
Z =M, zdx+ [Qydx—[qy,dx — Min (b)

Ham d6 vong y thoa man diéu kién chuyén vi bang khong tai x=0, phai xét thém cac
diéu kién: GoOc xoay tai hai ddu dam (tai x=0 va x=I) bang khong; chuyén vi bang
khong tai goi phai ctia dam (tai x=I):

dy, dy, _aQ

=0 =—T—y =—2 =0
ST T T T ax  GF »
9, =V, =0 (c)
glzglzﬁ_ylzﬁ_a_q =0
dx dx GF|_

Bai toan tinh vi du ndy din vé tim cuc tiéu cta lugng cudng birc Z (biéu thirc (b))
thoa man ba rang budc ctia biéu thire (c). Két qua tinh duoc nhu sau :
h/l =1/100
y - 1 ql3x+iqlzx2_i£€+iqx“
* 100000 EJ 24 EJ 12 EJ 24 EJ

1 ql4 1 1 2
==—ql —gx, =0.0026 , M =—qgl*, M =-—ql
Q 2 q q ylmax EJ max 24 q ng 12 q

h/1=1/10

1 quJr 61 qlx_i%Jriqi

y:1000 EJ 1500 EJ 12 EJ 24 EJ
1 gl 1 1
=—gl -0gx, =0.0029—, M_=—qlI*), M_=-—ql’
Q 2q q ylmax EJ max 24q ng 12q
h/1=1/5
y = 1 qlx+113 gl*x* 1 qlx +iqx

250 EJ 3000 EJ 12 EJ 24 EJ
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1 gl’ 1 1
=—gl—0x, =0.0036-—, M_=—ql*, M_=-—ql
Q 2q q ylmax EJ max 24q ng 12q
h/1=1/3
yl:inerllqlx ~1aglx +iqi
90 EJ 360 EJ 12 EJ 24EJ
1 ql 1 1 .
=—ql —-gx, =0.0054—,M__=—ql*, M_=—-—ql
Q 2q q ylmax EJ max 24q ng 12q

Két qua tinh cho thay do vong y, & giita nhip tang khi ti 1¢ h/l cia dim
ting va c6 thé dat hon hai lan gia tri ciia né khi khong xét bién dang truot, nhung
lwc cit va mo-men udn trong dam lai khong thay d6i. Khong c6 su phan b lai cta
noi luc 13 do ndi luc trong ddm ngam hai dau chiu luc phan b déu c6 phan bd ddi
xtng (luc mo-men) hodc phan d6i xung ( luc cat ) qua diém giita ctia dam.

Bing 3: Pé vong Ion nhit tai giita dim, mémen tai hai dau ngam,

momen lon nhdt tai givra dam va lwc cat tai hai dau dam

Ti s

| Vi M Mg Qugim
ql® 1 ., 1 ., 1

1100 0.0026 2l L 1
EJ 241 TR ,d~d
ql® 1 ., 1 ., 1

110 = 0.0029 2l L 1
EJ 241 TR ;-
ql* 1 ., 1 ., 1

15 | 0.0036 2l L 1 ax
E] 241 TR ,4~d
ql* 1 ., 1 ., 1

13 | 0.0054 2l L 1 ax
EJ 241 TR ,d4~d

Tir két qua tinh vi du nay thay rang xét bién dang truot khong 1am thay doi
dang ké do vong va ndi luc cia dam co ti1lé h/1<1/10.
Khi khong xét bién dang trwgt (cho h/1=1/1000), ta co:
- Ham dudng do vong ctia dam can tinh

1 ql’ q®> ., a .. 9 _,
X+ X — X +———-X
10000000 EJ = 24EJ 12EJ 24E]

y(x) =

6’7



ql’ vd

- Tai x=0.5*1 c0: y(x) =

¢ g /
- Ham momen udn va ham luc cat cua
‘ SR
dém A A
R=Y% =%
ql® aql q_..
M(X)=———4+—X—=X";
e * Ml
Q=3 -ax %

- Biéu d6 momen udn va luc cat trong Hinh 3.7. Biéu dd M va Q ciia
truong hop khong xét bién dang truot co

dang nhu, hinh 3.7.

dam hai dau ngam

3.3.2. Tinh toan dim lién tuc
Vidu 3.4: Dam lién tuc hai nhip

Xac dinh nd1 luc va chuyén vi cia dam lién tuc hai nhip, d0 cung udn
EJ=Const, chiu tai M va P nhu hinh 3.8. Tiét dién dam chit nhat, c6 chiéu cao h, hé

s6 tng suat truot o =1.2.

P=qg/
¥ l
Q) M @ m;m @ @ mzm
L 4 L l P L
1 I I

Hinh 3.8. Dam lién tuc hai nhip
Chia ddm thanh bdn doan véi cac doan c6 chiéu dai twong ung la |;=l,=l3=I,=1/2
Gia thiét duong d6 vong yi, Yz, Y3, Y4 va dudng luc cit Q1, Qy, Q3, Qg cua dam c6
dang da thirc nhu sau:
y, =ax+ax +ax’ +a,x’; Q, =b, +bx+b,x* +b,x* +b,x*
y,=C, +CcX+CX +c, X’ +c,x; Q,=d, +dx+d,x*+d,x’+d,Xx"

(a)

_ 2 3 4. s : s R L
y, =ex+ex +ex’ +ex’; Q, =i, +iX+i,x*+ix°+i,Xx

Y, =V, +VX+V,X" +V,X° +V X" Q, =W, +WX+W,X +WX +Ww,x*
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Trong d6: aj(i=1+4), b;(i=0+4), c;(i=0+4), di(i=0+4), ;(i=1+4), i;(i=0+4), v-
i(i=0+4), w;(i=0+4), 1 cac an cua bai toan. Theo cac biéu thirc tir (3.4) dén (3.7) tinh
duge: Bién dang truot yi, v2, Y3, Ya,; gOC X0ay 01, 0, 03, 04,; bién dang udn Y1 A2s A3
Y4, V4 momen udn M1, Myo, Mys, My4, tuong mg vai cac doan 1, 2, 3 va 4, cu thé

la:

aQ. dy dy Q. . e i
P I (R Y =14
= GF Tax T dx GF voi (i=1+4)

Zi:_d yi+ a dQ.’ Mxi:_EJZi:EJ _dyi+ a dQ.
dx* GF dx dx* GF dx
Trong d6: a 12 hé sd xét sy phan bd khong déu cua ung suét cit tai truc

dam; GF la do cung cat cia dam

GF = = F = %

2 h*

Luong cudng buc theo (3.8) dugc viét nhu sau:

.Ii‘M ”Zldx + ]l‘QlyldX - Mel(x:u) +IJ% M XZZZdX + Tszde +
Z=y 0 ° : > Min (b)

+ T M, . dx + TstadX —PY * T M,z dx+ IfQA;/lex

Ham d6 vong y; phai thoa méin c4c diéu kién rang budc sau:

g:EJ(—d2y1+a dQlj ~0 g:(%_@j :(%_@j
1 w o ldx c6F), ldx GF

dx* GF dx
: . dy, oQ ) (dy aQ j
; = = O, | 22 __ " %2 — 3 3
" g4 y2 e g5 ( x=lp dX GF

dx GF
. :(%_@j :(%_@j -0
" \ldx GF)_, \dx GF

99=EJ(—d Ve, & dQA)

x=0

9, =Y.

x=h = yZ

“l©

9, =Y,

’
x=0

x=13 = y4

x:O; gg = y4

dx* GF dx

x=l4

Dua bai toan tim cuc tri (b) véi cac rang budc (c) v€ bai todn cuc tri khong

rang budc bang cach xdy dung phiém ham mé rong Lagrange F nhu sau:
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F=Z+) 49, > Min

(d)

voi 1k (k=1+9) 14 cé4c thira sb Lagrange ciing 1a cic an cia bai toan. Nhu vay c6

téng cong 47 an (4 hé sd a, 5 hé sd bi,Shésé Ci,Shésé di,4hésé ei,Shésé I,

5hésd v, 5héséw vao thirasd 1;). Phuong phip nguyén 1y cuc tri Gauss xem

cac bién dang udn la doc 1ap vo1 mémen tac dung cho nén di€u kién cuc tri cua

phiém ham mé rong F 1a:

=0, a(i=1234)

X=lg

h 0 0 % 0
h =M ]—(x)dx+— A)-M—(6
=Mz Gde 2 B e2)-M @)

AR (o 43040+ [lR1 - G- Maib(m “0
qozaLzsA) k
= eSS 0.4) -0 0-01.2.29

[y G S .0+ [l ()=00,(=01.2.30
[ 0 0 3 0 :
h = JIML T G 2 (040 =P () =05 eli=12.34
=M S a5 $aA)+ 015 (o =0; 11=012.3)
K, = M]i(mdx%i(gkﬁk) =0, v(=01234
t, = [, —(;a ) )+j mdx 0
w(i=0L2,34) ™

(d1)

(d2)

nhan dugc 47 phuong trinh bac nhat dé xac dinh 47 an sb. Giai cac phuong trinh

trén ta nhan dugc két qua tinh duong do vong Yy; va luc cit Qivoi5tile IE nhu

Sau.
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—lj

—lj

gl

wlkF

ql’®
=-0.067
Y EJ

y, = —0.00981 + 0.0768l X — 0.2109i X* +0.1927 a X’
EJ EJ EJ EJ

y. =0.0104 A 007819 %2 _0.1004 9 x¢
EJ EJ EJ

v, =0.01119" 4 0.0065 9" x - 00859q' % +0.0573- 0
EJ EJ EJ )

v, =-006719" x +0.1021.9 x:
EJ EJ

y. =-0.00959" 1+ 00779« — 021199 x* 1+ 0.1921.9 &
EJ EJ EJ )

y. =0.0127 9" x+ 007629 ¢ —0.1087 9
EJ ] ]

y, =0. 0118q'J 0. 0053qu x —0.0869 q'J x? +0.0579 q'J

v, =-0.06519" x _0.1001.9! x
EJ )

y, = —0.0088i + 0.075i X — 0.2148l X* + 0.1901q—I X?
EJ EJ EJ EJ

y.=0.01959" x+0.0704 9" x¢ —0.1068 9 ¢
EJ EJ EJ

v, 200149 1000199 x_0.08989" x* +0.0599- 9 x
EJ ) EJ £l

v, =-0.06099 x _ 018509 x
EJ )

v, =—0.00729" 4 0.0785 9 x_0.22129 ¢ 1 0.1859 9 &
EJ EJ EJ )

y. =0.03529 1 0.0576 9 x* ~0.1005 9 ¢
EJ EJ EJ
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y, =0.0192

" _0.0063
EJ

Bdng 4: Chuyén vi tgi giiza nhip mét va nhip hai

| X— 0.0962l X2+ 0.0641q—I X
EJ EJ EJ

Ti s
h/l y12 y32
gl ql*
1/100 —0.0098 0.0111
EJ EJ
ql’ ql’
1/1 —0.0095 0.0118
10 EJ EJ
ql* ql*
1/5 —0.0088 0.0140
EJ EJ
ql* ql®
1/3 —0.0072 0.0192
EJ EJ
Bdng 5: M6 men uén tai cdc dau thanh
Tri]/slﬁ M11:M42 M12 M21 M22:M31 M32:M41
1/100 0 —0.5781qgl° 0.4219ql? —0.1562gl* 0.1719ql*
1/10 0 —0.5762q|? 0.4238ql* —0.1523g1° = 0.1738q|?
1/5 0 —0.5704ql* 0.4296ql* —0.1409ql° 0.1796ql°
1/3 0 —0.5576q|? 0.4424ql* —0.1152q1> | 0.1924q’
Bing 6: Luc cit tai cdc ddu thanh
11801 Q,-0,-Q,=Q, Q. =Q. Q.=Q.
1/100 —-1.1562ql 0.6562ql —0.3438¢q]l
1/10 —1.1523ql 0.6523ql -0.3477¢l
1/5 —1.1409ql 0.6409ql —0.3591ql
1/3 —1.1152q]l 0.6152ql —0.3848q|
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Khi khong xét bién dang truot (cho h/1=1/1000), ta co:

Bdng 7: Chuyén vi tgi giiza nhip mét va nhip hai

Ti s
h/l y12 y32
1/1000 _0.0098Y 001119
EJ EJ
Bdng 8: M6 men uén tai cdc dau thanh

Tl,i]/slﬁ M11:M42 MlZ MZl M22:M31 M32:M4l

1/1000 0 —0.5781ql* 0.4219ql° —0.1562ql* | 0.1719ql*
Bing 9: Luc cit tai cdc ddu thanh

Tl,l]/slo Qll = Q12 = QZl = Q22 Q31 = Q32 Q42 = Q41
1/100 —1.1562¢|l 0.6562q| —0.3438¢ql

Bing 10: So sdnh d vong lon nhit ciia dam lién tuc hai nhip trong hai truong

hop: khong ké va c6 ké t6i anh hwéng ciia bién dang trwot ngang.

1A o y__cua dam khi co
Tish | YmCUB dam khi khong KE 1ot it T )
' Két6i anh huong ciia | < fof AN MMONG CUA T Chanh Jach d6 vang (%)
h/l v bien dang truot
bién dang truot ngang
ngang
ql* ql*
1/100 0.0111 0.0111 0
EJ EJ
ql* ql*
1/10 0.0111 0.0118 5.9322
EJ EJ
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1/5 0.0111 ql 0.0140 ql 20.7142
EJ EJ

1/3 0.0111 ql 0.0192 ql 42.1875
EJ EJ

Bing 11: So sdnh mé men nhé nhit (trén géi giiva) ciia dam lién tuc hai nhip

trong hai truong hop: khong ké va cé ké t6i anh hwéng ciia bién dang truot.

M _cta dam khi M cta dam khi co
Ti s6 khong ké toi anh | ké t6i anh hudng ciia Chénh 1¢ch
h/l | huong caa bién dang bién dang truot md men goi (%)
trugt ngang ngang
1/100 —0.1562ql* —0.1562¢l* 0
1/10 —0.1562ql* —0.1523ql* 2.4967
1/5 —0.1562gl* —0.1409ql* 9.7951
1/3 —0.1562ql* —0.1152ql* 26.2483

Bing 12: So sanh lie cdt 1on nhdt (trén goi gia) ciia dam lién tuc hai nhip trong

hai trwong hop: khéng ké va cé ké tdi anh hwéng ciia bién dang triwet ngang.

- QGTaXCuaXda’r_nqkhl (gemix_c?a damﬁ khi cio Chénh lch
Ti s0 khong ké téi anh ké t&1 anh huong caa Luc c&t trén odi oi
. Y . X uc cat tren go1 giua
h/l huéng caa bien dang bién dang trugt (%)
trugt ngang ngang
1/100 0.6562q| 0.6562ql 0
1/10 0.6562ql 0.6523ql 0.5943
1/5 0.6562ql 0.6409ql 23316
1/3 0.6562ql 0.6152ql 6.2481

Bing 13: So sdnh lic cdt I6n nhit (dwéi nhip thir 2) ciia dam lién tuc hai nhip

trong hai truong hop: khong ké va cé ké t6i anh hwéng ciia bién dang truwot.

Q... caa dam khi
khong ké toi anh
huong caa bién dang
trugt ngang

Q... caa dam khi c6
ké t6i anh huong cua
bién dang truot
ngang

Qhénh légh
Luc cat trén goi gitra
(%)
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1/100 —0.3438q| —0.3438q| 0
1/10 —0.3438ql —0.3477ql 1.1216
1/5 —0.3438ql —0.3591ql 4.2606
1/3 —0.3438(q| —0.3848(q| 10.6548

Bing 14: So sdnh liwc cit nhé nhit (dwéi nhip thir 1) ciia dam lién tuc hai nhip

trong hai truwong hop: khong ké va cé ké t6i anh hwéng ciia bién dang truot.

Q. cua dam khi Q. cua dam khi c6 o

. A LA exi 2 e o Chénh léch

Ti so khong ke téi anh ké to1 anh huong caa Luc ct trén o681 oiil
) y o i A . 2 uc cat trén go1 giua
h/l huong cua bién dang bién dang truot (%)
trugt ngang ngang

1/100 —1.1562q| —1.1562ql 0

1/10 —1.1562q| —1.1523q|l 0.3373

1/5 —1.1562q| —1.1409q]l 1.3233

1/3 —1.1562q| —1.1152¢]l 3.5461

Tir két qua tinh thdy rang M6 men udn trén gbi gitta giam (theo gia trj tuyét
d61) twong ddi 16m, tir 2.49% dén 26.24% va luc cit giam tir 0.33% dén 3.5% tuong
mg khi ta thay d6i ti 18 h/l tir 1/10 dén 1/5. Ciing véi ti 1& h/l nhu vay, d6 vong 1on
nhit y ¢ giita nhip ting 1én rat 16n, tir 5.9% dén 42.1%.

- Biéu ¢6 moomen uén va lyc cit trong truong hop khong xét bién dang trugt cd

dang nhu, hinh 3.9.
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0.5787ql¢ ,
mmm/—l 0.756200% 0.25q(

s T L

0.4279g0°
0.65629/
0.15629/ 5 0.3438q/

8 : i

Hinh 3.9. Biéu d6 M va Q

Vidu 3.5: Dam lién tuc ba nhip
Xac dinh no1 luc va chuyén vi cia dim lién tuc ba nhip, d0 cling udn
EJ=Const, chiu tai phan b6 déu q va tai trong tap trung P nhu hinh 3.10. Tiét dién

dam chir nhat, c6 chiéu cao h, hé s6 Ung suat truot o =1.2

7 P=qgl P=qgl
A
(LA T | |

@ @ @ @ @ WZW
L U L 4 L, 4 ./ L & L
7 7 7 7 7 7

Hinh 3.10. DAm lién tuc ba nhip
Chia dam thanh nim doan véi cac doan c6 chiéu dai twong tmg 13
I,=1, L=1=l,= 15 =1/2.
Gia thiét duong do vong yi, Yo, Y3, Y4, Vs, va duong luc cit Q1, Qy, Q3, Q4, Qs, cua

dam c6 dang da thirc nhu sau:
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y, =ax+ax +ax +a,x’; Q, =b, +bx+b,x* +b,x* +b,x*

y, =CX+C, X" +C,X +C,X"; Q,=d,+dx+d,x*+d,x*+d,x’
y,=¢,+ex+ex +eXx +ex'; Q,=n +nx+nx +nx’+nx" (a)
Y, = jX+ L,X°+ X7+ j, x5 Q, =W, + WX +W,X* +W,Xx* +w,x"*

Y, =1, + X+, +1,X° +1,X; Q, =V, +VX+V, X" +V,X° +V X'

Trong do: aj(i=1+4), b;(i=0+4), ci(i=1+4), di(i=0+4), ;(i=1+4), n;(i=0+4), ji(i=1+4),
wi(i=0+4), ii(i=0+4), vi(i=0+4), 1a cc 4n cua bai toan. Theo cac biéu thuc tir (3.4)
dén (3.7) tinh duoc: Bién dang truot vy, Y2, Y3, V4, Vs,; §OC X0ay 01, 65, 03, 04, Os,; bién
dang udn Y1r A2s A3» Nar A5 VA Momen udn My, My, Mys, Mys, My, tuong Umg voi

cic doan 1,2, 3, 4 va 5, cu thé 1a:

Q. dy, dy, oQ e i
P (R (R =125
"= GF Tax T ax GF vl (1=1+5)
g=-0Y, @ Q. gy g9, @ X
' dx’* GF dx dx* GF dx

Trong dé: o 1a hé s6 xét su phan bd khong déu cua ung suét cat tai truc dam;
GF 1a d6 ctng cat ciia dam

E 6EJ

Luong cudng buc theo (3.8) duoc viét nhu sau:

lj M _y.dx+ Ij'Ql;/ldx —Ij'qyldx +Ij2' My, dx+ Tszde —Py,| .+

7 —Min  (b)

+ IJB' My, dx+ TQ37/3dX + T M, x,dx+ TQ474dX ~PYin

Ham d6 vdng y; phai thoa man cac diéu kién rang budc sau:
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g(d_y@j 6, =y, g:(%_@J (dlﬂj
" ldx GF ), ¢ Tt T ldx GF ), \dx GF
_[(dy, _oQ _%_a_Qsj._ _yl| g -
g“_(dx Gijlz_(dx GF ) 095 Yebo = Yabeor 90 = Vil
g(dlﬂj (dlﬂ) g[dlﬁj (dlﬂ
" \dx GF)_, \dx GF)_ ™ (dx GF)_, \dx GF
d’y. «a dQ
= = 1 = ’ :EJ— 5 5 =
9o = Valu = Yslioor 910 = Yslor - O ( o T GF dXJm

(©)

Pua bai toan tim cuc tr1 (b) vdoi cac rang budc (c) v€ bai toan cuc tri khong rang

budc bang cach xdy dung phiém ham mé rong Lagrange F nhu sau:

F=Z+> 40, > Min

(d)

v6i A (k=1+11) 1a céc thira sé Lagrange ciing 1a cac 4n cua bai toan. Nhu vay c6
tong cong 58 an a;(i=1+4), bi(i=0+4), ¢;i(i=1+4), di(i=0+4), ei(i=1+4), ni(i=0+4), j-
i(i=1+4), w;(i=0+4), ii(i=0+4), vi(i=0+4), va 11 thira s6 1;). Phuong phap nguyén ly

cuc tr1 Gauss xem cac bién dang udn 1a doc 1ap vé1 momen tac dung cho nén di€u

kién cuc tri cua phiém ham mé rong F 1a:

h = 'j[M xl]—<zl)dx+£2(gkik) —'f[q]i(yl)dx =0; a(i=1234)

f = j[ ]—(;gl)dx+—2(gkik)+ j f(yl)dx =0;b,(i=0.2,34)
h, = f[Mﬂ]aﬂq(L)dx%—QZ(gkﬁk)— P L) =0 66-1239)
f2i='j[M ]82 (zz)dx+£; 0.4, +HQ]—(72 )dx =0;d, (i =01 2,34)
k, = E[M Xs]a—(;(s)dx+—iZ(gk/1k) =0; e(i=01234)

t3i=lj[ ]—(;53 dx+f2(gkk+j[Q] () =0in (i=01.2.34)

(d1)
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'J

4
0
14
0
5

0

15

0
_(Z4 dx+a2(gkﬂk)_

() dx+§z(gkzk>=o,
I

0
Pa_(yz:)

x=lg

=] Mx4]—<z4)dx+—z(gkzk)+ j Q ]—(mdx 0;
[, ]

i(i=0,12 34)

=] x51—<zs>dx+i S04+ [l015 (ix=0
w (i =012 34)

i(i=01 2 34)

1.(1=1234)

(d2)

nhan dugc 58 phuong trinh bac nhat dé xac dinh 58 an sb. Giai cac phuong trinh

trén ta nhan duoc két qua tinh dudng do vong y; va luc cat Q; vdi 5 ti 18 N hhe

Sau.
Bdang 15: Chuyén vj tgi giiza nhip mét, hai va ba
Ti s6 Y.
h/l 5 yzz y42
1/100 0.0022% 0.0046 % 0.0106%
EJ EJ
1/10 0.0024 9 0.0051 %! 0.0112%
EJ EJ
1/5 0.003L %! 0.0067 % 0.0128%
EJ EJ EJ
1/3 0.0048 % 0.0105% 0.0167%
J EJ EJ
Bdng 16: M6 men uén tai cdc dau thanh
Ti SO Mll IVIl1 M12:M21 M22:M31 M32:M41 M42:M51




1/:20 —0.0769ql* | 0.0385ql° | —0.0962ql* | 0.1202ql* | —0.1635ql? 0.1683q]’
110 —0.0769gl* | 0.0383qgl* | —0.0965ql* | 0.1204ql* | —0.1627ql? 0.1687ql’
15 —0.0768ql* | 0.0379gl*  —0.0975qgl* | 0.1210ql* | —0.1605qlf 0.1698q]*
Bing 17: Luc cit tai cdc diau thanh
T Q, Q| U= Q,-Q. Q.-=Q. Q-0
/100 0.4808ql | —0.4808ql | 0.4327ql _05673ql = 0.6635q —0.3365q]
110 0.4804ql | —0.4804ql @ 0.4338ql _05662q]  0.6627g —0.3373ql
U5 0.4793ql | —0.4793ql | 0.4370q| _05630q]  0.6605 —0.3395¢q]
U3 0.4776ql | —0.4776q9l 0.4436ql _05564q1 | 0.6556q —0.3444ql

Bing 18: So sdnh dp vong I6n nhit tai diém giita nhip gifa ciia dim lién tuc ba

nhip trong hai trwong hop: khéng ké va cé ké téi anh hwéng ciia bién dang ngang.

o A y __cuta dam khi co
Ti 56 y__cua dam khi khong k;”j[af_ b )
hi | Ké i anh huong caa | C AR 1ONY B8 Chenh lgch d6 vong (%)
bien dang truot ngang g e
ngang
ql* ql*
1/100 0.0046 £ 0.0046 0
ql’ ql’
1/10 0.0046 = 0.0051 = 9.8039
ql’ ql’
1/5 0.0046 =3 0.0067 =3 31.3432
ql’ ql’
1/3 0.0046 =3 0.0105 =3 56.1904
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Tir két qua tinh thdy rang mé men udn va luc cit trong truong hop nay thay
d6i khong dang ké khi ta thay doi ti 18 h/1 cua tiét dién, M va Q chi thay d6i khoang
tir 3% dén 5%. Dbi vai vi du tinh 1a dam lién tuc chiu tai tuong ddi déng déu & cac
nhip, xét bién dang truot khong lam thay ddi nhiéu ndi luc mo-men va luc cit, chi
lam thay d6i duong do vong cia dam tir 9.8% dén 56.1% tuong ng véi cac ti 18
h/1=1/10 dén h/1=1/3. D9 vong 1én nhat y & giira nhip c6 thé ting 1.5 lan khi chiéu
cao dam 16n. Khi khong xét bién dang trugt (cho h/1=1/100), ta c6 biéu d6 moé men

uon va lyc cat cia dam lién tuc ba nhip nhu sau:

rﬁzr;ﬁi AT &

L : Naasiz
\MZZﬂ
Hinh 3.11. Biéu d0 M va Q
KET LUAN

Qua két qua nghién ctru tir cac chuong, chuong 1 dén chuong 3 d6i véi bai
toan dam chiu udn (bai toan tinh). Tac gia d3 ap dung duogc 1y thuyét dam day da vé
tinh toan ndi luc va chuyén vi ctia hé dam phang dan héi chiu uén co xét dén bién
dang truot ngang:
1. Vi viéc dung ham d6 ving y, ham lyc cat Q 1 hai ham an va ap dung Phuong
phap Nguyén 1y cuc tri Gauss tac gia dd ap dung duoc 1y thuyét dim day da dé tinh
toan noi luc va chuyén vi ctia hé dam phéng dan hoi chiu udn c6 xét dén bién dang

trurot ngang. Tt d6 nhan dugc hé hai phuong trinh:
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EJ(d y ad QJ:q

dx*  GF dx°
EJ(d y ad Qj:Q
dx’ GF dx’ )

Hai phuong trinh trén 14 hai phuong trinh vi phan cén bang ciia dam chiu udn c6 xét
dén bién dang truot. Khi khong xét dén bién dang truot, (G—oo hodc h—0) thi cac
phuong trinh trén déu dan vé phuong trinh cin bang cua dam chiu udn dugc xay
dung theo 1y thuyét dim Euler- Bernoulli ma khong gip phai hién tuong luc cit bi
khoa.

2. Khi ké t6i anh huong cua bién dang truot, tai tiét dién sét lién két ngam, dam
van bj xoay mot gdc bang goc truot do lyc cat gdy ra. Hay noi cach khéc lién két
ngam chi can trd goc xoay do mémen gay ra ma khong can tré goc truot do luc cét
gay ra.

3. Khi ké toi anh hudng cua bién dang truot, ndi lyc va chuyén vi cia dam chiu
udn d4 c6 sy thay d6i dang ké. Luong thay d6i nay phu thudc vao ti s6 chiéu cao tiét
dién/chiéu dai dim, phu thudc vao hinh thirc lién két va cach dit tai trong. Dam c6
béc siéu tinh cang 16n, c6 ti 18 h/l cang 16n thi ndi luc va chuyén vi thay doi cang
nhiéu. Céc dam dat tai khong ddi xung, lién két khdng giéng nhau tai hai dau thi
chiu anh hudéng ctua bién dang truot nhiéu hon cac dam chiu tai trong dbi xing va co
lién két d6i xung.

4. Pa xéac dinh dugc dudng dan hoi cho hé dam va hé khung co cac diéu kién bién
khac nhau. Ttr d6 xac dinh duoc nodi luc mOmen udn, luc cit ctia hé dam khi c6 ké
dén bién dang truot ngang. Trong trudng hop khong xét dén anh hudng cua bién
dang truot ngang (trudng hop ti s6 h/I=1/1000), két qua vé noi luc va chuyén vi déu
tring khop voi két qua nhan duogc khi giai bang cac phuong phap hién co.

5. M® men udn va luc cit ctia hé dam khi xét dén anh huong cua bién dang truot
c6 thé tang hodc giam so vai khi khong xét bién dang truot phu thude vao vi tri tiét
dién, tung loai bai toan, diéu kién bién va tai trong cling nhu ti 1€ h/l, ndi1 luc trong

dam tinh dinh khong thay d6i khi xét va khong xét anh huong ciia bién dang truot.
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Do vOng ctia dim trong hai trudng hop cd xét va khong xét bién dang truot ngang
thay doi rat 1on, c6 truong hop d6 vong ctua dam khi xét bién dang truot ting tir
9.8% dén 56.1% so v6i khi khong xét bién dang truot twong mg véi cac ti 18
h/1=1/10 dén h/I=1/3.

KIEN NGHI VE NHUNG NGHIEN CU'U TIEP THEO
1. Dung Iy thuyét day du vé dam, dam co xét bién dang truot voi hai ham an 1a ham
d6 vong y va ham luc cit Q da trinh bay trong dé tai 1am co s& dé xay dung va giai
céc bai toan két cau chiju udn khéac nhu két cAu tam, vo.
2. Dung céc két qua tinh toén noi luc va chuyén vi, theo 1y thuyét dam c6 xét bién
dang trugt dé dua vao thiét ké céc cong trinh.
3. Qua két qua nghién ctru thay rang, véi viée sir dung 1y thuyét day du vé dam va
dung phuong phap Nguyén 1y cuc tri Gauss c6 thé x4y dung bai toan co hoc két cdu

mot cach dé dang. Vi vdy, nén xét bién dang trugt trong moi trudng hop.
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