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 MỞ ĐẦU 

 Bài toán ổn định của kết cấu đã được giải quyết theo nhiều hướng khác 

nhau, phần lớn xuất phát từ nguyên lý năng lượng mà theo đó kết quả phụ 

thuộc rất nhiều  vào cách chọn dạng của hệ ở trạng thái lệch khỏi dạng cân 

bằng ban đầu. Trong những công trình xây dựng hiện nay, người ta thường 

dùng các thanh có chiều dài lớn, tấm - vỏ chịu nén và do đó điều kiện ổn định 

trong miền đàn hồi có tầm quan trọng đặc biệt, đòi hỏi phải nghiên cứu đầy 

đủ cả về mặt lý thuyết và thực nghiệm. 

Cho đến nay, các đường lối xây dựng bài toán ổn định của kết cấu chịu 

uốn thường không kể đến ảnh hưởng của biến dạng trượt ngang hoặc có kể 

đến nhưng do cách đặt vấn đề và cách chọn ẩn chưa thật chính xác nên đã gặp 

rất nhiều khó khăn mà không tìm được kết quả của bài toán một cách chính 

xác và đầy đủ. 

Phương pháp phần tử hữu hạn chia công trình thành những phần nhỏ 

được gọi là các phần tử, tính toán công trình được dẫn về tính toán những 

phần tử nhỏ sau đó kết nối các phần tử đó lại với nhau ta lại được lời giải của 

một công trình hoàn chỉnh. Phương pháp này được ứng dụng rộng rãi trong 

lĩnh vực khoa học kỹ thuật nói chung và tính toán kết cấu xây dựng nói riêng. 

Đối tượng, phương pháp và phạm vi nghiên cứu của luận văn 

Trong luận văn này, tác giả sử dụng phương pháp Phần tử hữu hạn để 

tính toán ổn định đàn hồi của khung có xét đến biến dạng trượt ngang. 

Do sự cần thiết của việc nghiên cứu ổn định của kết cấu khung có xét 

đến biến dạng trượt ngang, mục đích và nhiệm vụ nghiên cứu của luận văn 

này là: 

Mục đích nghiên cứu của luận văn 

“Nghiên cứu ổn định đàn hồi của khung  

có xét đến biến dạng trượt ngang” 
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Nhiệm vụ nghiên cứu của luận văn 

1. Trình bày tổng quan về lý thuyết ổn định công trình 

2. Trình bày phương pháp phần tử hữu hạn đối với các bài toán cơ học kết 

cấu 

3. Trình bày lý thuyết xét biến dạng trượt đối với bài toán ổn định đàn hồi 

của kết cấu thanh với việc dùng hai hàm chưa biết là hàm độ võng y và 

hàm lực cắt Q. Dùng phương pháp phần tử hữu hạn và phương pháp 

chuyển vị cưỡng bức để giải bài toán ổn định của khung có xét đến biến 

dạng trượt, chịu tác dụng của tải trọng tĩnh. 

4. Lập chương trình máy tính điện tử cho các bài toán nêu trên. 
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CHƯƠNG 1 

TỔNG QUAN VỀ LÝ THUYẾT ỔN ĐỊNH CÔNG TRÌNH 

 

Trong chương này bàn về lý thuyết ổn định công trình và các phương 

pháp nghiên cứu ổn định công trình và các phương pháp giải bài toán ổn định 

công trình. 

1.1. Khái niệm về ổn định  

Một cách hình dung tốt nhất về khái niệm ổn định là ta xét các trường 

hợp viên bi cứng trên các mặt cầu cứng lõm và lồi, Hình 1.1. 

 
(a) 

 
(b) 

 

 
(c) 

Hình 1.1. Các trường hợp mất ổn định 

Rõ ràng là trong trường hợp (a), mặt cầu lõm, sự cân bằng của viên bi 

là ổn định bởi vì  kích nó ra khỏi vị trí cân bằng ban đầu (đáy cầu) rồi thả ra 

thì nó sẽ trở về vị trí đáy cầu hoặc lân cận với vị trí đó (nếu có ma sát). Trong 

trường hợp (b), mặt cầu lồi, sự cân bằng là không ổn định, bởi vì kích viên bi 

ra khỏi vị trí cân bằng ban đầu rồi thả bi ra thì viên bi sẽ không trở lại vị trí 

ban đầu nữa. Trong trường hợp (c), kích viên bi ra khỏi vị trí cân bằng ban 

đầu thì nó lăn trên mặt phẳng ngang đến khi ngừng chuyển động, nó có vị trí 

cân bằng mới khác với trạng thái cân bằng ban đầu. Trong trường hợp này ta 

nói rằng trạng thái cân bằng ban đầu là phiếm định (không phân biệt). 

Ở trên ta đã nói đến trạng thái cân bằng của viên bi. Suy rộng ra ta cũng 

có thể nói như vậy đối với các trạng thái cân bằng của cơ hệ phức tạp, ví dụ 

như trạng thái ứng suất và biến dạng, trạng thái nội lực và chuyển vị hoặc là 

trạng thái năng lượng. 

Trở lại hình 1.1a. Khi lệch ra khỏi vị trí cân bằng, trọng tâm của viên bi 

lên cao, thế năng của nó tăng. Trạng thái cân bằng ổn định là trạng thái có thế 
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năng tối thiểu. Ở hình 1.1b, khi lệch với trị số nhỏ, trọng tâm của viên bi 

giảm, thế năng của nó giảm. Trạng thái cân bằng không ổn định ứng với thế 

năng lớn. Hình 1.1c, khi lệch ra khỏi vị trí cân bằng, trọng tâm của viên bi 

không thay đổi, trạng thái cân bằng là phiếm định hoặc không phân biệt. 

Như hình 1.1, để biết được trạng thái cân bằng của cơ hệ có ổn định 

hay không thì ta phải kích nó ra khỏi vị trí cân bằng ban đầu. Phương pháp 

chung để đánh giá sự mất ổn định của cơ hệ là:  

Đưa hệ ra khỏi vị trí cân bằng ban đầu của nó và kiểm tra xem nó có 

tồn tại trạng thái cân bằng mới không. Nếu như tìm được trạng thái cân bằng 

mới khác với trạng thái cân bằng ban đầu thì hệ là mất ổn định và lực giữ cho 

hệ ở trạng thái cân bằng mới này gọi là lực tới hạn, trường hợp ngược lại hệ là 

ổn định. 

1.2.  Lịch sử phát triển và tình hình nghiên cứu ổn định công trình trên 

Thế giới và Việt nam 

1.2.1. Lịch sử phát triển 

Vấn đề ổn định kết cấu được bắt đầu từ công trình nghiên cứu bằng 

thực nghiệm do Piter Musschenbroek công bố năm 1729, đã đi đến kết luận 

rằng “lực tới hạn tỷ lệ nghịch với bình phương chiều dài thanh”. Người đặt 

nền móng cho việc nghiên cứu lý thuyết bài toán ổn định là Leonhard Euler 

qua công trình công bố đầu tiên vào năm 1744. Tuy nhiên, cho mãi đến cuối 

thế kỷ XIX vấn đề công trình mới được phát triển mạnh mẽ qua nhũng cống 

hiến của các nhà khoa học như Giáo sư F.s. Iaxinski, Viện sỹ A. N. Đinnik, 

Viện sỹ V. G. Galerkin... Cho đến nay, đã có rất nhiều công trình nghiên cứu 

về lĩnh vực này và đã giải quyết tốt những yêu cầu cơ bản của thực tế. Mặc dù 

vậy, cũng tồn tại nhiều vấn đề chưa đứợc giải quyết đến cùng và còn tiếp tục 

lôi cuốn sự quan tâm của các nhà nghiên cứu. 

1.2.2. Tình hình nghiên cứu ổn định kết cấu công trình trên Thế giới 

Cách đây khoảng gần 300 năm, Euler đã tìm ra công thức xác định lực 
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tới hạn và đã giải những bài toán đầu tiên về hiện tượng mất ổn định xảy ra 

khi uốn dọc các thanh chịu nén và trong một thời gian dài nó là đề tài của các 

cuộc thảo luận. Các cuộc tranh luận kéo dài gần 70 năm. Một trong những 

nguyên nhân chính của các cuộc tranh luận là trong một số trường hợp công 

thức Euler không được thí nghiệm xác nhận. Điều đó có thể giải thích là khi 

xác định công thức xác định lực tới hạn Euler đã giả thiết là vật liệu làm việc 

trong miền đàn hồi và tuân theo định luật Hook. 

Trong trường hợp thanh làm việc ngoài miền đàn hồi, việc xác định 

ứng suất tới hạn bằng lý thuyết vô cùng phức tạp. Vì vậy người ta phải tiến 

hành các nghiên cứu thực nghiệm. Trên cơ sở các kết quả thực nghiệm F.s. 

Iasinski đã đưa ra công thức thực nghiệm để xác định ứng suất tới hạn cho 

trường hợp này. 

Ngoài L.Euler, F. S. Iasinski nghiên cứu ổn định cho thanh chịu nén 

làm việc trong và ngoài miền đàn hồi còn có A. M. Liapunov cũng đưa ra 

định nghĩa toán học về ổn định chuyển động được xem là tổng quát và bao 

trùm cho mọi lĩnh vực. 

Euler- Lagrange đưa ra định nghĩa về ổn định công trình, độc lập với 

định nghĩa về ổn định chuyển động của Liapunov và cũng đủ để giải quyết 

phần lớn các bài toán ổn định công trình. Chúng ta đặc biệt quan tâm đến định 

nghĩa về ổn định chuyển động của Liapunov khi gặp các bài toán ổn định của 

hệ không bảo toàn, ổn định động và ổn định không đàn hồi. 

1.2.3. Tình hình nghiên cứu ổn định kết cấu công trình tại Việt nam 

Trước đây do nền kinh tế còn nghèo nàn nên các công trình xây dựng 

khi đó chủ yếu được xây dựng bằng các loại vật liệu như gỗ, đá vì cường độ 

của những loại vật liệu này tương đối thấp, các cấu kiện cần phải có tiết diện 

lớn nên việc tính toán ổn định chưa phải là vấn đề cấp thiết đối với người kỹ 

sư thiết kế và chưa thu hút được sự quan tâm của các nhà nghiên cứu. 

Ngày nay, các cán bộ khoa học nghiên cứu và giảng dạy động lực học, 
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dao động và ổn định công trình, các kỹ sư cơ khí, xây dựng, giao thông vận 

tải công tác ở các viện nghiên cứu, các nhà máy lớn đã tích cực tham gia các 

hoạt động khoa học trong lĩnh vực dao động và ổn định. 

1.3. Ý nghĩa và tầm quan trọng của việc nghiên cứu ổn định công trình 

1.3.1 Ý nghĩa của việc nghiên cứu ổn định công trình 

Thực tế cho thấy, công trình chỉ làm việc an toàn khi đồng thời thoả 

mãn ba điều kiện: Điều kiện bền, điều kiện cứng và điều kiện ổn định. Do 

vậy, bài toán ổn định và phân tích ổn định của kết cấu luôn luôn có ý nghĩa rất 

lớn và đóng vai trò rất quan trọng trong lĩnh vực nghiên cứu, phân tích kết cấu 

và thiết kế. Tuỳ thuộc vào nhũng đặc tính của vật liệu, môi trường làm việc, 

phương pháp và quá trình chất tải, ... mà người nghiên cứu đặt ra các bài toán 

ổn định sau : 

- Ổn định của kết cấu vật liệu đàn hồi 

- Ổn định của kết cấu vật liệu đàn - dẻo 

- Ổn đinh của kết cấu vật liệu từ biến 

Trong bài toán ổn định đàn hồi, cần tìm tải trọng tới hạn, mà khi tải trọng 

bé hơn tải trọng tới hạn thì hệ luôn ổn định. Các phương pháp nghiên cứu ổn 

định của hệ đàn hồi đã được nhiều tác giả nghiên cứu theo các hướng khác 

nhau. Có thể phân loại theo các hướng khác nhau, chẳng hạn phân loại theo 

toán học (phương pháp giải tích, phương pháp nửa giải tích, phương pháp số) 

hoặc phân loại theo trạng thái trước khi hệ mất ổn định (có xét đến sự lệch 

ban đầu và xét hệ lý tưởng chịu các kích động v.v...) 

1.3.2 Tầm quan trọng của việc nghiên cứu ổn định công trình 

Nếu công thức của Euler đơn thuần mang tính hàn lâm, thì vấn đề mất 

ổn định của cấu kiện chịu nén có tầm quan trọng to lớn trong thực tế đối với 

kết cấu công trình (từ khoảng năm 1880) của rất nhiều cầu đường sắt. Việc sử 

dụng thép tất yếu dẫn đến các cấu kiện thành mỏng chịu nén, tấm và vỏ mỏng. 

Nhiều công trình bị sập đổ và những tai nạn khủng khiếp đã xảy ra (từ chiếc 
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cầu đường sắt đầu tiên ở Kevđa (Nga) là cầu dàn hở đã bị phá huỷ năm 1875 

do hệ thanh biên trên bị mất ổn định, cầu Menkhienxtain ở Thụy sĩ bị phá huỷ 

năm 1891 do mất ổn định, Cầu dàn Quebec ờ  Canada 1907, bể chứa khí ở 

Hamburg 1907, cầu dàn Mojur ở Nga 1925 bị phá huỷ do thanh ghép chịu nén 

bị mất ổn định cho đến sự phá huỷ của 24 chiếc cầu ồ  Pháp cũng do nguyên 

nhân mất ổn định) cho thấy vấn đề mất ổn định khó mà tầm quan trọng của nó 

lớn dần hàng năm, sự mất ổn định có mặt ở mọi nơi, từ cột hay vòm sụp đổ do 

uốn trong mặt phẳng của nó, đến dầm và vòm bị sụp đổ bởi mất ổn định xoắn 

ngang ra ngoài mặt phảng của chúng. Trong những trường hợp vỏ mỏng, tầm 

quan trọng về quân sự của nó hiển nhiên là to lớn, sự phân tích tuyến tính lúc 

ban đầu cho kết quả thực tế có thể chấp nhận được . 

Theo năm tháng tầm quan trọng tăng lên của ổn định công trình có 

được là nhờ một vài yếu tố phụ giúp : 

• Sự tăng ứng suất cho phép 

• Sự giảm chiều dày do sử dụng các loại thép cường độ cao hay họp kim 

nhôm 

• Sự tăng cường sử dụng tấm đặc biệt trong cầu thay cho thép hình cán 

sẩn Tầm quan trọng hiện nay của ổn định công trình được thể hiện bằng ba 

yếu tố: 

• Số công trình khoa học dành cho lĩnh vực này mở rộng theo hàm số mũ 

• Các kỹ sư kết cấu không còn thoả mãn với các mô hình phân nhánh đàn 

hồi của thời kỳ 1744-1930 hay với công thức thực nghiệm về mất ổn định của 

cột nữa. Họ sử dụng toàn bộ những khả năng của máy tính điện tử để xác lập 

những giá trị thực tế của ứng suất tới hạn của cấu kiện hay kết cấu bị ảnh 

hưởng bởi sự khiếm khuyết về hình học và cấu trúc. 

• Những tổ chức khác nhau của các quốc gia và quốc tế phát triển nhanh 

chóng (Hội đồng nghiên cứu ổn định kết cấu Mỹ, uỷ ban về ổn định của các 

quy ước Châu Âu cho kết cấu thép (1955), uỷ ban nghiên cứu cột của Nhật 
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Bản ). Ba uỷ ban này cộng với uỷ ban thứ tư đại diện cho các nước khối 

Comecom tổ chức từ tháng 9/76 đến 10/77 cuộc “hội đàm du lịch”. Đó là nỗ 

lực nghiên cứu đầu tiên được thể hiện phổ biến trên toàn thế giới trong lĩnh 

vực ổn định Công trình [31]. 

1.4. Các phương pháp nghiên cứu ổn định công trình 

1.4.1. Phương pháp tĩnh (Phương pháp Euler) 

 Theo phương pháp này tải trọng tới hạn sẽ là tải trọng nhỏ nhất để xẩy 

ra phân nhánh dạng cân bằng, tức là bên cạnh dạng cân bằng ban đầu tồn tại 

dạng cân bằng lân cận. Để xác định tải trọng này chỉ cần nghiên cứu sự cân 

bằng của hệ ở trạng thái lân cận khi cho hệ chuyển vị bé và đi tlm tải trong bé 

nhất tương ứng với dạng cân bằng lân cận đó. 

Khảo sát cân bằng của một hệ ở trạng thái lệch khỏi dạng cân bằng ban đầu. 

Tính giá trị của lực ở  trạng thái lệch để đối chiếu với giá trị của lực đã cho ở 

trạng thái cân bằng ban đầu. 

Giả sử: P là lực đã cho ở trạng thái cân bằng ban đầu 

P* là lực ứng với trạng thái lệch khỏi dạng cân bằng ban đầu (lực cần có để 

giữ hệ ở trạng thái lệch). 

- Nếu P < * thì hệ cân bằng ổn định 

- Nếu P = P* thì hệ cân bằng phiếm đinh 

- Nếu P > P* thì hệ cân bằng không ổn định 

Xét hệ một bậc tự do, một đầu ngàm đàn hồi, một đầu tự do 

Sau khi khảo sát cân bằng của hệ ở trạng thái cân lệch ta có:  

l

k
P   do đó: 

- Với P < 
l

k
 thì hệ cân bằng ổn định 

- Với 
l

k
P   thì hệ cân bằng bằng phiếm định 
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- Với 
l

k
P   hệ cân bằng không ổn định 

 

Hình 1.2. 

1.4.2.  Phương pháp năng lượng 

Phương pháp này dựa trên việc nghiên cứu năng lượng toàn phần của 

hệ. Khi nó đạt' cực tiểu thì hệ ở trạng thái cân bằng ổn định. Sự lệch khỏi 

trang thái cân bằng ổn định sẽ làm tăng năng lượng. Tải trọng tới hạn ứng với 

năng lượng cực tiểu. 

Nguyên lý Larange - Dirichlet: 

“ Nếu hệ ở trạng thái cân bằng ổn định thì thế năng toàn phần đạt cực 

tiểu so với tất cả các vị trí lân cận vô cùng bé kể từ trạng thái cân bằng đó. 

Nếu hệ ở trạng thái cân bằng không ổn định thì thế năng toàn phần đạt 

cực đại so với tất cả các vị trí lân cận vô cùng bé kể từ trạng thái cân bằng đó. 

Nếu hệ ở trạng thái cân bằng phiếm định thì thế năng toàn phần không 

đổi”. 

Thế năng toàn phần U* của hệ ở trạng thái biến dạng gồm: 

- Thế năng biến dạng của nội lực u 

- Thế năng của ngoại lực UP= -T (trái dấu với công của ngoại lực T) 

U* = U + UP = U-T 

Độ biến thiên  U* của thế năng toàn phần của hệ khi chuyển từ trạng thái 

đang xét sang trạng thái lân cận sẽ là 
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 U* =  U -  T 

Trong đó:  U*- biến thiên của thế năng toàn phần 

 U - độ biến thiên của thế năng biến dạng  T - độ biến thiên của công các 

ngoại lực . Như vậy, theo nguyên lý Lagrange - Dirichlet: 

Nếu U > T thì hệ ở trạng thái cân bằng ổn định. Nếu U < T thì hệ 

ở trạng thái cân bằng không ổn định. Nếu U = T thì hệ ở trạng thái cân 

bằng phiếm định 

1.4.3 Phương pháp động lực học 

Đây là phương pháp chung nhất, dựa trên việc nghiên cứu chuyển động 

của hệ sau khi có kích động ban đầu. Nếu chuyển động là dao động có biên độ 

tăng không ngừng theo thời gian thì dạng cân bằng ban đầu là không ổn định. 

Ngược lại, nếu hệ luôn dao động bé quanh trạng thái cân bằng ban đầu hoặc 

tắt dần thì đó là dạng cân bằng ổn định. 

1.5.  Bài toán ổn định uốn dọc của thanh và phương pháp giải 

   Phương trình cân bằng của thanh thẳng có tiết diện không đổi chịu tác 

dụng của lực P đặt ở đầu thanh có thể được viết như : 

                                        0
2

2

4

4


dx

yd
P

dx

yd
EJ                       (1.1) 

 Phương trình trên là phương trình vi phân tuyến tính thuần nhất (không 

có vế phải). Phương trình dao động tự do của thanh được trình bày ở chương 

3 cũng thuộc loại phương trình này. Vì vậy, để tổng quát ở đây trình bày 

phương pháp chung tìm  

nghiệm của phương trình vi phân tuyến tính bậc  n thuần nhất có các hệ số là 

hằng số [29,trg. 269-270]:    

                               )0(0...
01

1

10






aya
dx

yd
a

dx

yd
a

nn

n

n

n

         (1.2) 

Để giải phương trình vi phân trên thì giải phương trình đặc tính của nó là: 

                                      a0rn+a1rn-1+...+an-1r+an=0                            (1.3) 
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a) Trường hợp phương trình đặc tính có n nghiệm phân biệt thì nghiệm của 

phương trình vi phân (a) viết dưới dạng sau: 

                                      
xr

n

xrxr necececy  ...21

21
                       (1.4) 

Các hệ số ci được xác định từ điều kiện biên của bài toán 

b) Nếu như một nghiệm rk nào đó có nghiệm lặp lại mk lần thì thành phần 

tương ứng trong nghiệm trên được thay bằng 

                                   
xrm

mkkkk

kk

k
excxcxcc )...(

1

)1(

2

21




               (1.5) 

 Trong trường hợp có hệ phương trình tuyến tính sau: 

              ),...3,2,1(0)(...)()(
2211

njy
dx

d
y

dx

d
y

dx

d
njnjj

     (1.6) 

Ở đây )(
dx

d
jk

  là đa thức của )(
dx

d
.  Mỗi  hàm yk = yk(x) (k=1...n)  đều có 

dạng (1.46) và (1.47), còn  các số mũ rl sẽ là nghiệm của hệ các  phương trình 

đặc tính 

                                  0)(det)(  rrD
jk

                                      (1.7) 

Đây là hệ phương trình đặc trưng của hệ phương trình vi phân. Từ 

phương trình (1.49) tìm được 
jk

r , đưa các nghiệm y dạng (1.46) và  (1.47) vào 

hệ phương trình (1.48)  sẽ xác định được các tương quan của các hệ số, các hệ 

số tự do được xác định từ các điều kiện biên. Đó là phương pháp chung để 

giải phương trình vi phân tuyến tính thuần nhất có hệ số là hằng số. 

  Trở lại phương trình uốn dọc của thanh. Phương trình (1.43) hoàn toàn 

giải được bằng cách giải phương trình đặc tính (1.45), tìm nghiệm theo (1.46) 

và (1.47), các hệ số c của (1.46) và (1.47) xác định từ các điều kiện biên của 

thanh. Tuy nhiên, một cách giải ngắn gọn hơn khi viết hàm độ võng y của 

thanh dưới dạng sau 

                                y dcxkxbkxa  )cos()sin(             (1.8) 
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EJ

P
k   

  Thật vậy, đưa hàm (1.8) vào phương tình (1.1) ta thấy phương trình 

(1.1) được thỏa mãn. Vấn đề còn lại là xác dịnh các hệ số dcba ,,, . Bốn hệ số 

dcba ,,,  của hàm y được xác định tùy theo 4 điều kiện biên 
'''''' ,,, yyyy  tại hai 

đầu cuối thanh. Dưới đây trình bày các lời giải thanh có các điều kiện biên 

khác nhau. 

 Thanh khớp-khớp  

Các điều kiên biên tại liên kết khớp là chuyển vị và momen uốn bằng 

không. Ta có 

                    0)0(;0)0(
2

2

 x
dx

yd
xy  ; 0)(;0)(

2

2

 lx
dx

yd
lxy  

  Đưa 4 điều kiện trên vào (1.8), nhận được 4 phương trình sau 

                           0)sin(;0)sin(;0;0 2  klakclklabdb               

Ta có           0 dcb ,   0)sin( kla  

 Nếu  0a  thì 0y  , đó là nghiệm tầm thường của (1.1). Để có được nghiệm 

không tầm thường ( 0y ), ta cho 

                                0)sin( kl  hay   ,...)3,2,1,....(  nnkl   

Thay k  vào phương trình (1.8) ta có 

                               
2

22

l

EJn
P


                                                       (1.9) 

Với các giá trị P xác định trên, thanh có trạng thái cân bằng mới, trạng 

thái uốn dọc với  )sin( x
l

n
ay


                                                     (1.10) 

khác với trạng thái ban đầu là trạng thái nén, thanh thẳng. Ta nói thanh mất ổn 

định và  lực P là lực tới hạn Euler.  Chú ý rằng với P tới hạn xác định theo 

(1.9), độ võng (1.10) của thanh vẫn hữu hạn. Tuy nhiên, theo lí thuyết dầm-
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cột trình bày ở trên, độ võng của thanh với lực P  xác định theo (1.9) sẽ tăng 

lên vô cùng, nên (1.10) là biểu thức xác định lực tới hạn của thanh. Kixelov 

cho rằng lực P tới hạn (1.52) vẫn nằm trong miền ổn định.            

  Để thỏa mãn 4 điều kiện biên 
'''''' ,,, yyyy của phương trình (1.1) ta có 

thể dùng 4 thông số chuyển vị, góc xoay,momen uốn và lực cắt chưa biết tại 

hai đầu thanh làm ẩn thay cho các hệ số  dcba ,,,  của phương trình (1.8).Ta 

có phương pháp thông số ban đầu được giáo sư Kixelov sử dụng trong giáo 

trình động lực học và ổn định công trình của mình. 

Thanh ngàm-ngàm :  

Cả hai đầu thanh là ngàm do đó các điều kiên biên tại liên kết ngàm là 

chuyển vị và góc xoay bằng không. Ta có 

                    ;0)0(;0)0(  x
dx

dy
xy 0)(;0)(  lx

dx

dy
lxy  

  Đưa 4 điều kiện trên vào (1.50), nhận được 4 phương trình sau 

                     















0)sin()cos(

0)cos()sin(

0;0

cklbkklak

dclklbkla

cakdb

                                   (1.11) 

Để tìm các hệ số a, b, c ,d ta cho định thức các hệ số của hệ bốn 

phương trình trên bằng không.Từ đó rút ra : 0)sin()1(cos2  klklkl                  

(1.12) 

Với chú ý rằng : )2/cos()2/sin(2)sin( klklkl  ; )2/(sin21)cos( 2 klkl   

Ta có thể viết phương trình (1.54) dưới dạng : 0
2

sin
2

cos
22

sin 















 klklklkl
 

Một lời giải của phương trình này là: 
2

224
20)

2
sin(

l

EJn
Pnkl

kl
th


   

Chú ý rằng 0)sin( kl  và 0)cos( kl khi 0)
2

sin( 
kl

, từ phương trình (1.11) 

ta xác định được các hằng số : dbca  ;0  
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Thay vào (i) ta có phương trình đường độ võng là: 







 1

2
cos

l

xn
by


 

Với n=1 ta nhận được lực tới hạn nhỏ nhất: 2

24

l

EJ
P

th




 

Thanh ngàm-khớp :  

Trong trường hợp này, đầu dưới của thanh là ngàm, đầu trên của thanh 

là khớp do đó các điều kiên biên tại liên kết ngàm là chuyển vị và góc xoay 

bằng không, tại đầu liên kết khớp là chuyển vị và mômen uốn bằng không. 

                    ;0)0(;0)0(  x
dx

dy
xy     0)(;0)(

2

2

 lx
dx

yd
lxy  

Đưa 4 điều kiện trên vào (i), nhận được 4 phương trình sau 

                     0)cos()sin(;0;0;0  klbkladclcakdb    (1.13) 

Cả 4 phương trình sẽ được xác định bằng cách lấy a = b = c = d= 0, 

thay giá trị của a, b, c và d vào y ta nhận đường độ võng của thanh là dạng 

cân bằng thẳng ban đầu (đây là các nghiệm tầm thường vì thanh chưa bị mất 

ổn định). Trường hợp thứ hai ta tìm a và b từ 3 phương trình đầu của (1.55) và 

thay vào phương trình cuối cùng ta nhận được 

             
kltgklklb

kl

kl
b  0cos

sin

          
(1.14) 

Giải phương trình (1.14) ta nhận được : 
2

2

)7.0(
493.4

l

EJ
Pkl

th


  

Thanh đầu ngàm-đầu tự do :  

Trong trường hợp này, đầu dưới của thanh là ngàm, đầu trên của thanh 

tự do. Do đó các điều kiên biên tại liên kết ngàm là chuyển vị và góc xoay 

bằng không, tại đầu tự do là mômen uốn và lực cắt bằng không. Ta có 

                    ;0)0(;0)0(  x
dx

dy
xy     0;0)( 2

3

3

2

2


dx

dy
k

dx

yd
lx

dx

yd
 

  Đưa 4 điều kiện trên vào (i), nhận được 4 phương trình sau 
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                     0;0)cos()sin(;0;0  cklbklacakdb          (1.15) 

Từ phường trình thứ 2 và phương trình thứ 4 ta rút ra được c = a = 0 và 

2

)12(
0cos




n
klkl

                                  
(1.16) 

Giải phương trình (1.58) ta nhận được lực tới hạn nhỏ nhất ứng với (n=1) là 

2

2

4l

EJ
P

th




 

1.6.  Thuật toán đơn giản để giải phương trình đa thức 

Bài toán trị riêng và véc tơ riêng phải dẫn về giải phương trình (1.16). 

Ở đây trình bày cách giải phương trình đó.  

Trước tiên xét ta xét trường hợp giải phương trình đa thức đặc trưng. 

f(z) =  b0+b1z+...+ bnzn-1+(-1)nzn=0                                     (1.17) 

khi n 4 thì lời giải của phương trình có thể biểu diễn dưới dạng các công 

thức. Với các trường hợp khác thì phải dùng các phương pháp lặp để giải: 

a)  Phương pháp lặp Newton 

 Cho một nghiệm ban đầu Z0. Nghiệm gần đúng của bước sau (j+1) theo 

phương pháp Lặp Newton được xác định theo công thức sau: 

                              
   

 

 )('

)(1

j

j

jj

zf

zf
zz 

                                          (1.18) 

Nếu như    jj zz 1  đủ nhỏ thì có thể xem  1jz  chính là nghiệm của phương 

trình. 

b)  Phương pháp Cát tuyến 

Để tìm nghiệm thực của các phương trình có hệ số thực, đầu tiên chọn 

hai giá trị ban dầu và xây dựng các chuỗi gần đúng sau: 

 
   

   

 )(
)()(

1 j

kj

kj

j zf
zfzf

zz
z






 (j=0, 1, 2, ... k<j)           (1.19) 

các  jz ,  kz  thường được chọn sao cho 
 )( jzf  và 

 )( kzf  có dấu ngược nhau 

để cho nghiệm nằm giữa  jz  và  kz .  
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Ví dụ: Tìm trị riêng của ma trận sau:  

          0

5410

4641

14264

01425

det)( 





































p  

Trước tiên ta cần biến đổi ma trận 

























































































510

441

1264

det)1(

540

461

144

det)4(

541

464

1426

det)25()(p

 

Hay:   

    

     1)5)(26(4)5)(4(44)5(416)5)(6(44

)6(164)5(4416)5)(6()26()25()(







p
 

Rút gọn biểu thức ta có: 25285276664)( 234  p  (f(z)= p(); 

z=) 

Bây giờ ta dùng phương pháp lặp Newton để giải bài toán này. Các bước thực 

hiện như sau: 

Bước 1: Cho  một giá trị bất kỳ nào đó. 

Bước 2: Tính  bước (j+1) theo phương pháp lặp Newton: 

   
 

 )('

)(1

j

j

jj

zf

zf
zz 

 

Bước 3: Tính: 
   

 j

jj

r


 


1

 

Bước 4: Nếu r>eps (eps là một số nhỏ bất kỳ tuỳ ý cho trước. Nếu r>eps thì 

gán 
   jj cho 1

 (
   1 jj  ) và quay lại bước 2. Nếu r<eps thì thực hiện 

bước 5 
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Bước 5: 
 1j là nghiệm của bài toán và gán nó cho (c) (

 1 jc  ) 

Bước 6: Để tìm các nghiệm khác thì ta chia hàm P() đã có cho (-c) thì ta sẽ 

được một đa thức bậc thấp hơn và quay lại bước 1. 

 Nếu đa thức bậc n ta làm lần lượt n lần như vậy ta sẽ nhận được n 

nghiệm. 

Sau đây giới thiệu đoạn chương trình sử dụng phương pháp lặp Newton để 

giải bài toán trên. (ngôn ngữ lập trình MATLAB) 

syms x; 

y=4*x^4-66*x^3+276*x^2-285*x+25; 

y2=y; 

  for n=1:4 

      y1=y2; 

      y1x=diff(y1,x); 

   z1=0.1; 

   eps=1; 

   while eps >= 0.000001 

       s1=subs(y1,x,z1); 

       s2=subs(y1x,x,z1); 

       z2=z1-s1/s2; 

       s3=z2-z1; 

       r=abs(s3/z1); 

       z1=z2; 

       eps=r; 

end 

c(n)=z1; 

z1 

f(n)=subs(y,x,z1); 

y2=y1/(x-z1); 

end 

r1=[c' f']; 

digits(7) 

vpa(r1) 

  ezplot(y,[-2 12]); 
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grid 

Kết quả 

[   .9653733e-1,            0.] 

[      1.391465, -.2052047e-

10] 

[      4.373550,   .5732090e-

9] 

[      10.63845,  .1136868e-

10] 

Trong Matlab phương pháp giải 

phương trình đại số dựa trên 

phương pháp lặp Newton và 

phương pháp cát tuyến với thuật 

toán hoàn thiện hơn cho nên trong 

luận án sau này khi giải các  

phương trình đại số sẽ dùng các 

hàm có sẵn của Matlab. 

 
       Hình 1.3. Đồ thị nghiệm PT đa thức 
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CHƯƠNG 2.  

PHƯƠNG PHÁP PHẦN TỬ HỮU HẠN 

2.1. Phương pháp phần tử hữu hạn 

Phương pháp phần tử hữu hạn là một phương pháp số đặc biệt có hiệu 

quả để tìm dạng gần đúng của một hàm chưa biết trong miền xác định V của 

nó. Tuy nhiên phương pháp phần tử hữu hạn không tìm dạng xấp xỉ của hàm 

cần tìm trên toàn miền V mà chỉ trong từng miền con 
eV  (phần tử) thuộc 

miền xác định V. Do đó phương pháp này rất thích hợp với hàng loạt bài toán 

vật lý và kỹ thuật trong đó hàm cần tìm được xác định trên các miền phức tạp 

gồm nhiều vùng nhỏ có đặc tính hình học, vật lý khác nhau, chịu những điều 

kiện biên khác nhau. Phương pháp ra đời từ trực quan phân tích kết cấu, rồi 

được phát biểu một cách chặt chẽ và tổng quát như một phương pháp biến 

phân hay phương pháp dư có trọng nhưng được xấp xỉ trên mỗi phần tử. 

Trong phương pháp phần tử hữu hạn chia kết cấu công trình thành một 

số hữu hạn các phần tử. Các phần tử này được nối với nhau tại các điểm định 

trước thường tại đỉnh phần tử (thậm trí tại các điểm trên biên phần tử) gọi là 

nút. Như vậy việc tính toán kết cấu công trình được đưa về tính toán trên các 

phần tử của kết cấu sau đó kết nối các phần tử này lại với nhau ta được lời 

giải của một kết cấu công trình hoàn chỉnh. Tương tự như phương pháp sai 

phân hữu hạn cũng chia công trình thành các đoạn nhỏ (phần tử) và các trạng 

thái chuyển vị (trường chuyển vị) v.v… được xác định tại các điểm nút sai 

phân. Sự khác biệt của hai phương pháp là Phương pháp sai phân hữu hạn sau 

khi tìm được các chuyển vị tại các nút của sai phân còn các điểm nằm giữa 

hai nút được xác định bằng nội suy tuyến tính, còn phương pháp phân tử hữu 

hạn sau khi xác định được chuyển vị tại các nút của phần tử thì các điểm bên 

trong được xác định bằng hàm nội suy (hàm dạng).  

Với bài toán cơ học vật rắn biến dạng, tuỳ theo ý nghĩa vật lí của hàm 

nội suy có thể phân tích bài toán theo 3 loại mô hình sau: 

- Mô hình chuyển vị: Xem chuyển vị là đại lượng cần tìm và hàm nội 

suy biểu diễn gần đúng dạng phân bố của chuyển vị trong phần tử.  

- Mô hình cân bằng: Hàm nội suy biểu diễn gần đúng dạng phân bố của 

ứng suất hay nội lực trong phần tử.  
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- Mô hình hỗn hợp: Coi các đại lượng chuyển vị và ứng suất là 2 yếu tố 

độc lập riêng biệt. Các hàm nội suy biểu diễn gần đúng dạng phân bố của cả 

chuyển vị lẫn ứng suất trong phần tử. 

Hiện nay, khi áp dụng phương pháp phần tử hữu hạn để giải các bài toán 

cơ học thường sử dụng phương pháp phần tử hữu hạn theo mô hình chuyển 

vị. Sau đây luận văn trình bài nội dung phương pháp phần tử hữu hạn theo mô 

hình chuyển vị. 

2.2. Nội dung phương pháp phần tử hữa hạn theo mô hình chuyển vị 

Trong phương pháp phần tử hữu hạn - mô hình chuyển vị, thành phần 

chuyển vị được xem là đại lượng cần tìm. Chuyển vị được lấy xấp xỉ trong 

dạng một hàm đơn giản gọi là hàm nội suy (hay còn gọi là hàm chuyển vị). 

Trình tự phân tích bài toán theo phương pháp phần tử hữu hạn - mô hình 

chuyển vị có nội dung sau: 

2.2.1. Rời rạc hoá kết cấu: 

Trong phương pháp PTHH, người ta rời rạc hoá bằng cách chọn kết cấu 

liên tục thành một số hữu hạn các miền con có kích thước càng nhỏ càng tốt 

nhưng phải hữu hạn. Các miền hoặc kết cấu con được gọi là PTHH, chúng có 

thể có dạng hình học và kích thước khác nhau, tính chất vật liệu được giả thiết 

không thay đổi trong mỗi phần tử nhưng có thể thay đổi từ phần tử này sang 

phần tử khác. 

Kích thước hình học và số lượng các phần tử không những phụ thuộc 

vào kích hình học và tính chất chịu lực của kết cấu mà còn phụ thuộc vào độ 

chính xác của bài toán. 

Với hệ thanh dùng các phương trình thanh, kết cấu tấm sử dụng 

phương trình tấm tam giác, chữ nhật, với vật thể khối dung các phương trình 

hình chóp, hình hộp... 

Khi rời rạc hoá kết cấu liên tục các PTHH được giả thiết nối với nhau 

tại một số điểm quy định gọi là các nút, toàn bộ tập hợp các phương trình rời 

rạc lưới PTHH. Lưới càng mau, nghĩa là số lượng phương trình càng lớn hay 
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kích thước phương trình càng nhỏ thì mức độ chính xác của kết cấu càng 

tăng. 

Khi rời rạc cần chú ý tại những nơi chuyển vị biến thiên nhanh thì chọn 

các phương trình có kích thước nhỏ, càng ra xa kích thước của phương trình 

có thể tăng lên để giảm số lượng phương trình hay số ẩn của bài toán mà vẫn 

đảm bảo độ chính xác. Miền được phân chia phải chọn sao cho tại biên các 

chuyển vị coi như đã tắt. Khi chia thành các phần tử thì các kích thước trong 

mỗi một phần tử không chênh lệch quá lớn làm giảm độ chính xác của bài 

toán. Để xác định được kích thước phù hợp cho phương trình với mỗi bài toán 

cần quy định kích thước ban đầu, sau đó lấy kích thước nhỏ đi hai lần, nếu kết 

quả của bài toán đạt độ chính xác như cũ thì kích thước của phương trình giả 

định coi như chấp nhận được. 

Nhưng đối với hệ thanh thì khi chia nhỏ một thanh (phương nối hai nút) 

độ chính xác không tăng. Cho nên với hệ thanh kích thước của phương trình 

lấy với kích thước lớn nhất có thể tức là phương trình nối hai nút của kết cấu. 

 

Hình 3.1. 

2.2.2. Hàm chuyển vị: 

Việc chọn trước các hàm chuyển vị tại một thời điểm bất kỳ trong 

PTHH nhằm xác định sự liên hệ giữa chuyển vị nút với chuyển vị của mọi 

điểm trong phạm vi của PTHH. 

Gọi trường chuyển vị là vectơ các hàm chuyển vị tại điểm bất kỳ có toạ 

độ (x, y, z) của PTHH không gian và toạ độ (x, y) của PTHH phẳng. 

Ux(x, y, z); Uy(x, y, z); Uz(x, y, z) 
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và Ux(x, y); Uy(x, y) 

Các hàm chuyển vị thường được chọn dưới dạng hàm đa thức. Bậc của 

hàm và số thành phần phụ thuộc vào hình dạng, bậc của loại PTHH tương ứng. 

Ví dụ trong bài toán phẳng của ứng suất hay biến dạng, đối với loại phần tử 

tuyến tính, hàm chuyển vị là đa thức bậc nhất và số thành phần bằng số nút quy 

định của phương trình. Đối với PTHH bậc hai, hàm chuyển vị là đa thức bậc hai, 

số thành phần chứa trong mỗi hàm bằng mỗi nút của phần tử. Dưới đây là một số 

hàm chuyển vị được dùng trong lý thuyết đàn hồi. 

1. PTHH tuyến tính: 

a. PTHH tam giác: 

Ux (x, y) = 1 + 2.x + 3.y + 4.x2 + 5.xy + 

6.y2 

Uy (x, y) = 4 + 5. x + 6.y 

b. PTHH chữ nhật: 

Ux (x, y) = 1 + 2.x + 3,y + 4.xy 

Uy (x, y) = 5+ 6.x + 7.y + 8.xy 

c. PTHH hình chóp: 

Ux(x, y, z) = 1+ 2.x + 3.y + 4.z 

Uy(x, y, z) = 5+ 6.x + 7.y + 8.z 

Uz(x, y, z) = 9+ 10.x + 11.y + 12.z 

d. PTHH hình hộp: 

 

Ux (x, y, z) = 1+ 2.x + 3.y + 4.z + 5.xy + 6.yz + 7zx + 8.xyz 

Uy(x, y, z) = 9+ 10.x + 11.y + 12.z + 13.xy + 14.yz + 15zx + 

16.xyz 

Uz(x, y, z) = 17+ 18.x + 19.y + 20.z + 21.xy + 22.yz + 23zx + 24.xyz 

2. PTHH bậc hai 
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a. PTHH tam giác: 

Ux (x, y) = 1 + 2.x + 3.y + 1.x2 + 5.xy + 6.y2 

Uy (x, y) = 7 + 8. x + 9.y+ 10.x2 + 11.xy + 12.y2 

 

b. PTHH chữ nhật: 

Ux (x, y) = 1 + 2.x + 3.y + 4.x2 + 5.xy + 6.y2 + 

7x2y + 8.xy2 

Uy (x, y) = 9+ 10.x +  11.y + 12.x2 + 12.xy + 14.y2 

+ 15x2y + 16.xy2 

2.2.3.  Phương trình cơ bản của phương pháp phần tử hữu hạn 

Để thiết lập phương trình cơ bản của phương pháp PTHH có thể sử 

dụng các nguyên lý khác nhau, tuy nhiên thông thường người ta sử dụng 

nguyên lý công khả dĩ. 

Theo nguyên lý công khả dĩ ta có công thức: 

           ds.pdvu.gdv.
S

T

V

T

V

T

   (2.1) 

Phương trình trên biểu thị điều kiện cân bằng của hệ đàn hồi tuyến tính. 

Nếu chuyển trí của cả hai về theo phương pháp thông thường ta có: 

           dsp.udvg.udv.
T

SV

T

V

T

   (2.2) 

Theo định luận Hooke:      .D . thay vào vế phải nhận được: 

             
S

T

V

T

V

T
dsp.udvgudv.D  (2.3) 

Trong phương trình trên còn thiếu điều kiện liên tục, điều kiện này 

được đưa vào bằng một trường chuyển vị xấp xỉ (hàm chuyển vị) thoả mãn 

các điều kiện tương thích. 

Ta chọn một hàm chuyển vị phù hợp với loại và bậc của một phần tử 

mẫu (PTHH): 



 24 

- Với bài toán không gian: 

       z.y,xPz,y,xU  (2.4) 

- Với bài toán phẳng: 

      .y,xPy,xU  (2.5) 

Trong đó: 

U  - vectơ chuyển vị của một điểm 

 P  - ma trận các biến của trường chuyển vị. 

   - ma trận hệ số của hàm chuyển vị 

Ví dụ với phần tử tam giác: 
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2

1

y

x

yx1000

000yx1

u

u
 (2.6) 

      .Pu  

Nếu tính chuyển vị của các nút trong một phần tử ta có: 

      .Au ee  (2.7) 

 
e

u  - vectơ chuyển vị của các nút của phần tử. 

 "eA  - ma trận được xác định theo  P  và toạ độ của các nút. 

   - ma trận hệ số. 

Ví dụ với phần tử tam giác: 
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1

33

33

22

22

11

11

6

5

4

3

2

1

.

yx1000

000yx1

yx1000

000yx1

yx1000

000yx1

u

u

u

u

u

u

 (2.8) 

      .Au ee  (2.9) 

Trong công thức trên giá trị của  eA  hoàn toàn xác định. Nếu biết được 

 
e

u  ta sẽ xác định được   , ta có: 

     
e

1

e u.A


  (2.10) 

Khi đó chuyển vị tại một điểm bất kỳ được xác định theo chuẩn vị của 

các nút của phần tử: 

      
e

1

e u.A.Pu


  (2.11) 

Mặt khác ta có quan hệ giữa chuyển vị và biến dạng: 

   u.  (2.12) 

   - ma trận toán tử vi phân; 

  - vectơ biến dạng 

Thay giá trị của u  ta có công thức biến dạng: 

       
e

1

e u.Ap


  (2.13) 

Đặt: 

     1

eA.pN


  (2.14) 
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    N.B   (2.15) 

Trong đó: 

 N  - ma trận hàm dạng 

 B  - ma trận biến đổi của hàm dạng 

Như vậy biến dạng có thể biến điểm lại như sau: 

     
e

u.N  hoặc     
e

u.B , đồng thời 

    
e

u.Nu   

Nếu cho các nút một chuyển vị khả dĩ khi đó ta có biến dạng khả dĩ. 

    
e

u.B   

    
e

u.Nu   (2.16) 

Thực hiện phép chuyển trí phương trình trên ta có: 

     TT

e

T
B.u  

     TT

e

T
N.uu   (2.17) 

Thay  T
  vào phương trình cân bằng của nguyên lý công khả dĩ ta được 

                   
S

T

e

V

TT

e

V

e

TT

e dspNudvgNudvuBD.B.u  (2.18) 

Ta dùng chuyển vị tương thích được chọn (Hạm CV) không những thoả 

mãn điều kiện bên trong và cả trên biên PTHH. Trong công thức trên đại 

lượng  
e

u  không phụ thuộc vào phép tích phân nên có thể đưa ra ngoài dấu 

tích phân: 

                    
S

TT

e

V

TT

e

V

e

TT

e
dspNudvgNudvuBDBu

0

 

Do chuyển vị khả dĩ khác 0 nên: 

              
S

T

V

T

V

e

T
dspNdvgNdvuBDB  (2.19) 

Nếu ký hiệu: 
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V

T

e dvBDBK  

          
S

T

V

T

e dspNdvgNF  (2.20) 

Ta có: 

     
eee FuK   (2.21) 

Đây là phương trình cơ bản của PTHH, trong đó: 

 eK  - ma trận độ cứng của PTHH (ma trận đối xứng); 

 
e

u  - vectơ chuyển vị nút; 

 
e

F  - vectơ lực nút của phần tử, gọi là lực nút tương đương của PTHH 

Ẩn của phương trình trên là chuyển vị của các nút. Còn đại lượng  eK  

và  
e

F  đều xác định được dựa vào đặc trưng hình học, vật liệu của phần tử và 

tải trọng tác động vào nó. Tuy nhiên phương trình trên mới chỉ là phương 

trình cân bằng của một phần tử, trong khi đó một kết cấu bao gồm nhiều phần 

tử tạo nên. Dựa vào phương trình cân bằng của một phần tử, thực hiện ghép 

nối để tạo nên phương trình cân bằng của hệ kết cấu, từ đó xác định được 

chuyển vị của các nút, trước khi ghép nối đôi khi cần chuyển hệ trục toạ độ 

(từ hệ toạ độ cục bộ sang hệ toạ độ tổng thể). 

2.2.4.  Chuyển hệ trục toạ độ 

Để thuận tiện cho việc nhập số liệu tải trọng và xem nội lực, trên mỗi một 

phần tử có một hệ toạ độ riêng gọi là hệ toạ độ cục bộ. Trong khi đó toạ độ của 

các nút và chuyển vị được tính theo hệ toạ độ chung, gọi là hệ toạ độ tổng thể. 
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Hình 3.2 

Khi ghép nối ma trận độ cứng và vectơ lực, và chuyển vị cần chuyển cả 

đại lượng này từ hệ toạ độ cục bộ về tổng thể, từ phương trình của hệ toạ độ cục 

bộ: 

     
eee Fu.K   

Ta có: 

          
ee

1

e F.TuTTkT 


 

Trong đó  T  là ma trận chuyển trục toạ độ:  

































z

y

x

T

Z

Y

X

 

Đặt: 

           T

e

1

e

'

e TKTTKTK 


 do     1T
TT


  (ma trận trực giao) 

    
e

'

e
FTF   

    
e

'

e
u.Tu   

Trong đó: 

 'eK  - ma trận độ cứng của phương trình tử trong hệ toạ độ tổng thể. 

 '

e
F  - vectơ lực nút trong hệ toạ độ tổng thể. 

 '

e
u  - vectơ chuyển vị nút trong hệ toạ độ tổng thể. 

Khi xác định được các chuyển vị nút của hệ trong toạ độ tổng thể thì 

chuyển vị của các nút của phương trình trong hệ toạ độ cục bộ là: 
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     '

e

1

e
u.Tu


  hoặc      

e

T

e
u.Tu   

Phương trình cân bằng của phần tử trong hệ toạ độ tổng thể: 

     '

e

'

e

'

e Fu.K   (2.22) 

2.2.5.  Ghép nối ma trận độ cứng và vectơ tải trọng nút của toàn hệ 

Dựa vào đặc trưng hình học và cơ học của phần tử ta xác định được  'eK  

và  '

e
F  theo sơ đồ liên kết của các phần tử thành lập bảng liên kết sau đó xác 

định ma trận độ cứng và vectơ tải trọng của hệ, các bước thực hiện như sau: 

a. Đánh chỉ số nút và chuyển vị 

 

Hình 2.4 

Hệ có ba nút, 2 phần tử giàn và 6 chuyển vị. Như vậy, ma trận độ cứng 

của 1 phần tử có kích thước 4*4. 

Bảng liên kết phần tử 

Phần tử 
Nút đầu Nút cuối 

u (1) v (2) u (3) v (4) 

1 1 2 3 4 

2 3 4 5 6 

b. Ma trận độ cứng 

Sau khi đã chuyển về hệ toạ độ tổng thể ta có ma trận độ cứng của các 

phương trình tương đương với các chuyển vị: 
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Do hệ có 6 chuyển vị nên ma trận độ cứng của hệ  sk  có kích thước 

6*6 tương ứng với các chuyển vị: 
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Các giá trị được xác định bằng cách cộng dồn từ  '1K  và  '

2K . Duyệt 

từng giá trị của  '1K chuyển vào  sK  theo đúng chỉ số, tiếp tục với  '

2K  

nhưng cộng thêm. 

c. Vectơ lực của toàn hệ 

Từ số chuyển vị của hệ ta có vectơ lực tương ứng. 
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Từ các vectơ lực của mỗi phần tử đã được xác định, ta duyệt từng giá 

trị của  '

1
F  đưa vào vị trí của  

s
F  sao cho có cùng chỉ số. Tiếp tục làm như 
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vậy với  '

2
F  nhưng phải cộng thêm vào. Cuối cùng ta có hệ phương trình của 

hệ kết cấu: 

     
sss FuK   (2.23) 

d. Trường hợp gối đàn hồi tại nút 

Với một số loại kết cấu tại gối có các liên kết đàn hồi, với mỗi liên kết 

ta có một lò xo với độ cứng cho trước, khi đó độ cứng của lò xo sẽ được công 

thêm vào ma trận độ cứng của hệ tại vị trí trên đường chéo chính với số chỉ 

tương ứng 

 

Hình 2.5 

Ví dụ: k1 thêm vào k11, k2 thêm vào k22. 

2.2.6.   Xử lý điều kiện biên 

Muốn tìm chuyển vị của các nút ta cần giải hệ phương trình: 

     
sss Fu.K   tuy nhiên ma trận độ cứng của hệ được thành lập khi chưa tính 

đến các liên kết của kết cấu với môi trường, do đó det sK  = 0 hay nói cách 

khác hệ suy biến. Để giải hệ phương trình này cần đưa các điều kiện biên vào. 

Đó là chuyển vị bị chặn (chuyển vị = 0) tại các chuyển vị này sẽ có phản lực. 

Ví dụ: u1 = u2 = u5 = u6 = 0 
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Hình 2.6 

Cách đưa các điều kiện biên vào như sau: với một chuyển vị nào đó ui 

= 0 ta xoá cột i và dòng i của ma trận  sK  và  
s

F . Làm như vậy với tất cả các 

chuyển vị ta nhận được một hệ phương trình mới không suy biến và giải được 

bằng các phương pháp: khử Gause, Choleski, lặp:      '

s

'

s

'

s FuK   ví dụ 

 

Sau khi xoá ta có hệ phương trình: 
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3

4

3

4443

3433

F

F

u

u

kk

kk
 (2.24) 

Giải phương trình tìm u3, u4 

2.2.7.  Tìm phản lực tại các gối 

Phản lực tại các gối xuất hiện khi chuyển vị tại đó bị chặn (ui = 0). Nếu 

ta bỏ phần chặn và thay vào đó bằng phản lực (theo đúng phương của chuyển 

vị) theo mô hình sau: 
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Trong đó Q1, Q2 là phản lực, để tìm phải lực Q1 tương ứng với ui = 0 ta 

lấy dòng của hệ phương trình. 

     
sss Fu.K   

Ví dụ u5 khi đó ta có: 

 

 Q5 = u3k53 + u4k54 - F5 (2.25) 

Trong đó u3 và u4 tìm được từ việc giải hệ      '

s

'

s

'

s Fu.K   tương tự như 

vậy đối với Q1, Q2, Q6. Chiều dương của lực Qi là chiều trùng với chiều 

dương của hệ toạ độ tổng thể. 

2.2.8. Trường hợp biết trước một số chuyển vị 

Giả sử cho trước một số chuyển vị    
ii

au  khi đó cách khử ui được 

thực hiện như sau: thay ui vào các dòng tại vị trí i chuyển tích các kiiui sang 

bên phải và xoá dòng i ta có hệ phương trình mới. 

Ví dụ cho u2 = a2 
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     sss FuK
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Giải hệ này tìm được các  '

s
u  

Phản lực tại các chuyển vị cho trước xác định như sau: 

Thay các chuyển vị tìm được vào dòng i, ta có: 

k21u1 + k22u2 + k23u3 + k24u4 + k25u25 + k26u26 = F2 + Q2 (2.26) 

 Q2 - k21u1 + k22u2 + k23u3 + k24u4 + k25u25 + k26u6 - F2 

Tương tự như vậy với trường hợp các chuyển vị cho trước khác. 

2.3. Cách xây dựng ma trận độ cứng của phần tử chịu uốn 

Xét phần tử dầm có hai nút, mỗi 

nút có hai bậc tự do là chuyển vị và 

góc xoay và dầm có diện tích mặt cắt 

ngang là A; mô men quán tính của 

mặt cắt ngang là I; mô đun đàn hồi 

của vật liệu E (hình 2.7) 

 

 

Hình 2.7. Phần tử hai nút 

 

-1 1

1,v 11,v 1 2,vv 2

0
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Để tính toán được tổng quát, chiều dài phần tử lấy bằng hai đơn vị, gốc 

tọa độ nằm ở giữa phần tử. Như vậy, nếu biết được các bậc tự  do tại các nút 

phần tử là 
1 1 2 2

v , ,v ,   thì chuyển vị tại điểm bất kỳ trong phần tử tại tọa độ x 

được xác định như sau: 

   
1 1 2 1 3 2 4 2

v N .v N . N .v N .     
                                  

(2.27) 

Trong đó :
1

N , 
2

N , 
3

N ,
4

N : là các hàm dạng và được xác định như sau: 

  3

1

1
N 2 3x x

4
   ;  2 3

2

1
N 1 x x x

4
    ;  

            
 3

3

1
N 2 3x x

4
   ;  2 3

4

1
N 1 x x x

4
     . 

Theo công thức trên ta thấy:  

1x=-1
v v ;  

1

x=-1

dv

dx
  ;

2x=1
v v ;

2

x=1

dv

dx
  .               (2.28) 

Như vậy, mỗi phần tử có 4 bậc tự do  1 1 2 2
X v , ,v ,   cần xác định. Nếu 

biết được X thì ta có biết được chuyển vị trong phần tử cũng như biến dạng 

uốn và mô men theo công thức sau: 

 
2 2 2 2 2

T
1 2 3 4

1 1 2 22 2 2 2 2

d v d N d N d N d N
v v

dx dx dx dx dx

 
       

 
;     (2.29a) 

 
2 2 2 2

T
1 2 3 4

1 1 2 22 2 2 2

d N d N d N d N
M EI. EI v v

dx dx dx dx

 
      

 
   (2.30a) 

Công thức trên là tính toán cho phần tử có chiều dài bằng 2, nếu phần tử 

có chiều dài là x  thì biến dạng uốn và mô men được tính như sau: 

 
2 22 2 2 2 2

T
1 2 3 4

1 1 2 22 2 2 2 2

d v 2 2 d N d N d N d N
v v

dx x x dx dx dx dx

    
                 

(2.29b)

 
2 2 2 2 2

T
1 2 3 4

1 1 2 22 2 2 2

2 d N d N d N d N
M EI. EI. v v

x dx dx dx dx

  
           

(2.30b) 
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Xét phần tử có các tải trọng tập trung  
T

1 2 1 2
F P ,P ,M ,M  tác dụng tại 

các nút của phần tử. Theo phương pháp nguyên lý cực trị Gauss, lượng ràng 

buộc đối với bài toán tĩnh viết cho phần tử như sau: 

 
1 4

i i
i 11

x
Z M dx FX min

2 


                            (2.31) 

Điều kiện dừng của (2.31) được viết lại như sau: 

 
1 4

i i
i 11

x
Z M dx F X 0

2 


                                  (2.32) 

hay:  
2 2 2 2 2 2 2 21 1 1 1

1 1 2 1 3 1 4 1

2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 21 1 1 1

1 2 2 2 3 2 4 2
3 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1

2 2 21

1 3 2

2 2
1

d N d N d N d N d N d N d N d N
dx dx dx dx

dx dx dx dx dx dx dx dx

d N d N d N d N d N d N d N d N
dx dx dx dx

2 dx dx dx dx dx dx dx dx
.EJ.

x d N d N d N
dx

dx dx dx

   

   



 
 
 

   

   



1 1

1 1

2 2 2 2 21 1 1

2 23 3 3 4 3

2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2

2 2 2 2 2 2 2 21 1 1 1

1 4 2 4 3 4 4 4

2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1

w P

M

w Pd N d N d N d N d N
dx dx dx

dx dx dx dx dx M

d N d N d N d N d N d N d N d N
dx dx dx dx

dx dx dx dx dx dx dx dx

  

   

 
 
 

    
     
     
    
         

 
  

  

   

(2.33) 

       K X F                                                       (2.34) 

trong đó:  K : ma trận độ cứng của phần tử; F : véc tơ tải trọng tác dụng nút;

 X : véc tơ chuyển vị nút của phần tử. 

Tính tích phân các hệ số trong  K  ta có thể tính bằng phương pháp 

chính xác (bằng hàm int(fx,a,b) có sẵn trong matlab) hoặc tính bằng phương 

pháp tích phân số của Gauss và kết quả độ cứng của phần tử chịu uốn ngang 

phẳng như sau: 

 

3 2 3 2

2 2

3 2 3 2

2 2

12EI 6EI 12EI 6EI

x x x x

6EI 4EI 6EI 2EI

x x x x
K

12EI 6EI 12EI 6EI

x x x x

6EI 2EI 6EI 4EI

x x x x

 
    

 
 
    

  
   

    
 

 
     

                         (2.35) 
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Biết được ma trận độ cứng phần tử thì ta dễ dàng xây dựng được ma trận 

độ cứng của toàn thanh. Nếu thanh chỉ có một phần tử thì ma trận của phần tử 

cũng chính là ma trận độ cứng của thanh. Trong phần tử nếu bậc tự do nào 

không có thì trong ma trận độ cứng của phần tử đó ta bỏ đi hàng và cột tương 

ứng với bậc tự do đó. 

2.4. Cách xây dựng ma trận độ cứng tổng thể của kết cấu 

Để trình bày cách xây dựng ma trận độ cứng tổng thể của kết cấu trong 

phương pháp phần tử hữu hạn, luận văn xin được trình bày thông qua ví dụ 

giải bài toán dầm chịu uốn dưới tác dụng của tải trọng tĩnh củ thể sau (còn các 

bài toán khác thì cách xây dựng ma trận độ cứng tổng thể cũng làm tương tự): 

Ví dụ 2.1: Tính toán kết cấu dầm 

chịu lực như (hình 2.8). Biết dầm 

có độ cứng 
8 2EI 10 (kN.cm )  

không đổi và P=10 (kN). Xác định 

chuyển vị tại giữa dầm. 

 

Hình 2.8. Hình ví dụ 2.1 

 

Hình 2.9. Rời rạc hóa thanh thành các phần tử 

Chia thanh ra thành 
pt

n  phần tử.Các nút của phần tử phải trùng với vị trí 

đặt lực tập trung, chiều dài các phần tử có thể khác nhau. Mỗi phần tử có 4bậc 

tự do, như vậy nếu 
pt

n  phần tử rời rạc thì tổng cộng có 4
pt

n  bậc tự do. Nhưng 

vì cần đảm bảo liên tục giữa các chuyển vị là chuyển vị của nút cuối phần tử 

thứ e bằng chuyển vị của nút đầu phầntử thứ  e 1  nên số bậc tự do của 

thanh sẽ nhỏ hơn 4
pt

n .Khi giải ta chỉ cần đảm bảo điều kiện liên tục của 

chuyển vị còn điều kiện liên tục về góc xoay được xét bằng cách cách đưa vào 

P

1 2 3 4 5

Sè hiÖu nót trong thanh

0 1 2 3

1 2 3 0

Sè hiÖu bËc tù do chuyÓn vÞ nót

Sè hiÖu bËc tù do gãc xoay nót

4 5 8 9

6 7 10 11
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các điều kiện ràng buộc.  Ví dụ dầm trong (ví dụ 3.1) ta chia thành 4 phần tử 

(hình 2.9)                                                 

Như vây, tổng cộng số ẩn là 11 ẩn < 4x4=16 ẩn. Gọi ma trận 
w

n  là ma 

trận chuyển vị có kích thước  w pt
n n ,2  là ma trận có 

pt
n  hàng và 2 cột chứa 

các ẩn số là chuyển vị tại nút của các phần tử (hình 2.8) 

 w
n (1,:) 0 1 ;  w

n (2,:) 1 2 ;  w
n (3,:) 2 3 ;  w

n (4,:) 3 0  

T

w

0 1 2 3
n

1 2 3 0

 
  
 

 

Gọi ma trận n

 là ma trận chuyển vị có kích thước  pt

n n ,2


 là ma trận có 

pt
n  hàng và 2 cột chứa các ẩn số là góc xoay tại nút của các phần tử (hình 3.5). 

 n (1,:) 4 5


 ;  n (2,:) 6 7


 ;  n (3,:) 8 9


 ;  n (4,:) 10 11


  

T

w

4 6 8 10
n

5 7 9 11

 
  
 

 

Sau khi biết ẩn số thực của các thanh ta có thể xây dựng độ cứng tổng 

thể của thanh (có rất nhiều cách ghép nối phần tử khác nhau, tùy vào trình độ 

lập trình của mỗi người nên tác giả không trình bày chi tiết cách ghép nối các 

phần tử lại để được ma trận độ cứng của toàn thanh và có thể xem trong code 

mô đun chương trình của tác giả) 

Nếu bài toán có 
cv

n  ẩn số chuyển vị và 
gx

n ẩn số góc xoay thì ma trận độ 

cứng của thanh là K có kích thước (nxn),  K n,n với  cv gx
n n n  . Như ở ví 

dụ 3.1,n 11 . Bây giờ xét điều kiện liên tục về góc xoay giữa các phần tử. 

 Điều kiện liên tục về góc xoay giữa các phần tử được viết như sau: 

  i i 1

nut 2 nut1

dy dy
0

dx dx


   

    
   

                                     (2.36) 

hay:   1 2

1

nut 2 nut1

dy dy
0

dx dx

    
      

    
                       (2.37a) 

  2 3

2

nut 2 nut1

dy dy
0

dx dx

    
      

    
                                 (2.37b) 
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  3 4

3

nut 2 nut1

dy dy
0

dx dx

    
      

    
                                 (2.37c) 

Trong đó 
i

  cũng là ẩn số của bài toán (có k ẩn số), do đó tổng số ẩn số 

của bài toán lúc là (n+k) do đó ma trận độ cứng của phần tử lúc này cũng phải 

thêm k dòng và k cột như vậy kích thước của ma trận độ cứng là

 K n k,n k  . Gọi 
1

k  là góc xoay tại nút 2 của phần tử trước, 
2

k là góc xoay 

tại nút 1 của phần tử sau thì ta có các hệ số trong ma trận độ cứng K: 

  1

2
k n i,k

x
 


;  2

2
k n i,k

x
  


(i 1 k)                 (2.38a) 

  1

2
k k ,n i

x
 


;  2

2
k k ,n i

x
  


(i 1 k)                 (2.38b) 

Nếu có hai phần tử thì có một điều kiện về góc xoay, có 
pt

n  phần tử thì 

có  pt
2n 1  điều kiện liên tục về góc xoay giữa các phần tử. Như vậy cuối 

cùng ta sẽ thiết lập được phương trình: 

    K X F  

trong đó: 

1

n

F

so hang n

F
F

0

so hang k

0

 
 

  
 

  
 
   
  

;  

1

n

1

k

x

x
X

 
 
 
 

  
 
 
 
 

là ẩn số của bài toán 

 

Trong ví dụ 3.1 khi chia thanh ra thành 4 phần tử. Kết quả ma trận độ 

cứng của thanh: 
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5

5

5

3

2.4 1.2 0 1.2 1.2 1.2 1.2 0 0 0 0 0 0 0

1.2 2.4 1.2 0 0 1.2 1.2 1.2 1.2 0 0 0 0 0

0 1.2 2.4 0 0 0 0 1.2 1.2 1.2 1.2 0 0 0

1.2 0 0 1.6 0.8 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1.2 0 0 0.8 1.6 0 0 0 0 0 0 2.10 0 0

1.2 1.2 0 0 0 1.6 0.8 0 0 0 0 2.10 0 0

1.2 1.2 0 0 0 0.8 1.6 0 0 0 0 0 2.10 0
K 10

0







  

   

  





 




5

5

5

5 5

5 5

5 5

1.2 1.2 0 0 0 0 1.6 0.8 0 0 0 2.10 0

0 1.2 1.2 0 0 0 0 0.8 1.6 0 0 0 0 2.10

0 0 1.2 0 0 0 0 0 0 1.6 0.8 0 0 2.10

0 0 1.2 0 0 0 0 0 0 0.8 1.6 0 0 0

0 0 0 0 2.10 2.10 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 2.10 2.10 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 2.10 2.10 0 0 0 0







 

 

 

 











 
 





 



 




















  

Kết quả chuyển vị, góc xoay tại các nút: 

2 3 4

1 2 3 4 5

w ;w ;w ; 0.09166667(cm);0.13333333(cm);0.09166667(cm);

; ; ; ; 0.05(rad);0.0375(rad);0; 0.0375(rad); 0.05(rad)

   
   

          

Ta thấy kết quả trên so với kết quả giải chính xác theo phương pháp giải 

tích rất đúng ví dụ như chuyển vị tại nút 3 tính theo phương pháp giải tích:  
3

3

Pl
w 0,13333333(cm)

48EI
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CHƯƠNG 3 

TÍNH TOÁN ỔN ĐỊNH CỦA KHUNG CÓ XÉT ĐẾN BIẾN DẠNG  

TRƯỢT NGANG BẰNG PHƯƠNG PHÁP PHẦN TỬ HỮU HẠN  

 

Trong chương này trình bày lý thuyết dầm có xét biến dạng trượt 

ngang, sau đó trình bày phương pháp chuyển vị cưỡng bức,  cuối cùng sử 

dụng phương pháp phần tử hữu hạn xây dựng bài toán xác định tải trọng tới 

hạn của khung có xét biến dạng trượt ngang. 

3.1. Lý thuyết dầm có xét biến dạng trượt ngang 

 Lý thuyết xét biến dạng trượt trong dầm do Timoshenko đưa ra và 

thường được gọi là lý thuyết dầm Timoshenko. Khi xây dựng lý thuyết này 

vẫn sử dụng giả thiết tiết diện phẳng của lý thuyết dầm thông thường, tuy 

nhiên do có biến dạng trượt, trục dầm sẽ xoay đi một góc và không còn thẳng 

góc với tiết diện dầm nữa. 

Lý thuyết xét biến dạng trượt được dùng phổ biến trong phương pháp phần tử 

hữu hạn hiện nay là dùng hàm độ võng y và hàm góc xoay   do momen uốn 

gây ra là hai hàm chưa biết. Trong trường hợp này biến dạng trượt tại trục 

trung hòa được xác định như sau, ví dụ như [36, trg 5]. 

                                 𝛾

=
𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 𝜃                                                                                 (3.1) 

Từ đó ta có các công thức xác định M và Q 

            𝑀 = −𝐸𝐽 (
𝑑𝜃

𝑑𝑥
)                                                                   

                                 𝑄

=
𝐺𝐹

𝛼
[−

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝜃]                                                                 (3.2) 
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Trong các công thức trên EJ là độ cứng uốn,GF  là độ cứng cắt của tiết 

diện, G  là mođun trượt của vật liệu, F là diện tích tiết diện,   là hệ số xét sự 

phân bố không đều của ứng suất tiếp trªn chiều cao tiết diện.  

Các tác giả [36, trg 5] cho rằng khi môđun trượt G→∞ thì từ (3.2) suy ra  

                                𝜃

=
𝑑𝑦

𝑑𝑥
                                                                                       (3.3) 

nghĩa là trở về lý thuyết dầm không xét biến dạng trượt: Góc xoay của đường 

độ võng là do mômen gây ra. Theo nghiên cứu sinh lập luận trên không đúng 

bởi vì khi thỏa mãn phương trình (3.3) thì từ phương trình (3.2) suy ra lực cắt 

Q =0, dẫn về trường hợp uốn thuần túy của dầm. Vì lý do đó nên lý thuyết xét 

biến dạng trượt dùng y và 𝜃 làm ẩn không hội tụ về lý thuyết dầm thông 

thường và khi áp dụng vào bài toán tấm, nó cũng không hội tụ về lý thuyết 

tấm thông thường (lý thuyết tấm Kierchhoff, [36, trg 71], [33, trg 404]. 

Phương hướng chung để khắc phục thiếu sót vừa nêu là bổ sung thªm các nút 

xét lực cắt Q trong các phần tử dầm hoặc phần tử tấm [33, 34, 36]  hoặc dùng 

phần tử  có  hàm dạng  là đa thức bậc thấp (bậc nhất)     [ 39,trg 126]. Vấn đề 

tìm phần tử có hàm dạng không bị hiện tượng biến dạng trượt bị khóa, shear 

locking, vẫn đang được tiếp tục nghiên cứu, [40]. Tình hình chung hiện nay 

về lý thuyết xét biến dạng trượt trong dầm và tấm là như trên. 

 Khác với các tác giả khác, trong [27, 28] lý thuyết xét biến dạng trượt 

được xây dựng trên cơ sở hai hàm chưa biết là hàm độ võng y và hàm lực cắt 

Q. Trong trường hợp này biến dạng trượt xác định theo  

                                  
GF

Q
                                                      (3.4) 

 là hệ số xét sự phân bố không đều của ứng suất cắt tại trục dầm.  

Góc xoay do momen uốn sinh ra bằng hiệu giữa góc xoay đường độ 

võng với góc xoay do lực cắt gây ra. 
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GF

Q

dx

dy

dx

dy 
                                         (3.5) 

Momen uốn sẽ bằng 

                                  )(
2

2

dx

dQ

GFdx

yd
EJ

dx

d
EJM


                  (3.6) 

Biến dạng uốn    

                                  
dx

dQ

GFdx

yd 
 

2

2

                                            (3.7) 

Dựa trên lý thuyết này ta sẽ xây dựng phương trình cân bằng và các 

điều kiện biên của dầm như sau. Theo phương pháp nguyên lý cực trị Gauss 

ta viết phiếm hàm lượng cưỡng bức (chuyển động) như sau: (giả sử dầm có 

lực phân bố đều q). 

                𝑍 = ∫ 𝑀𝜒𝑑𝑥 

𝑙

0

+ ∫ 𝑄𝛾𝑑𝑥 

𝑙

0

− ∫ 𝑞𝑦𝑑𝑥 

𝑙

0

→ min                                        (3.8) 

Các hàm độ võng y , hàm biến dạng trượt   và hàm biến dạng uốn   là các 

đại lượng biến phân, nghĩa là điều kiện cần và đủ để hệ ở trạng thái cân bằng 

là  

𝛿𝑍 = ∫ 𝑀𝛿𝜒𝑑𝑥 

𝑙

0

+ ∫ 𝑄𝛿𝛾𝑑𝑥 

𝑙

0

− ∫ 𝑞𝛿𝑦𝑑𝑥 

𝑙

0

= 0 

 

Hay  

𝛿𝑍 = ∫ 𝑀𝛿 [−
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
+

𝛼

𝐺𝐹

𝑑𝑄

𝑑𝑥
] 𝑑𝑥 

𝑙

0

+ ∫ 𝑄𝛿 [
𝛼𝑄

𝐺𝐹
] 𝑑𝑥 

𝑙

0

− ∫ 𝑞𝛿[𝑦]𝑑𝑥 

𝑙

0

= 0     (3.9) 

Trong phương trình tích phân  (3.9)  hai đại lượng cần tìm là y(x) và Q(x) do 

đó  có thể tách ra thành hai phương trình sau: 



 44 

    ∫ 𝑀𝛿 [−
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
] 𝑑𝑥 

𝑙

0

− ∫ 𝑞𝛿[𝑦]𝑑𝑥 

𝑙

0

= 0                                                             (3.10) 

∫ 𝑀𝛿 [
𝛼

𝐺𝐹

𝑑𝑄

𝑑𝑥
] 𝑑𝑥 

𝑙

0

+ ∫ 𝑄𝛿 [
𝛼𝑄

𝐺𝐹
] 𝑑𝑥 

𝑙

0

= 0                                                           (3.11) 

Lấy tích phân từng phần phương trình (3.10) 

∫ 𝑀𝛿 [−
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
] 𝑑𝑥 

𝑙

0

= − ∫ 𝑀𝑑 (𝛿 [
𝑑𝑦

𝑑𝑥
]) 𝑑𝑥 

𝑙

0

= −𝑀𝛿 [
𝑑𝑦

𝑑𝑥
]|

0

𝑙

+  ∫
𝑑𝑀

𝑑𝑥
𝛿 [

𝑑𝑦

𝑑𝑥
] 𝑑𝑥 

𝑙

0

     

Tích phân từng phần thành phần cuối của biểu thức trên ta có  

∫ 𝑀𝛿 [−
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
] 𝑑𝑥 

𝑙

0

= −𝑀𝛿 [
𝑑𝑦

𝑑𝑥
]|

0

𝑙

+
𝑑𝑀

𝑑𝑥
𝛿[𝑦]|

0

𝑙

− ∫
𝑑2𝑀

𝑑𝑥2
𝛿[𝑦]𝑑𝑥 

𝑙

0

   

Phương trình (3.10) sau khi lấy tích phân từng phần có dạng 

−𝑀𝛿 [
𝑑𝑦

𝑑𝑥
]|

0

𝑙

+
𝑑𝑀

𝑑𝑥
𝛿[𝑦]|

0

𝑙

− ∫ (
𝑑2𝑀

𝑑𝑥2
+ 𝑞) 𝛿[𝑦]𝑑𝑥 = 0                                (3.12)

𝑙

0

 

Bởi vì các đại lượng 𝛿[𝑦]  và 𝛿 [
𝑑𝑦

𝑑𝑥
] là nhỏ và bất kỳ nên từ (3.12) ta có  

                                  
𝑑2𝑀

𝑑𝑥2
+ 𝑞

= 0                                                                         (3.12𝑎) 



 45 

                               −𝑀𝛿 [
𝑑𝑦

𝑑𝑥
]|

0

𝑙

= 0                                                                     (3.12𝑏) 

                               
𝑑𝑀

𝑑𝑥
𝛿[𝑦]|

0

𝑙

= 0                                                                          (3.12𝑐) 

Tích phân từng phần phương trình (3.11): 

∫ 𝑀𝛿 [
𝛼

𝐺𝐹

𝑑𝑄

𝑑𝑥
] 𝑑𝑥 

𝑙

0

= ∫ 𝑀𝑑 (𝛿 [
𝛼𝑄

𝐺𝐹
]) 𝑑𝑥 

𝑙

0

= 𝑀 (𝛿 [
𝛼𝑄

𝐺𝐹
])|

0

𝑙

− ∫
𝑑𝑀

𝑑𝑥
𝛿 [

𝛼𝑄

𝐺𝐹
] 𝑑𝑥 

𝑙

0

      

Sau khi lấy tích phân từng phần 

𝑀 (𝛿 [
𝛼𝑄

𝐺𝐹
])|

0

𝑙

+ ∫ (−
𝑑𝑀

𝑑𝑥
+ 𝑄) 𝛿 [

𝛼𝑄

𝐺𝐹
] 𝑑𝑥 

𝑙

0

 

= 0                                           (3.13)    

Bởi vì biến phân 𝛿 [
𝛼𝑄

𝐺𝐹
] là nhỏ và bất kỳ nên từ (2.13) ta có 

                          −
𝑑𝑀

𝑑𝑥
+ 𝑄

= 0                                                                              (3.13𝑎) 

                            𝑀𝛿 [
𝛼𝑄

𝐺𝐹
]|

0

𝑙

= 0                                                                            (3.13𝑏) 

Sử dụng công thức (3.6), hai phương trình vi phân cân bằng của dầm (2.12a) 

và (3.13a) có dạng. 

                                𝐸𝐽 [
𝑑4𝑦

𝑑𝑥4
−

𝛼

𝐺𝐹

𝑑3𝑄

𝑑𝑥3
]

= 𝑞                                                       (3.14𝑎) 
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                               𝐸𝐽 [
𝑑3𝑦

𝑑𝑥3
−

𝛼

𝐺𝐹

𝑑2𝑄

𝑑𝑥2
]

= 𝑄                                                       (3.15𝑎) 

Phương trình (3.14a) và (3.15a) có thể viết lại dưới dạng 

                            𝐸𝐽
𝑑4𝑦

𝑑𝑥4
−

𝛼ℎ2

6

𝑑3𝑄

𝑑𝑥3

= 𝑞                                                           (3.14𝑏) 

                           𝐸𝐽
𝑑3𝑦

𝑑𝑥3
−

𝛼ℎ2

6

𝑑2𝑄

𝑑𝑥2

= 𝑄                                                           (3.15𝑏) 

Để nhận được các điều kiện biên của dầm thì kết hợp (3.12b) và (3.13b) ta có 

                                     𝑀𝛿 [−
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+

𝛼𝑄

𝐺𝐹
]|

0

𝑙

= 0                                                      (3.16) 

Chú ý tới phương trình (3.13a), phương trình (3.12c) viết lại như sau 

                                                   𝑄𝛿[𝑦]|0
𝑙

= 0                                                            (3.17) 

Tóm lại, lý thuyết xét biến dạng trượt cho ta hai phương trình vi phân 

(3.14) và (3.15) đối với hai hàm y và Q:  phương trình (3.14) là phương trình 

vi phân cân bằng giữa nội lực và ngoại lực, phương trình (3.15) là phương 

trình liên hệ giữa mômen uốn và lực cắt. Các phương trình (3.16) và (3.17) là 

các điều kiện biên ở hai đầu thanh.  

Ta xét điều kiên biên (3.16)  

Nếu như tại x=0 hoặc x=l, góc xoay θ do mômen uốn gây ra có biến phân 

           𝛿𝜃 = 𝛿 [−
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+

𝛼𝑄

𝐺𝐹
]|

0

𝑙

≠ 0   𝑡ℎì 𝑀|0
𝑙 = 0

→ 𝑙𝑖ê𝑛 𝑘ế𝑡 𝑘ℎớ𝑝            (3.18𝑎) 

Nếu như góc xoay θ không có biến phân  
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            𝛿𝜃 = 𝛿 [−
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+

𝛼𝑄

𝐺𝐹
]|

0

𝑙

= 0   𝑡ℎì 𝑀|0
𝑙 𝑏ấ𝑡 𝑘ỳ

→ 𝑙𝑖ê𝑛 𝑘ế𝑡 𝑛𝑔à𝑚     (3.18𝑏) 

Đối với điều kiện (3.17), nếu như chuyển vị y tại x=0 hoặc x=l có biến phân. 

             𝛿[𝑦]|0
𝑙 ≠ 0 𝑡ℎì 𝑄|0

𝑙 = 0,

→ 𝑘ℎô𝑛𝑔 𝑐ó 𝑔ố𝑖 𝑡ự𝑎                                  (3.18𝑐) 

Nếu như   𝛿[𝑦]|0
𝑙 = 0 𝑡ℎì 𝑄|0

𝑙 𝑏ấ𝑡 𝑘ỳ, →

𝑙𝑖ê𝑛 𝑘ế𝑡 𝑔ố𝑖 𝑡ự𝑎                            (3.18𝑑) 

Khi không xét biến dạng trượt, G→∞ hoặc h→0 thì các phương trình 

(3.14) và (3.15) cũng như các phương trình về điều kiện biên (3.16) và (3.17) 

hoặc (3.18) đều  dẫn về lý thuyết dầm Euler- Bernoulli. Cho nên có thể núi lý 

thuyết xét biến dạng trượt nêu trên (xem hàm y và hàm Q là hai hàm chưa 

biết) là lý thuyết đầy đủ về dầm. 

Cuối cùng cần lưu ý rằng khi xét tính liên tục về góc xoay giữa hai 

đoạn dầm là nói đến tính liên tục của góc xoay do mômen gây ra  xác định 

theo công thức (3.5),  không phải liên tục của góc xoay 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
. 

Hệ số   

Hệ số   là hệ số tập trung ứng suất cắt tại trục dầm.  

Đối với tiết diện chữ nhật ỏ=1.5, đối với tiết diện tròn ỏ=4/3. Tuy nhiên khi 

xét biến dạng trượt các trị trên thay đổi tương ứng bằng 1.2 và 1.11 [31, trg 

132, 60, trg 492].Trong tính toán sau này tác giả dùng hệ số ỏ=1.2 đối với tiết 

diện chữ nhật. Phương pháp chung để xác định hệ số ỏ là cân bằng tổng theo 

chiều cao dầm công của ứng suất cắt thực hiện trên biến dạng trượt tương ứng 

với công lực cắt thực hiện trên biến dạng trượt tại trục dầm, vấn đề này đã 

được nhiều tác giả nghiên cứu [31] [33, trg 400].      

3.2. Bài toán ổn định của thanh chịu nén có xét biến dạng trượt ngang 

Phương pháp chung để đánh giá sự mất ổn định của cơ hệ là đưa hệ ra 
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khỏi vị trí cân bằng ban đầu của nó và kiểm tra xem nó có tồn tại trạng thái 

cân bằng mới không. Nếu như tìm được trạng thái cân bằng mới khác với 

trạng thái cân bằng ban đầu thì có thể xem hệ là mất ổn định và lực giữ cho hệ 

ở trạng thái cân bằng mới này gọi là lực tới hạn, trường hợp ngược lại hệ là ổn 

định.   

          Để đơn giản trình bày mà không mất 

đi tính tổng quát của phương pháp, ta xét 

thanh chịu nén  một đầu ngàm một đầu tự 

do, chịu lực như (hình 3.1a). Thanh có 

trạng thái cân bằng ban đầu là trạng thái 

chịu nén thẳng đứng. Ở trạng thái cân bằng 

này thanh bị co ngắn lại một đoạn là 

EFPl / , EF là độ cứng kéo nén của 

thanh, E là mô đun đàn hồi của vật liệu, l  

là chiều dài ban đầu của thanh, P là lực tác 

dụng. 

 

Hình 3.1. Thanh ngàm – Tự do 

Để xét trạng thái cân bằng này của thanh có ổn định hay không ta cho 

một điểm bất kỳ trên thanh lệch ra khỏi vị trí cân bằng ban đầu một đoạn y0 

nào đó. Khi đó thanh sẽ bị chuyển vị theo đường đàn hồi y(x) và lực P ngoài 

tác dụng nén còn gây ra mômen uốn  Mp = P(y-y0). Bây giờ trong thanh có 

nội lực  mômen uốn M  và lực cắt Q khác với trạng thái ban đầu chỉ chịu nén 

(hình 3.1b) và momen ngoại lực Mp. Độ co ngắn  của thanh thường là nhỏ so 

với chiều dài thanh cho nên để đơn giản ta xem chiều dài thanh sau biến dạng 

vẫn bằng l .  

  Biến dạng uốn của thanh   xác định theo (3.7), biến dạng trượt   xác 

định theo (3.4). Lượng cưỡng bức theo phương pháp nguyên lý cực trị Gauss 

của bài toán này được viết như sau:  
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l l

p
dxQdxMMZ min)(                         (3.19)             

Chú ý momen nội lực và momen ngoại lực luôn khác dấu nhau. Trong 

(3.19),  và   là hai đại lượng biến phân, do đó điều kiện cần và đủ để thanh 

ở trạng thái  cân bằng là 

                   
l l

p
dxQdxMMZ 0)(                                   (3.20) 

Hay   


















l l

p
dx

GF

Q
Qdx

dx

dQ

GFdx

yd
MMZ 0)(

2

2 



       

(3.20a) 

  Sử dụng phép tính biến phân đối với phương trình (3.20a) nhận được 

hai phương trình cân bằng sau 

                            0
)(

2

2





dx

MMd
p

                                             (3.21a)               

                           0
)(














GF
Q

dx

MMd
p 

                          (3.21b) 

Thay M xác định theo (3.6) vào hai phương trình (3.21) ta có  

                           0
2

2

3

3

4

4











dx

yd
P

dx

Qd

GFdx

yd
EJ


                 (3.22a)           

                          0
2

2

3

3









 Q

dx

dy
P

dx

Qd

GFdx

yd
EJ


                     (3.22b) 

Hai phương trình (3.22) là hai phương trình vi phân cân bằng của thanh 

chịu uốn dọc bởi lực P đặt ở đầu thanh có xét đến biến dạng trượt. Đó là hai 

phương trình vi phân tuyến tính thuần nhất (không có vế phải) mà phương 

pháp giải chúng cùng với các điều kiện biên ở hai đầu thanh đã được trình bày 

ở chương 1.  

 Dưới đây trình bày phương pháp chuyển vị cưỡng bức giải hệ phương trình 

(3.22). 
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3.3. Phương pháp chuyển vị cưỡng bức 

Phương pháp chuyển vị cưỡng bức nhằm đưa phương trình (3.22a) là 

phương trình cân bằng giữa nội lực và ngoại lực về phương trình có vế phải bằng 

cách cho một điểm nào đó trong thanh, ví dụ điểm x=x1, một chuyển vị y0:                                

                              0
01



yyg

xx
                                            (3.23) 

Đưa bài toán tìm cực trị của (3.19) với điều kiện ràng buộc (3.23) về bài toán 

cực trị không ràng buộc bằng cách xây dựng phiếm hàm  mở rộng Lagrange F 

như sau: 

                             min gZF                                       

              


l

xx

l

p
yydxQdxMMF min)()(

01
              (3.24) 

Trong đó  là thừa số Lagrange và cũng là ẩn của bài toán. Từ điều kiện 

                
l l

p
gdxQdxMMF 0)()(   

nhận được hai phương trình sau: 

            


















1

1

2

2

3

3

4

4

0 xxkhi

xxkhi

dx

yd
P

dx

Qd

GFdx

yd
EJ


                        

(3.25a) 

            0
2

2

3

3









 Q

dx

dy
P

dx

Qd

GFdx

yd
EJ



                                               

(3.25b) 

cùng với phương trình (3.23).  

Phương trình (3.25a) là phương trình có vế phải. Để nó trở thành phương 

trình uốn dọc (3.22a) của thanh thì 

                                       
 = 0                                                  (3.26)

 
Về mặt toán học,  phương trình (3.26) là phương trình đa thức xác định 

các trị riêng của hệ (3.22) bởi vì nghiệm của nó cũng là nghiệm của (3.22). Về 
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cơ học,  có thứ nguyên là lực. Đó là lực giữ để cho thanh có chuyển vị  y0  

tại điểm x=x1. Lực giữ phải bằng không, suy ra phương trình (3.26). Trị riêng 

của (3.22) phụ thuộc vào thông số P, suy ra  cũng là hàm của P.  Cho nên 

giải phương trình (3.26) theo P, sẽ nhận được các lực tới hạn của thanh bị uốn 

dọc.   
 

3.4.  Xác định lực tới hạn của thanh chịu nén. 

   Như đã trình bày ở trên, bài toán ổn định của thanh chịu nén bởi lực 

dọc trục P đặt ở đầu thanh dẫn về tìm cực trị của (3.19), viết lại dưới đây. 

                   
l l

p
dxQdxMMZ min)(                 (3.27) 

                 )(
0

yyPM
p

                                                    (3.28) 

y0 là chuyển vị của đầu thanh có lực P. Nếu đầu thanh có liên kết cố định thì 

y0 bằng không. Các đại lượng M,   và   xác định theo các biểu thức (3.5),  

(3.6) và (3.7). Có hai phương pháp chung giải bài toán (3.27): giải các 

phương trình vi phân cân bằng (các phương trình Euler) của phiếm hàm hoặc 

giải trực tiếp trên phiếm hàm (3.27). Phương pháp giải trực tiếp có ưu điểm ở 

chỗ sử dụng được các phương pháp của quy hoạch toán. Khi giải trực tiếp thì 

cần xấp xỉ hai hàm y và Q theo dạng hàm lượng giác hoặc dạng hàm đa thức. 

Bài toán (3.27) không còn là bài toán biến phân nữa mà trở thành bài toán tối 

ưu thông số.  

  Để giải bài toán ổn định uốn dọc của thanh ta sử dụng phương pháp 

chuyển vị cưỡng bức bằng cách đưa thêm ràng buộc (3.23), viết lại dưới đây 

                           0
01



yyg

xx                                                      (3.29) 

  Tóm lại, bài toán ổn định của thanh dẫn về tìm cực trị của (3.27) với  

các đại lượng biến phân là y,   và   và ràng buộc (3.29). Các hàm xấp xỉ 

của y và Q phải thỏa mãn các điều kiện biên ở hai đầu thanh (các điều kiện 
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(3.18)). Trường hợp các hàm y và Q chưa thỏa mãn một trong các điều kiện 

(3.18) thì có thể đưa thêm điều kiện đó vào ràng buộc.  

3.5. Tính ổn định của khung chịu nén có xét đến biến dạng trượt ngang 

theo phương pháp phần tử hữu hạn. 

Bài toán ổn định của hệ thanh thẳng là bài toán phức tạp và khá lý thú. 

Trong [  ] tác giả đã xây dựng phương pháp mới để giải bài toán ổn định của 

thanh thẳng chịu tác dụng của tải trọng tĩnh có xét biến dạng trượt ngang và 

đưa ra kết quả tính lực tới hạn đối với các thanh có điều kiện biên khác nhau , 

với việc dùng hàm xấp xỉ độ võng và lực cắt là các đa thức. Trong mục này, 

tác giả cũng dùng phương pháp phần tử hữu hạn để xây dựng và giải các bài 

toán ổn định của hệ thanh thẳng chịu tác dụng của tải trọng tĩnh có xét đến 

ảnh hưởng của biến dạng trượt ngang. Khi nghiên cứu ổn định của hệ thanh ta 

chấp nhận các giả thiết dưới đây nhằm đơn giản hóa việc xác định tải trọng 

tới hạn: 

1. Vật liệu của hệ thanh làm việc trong giới hạn đàn hồi 

2. Các nút của hệ xem như tuyệt đối cứng. Do đó, chuyển vị tại các đầu 

thanh quy tụ vào một nút sẽ như nhau. 

3. Các thanh của hệ xem như không co dãn. Trước và sau biến dạng, 

khoảng cách theo phương ban đầu giữa các nút của hệ không thay đổi.  

4. Khi xác định chuyển vị trong hệ, không những xét đến ảnh hưởng của 

biến dạng uốn do mômen uốn gây ra mà còn xét đến ảnh hưởng của biến dạng 

trượt do lực cắt gây ra. 

5. Tải trọng tác dụng trên hệ chỉ đặt ở các nút. Những tải trọng này chỉ gây 

ra kéo hoặc nén mà không gây ra uốn ngang trong các thanh khi hệ chưa mất 

ổn định. 

Phương pháp phần tử hữu hạn chia công trình thành những phần nhỏ 

được gọi là các phần tử, tính toán công trình được dẫn về tính toán những 

phần tử nhỏ sau đó kết nối các phần tử đó lại với nhau ta lại được lời giải của 

một công trình hoàn chỉnh.  Tương tự, phương pháp sai phân hữu hạn cũng 

chia công trình thành những đoạn nhỏ và trạng thái chuyển vị...được xác định 

tại mỗi điểm sai phân. Sự khác nhau giữa hai phương pháp nằm ở chỗ đối với 
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sai phân hữu hạn trạng thái chuyển vị của các điểm thuộc đoạn nằm giữa hai 

nút thường được tính theo phương pháp nội suy tuyến tính còn phương pháp 

phần tử hữu hạn các trạng thái chuyển vị giữa hai điểm được xác định bằng 

các hàm dạng đã cho. Ưu điểm chủ yếu của phương pháp phần tử hữu hạn là 

nhờ chia công trình thành các đoạn nhỏ thì dễ dàng mô tả được các hình dạng 

phức tạp của công trình, đặc biệt là vì các đoạn nhỏ cho nên mô tả trạng thái 

chuyển vị bằng các đa thức bậc thấp. Ví dụ nếu chọn hàm xấp xỉ là đa thức thì 

phải chọn đa thức bậc 9 để mô tả đường độ võng của dầm nhưng khi dùng 

phần tử hữu hạn thì ta có thể dùng các đa thức bậc thấp 2, 3 hoặc 4 để mô tả 

chuyển vị của mỗi phần tử. Sở dĩ như vậy là do trạng thái ứng suất trong mỗi 

phần tử nhỏ thì khác nhau rất ít. Thông thường đối với phần tử dầm chịu uốn 

thì dùng đa thức bậc 3 để mô tả chuyển vị. 

  y = a0 +  a1x + a2x2+ a3x3  

Ta thấy có 4 thông số cần xác định. Tuy nhiên để tiện dùng ta thay 4 

thông số a0 , a1, a2, a3 bằng chuyển vị, góc xoay của phần tử hai nút như hình 

3.2. 

Do dùng hàm bậc 3 cho nên các lực tác dụng lên phần tử đều phải quy 

về nút kể cả lực quán tính trong bài toán động.  

3.5.1. Ma trận độ cứng phần tử  

Đối với phần tử chịu uốn như dầm 

thường dùng đa thức bậc ba để tính chuyển vị 

của nó, do đó có bốn thông số cần xác định. 

Có thể chọn phần tử hai nút, mỗi nút có hai 

thông số là chuyển vị W và góc xoay  tại 

nút đó, hình 3.2. 

 

Hình 3.2. Phần tử hai nút 

 

Để tính toán được tổng quát, chiều dài phần tử lấy bằng hai đơn vị 

(phần tử đẳng thông số), gốc tọa độ đặt ở giữa. Như vậy, nếu biết được các 

thông số W1, 1, W2, 2 thì chuyển vị mỗi điểm nằm trong phần tử xác định 

theo đa thức bậc ba sau đây. 

  W(x) = f1W1 + f21 + f3W2 + f42                               (3.27) 

trong đó: f1= 1/4(x1)2(x+2); f2=1/4(x1)2(x+1); 

                f3=1/4(x+1)2(x+2); f4=1/4(x+1)2(x1); 

11 W ,2

 1-1

W, 11 2

0
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Từ các công thức trên ta thấy chuyển vị 

của nút 1 (có toạ độ x = 1) bằng W1, 

chuyển vị tại nút 2 (có toạ độ x=1) bằng 

W2. Lấy đạo hàm W(x) theo x và ta lại có 

góc xoay tại nút 1 (x = 1) là 1, góc xoay 

tại nút 2 (x = 1) là 2.  

 

Hình 3.3. Phần tử hai nút 

 

Ta cũng dùng đa thức bậc ba để xấp xỉ hàm lực cắt của phần tử, ở đây 

phần tử lực cắt cũng chứa hai nút (Hình 3.3), mỗi nút có một thông số chưa biết 

Qi là lực cắt phần tử tại vị trí đó. 

Chiều dài phần tử lấy bằng hai đơn vị, gốc tọa độ đặt ở giữa phần tử. 

Nếu biết các lực cắt Q1, Q2 tại hai nút thì lực cắt V tại điểm bất kỳ của phần tử 

tính theo công thức. 

      V = Q1f 5+ Q2f6                                            (3.28) 

trong đó:   f5=1/2(1-x); f6=1/2(1+x); 

Đưa vào (3.28) các giá trị x sau 

x = 1     ta có lực cắt  V = Q1 

x = 1      ta có lực cắt  V = Q2 

Như vậy, mỗi phần tử có hai chuyển vị nút W1, W2 hai góc xoay 1, 2 

và hai lực cắt nút Q1, Q2, tổng cộng có sáu thông số (6 ẩn) cần xác định. 

Gọi X là véc tơ cột chứa sáu ẩn của phần tử theo thứ tự sau. 

 X = [W1, 1, W2, 2, Q1, Q2]                         (3.29) 

thì có thể viết lại các biểu thức (3.27) và (3.28) dưới dạng ma trận như sau. 

              W = [f1  f2  f3  f4 0  0  0  0 ]X; V = [0  0  0  0   f5  f6] X               (3.30) 

Sau khi đã biết các hàm chuyển vị và hàm lực cắt thì dễ dàng tính được 

biến dạng uốn x, nội lực mômen Mx, biến dạng trượt x, góc xoay  (do 

mômen gây ra) của phần tử như sau. 

             

2
2

x 2

d W dV

GF dxdx

 
      

 
                              (3.31) 

  x xM EJ                                                                    (3.32) 

  

 Xff
GF

x 650000


 

                                      

(3.33) 

-1

Q

0

11

 1

Q2



 55 

      
dW

V
dx GF

 
    

 
                                          (3.34) 

Trong các công thức trên 2
x

 


 là hệ số đưa chiều dài hai đơn vị của 

phần tử về chiều dài thật x của nó. 

Biết được hàm độ võng, hàm lực cắt của phần tử thì dễ dàng tính được 

ma trận độ cứng phần tử. Theo phương pháp nghuyên lý cực trị Gauss ta viết 

lượng cưỡng bức đối với bài toán tĩnh như sau. 

  
   

1 1

x x x
1 1

Z M dx V dx Min
 

                 (3.35) 

x và x là các biểu thức chứa các ẩn X(i) cho nên điều kiện dừng của (3.35) 

được viết lại như sau. 

 
   

1 1

x x x
1 1

Z M dx V dx 0
 

                                                                  

Hay  
1 1

x x
x

1 1

1
Z M dx V dx 0

X(i) X(i) 

     
       

      
                  (3.36) 

Hệ số 1 x
2




 để đưa tích phân từ (-1) đến (1) về tích phân theo chiều dài 

phần tử. Có sáu ẩn ta có được sáu phương trình và có dạng sau. 

 AeX = B                                                                       (3.37)  

trong đó: B - véc tơ tải trọng. 

Các tích phân trong (3.36) có thể tính chính xác hoặc tính theo các tích 

phân gần đúng (tích phân số ) của Gauss (không trình bày ở đây). Sau khi 

tính, với trường hợp chia dầm thành bốn phần tử, nhận được Ae[6x6] như sau. 

   



























0              0   0.0001-   0.0001     0             0    

0              0    0.0001    0.0001-   0             0    

0.0001-   0.0001    16         8           96-        96   

0.0001    0.0001-   8           16         96-        96   

0              0         96-       96-      768      768- 

0              0         96         96        768-    768   

eA  

Ma trận Ae gọi là ma trận độ cứng phần tử, dx là độ dài một phần tử. 

Bởi vì hàm độ võng của phần tử là đa thức bậc ba nên các lực tác dụng cũng 

như lực quán tính của các phần tử  đều phải phân bổ về nút của nó. 
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Nếu như tại nút (1) có lực tác dụng P thì vế phải B(1)=P... 

Biết được ma trận độ cứng phần tử thì dễ dàng xây dựng được ma trận 

độ cứng của toàn dầm. Giả sử dầm chỉ có một phần tử thì ma trận Ae chính là 

ma trận độ cứng tổng thể của dầm. Giả sử chuyển vị tại nút (1) bằng không thì 

ta bỏ dòng 1, cột 1 của ma trận Ae, giả sử lực cắt tại nút 2, Q2=0 thì ta bỏ tiếp 

cột 6, dòng 6 của Ae bởi vì chúng ta không có hai ẩn này. 

Chú ý ngoài các ẩn chuyển vị, góc xoay, lực cắt của dầm còn phải xét 

thêm các ẩn là các thừa số Lagrange  của các điều kiện liên kết ở hai đầu dầm. 

Ngoài ra còn cần đưa thêm các điều kiện liên tục về góc xoay tại điểm 

tiếp giáp giữa hai phần tử (3.34). 

3.5.2. Bài toán ổn định tĩnh 

Để thấy rõ được nội dung của phương pháp đối với các bài toán ổn định 

của hệ thanh thẳng đàn hồi tuyến tính, có xét đến ảnh hưởng của biến dạng 

trượt ngang tác giả trình bày qua các bài toán cụ thể sau đây.  

Ví dụ. 3.1: Khung siêu tĩnh bậc hai 

 Xác định lực tới hạn Pth cho khung 

chịu lực như (hình 3.2). Biết độ cứng uốn 

của các thanh EJ=const. 

Chia cột và dầm của khung ra làm npt
 

phần tử (hình 3.3). Khi lệch ra khỏi vị trí 

cân bằng, lực P gây ra mômen uốn Mp trong 

cột (1) là. 

                 Mp=P(y1  W0)    

W0 là chuyển vị ngang tại nút ở đầu tự do 

của dầm.  

 

Hình 3.2. Khung siêu tĩnh bậc 

hai 
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Hình 3.3. Đánh số nút, số ẩn 
Đối với mỗi phần tử i của cột 1 (cột có lực nén dọc trục P đặt tại đầu thanh) ta 

có 

               Mpi = P[WXi  W0]                                                             (a) 

Xi là thông số chuyển vị của phần tử i. Mômen Mpi gây ra biến dạng uốn i 

cho nên trong thành phần lượng cưỡng bức ta viết thêm 

                 

1 1npt npt

P i i i 0 i i
i 1 i 11 1

x x
M dx PWX dx PW X dx

2 2  

 
       

             
(b) 

Đối với mỗi phần tử dầm ngang (2) và cột (3) 

               Mpi = Pwxi  với (i=1npt)                                                  (c) 

Lượng cưỡng bức của bài toán đối với dầm 2 và cột 3 được viết như sau 

     min.
22 1

1

11

1

1







   
  

dxV
x

dxM
x

Z i

npt

i
i

npt

i
i                              (d) 

Lượng cưỡng bức của bài toán đối với cột 1 được viết như sau 

     min.
22 1

1

11

1

1
1 





   

  

dxV
x

dxMM
x

Z i

npt

i
i

npt

i
Pii                   (e) 

Điều kiện dừng của phiếm hàm lượng cưỡng bức (d) là: 
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Zhay

dxV
x
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                           (d’) 

Điều kiện dừng của phiếm hàm lượng cưỡng bức (e) là: 
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  0.
2

0.
22
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                   (e’) 

Gọi nw1, nw2 và nw3 là số thông số chuyển vị tại các nút của cột 1, 

dầm 2 và cột 3 có chuyển vị; nwx1, nwx2, nwx3 là số thông số góc xoay tại 

các nút của dầm có góc xoay, nqx1, nqx2, nqx3, là số thông số lực cắt. Dựa 

vào điều kiện này ta sẽ xây dựng được ma trận độ cứng của khung có bậc:  

nxn (n=nw123+nwx123+nqx123), trong bài toán này n=59 (sau khi bỏ 

đi những hàng và cột tương ứng có chuyển vị hoặc góc xoay bằng không).  

Bây giờ xét các điều kiện liên kết tại hai chân cột 1, 3 dầm, liên kết tại 

nút khớp, nút cứng của khung và các điều kiên liên tục về góc xoay giữa các 

phần tử. 

Chân cột 1 và 3 là ngàm nên góc xoay bằng không, trong phiếm hàm 

mở rộng điều kiện ràng buộc này được viết như sau  

0
0

1
1

1 









x

Q
GFdx

dy 


 

0
0

3
3
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x

Q
GFdx

dy 
  

Điều kiện mômen uốn tại đầu trên cột 1 và đầu trái trái dầm 2 bằng 

không, trong phiếm hàm mở rộng điều kiện ràng buộc này được viết như sau 
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Điều kiện góc xoay tại đầu trên cột 3 và đầu phải dầm 2 bằng nhau, 

trong phiếm hàm mở rộng điều kiện ràng buộc này được viết như sau  
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Điều kiện liên tục về góc xoay giữa các phần tử của cột 1, 3 và dầm 2 

được viết như sau 
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với [i=3(npt-1)], trong ví dụ này ta chia hai cột 1, 3 và dầm 2 thành 4 phần tử 

nên số điều kiện liên tục về góc tại các nút giữa các phần tử là [i=3(4-1)=9], 

ứng với 5, 13. 

Theo phương pháp chuyển vị cưỡng bức tại một vị trí (nút) nào đó của 

dầm, ta cho lệch khỏi vị trí cân bằng một chuyển vị y0. Chẳng hạn tại nút thứ 

k ta cho một chuyển vị cưỡng bức y0 ta có: 

00  yw
xk

                                                               
(f) 

Điều kiện chuyển vị tại vị trí bất kỳ trên cột 1 bằng y0, trong phiếm 

hàm mở rộng điều kiện ràng buộc này được viết như sau  

                                   
  0014  yw

xk
  

114 là thừa số Lagrange và là hai ẩn của bài toán. Như vậy, ma trận a bây 

giờ có kích thước (n+14)(n+14) hay [(59+14)x(59+14)]. Vậy ta có ma trận 

độ cứng tổng thể của toàn khung [A]=[73x73]. 

Ma trận vế phải B lúc này có bậc: [73x1]  với giá trị hệ số [B(73)=y0] 

còn các hệ số còn lại bằng không. 

Giải phương trình [A]X=B ta sẽ tìm được các ẩn số là các chuyển vị tại 

các nút của phần tử và các thừa số Largrange. Tiếp theo, ta cho thừa số 

Largrange tương ứng với chuyển vị cưỡng bức bằng không, trong trường hợp 

này là 14, ta sẽ tìm được giá trị lực P tương ứng là các giá trị tới hạn của lực 

nén lên khung. 

Khi chia cột, dầm thành bốn phần tử như hình 3.3, ta nhận được 14(P) 

là đa thức bậc 8 của P,  giải phương trình 14(P) =0 theo ẩn số P ta sẽ tìm 

được 8 giá trị lực tới hạn Pth, ở đây đưa ra 5 lực tới hạn đầu tiên lần lượt là: 
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Bảng 3.1. Lực tới hạn của khung tính cho hai trường hợp h/l.  

Mỗi thanh trong khung có 4 phần tử, phần tử lực cắt 2 nút.  

Tỷ lệ 

h/l 

                          Dãy các lực tới hạn Pth  

P1th P2th P3th P4th P5th 

1/100 2
770,7

l

EJ
 

2
948,31

l

EJ
 

2
956,74

l

EJ
 

2
677,138

l

EJ
 

2
756,262

l

EJ
 

1/5 
2

795,5
l

EJ
 

2
687,27

l

EJ
 

2
156,70

l

EJ
 

2
504,135

l

EJ
 

2
197,261

l

EJ
 

Sai số 

% 
25,48 15,39 6,4% 2,29% 0,59% 

Ta thấy các kết quả trên đúng với kết quả phân tích theo giải tích với 

một lực tới hạn đầu tiên và kết quả thay đổi rất lớn khi h/l thay đổi, khi 

h/l=1/5 thì lực tới hạn đầu tiên giảm tới 25,48%. 

Ví dụ. 3.2: Khung siêu tĩnh bậc một 

 Xác định lực tới hạn Pth cho khung 

chịu lực như (hình 3.4). Biết độ cứng uốn 

của các thanh EJ=const. 

Chia cột và dầm của khung ra làm npt
 

phần tử (hình 3.4). Khi lệch ra khỏi vị trí 

cân bằng, lực P gây ra mômen uốn Mp trong 

cột (2) là. 

                 Mp=P(y2  W0)    

W0 là chuyển vị ngang tại nút ở đầu của cột.  
 

Hình 3.4. Khung siêu tĩnh bậc 

một 
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Hình 3.5. Đánh số nút, số ẩn 
Đối với mỗi phần tử i của cột 1 (cột có lực nén dọc trục P đặt tại đầu thanh) ta 

có 

               Mpi = P[WXi  W0]                                                         (a) 

Xi là thông số chuyển vị của phần tử i. Mômen Mpi gây ra biến dạng uốn i 

cho nên trong thành phần lượng cưỡng bức ta viết thêm 

                 

1 1npt npt

P i i i 0 i i
i 1 i 11 1

x x
M dx PWX dx PW X dx

2 2  

 
       

          
(b) 

Đối với mỗi phần tử dầm ngang (2) ta có 

               Mpi = Pwxi  với (i=1npt)                                               (c) 

Lượng cưỡng bức của bài toán đối với dầm 2 được viết như sau 

     min.
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dxV
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Z i

npt

i
i

npt

i
i                          (d) 

Lượng cưỡng bức của bài toán đối với cột 1 được viết như sau 
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Pii             (e) 

Điều kiện dừng của phiếm hàm lượng cưỡng bức (d) là: 
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                       (d’) 

Điều kiện dừng của phiếm hàm lượng cưỡng bức (e) là: 
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                (e’) 

Gọi nw1, nw2 là số thông số chuyển vị tại các nút của cột 1, dầm 2 có 

chuyển vị; nwx1, nwx2, là số thông số góc xoay tại các nút của dầm có góc 

xoay, nqx1, nqx2, là số thông số lực cắt. Dựa vào điều kiện này ta sẽ xây 

dựng được ma trận độ cứng của khung có bậc:  

nxn (n=nw12+nwx12+nqx12), trong bài toán này n=39 (sau khi bỏ đi 

những hàng và cột tương ứng có chuyển vị hoặc góc xoay bằng không). 

Bây giờ xét các điều kiện liên kết tại chân cột 1, đầu bên phải dầm, liên 

kết tại nút cứng của khung và các điều kiên liên tục về góc xoay giữa các 

phần tử. 

Chân cột 1 là ngàm nên góc xoay bằng không, trong phiếm hàm mở 

rộng điều kiện ràng buộc này được viết như sau 
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Điều kiện góc xoay tại đầu trên cột 1 và đầu trái dầm 2 bằng nhau, 

trong phiếm hàm mở rộng điều kiện ràng buộc này được viết như sau  

0
0

2
2

1
1

2 


























 xlx

Q
GFdx

dy
Q

GFdx

dy 


 

Điều kiện liên tục về góc xoay giữa các phần tử của cột 1 và dầm 2 

được viết như sau 
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12
































sautuphannuttruoctuphannut

i Q
GFdx

dy
Q

GFdx

dy 
  

với [i=2(npt-1)], trong ví dụ này ta chia cột 1 và dầm 2 thành 4 phần tử nên số 

điều kiện liên tục về góc tại các nút giữa các phần tử là [i=2(4-1)=6], ứng với 

3, 8. 

Theo phương pháp chuyển vị cưỡng bức tại một vị trí (nút) nào đó của 

dầm, ta cho lệch khỏi vị trí cân bằng một chuyển vị y0. Chẳng hạn tại nút thứ 

k ta cho một chuyển vị cưỡng bức y0 ta có: 
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00  yw
xk

                                                                          
(f) 

Điều kiện chuyển vị tại vị trí bất kỳ trên cột 1 bằng y0, trong phiếm 

hàm mở rộng điều kiện ràng buộc này được viết như sau  

                                   
  009  yw

xk
  

19 là thừa số Lagrange và là hai ẩn của bài toán. Như vậy, ma trận a bây 

giờ có kích thước (n+9)(n+9) hay [(39+9)x(39+9)]. Vậy ta có ma trận độ 

cứng tổng thể của toàn khung [A]=[48x48]. 

Ma trận vế phải B lúc này có bậc: [48x1]  với giá trị hệ số [B(48)=y0] 

còn các hệ số còn lại bằng không. 

Giải phương trình [A]X=B ta sẽ tìm được các ẩn số là các chuyển vị tại 

các nút của phần tử và các thừa số Largrange. Tiếp theo, ta cho thừa số 

Largrange tương ứng với chuyển vị cưỡng bức bằng không, trong trường hợp 

này là 9, ta sẽ tìm được giá trị lực P tương ứng là các giá trị tới hạn của lực 

nén lên khung. 

Khi chia cột, dầm thành bốn phần tử như hình 3.5, ta nhận được 9(P) 

là đa thức bậc 8 của P,  giải phương trình 9(P) =0 theo ẩn số P ta sẽ tìm được 

8 giá trị lực tới hạn Pth, ở đây đưa ra 5 lực tới hạn đầu tiên lần lượt là: 

Bảng 3.1. Lực tới hạn của khung tính cho hai trường hợp h/l.  

Mỗi thanh trong khung có 4 phần tử, phần tử lực cắt 2 nút. 

Tỷ lệ 

h/l 

                          Dãy các lực tới hạn Pth  

P1th P2th P3th P4th P5th 

1/100 2
030,6

l

EJ
 

2
467,27

l

EJ
 

2
511,68

l

EJ
 

2
590,132

l

EJ
 

2
385,248

l

EJ
 

1/5 2
901,5

l

EJ
 

2
201,27

l

EJ
 

2
182,68

l

EJ
 

2
295,132

l

EJ
 

2
688,247

l

EJ
 

Sai số 

% 
2,14 0,97 0,48 0,22 0,28 

Ta thấy các kết quả trên đúng với kết quả phân tích theo giải tích  với ba 

lực tới hạn đầu tiên và kết quả thay đổi rất nhỏ khi h/l thay đổi, khi h/l=1/3 thì 

lực tới hạn đầu tiên giảm lớn nhất 2,14%. 
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Ví dụ. 3.1: Khung siêu tĩnh bậc ba 

 Xác định lực tới hạn Pth cho khung 

chịu lực như (hình 3.6). Biết độ cứng uốn của 

các thanh EJ=const. 

Chia cột và dầm của khung ra làm npt
 

phần tử (hình 3.7). Khi lệch ra khỏi vị trí cân 

bằng, lực P gây ra mômen uốn Mp trong cột 

(1) là. 

                 Mp=P(y1  W0)    

W0 là chuyển vị ngang tại nút ở đầu của cột 1  

 

Hình 3.6. Khung siêu tĩnh bậc ba 

 

Hình 3.7. Đánh số nút, số ẩn 
Đối với mỗi phần tử i của cột 1 (cột có lực nén dọc trục P đặt tại đầu thanh) ta 

có 

               Mpi = P[WXi  W0]                                                           (a) 

Xi là thông số chuyển vị của phần tử i. Mômen Mpi gây ra biến dạng uốn i 

cho nên trong thành phần lượng cưỡng bức ta viết thêm 

                 

1 1npt npt

P i i i 0 i i
i 1 i 11 1

x x
M dx PWX dx PW X dx

2 2  

 
       

           
(b) 

Đối với mỗi phần tử dầm ngang (2) và cột (3) 

               Mpi = Pwxi  với (i=1npt)                                                  (c) 

Lượng cưỡng bức của bài toán đối với dầm 2 và cột 3 được viết như sau  
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i
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Lượng cưỡng bức của bài toán đối với cột 1 được viết như sau 
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     min.
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Điều kiện dừng của phiếm hàm lượng cưỡng bức (d) là: 
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                             (d’) 

Điều kiện dừng của phiếm hàm lượng cưỡng bức (e) là: 
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                   (e’) 

Gọi nw1, nw2 và nw3 là số thông số chuyển vị tại các nút của cột 1, 

dầm 2 và cột 3 có chuyển vị; nwx1, nwx2, nwx3 là số thông số góc xoay tại 

các nút của dầm có góc xoay, nqx1, nqx2, nqx3, là số thông số lực cắt. Dựa 

vào điều kiện này ta sẽ xây dựng được ma trận độ cứng của khung có bậc:  

nxn (n=nw123+nwx123+nqx123), trong bài toán này n=59 (sau khi bỏ 

đi những hàng và cột tương ứng có chuyển vị hoặc góc xoay bằng không). 

Bây giờ xét các điều kiện liên kết tại hai chân cột 1, 3 dầm, liên kết tại 

nút khớp, nút cứng của khung và các điều kiên liên tục về góc xoay giữa các 

phần tử. 

Chân cột 1 và 3 là ngàm nên góc xoay bằng không, trong phiếm hàm 

mở rộng điều kiện ràng buộc này được viết như sau 
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Điều kiện góc xoay tại đầu trên cột 1 và đầu trái trái dầm 2 bằng không, 

trong phiếm hàm mở rộng điều kiện ràng buộc này được viết như sau  
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Điều kiện góc xoay tại đầu trên cột 3 và đầu phải dầm 2 bằng nhau, 

trong phiếm hàm mở rộng điều kiện ràng buộc này được viết như sau  
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Điều kiện góc chuyển vị ngang tại đầu trên cột 1 và 3 bằng nhau, trong 

phiếm hàm mở rộng điều kiện ràng buộc này được viết như sau 
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Điều kiện liên tục về góc xoay giữa các phần tử của cột 1, 3 và dầm 2 

được viết như sau 
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với [i=3(npt-1)], trong ví dụ này ta chia hai cột 1, 3 và dầm 2 thành 4 phần tử 

nên số điều kiện liên tục về góc tại các nút giữa các phần tử là [i=3(4-1)=9], 

ứng với 6, 14. 

Theo phương pháp chuyển vị cưỡng bức tại một vị trí (nút) nào đó của 

dầm, ta cho lệch khỏi vị trí cân bằng một chuyển vị y0. Chẳng hạn tại nút thứ 

k ta cho một chuyển vị cưỡng bức y0 ta có: 

00  yw
xk

                                                                              
(f) 

Điều kiện chuyển vị tại vị trí bất kỳ trên cột 1 bằng y0, trong phiếm 

hàm mở rộng điều kiện ràng buộc này được viết như sau 

                                   
  0015  yw

xk
  

115 là thừa số Lagrange và là hai ẩn của bài toán. Như vậy, ma trận a bây 

giờ có kích thước (n+15)(n+15) hay [(59+15)x(59+15)]. Vậy ta có ma trận 

độ cứng tổng thể của toàn khung [A]=[74x74]. 
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Ma trận vế phải B lúc này có bậc: [74x1]  với giá trị hệ số [B(74)=y0] 

còn các hệ số còn lại bằng không. 

Giải phương trình [A]X=B ta sẽ tìm được các ẩn số là các chuyển vị tại 

các nút của phần tử và các thừa số Largrange. Tiếp theo, ta cho thừa số 

Largrange tương ứng với chuyển vị cưỡng bức bằng không, trong trường hợp 

này là 15, ta sẽ tìm được giá trị lực P tương ứng là các giá trị tới hạn của lực 

nén lên khung. 

Khi chia cột, dầm thành bốn phần tử như hình 3.7, ta nhận được 15(P) 

là đa thức bậc 12 của P,  giải phương trình 15(P) =0 theo ẩn số P ta sẽ tìm 

được 12 giá trị lực tới hạn Pth, ở đây đưa ra 5 lực tới hạn đầu tiên lần lượt là: 

Bảng 3.1. Lực tới hạn của khung tính cho hai trường hợp h/l.  

Mỗi thanh trong khung có 4 phần tử, phần tử lực cắt 2 nút. 

Tỷ lệ 

h/l 

                          Dãy các lực tới hạn Pth  

P1th P2th P3th P4th P5th 

1/100 2
592,14

l

EJ
 

2
877,27

l

EJ
 

2
934,70

l

EJ
 

2
062,133

l

EJ
 

2
952,250

l

EJ
 

1/3 2
455,13

l

EJ
 

2
369,27

l

EJ
 

2
800,70

l

EJ
 

2
358,132

l

EJ
 

2
707,250

l

EJ
 

Sai số 

% 
7,79 1,82 0,19 0,53 0,09 

Ta thấy các kết quả trên đúng với kết quả phân tích theo giải tích  với ba 

lực tới hạn đầu tiên và kết quả thay đáng kể khi h/l thay đổi, khi h/l=1/3 thì 

lực tới hạn đầu tiên giảm tới 7,79%. 
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KẾT LUẬN VÀ KIẾN NGHỊ 

KẾT LUẬN: 

 Qua kết quả nghiên cứu tác giả rút ra một số kết luận sau: 

1. Tác giả đã áp dụng thành công phương pháp phần tử hữu hạn và phương 

pháp chuyển vị cưỡng bức đối với bài toán khung chịu uốn dọc, có xét đến 

biến dạng trượt ngang.  

2. Khi chia mỗi thanh của khung thành bốn phần tử đã nhận được ba lực tới 

hạn đầu tiên hoàn toàn chính xác so với kết quả giải bằng các phương pháp 

truyền thống. Nếu muốn tìm được nhiều kết quả chính xác hơn ta chia thanh 

thành nhiều phần tử hơn. 

3. Những nghiên cứu về ổn định của khung, có tiết diện không đổi cho thấy: 

Lực tới hạn Euler của khung khi xét biến dạng trượt ngang (trường hợp 

h/l=l/3; l/5...) thường nhỏ thua so với trường hợp không xét biến dạng trượt 

ngang (trường hợp h/l=l/100) . Lực tới hạn nhận được của khung trong hai 

trường hợp có xét và không xét biến dạng trượt sai khác nhau đáng kể, có 

trường hợp lên tới 25%.  

KIẾN NGHỊ: 

Có thể dùng kết quả nghiên cứu của luận văn làm tài liệu tham khảo, 

nghiên cứu và học tập, cũng như ứng dụng trong thực tế tính toán kết cấu 

công trình 
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