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MO PAU

* Ly do chon dé tai:

Trong nhiing cong trinh xay dung hién nay nguoi ta thuong dung céc
thanh c6 chiéu dai 16n, tAm - vo chiu nén va do d6 diéu kién 6n dinh trong mién
dan hoi c6 tam quan trong dic biét, doi hoi phai nghién ctru ddy du ca vé mat
Iy thuyét va thuc nghiém.Bai toan 6n dinh cua két cau dd duogc giai quyét theo
nhiéu huéng khac nhau, phan 16n xudt phat tir nguyén 1y ning luong ma theo
d6 két qua phu thudc rat nhiéu vao cach chon dang ctuia hé ¢ trang thai 1éch khoi
dang can bang ban dau.

Phuong phap nguyén 1y cuc tri Gauss do GS.TSKH. Ha Huy Cuong dé
xut 12 phuong phap cho phép ap dung nguyén 1y cuc tri Gauss - vén duge phat
biéu cho hé chét diém dé giai cac bai toan co hoc vat ran bién dang néi riéng
va bai toan co hoc mdi truong lién tuc noéi chung. Pic diém cia phuong phép
nay 1a bang mot cai nhin don gian ludén cho phép tim dugc két qua chinh xac
clia cac bai toan du d6 1a bai toan tinh hay bai toan dong, bai toan tuyén tinh
hay bai toan phi tuyén.

* Poi twong, phwong phap va pham vi nghién ctru ciia ludn vin

Trong luén van nay, tac gia st dung phuong phap nguyén 1y cuc tri Gauss,
phuong phap chuyén vi cudng buc dé xay dung bai toan va dung phuong phap
phan tir hitu han dé giai.

* Muc dich nghién ciru ciia luan van:

Tinh toan 6n dinh dan hoi cua thanh bang phuong phap phan tir hiru han

* Nhiém vu nghién ctru cia luin van:

- Trinh bay 1y thuyét vé 6n dinh va on dinh cong trinh

- Trinh bay phuong phap nguyén 1y cuc tri Gauss, phuong phap chuyén
vi cudng birc dé xdy dung bai toan 6n dinh ctia thanh thang dan hoi chiu udn
doc.

- Xay dung va giai bai toan 6n dinh udn doc cta thanh thing dan hoi

bang phuong phap phan tir hitu han

* Cau truc cia luan van:



Luan van gom 3 Chuong, Chuong 1: Tong quan vé 1y thuyét 6n dinh
cong trinh, Chuong 2: Phuong phap nguyén 1y cuc tri Gauss, Chuong 3: Tinh
toan 6n dinh udn doc cua thanh bang phuong phap phan tir hiru han.



CHUONGI1
LY THUYET ON PINH CONG TRINH
Trong chuong nay ban vé ly thuyét 6n dinh cong trinh va cac phuong
phap chung dé xay dung cac bai toan 6n dinh cong trinh, tiéu chuan vé on dinh
va cac phuong phap giai bai toan 6n dinh cong trinh.
1.1. Khai niém vé én dinh va 6n dinh cong trinh

Mot cach hinh dung tét
nhit vé khai niém on dinh lata | S @
xét cac trudng hop vién bi cing © ’””7’23%" ®
trén cac mat cau cang 16m va
15i, Hinh 1.1.

Hinh 1.1. Cac truong hop mat 6n dinh

R rang 1a trong trudng hop (a), mat cau 16m, su can bang caa vién bi 1a
6n dinh bai vi kich n6 ra khoi vi tri can bang ban dau (day cau) roi tha ra thi
no sé& trg vé vi tri day cau hodc 1an can véi vi tri d6 (néu c6 ma sat). Trong truong
hop (b), mat cau 16i, sy can bang 1a khéng 6n dinh, bai vi kich vién bi ra khoi
vi tri can bang ban dau rdi tha bi ra thi vién bi s& khdng tré lai vi tri ban dau
nita. Trong truong hop (c), hinh yén ngua, su can bang 1a 6n dinh khi kich vién
bi ra khoi vi tri can bang ban dau theo phuong s va la khong 6n dinh theo
phuong t. Trong truong hop (d), kich vién bi ra khoi vi tri can bang ban dau thi
n6 lan trén mit phang ngang dén khi nging chuyén dong, né cé vi tri can bang
mai khéc véi trang thai can bang ban dau. Trong trudng hop nay ta noi rang
trang thai can bang ban dau Ia phiém dinh (khéng phan biét).

O trén ta da noi dén trang thai can bang caa vién bi. Suy rong rata ciing
c6 thé noi nhu vay doi vai cac trang thai can bang cia co hé phic tap, vi du
nhu trang thai tng suat va bién dang, trang thai noi luc va chuyén vi hoic 1a
trang thai nang luong.



Tré lai hinh 1.2a. Khi léch ra khoi vi tri can bang, trong tam cua vién bi
|&n cao, thé ning cua né ting. Trang thai can bang on dinh 1 trang thai cd thé
nang t6i thiéu. O hinh 1.2b, khi léch véi tri s6 nho, trong tdm cta vién bi giam,
thé ning cua nd giam. Trang thai can bang khong on dinh tng véi thé ning 16n.
Hinh 1.2d, khi léch ra khoi vi tri can bang, trong tdm cua vién bi khong thay
d6i, trang thai can bang Ia phiém dinh hoic khong phan biét.

Nhu hinh 1.2, dé biét dugc trang thai can bang cua co hé ¢ 6n dinh hay
khong thi ta phai kich n6 ra khoi vi tri can bing ban dau. Phuong phap chung
dé danh gia sy mat 6n dinh cta co hé 1a: Pua hé ra khoi vi tri can bang ban dau
cuia no va kiém tra xem nd co ton tai trang thai can bang méi khdng. Néu nhu
tim duoc trang thai can bang méi khac vaoi trang thai can bang ban dau thi hé
la mat 6n dinh va luc gii cho hé & trang thai can bang méi nay goi 12 luc t6i
han, trudong hop nguoc lai hé 1a 6n dinh.

1.2. Tam quan treng va lich sir phéat trién caa ly thuyét 6n dinh cdng trinh

Ngoai viéc biét duoc trang thai can bang cua hé thi con can xét xem trang
thai can bang d6 co phai 1a trang thai can bang 6n dinh hay khong.Thuc té, co
nhiéu cong trinh bi pha hoai do mat on dinh. Lich sir vé cong nghé xay dung
cho thay khéng it tai nan 16n xay ra & cac nudc khac nhau do khi thiét ké cac
cong trinh d6 ngudi K su khong xét dén day du cac hién trong dong ciing nhu
su mat on dinh. Viéc str dung thép va cac hop kim c6 cudng do cao trong nhiing
két cau hién dai nhu két cAu nha cao tang; silo; bé chtra; cau; tau thiy va may
bay tat yéu dan dén phai sir dung céc cau kién thanh, thanh thanh mong, tim va
vé mong chiu nén, 1am cho hién tuong mat 6n dinh dan hoi tré thanh mot van
dé cd tam quan trong dac biét. Thuc té cho thay nhiéu céng trinh bi sap d6 do
mat 6n dinh, chiéc cau dudng sit dau tién ¢ Kevda — Nga |a cau dan ho da bi
pha hity nim 1875 do hé thanh bién trén bi mat 6n dinh, Cau dan Quebéc &
Canada, bi pha hay vi mat 6n dinh cua thanh chiu nén trong khi xay dung vao
nam 1907[10, trg 5], Cau Tacoma ¢ My xay dung hoan thanh ngay 1/7/1940
va bi pha huy 7/11/1940 do bi mét 6n dinh vi tac dung cua gi6 [32, trg 277]

V.V...



Vén dé 6n dinh két cau duogc bét dau tir cong trinh nghién ciu bang thuc
nghiém do Piter Musschenbroek cong bb nam 1729, da di dén két luan rang luc
t6i han ty 18 nghich véi binh phuong chiéu dai thanh. Ba muoi nim sau bang
phan tich todn hoc Leonhard Euler ciing nhan dugc két qua nhu vay. Pau tién
cac ky su khong chap nhan két qua thi nghiém cua Piter Musschenbroek va két
qua cua ly thuyét Euler ngay ca Culdng [31, trg 185] ciing tiép tuc cho ring do
ctring cua cot ty 1& thuan véi dién tich mat cat ngang va khéng phu thudc vao
chiéu dai thanh. Nhimg quan diém d6 dua trén céc két qua thi nghiém cua cot
g6 va cot sat Iap ghép cd chiéu dai twong ddi ngan, nhitng thanh loai nay thuong
bi ph& hoai vai tai trong nho thua tai trong Euler do vat liéu bi pha hoai ma
khong phai do mat 6n dinh ngang gy ra. E.Lamac 1a nguoi dau tién giai thich
mot cach thoa dang su khdng phi hop gitra két qua ly thuyét va két qua thuc
nghiém, 6ng ay chi ra rang ly thuyét Euler 1a hoan toan phu hop véi thuc
nghiém khi bao dam riang nhitng gia thiét co ban caa Euler vé xem vat liéu la
dan hoi va diéu kién 1y tuong cua cac dau cudi can phai duoc bao dam. Nhiing
thi nghiém sau nay khi ngudi ta rat chd y bao dam cua dau cudi cia thanh va
bao d¢am cho lyc dit dung tAm cua thanh da khang dinh tinh dung din caa cong
thtrc Euler.

1.3. Cac phwong phap xiy dung bai toan én dinh cong trinh

1.3.1 Phwong phap tinh hoc

- Tao cho hé nghién ciru mot dang can bing léch khoi dang can bang ban dau.
-Xéc dinh tri sb luc téi han (tri s6 luc can thiét giit cho hé ¢ dang can biang méi,
léch khoi dang can bang dau). Lyc téi han xac dinh tir phuong trinh dic trung
(hay con goi 13 phuong trinh 6n dinh).

Nguoi nghién cau cé thé van dung noi dung néi trén khi p dung: Phuong
phap thiét 1ap va giai phuong trinh vi phan; Phuong phéap thong s ban dau;
Phuong phap luc; Phuong phap chuyén vi; Phuong phap hdn hop; Phuong phap
sai phan hitu han; Phuong phap day xich; Phuong phap nghiém ding tai ting
diém; Phuong phap Bubnov-Galerkin; Phuong phéap giai dung dan.



Trong thuc té, &p dung cac phuong phéap tinh hoc dé tim nghiém chinh xac
ctia bai toan 6n dinh thuong gap nhiéu kho khan va doi khi khong thé thuc hién
duoc.

1.3.2 Phwong phap déng luc hoc

- Lap va giai phuong trinh dao dong riéng cua hé.

- X4c dinh e téi han bang cach bién luan tinh chat nghiém cua chuyén dong:
néu dao dong cua hé c6 bién do ting khong nging theo thoi gian thi dang can
bang ban dau la khong 6n dinh; nguoc lai, néu hé luén dao dong bé quanh vi
tri can bang ban dau hoac tat dan thi 1a dang d6 1a 6n dinh.

1.3.3 Phwong phap nang luwgng

- Gia thiét truéc dang bién dang cua hé & trang thai léch khoi dang can bang
ban dau.

- Xuat phét tir dang bién dang da gia thiét, 1ap biéu thirc thé ning bién dang va
cdng cua ngoai luc dé viét diéu kién téi han cua hé.

- Tur diéu kién t&i han, xac dinh gia tri cta luc téi han.

C6 thé van dung cac phuong phap ning luong bang cach ap dung: Truc
tiép nguyén ly Lejeune-Dirichlet; Phuong phap Rayleigh-Ritz; Phuong phap
Timoshenko.

Do gia thiét truéc bién dang cua hé nén két qua luc toi han tim dugc
thuong la gan dung va cho két qua 16n hon gia tri cua luc téi han chinh xac.
Nhu vay mitc do chinh xac cia két qua theo cac phuwong phép niang luong phu
thudc vao kha niang phan doan bién dang cua hé ¢ trang thai léch: ham chuyén
vi dugc chon cang gan véi dudng dan hoi thuc cua thanh thi két qua cang chinh
xé&c. Theo cach l1am nay thi ham chuyén vi chon truéc thoa mén cang nhiéu diéu
kién bién hinh hoc va tinh hoc cang tét nhung it nhat phai thoa man diéu kién
bién tinh hoc.

Puong 16i cua ba loai phwong phap (phuwong phap tinh; phuong phap dong;
phuong phéap ning lugng) tuy khac nhau nhung cho cing mét két qua déi Véi
hé bao toan.Ddi véi hé khdng bao toan, cac phuong phép tinh va cac phuong
phap ning luong dan dén két qua khong chinh xac, ngudi ta phai sir dung cac
phuong phap dong luc hoc.



Hé bao toan tic 1a nhitng hé chiu luc bao toan. Luc bao toan co tinh chat
sau day :

- B¢ bién thién cong cua luc bang vi phan toan phan caa thé ning.

- Cong sinh ra béi cac lyc trén cac chuyén vi hitu han khdng phu thudc
vao dudng di chuyén caa luc ma chi phu thudc vao vi tri diém dit dau va diém
dat cudi cua luc.

- Tuén theo nguyén ly bao toan nang luong.

Sy xuat hién ctia ma sat ni do quan hé phi dan hdi hay ma sat ngoai s&
dan dén hé luc khéng bao toan.



CHUONG 2
PHUONG PHAP NGUYEN LY CUC TRI GAUSS

Chuong nay trinh bay nguyén 1y Gauss, sau d6 trinh bay phuong phép mai
dwa trén nguyén Iy cuc tri Gauss dé xdy dung va giai cc bai toan co hoc dudi
dang téng quat, chu yéu 1a cua co hé vat rin bién dang. Pé dat muyc tiéu trén,
trong chuong con gidi thi¢u cac khai niém tng suét va bién dang ctua co hé
moi trudng lién tuc va cia co hoc két cau. Cudi cing, dé 1am vi du, trinh bay
viéc ap dung phuong phap méi dé nhan dugc cac phuong trinh vi phan can
bang ctia co hé.

2.1. Nguyén li cuc tri Gauss

Nam 1829 nha toan hoc ngudi Ptrc K.F. Gauss da dua ra nguyén 1y sau
day dbi v6i co hé chat diém [1,tr. 171]:

“Chuyén dong thuc ciia hé chat diém cé lién két tuy ¥ chiu tdc dong bat
ki & méi thoi diém xdy ra mét cach phit hop nhdt c¢é thé véi chuyén dong ciia
hé do khi hoan toan tw do, nghia la chuyén dong thuc xdy ra véi lirong cuedng
bikc toi thiéu néu nhir s6 do lwong cudng birc ldy bang tong cdc tich khoi lwong
chat diém véi binh phwong dj 1éch vi tri chat diém so véi vi tri khi chiing hodn
toan tw do”.

Goi m, 1a khoi lugng chat diém, A; 1 vi tri cta n6, B, 13 vi tri sau thoi
doan v6 cung bé do tac dong luc ngoai va do van tdc & dau thoi doan gay ra,
C, 1a vi tri c6 thé (bi rang budc boi lién két) thi lugng cudng birc duge viét nhu

Sau:

z=Ym(BCJ »Min @.1)

Dau tong trong (2.1) 14y theo s chat diém.

Str dung nguyén 1y van téc 4o va nguyén 1y D ‘Alembert, xét hé & trang

thai can bang va cho rang c6 luc véi do 1on ti 1¢ véi do dai B,C. tac dung theo

chiéutir C. dén B,, Gauss da chimg minh nguyén 1y ctia minh [1,tr. 172].



Pé co thé sir dung nguyén 1y Gauss can biét dai lwong bién phan cia
no. Theo [1,tr. 889], Gibbs (nam 1879) va Appell (nam 1899) di tir cac lap luan
khac nhau déu nhan duoc nguyén 1y Gauss va chi ra rang dai luong bién phan
ctia nguyén 1y nay 1 gia toc. Diéu nay co6 nghia la:

ori=0; orij=0; or= 0 (2.2)

& day & 1a ki hiéu bién phan ( 14y vi phan khi ¢ dinh thoi gian ), i, i Va F;
lan luot 1a vecto toa do, vecto van tdc va vecto gia tdc cua diém 1. Chuyén
dich cua chét diém ctia hé c6 lién két duéi tac dung cua luc F; sau thoi doan dt

tinh theo cong thurc sau day:
r+rdt +%’r}dt2(2.3)

Vi 8ri=0va &¢;=0 nén chuyén dich cta chit diém hoan toan tir do (co thé
hinh dung ¢ dau thoi doan dt lién két dugc giai phong nhung van giir luc tac

dung) sau thoi doan dt 1a :
r+ r'idt+l5dt2(2.4)
2m,

Hiéu cua (2.4) va (2.3) cho ta d6 1éch vi tri ctia chat diém c6 lién kétso véi vi
tri cua no6 khi hoan toan tu do.
C6 thé xem dt 1a hang thi luong cudng buc Z theo (2.1) dugc viét dudi dang

luc nhu sau (v6i d6 chinh xac bang thira s6 dt*/ 4)

Z :Zmi(%— ‘r;J — Min  (2.5)

hoac
7 = zmi (F.- m ¥.)?—> Min (2.53)

Khi tinh luong cudng buc theo (2.5) can xem gia toc 1a dai luong bién
phan (bién phan kiéu Gauss theo cach néi cia Boltzmann ). Nhu vy, phuong
phap tim cuc tiéu cta cac bai toan co hoc duoc xay dung theo nguyén 1y (2.5)

khong thé 1a bat ky ma phai 1a (khi khéng c6 rang budc nio khéc):
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oz
—=0(2.6
or, (26)

Diéu kién (2.6) sé& cho ta phuong trinh can bang. That viy, ap dung (2.6) vao
(2.5) ta nhan dugc phuong trinh cin bang cua hé ( ¢ day luc tac dung bang luc
quan tinh). Appell va Boltzmann (nim 1897) con cho biét nguyén Iy Gauss
dang cho hé lién két holonom va ca hé lién két khong holonom [1,tr. 890].
Nguyén 1y Gauss (2.1) hodc (2.5) c6 dang ciia phuong phap binh phuong tdi
thiéu 12 phuwong phap ciing do Gauss dua ra va dugc dung rong rii trong toan
hoc hién dai, trong giai tich cling nhu trong 10i giai s6. C6 18 vi vay nguyén Iy
Gauss thu hut sy chu y cua nhiéu nha khoa hoc, thi du, Hertz (nam 1894) dua
trén ¥ tuong luong cudng bic dua ra nguyén 1y dudng thang nhat (duong co
d6 cong nho nhat) hoic Prigogine (ndm 1954) va Gyarmati (nim 1965) di xay
dung duoc lugng cudng birc cia cac qua trinh khong hoi phuc trong nhiét dong
luc hoc [2].

Céc tai lidu gido khoa vé co hoc thudng gidi thiéu nguyén Iy Gauss dudi
dang (2.5) 1a dang dung duoc dé tinh toan. Nhung nguyén 1y (2.5) véi dai luong
bién phan 1a gia téc chi 12 mot biéu thi cia nguyén 1y Gauss (2.1) boi vi dai
luong bién phan trong co hoc con c¢6 thé 1a chuyyén vi va van tdc nhu trinh
bay sau day.

2.2. Phwong phap nguyén ly cwe tri Gauss

Trong bai viét ciia minh Gauss néu nhan xét rang nguyén Iy vin téc do
bién van dé tinh hoc thanh vin dé todn hoc thudn tuy, con nguyén Iy
D’Alembert dua bai toan dong luc hoc vé bai todn tinh hoc va moi nguyén ly
cia co hoc hodc nhiéu hodc it déu cé thé truc tié'p rut ra tw hai nguyén ly
trén.Dudi day trinh bay phuong phap dwa trén nguyén 1y chuyén vi 4o dé nhan
dugc biéu thirc (2.1) cta nguyén 1y Gauss.

Xét hé chat diém c6 lién két tuy y & mot thoi diém bat ki nao d6 c6 nghia
1a phai dua luc quan tinh f cta hé tai thoi diém d6 tac dung 1én hé. Doi voi hé

hoan toan tu do luc quan tinh fo; cua n6 bang véi ngoai luc (chi s ‘0’ & chan
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ki tu chi rang ki tu d6 thudc hé so sanh, trudng hop nay 1a hé hoan toan tu do
c6 cung khdi lugng va cuing chiu tac dung lyc ngoai gidng nhu hé c6 lién két).
Nhu vay, cac lyc tdc dung Ién h¢ co lién két gém cac luc fi= m;r va cac luc fo;
= mifo (thay cho ngoai luc). Theo nguyén 1y chuyén vi 4o ddi véi lién két giir
(lién két dudi dang dang thirc) va khong gitr (lién két dudi dang bt ding thuc)
diéu kién can va da dé hé ¢ trang thai can bﬁng la[1,tr. 887]:

Z(fl - fOi )5': <0 (2.7)

Biéu thirc (2.7) ciing duoc Fourier (ndm 1798 ) va Ostrogradsky ( nim 1838)
doc lap dua ra.
C6 thé nhan xét ngay rang phan trong ngodc don cua (2.7) biéu thi luc tac dung
1én hé nén phai bang khong dé hé ¢ trang thai can bang.
Trong biéu thirc (2.7) can xem cac chuyén vi r; doc 1ap doi voi luc tac dung.
Cho nén tir (2.7) ¢6 thé viét:

Z=>(f-f,)r—>Min (2.8)

Trong (2.8) r; 1a cac bién doc 1ap can tim dé bao dam cho Z cuc tiéu. Vi chuyén
vi roi ciia hé hoan toan ty do d3 biét nén biéu thirc (2.8) twong duong vai cac
biéu thirc dudi day:

Z =3 (fi—fy)(r—ry)— Min(2.82)

hoac Z =Y m, [%_%i} (r,-r;) — Min(2.8b)

D@ dang nhan thiy (2.8b) 1a tich ctuia khdi lugng m; v6i binh phuong do 1éch vi
tri chat diém va do d6 Z xac dinh theo (2.8) 13 lugng cudng birc ctia nguyén ly
Gauss (v6i do chinh xac bang thira s6 dt¥/ 2 ). So véi (2.5), luong cudng birc
Z xé4c dinh theo (2.8) biéu thi diy du va rd rang tu tudng cua nguyén Iy Gauss
thé hién & chd, thir nhat, n6 cho phép so sanh hé c6 lién két v4i hé hoan toan tu
do, thir hai, dai lugng khong biét (dai lugng bién phan) trong (2.8) 1 chuyén vi
gidng nhu trong (2.1). Cuc tiéu cta (2.8) can va phai dugc tim tir diéu kién (khi

khong c6 cac rang budc nao khéc):
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oz _
s (2.9)

Diéu kién (2.9) ap dung vao (2.8) cho ta phuong trinh can bang cua co hé.
Vidul Vidu nay lay tir [3,tr. 64]. Viét phuong trinh chuyén dong cua khoi
lwgng m chay trén dudng cong y=bx? trong mit phang (xy), khong c¢6 luc ma
sat, dudi tac dung cia truong gia toc g (Hinh 1.1).

Y I;‘I y=hx?

L.

[8)

Hinh 1.1
Céc luc tac dung lén khoi luong m bao gém: lyc quan tinh theo chiéu y, luc
trong truong theo chiéu 4m cua y, luyc quan tinh theo x. Chon hé so sanh 1a h¢
c6 cung khéi luong m nam trong trudng gia tbc g nhung hoan toan tu do.

Luong cudng birc duoc viét theo (2.8) nhu sau:
Z = (my+mg)y+(mx)x — Min(a)
Thé y =bx? vao (a) ta co

Z = (my+mg)bx® +(mx)x — Min (b)
A . LA A 1AL A e acA 1. OL A
Xem chuyén vi x 1a bién ddc 1ap va tur di€u kién v 0 nhéan duoc:

2bxy + 2bgx + X = 0 (C)

Thay § = 2bxx+2bx*> vao (¢) nhan duoc phuong trinh chuyén dong cua khoi

luong m
(4b*x* +1)X +4b*xx* + 2bgx = 0 (d)

Phuong trinh (d) 14 két qua can tim.
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Nhu nhén xét ctia Gauss néu trén, c6 thé noi biéu thirc (2.7) d bién van dé tinh
hoc (can bang luc) thanh van dé toan hoc thuan tuy. That vay, néu ta ding gia

toc 1a dai luong bién phan thi twong ty nhu (2.7) c6 thé viét

S (f,—f,)8Fi<  0(2.10)

v6i diéu kién gia téc ¥ 1a dai lugng doc 1ap ddi véi luc tac dung.
Tir (1.10) c6 thé viét

Z =Y (f-fy)Fi—>Min(2.11)

Trong (2.11) cin xem gia toc ;13 dai lugng bién phan dé bao dam cho Z cuc
tiéu. Vi gia tdc ¥ oj cia hé hoan toan tr do di biét nén biéu thire (2.11) twong
duong voi cac biéu thire dudi day:
Z = (fi—fu)( i Fop — Min (2.11a)
hodc Z => m (%—‘r‘mj( Fi- Foi) — Min
Z =3 m(-iy)’ > Min(2.11b)
Ta thiy (2.11b) tring véi (2.5). Céc gia tc , phai thoa min cac lién két néu

c6 va diéu kién cuc tiéu cua (2.11) 1a biéu thirc (2.6).
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Vidu 2 .Lam lai vi du 1 (Hinh 1) theo nguyén li (2.5) hodc biéu thirc (2.11)
Khéi luong m vira chuyén dong theo x, vira chuyén dong theo y, nhung

do c6 lién két y= bx? nén chi c6 mot bac tu do, thi du 1a x. Cac luc tac dung

1én m bao gdm: Lyc quan tinh theo chiéu y, luc trong trudng theo chiéu 4m cia

y, luc quan tinh theo x. Lugng cudng birc Z viét theo (2.5) la:

Z= m(%-i- ¥)? + mx? — Min (a)

Lay dao ham rang budc y=bx? theo thoi gian hai 1an ta co :

§ = 2bxX + 2bx? (b)

Thay y trong (a) bang (b), nhan duoc

Z = (g + 2bxx + 2bx*)? + %* — Min (C)

Xem gia tock 1a bién doc 1ap va tir diéu kién 6Z /6% =0 ta co6 phuong trinh

chuyén dong cta khéi lwong m nhu sau :

(4b*x? +1)X + 4b*xx* + 2bgx = 0 (d)

Phuong trinh (d) 14 két qua can tim.
Tuong tu, ciing c6 thé dung véan tdc v 13 dai lugng bién phéan, khi dé luong

cuong buc Z duoc viét :

Z =3 (fi—fy)f—>Min(2.12)

i
voi di€u kién van toc r, 1a bién doc 1ap va thoa man cac lién két néu co. Trong
truong hop nay di€u kién cuc tiéu ciia nguyén 1y(2.12) s€ 1a (khi khong c6 rang
budc nao khac) :

oz
& =0 (2.13)

Lam lai bai toan ctia vi du 1 v6i dai luong bién phan 13 van tdc (biéu thic 2.12)
cling cho ta két qua dang dan.
Tom lai, cac nguyén 1y (2.5) hodc (2.11) véi dai lugng bién phan 1a gia toc doc

1ap dbi véi luc tac dung, nguyén 1y (2.8) véi dai luong bién phan 1a chuyén vi
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doc 1ap d6i voi luc tac dung va nguyén 1y (2.12) véi dai luong bién phan 14 van
tbc doc 1ap ddi véi luc tac dung da bién phuong trinh can bang luc (van dé co
hoc ) thanh cac bai toan toan hoc thuan tuy va cé thé dugc phét biéu nhu sau :

Chuyén déng thuc ciia co hé xdy ra khi lwong cudng birc Z

— xdc dinh theo (2.5) thi dwoc tim theo gia toc , diéu kién (2.6 )
— xdc dinh theo (2.8) thi dwoc tim theo chuyén vi, diéu kién (2.9)
~ xdc dinh theo (2.12) thi dwoc tim theo vin toc, diéu kién (2.13)

la cuc tiéu.

Puong nhién, cac dai lugng bién phan gia tbe, chuyén vi va van téc phai
thda méan céc diéu kién lién két cla hé.

Dé c6 thé ap dung cho ca cac bai toan tinh ctia moi trudng lién tuc ta
s& dung nguyén 1y (2.8) voi dai luong bién phan 1a chuyén vi va diéu kién cuc
tiéu 1a (2.9). Nguyén li (2.5) khong cho phép giai cac bai toan tinh. Do d6, cach
trinh bay nguyén 1y Gauss dudi dang nay dd han ché viéc str dung nguyén 1y

trong co hoc.

C6 thé md rong nguyén 1y Gauss bang cach so sanh hé can tinh v6i hé
c6 lién két tuy ¥ chiu tac dung cta lyc gidng nhu hé can tinh ma 10i giai cia no
d4 biét. Khi d6 thay cho luc ngoai ta dung luc lién két va luc quan tinh cua hé
so sanh voi dau nguoc lai dé tac dong 1én hé can tinh. Piéu nay 13 hién nhién

boi vi ngoai lyc luon can bang vai ndi lyc. Xét vi du minh hoa sau

Vi du 3 Hé can tinh 1a khdi lugng m c6 lién két 10 xo do ctng k va lién két
nhét vai hé s6 nhét ¢ chiu tac dung luc p(t) (Hinh 2.2). Xét dao dong théng
dung u(t) ctia m so véi vi tri cAn bang tinh cta nd. Bai toan c6 mot bac dao
dong tu do. Ta chon h¢ so sanh c6 khoi luong mp va lién két 16 xo do cung ko
cung chiu luc p(t) (Hinh 2.2.b).
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Hinh 2.2 a) H¢ can tinh; b) HE so sanh.

Dao ddng uo(t) ctia hé so sanh (so véi vi tri cAn bang tinh ctia nd) xac dinh tir
phuong tinh can bang sau :

M,y + Koy = p(t) @)
Luyc tac dung 1én khoi lwong m gém cO: luc quan tinh mu, lyc can 10 xo ku, lyc
can nhét cu va luc p(t) dugc thay béng ndi luc cua hé so sanh. Lugng cudng
burc theo (2.8) viét dugc:

Z = (MU +cu +ku—myu, —k,u,)u — Min (b)
Phéan trong ddu ngoic don cta (b) biéu thi luc tic dung va theo nguyén ly
chuyén vi (2.8) can xem chuyén vi u 1a bién doc 1ap ddi véi luc tac dung thi tir
diéu kién 6Z/du =0 nhén duoc phuong trinh can bé‘mg ctia hé can tinh

mti + cu + ku = m, U, +k,u, (C)
hay chu y t61 (a) ta co
mii + cu + ku = p(t) (d)
Nhin vao (c) va (d) thy rang thay cho viéc giai phuong trinh vi phan cn bang
(d) ctia hé can tinh ta c6 thé giai phuong trinh (c) Gmg voi timg thoi diém. Vé
phai cta (c) c6 thé 1 nghiém riéng hodc nghiém co ban (trudng hop p(t) 1a
xung don vi) cia (d) hodac, mot cach té)ng quat, la thé hiéncta p(t) trén hé bat ki
nao khac (101 giai cua hé bat ki khi chiu tic dong cua p(t) ). Nhan xét nay rat

hitu ich béi vi né cho ta mot phuong phap nita dé giai cac phuwong trinh vi phan
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phtc tap, dic biét 1a dbi vai cac bai toan co diéu kién bién ¢ vo han hoac 1a khi
giai bang s6.
Luong cudng bic Z theo (b) c6 thé viét dudi dang sau:

Z =71+722+23 — Min (e)
Z1l= %(ku—kouo)z, Z2=2cuu, Z3= 2m(ti-{t,)u(f)

O day Z1 viét duéi dang binh phuong tdi thiéu. Vi Z1 duoc viét dudi dang
binh phuong tdi thiéu nén céac dai luong Z2 va Z3 phai nhan voi hé s6 2. Cac

biéu thtrc lugng cudng buc (b) va (e), (f) 1a twong duong.

Nhitng nhan xét rat ra tir vi du minh hoa néu trén 4p dung ding cho bat ki hé

nao khac.

Trinh bay trén cho thay c6 thé dung hé co lién két bat ki dé 1am hé so sanh cho

nén c6 thé mé rong biéu thirc (2.8) nhu sau :
Z => (fi-fy)r—Min(2.14)

voi Ti 1la ndi luc bao gom luc quan tinh va luc lién két néu ¢6 cua hé can tinh,
foi 1a nd1 luc va luc lién két da bict cua hé so sanh bat ky chiu tac dung luc ngoai

giong nhu h¢ can tinh.

Chu ¥ rang khi str dung biéu thic (2.14) can xem chuyén vi 1; 1a dai luong doc
1ap d6i voi luc va phai thoa man cac diéu kién lién két néu co. Bai vi cuc tiéu
cua lugng cudng buc Z phai dugc tim theo (2.9) (khi khong c6 cac rang budc
nao khac ) nghia 13 phai giai phuong trinh can bang ctia co hé nén bai toan ludn

c6 nghiém va nghiém 13 duy nhat

Phwong phdp ciia nguyén 1y (2.14) cho phép ding hé so sanh bat ki. Pai lirong
bién phén cua (2.14) la chuyén vi, diéu kién cuc tiéu ciia né la biéu thirc (2.9).
Phuong phap nay do GS. TSKH Ha Huy Cuong dé xuét va duoc goi 1a phuong

phép nguyén 1y cuc tri Gauss.
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Biéu thirc (2.7) trong cac gido trinh co hoc thudng mang dau bang, nghia 1a
chi xét trudong hop lién két gitr va khi d6 tir (2.7) sé nhan dugc nguyén 1y cong
40. Co thé nodi biéu thirc (2.7) véi dau nho thua hodc bang 1a sy khac biét co
ban gitra nguyén 1y co hoc cua Gauss v6i co hoc dua trén nguyén Iy cong 40
hién dung.
2.3. Co hé méi truong lién tuc: &ng suét va bién dang

Trong myc nay trinh bay phuong phap nguyén 1y Gauss d6i v6i co hé moi
truong lién tuc. Mudn vay can biét khai niém ung suat va bién dang ctia moi
truong lién tyc. Dé trinh bay gon dudi day dung cac dai lugng tenxo véi cach
hiéu nhu sau [4 ,tr.196]:
aa =a’+a, +a,
Qy = ay; +ay, + Ay,
va hé sb Kronecker
oj = 1 khi i=j
Sij = 0 khi i=#]j
véi i=1,23; j=1,23;k=1,2,3 ddivsikhong gian 3 chiéu.
Co thé noi ddi tuong nghién ctiru cia co hé moi truonglién tuc trong toa do
vudng goc 1a phan t6 khdi chir nhat (ba chiéu, kich thudc vo cung bé ) hoidc
phan t6 chir nhat (hai chiéu, kich thudc vo cing bé ) duge tach ra tir moi truong
(hinh 2.3).

Xz

143
Azt 1

Hinh 2.3. Trang thai tmg suét phan t6
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Khi d6 li thuyét tmg suét cho thay ngoai cac luc thong thuong (luc giy céac
chuyén vi tinh tién trong co hé chat diém) trén bé mat phan t6 con c6 cac ing
suit tac dung . Co 9 tng suét o; tac dung lén bé mit phan td. Thi nguyén cua
ung suét bﬁng luc chia cho don vi dién tich.

Tir didu kién can bang lyc va momen s& nhan duoc phuong trinh can bang tinh
ctia phan td

ot bi =0 (2.15)

Trong (2.15) oj la tmg sudt, o, bicu thi dao ham cua tmg suét theo toa do

khong gian, dc,/0x; = o ;, bi 1a luc khéi (lyc khdi xem nhu 1a lyc can). Néu

i j
khong c6 luc momen khdi thi tir phuwong trinh can bang s& ¢6 :

0;= 0} (2.16)

S6 g suat doc 1ap tac dung 1én bé mat phan t6 chi con 6 . Li thuyét ing suat
cho thay khi biét trang thai Gmg suat phan to thi s& xac dinh duoc trang thai
luc tai diém do ctia moi trudng va nguoc lai .

Khi chiu tac dung ngoai luc, phan t6 chuyén dong va bién hinh. Ly thuyét bién
dang cho thay ngoai cac chuyén vi u; phan t6 con chiu cac bién dang & . Néu
xem bién dang 13 bé (binh phuong hoic tich hai bién dang 14 nho so véi chinh

no ) thi cac bién dang dugc xac dinh theo cac phuong trinh sau:
1
gij = S (uj+ Ui) (2.17)

Cac g la cac dai lugng khong thir nguyén. Tuong tu nhu tenxo ojj, tenxo
Eiij d6i xtmg va c6 6 bién dang doc 1ap twong ing v6i 6 tng suit.

Tir (2.17) thiy rang trang thai chuyén vi xac dinh duy nht trang thai bién
dang, nhung nguoc lai khong dung béi vi c6 nhitng chuyén vi khong gy bién
dang (chuyén vi ciia vat ran tuyét d6i). Ngoai cac phuong trinh néu trén, dé bao
dam tinh lién tuc ctia méi trudong con co cac cac phuong trinh vé diéu kién

khong bi gian doan.
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Tuy theo tinh chit co hoc cua vat liéu moi truong ma co6 cac lién h¢ khac
nhau giita ing suat va bién dang. Do c6 6 ing suét va 6 bién dang nén mot cach
tong quat can biét 36 thong sé tinh chat vat liéu. Tuy nhién tir diéu kién biéu
thi nang luong bién dang phai giéng nhau con s 36 rat xudng con 21. Béi véi
vat liéu déng huong chi con 2 thong sb tinh chat vat liéu doc 1ap duoc chon
trong s cac thong sb sau: hai hang s6 Lamé pva A, médun Young E , médun
treot G va hé s6 Poisson v, gifta chiing ¢ cac lién hé sau day :

A= L ’ n = G = E
2(1+v)

T L+v)I-2v) (2.18)

Dbi v6i vat liéu ddng nhat , dang hudng, tuan theo dinh luat Hic (Hooke)
thi lién hé gitra ing suat va bién dang s&1a:
14

> Skkﬁij ) (2.19)

— 4V

cij = 2G (g + 1

Tir cong thirc (2.19) thay rang tng suat oj; khong nhitng phu thudc vao
bién dang s;; theo phuong clia n6 ma con phu thudc vao cac bién dang theo cac
phuong khéc thong qua hé sd Poisson v. Hé s6 2G dé tién trinh bay sau nay s&
duoc goi 1a do cing cua bién dang.

Nhiing trinh bay trén cho thay d6i véi co hé mdi truong lién tuc can xem
cac bién dang ¢;; la doc lap ddi v6i nhau va duoc xac dinh theo phuong trinh
(2.17), can xét cac phuong trinh vé diéu kién khéng bi gian doan ctua moi
truong va lién hé gitra tng sudt va bién dang. D6i v6i méi trudng dan hoi, dong
nhat, dang hudng lién hé tng suét - bién dang ldy theo (2.19) va diéu kién khong
bi gian doan ctia moi truong tu dong thod man khi biéu thi ung suét qua chuyén
V1.

Tém lai, khac véi co hé chat diém, trong moi truong lién tuc ngoai luc
khéi va luc quan tinh 1a cac luc tic dung gay chuyén vi, con phai xét thém cac

ung suat Gjj gdy ra cac bién dang &jj.
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T nhan xét vira néu, c6 thé s& c6 ich dbi véi nhan thire khi dua ra cac
nhan dinh tong quat vé mdi twong quan giita co hoc chit diém va co hé moi
truong lién tuc nhu sau:
~ Khai niém co ban cta co chit diém 1a chit diém, cac luc tac dung 1én chét
diém gy ra cac chuyén vi, ddc trung cta chat diém la khéi luong;

— Khai niém co ban ctiia co h¢ méi truong li€n tuc 1a mat cit phan td, cac ung
suat gdy ra cac bién dang, cac ddc trung ciia mat cat phan t6 1a cac do cimg bién
dang twong tmg véi cac ung suat. Cac do ctng ndy xdc dinh tiy theo tinh chat
vat liéu moi trudng. Trong co hé mdi truong lién tuc con co luc khodi va luc
quan tinh gy chuyén vi gidng nhu trong co hé chit diém. Do d0, c6 thé tom

tat mo1 twong quan vua néu dudi dang:

Chdt diém < Mat cat phén té
Lyc < Lyc
Cdc ting sudt
Chuyén vi < Chuyén vi

Bién dang
Khoi lwong < Khoi luong

Cdc dg cirng bién dang

Ki hiéu < chi sy twong duong gitta cac khai niém. Vi cach hiéu nay
cling d& dang x4y dung phiém ham luong cudng birc twong tu nhu (2.14) dbi
v6i co hé moi trudng lién tuc bat ky dugce trinh bay sau déy.

Trudc tién, ta ding hé so sanh 1 hé chat diém c6 cung khdi lugng, cling
chiu tac dung luc ngoai va hoan toan ty do. DPdi voi moi truong lién tuc can xét
thém tng suét va bién dang nén luong cudng birc Z cia hé viét twong tu (2.14)
nhu sau:

Z...=.Z1+7Z2 — Min
21=[oye,dV , Z2=(ptiy, +bu, — pligu;)dF (2.20)
v v
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Trong (2.20) V la thé tich vat thé, p 1a khéi luong don vi. Luc quan tinh 1a
luc can nén trong (2.20) mang dau cong. Lugng cudng buc Z1 xét ing suét
cia moi trudng lién tuc can tinh, hé chit diém so sanh khong c6 mg suét.
Luong cudng buc Z2 xét luc khdi va luc quén tinh cua moi trudng lién tuc, luc
quan tinh cta hé chat diém so sanh. Céc luc nay déu gay chuyén vi u.

Theo phuong phap nguyén 1y cuc tri Gauss, trong (2.20) cAn xem céc
bién dang g;la doc lap d6i voi cac g suat o va cac chuyén vi u; 1a doc lap
d6i vé6i luc tac dung (¢ ddy 1a luc khéi va luc quan tinh) va doc 1ap dbi véi nhau.
Diéu kién cyc tiéu cua (2.20) 1a

9z1 322 _((2.21.0)

Og;  Ou,

Néu bién dang ¢ biéu thi qua chuyén vi (cong thirc (2.17)) thi diéu kién cuc

tiéu cta (2.20) duoc viét nhu sau:

O
dg;; ou;  ou

Tir diéu kién (2.21.a) nhan dugc

ot bi+pli-plg = 0 (2.22)

Phuong trinh (2.22) 12 phuong trinh vi phan cin bang ctia co hé méi truong lién
tuc dudi dang tmg suét.

Néu tai diém dang xét khong c6 luc ngoai tac dung thi pliy, bi triét tieu,
phuong trinh (2.22) 13 phuong trinh can bang dong luc hoc thuong gip ciia co
hé moi truong lién tuc. Trudng hop bai toan tinh, pu, cling bang khong,
phuong trinh (2.22) khi d6 trung véi (2.15).

Dé dang nhan dugc phuong trinh vi phan can bang dudi dang chuyén vi
bang cach dua lién hé ung suat - bién dang vao phuong trinh (2.22) hodc vao

phiém ham (2.20).Trong muc (2.5) dudi day sé tré lai van dé nay.

Can néu nhén xét rang biéu thirc (2.20) cho phép so sanh co hé moi

truong lién tuc voi co hé chit diém hoan toan tu do khi hai hé cung chiu luc
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ngoai nhu nhau. Trong (2.20) khong chtra cac thong s tinh chét vat liéu cia
moi trudng nén nd dang véi moi truong bat ky.

Xét cac truong hop khac ctia phiém ham luong cudng bire (2.20):
— Truong hop khong dung h¢ so sanh thi phai dua lyc ngoai pi vao (2.20).
Luc pi thuong tac dung 1én bé mat Q cua vat nén ta viét

Z = I(aijgij + pl,u; —biui)dv—j p u,dQ — Min (2.23)
\ Q

~ (€6 thé dung hé so sanh ciing 1a co hé mdi truong lién tuc c6 lién két bat ky
voi diéu kién hai hé cung chiu luc ngoai giéng nhau:

Z = “(Gij —0g;)&; + (PU; — polig )u; — (b, _bOi)Ui}jV — Min (2.24)

Gidng nhu di trinh bay ¢ vi du 3, thuc chét ctia phuong phap nguyén 1y cuc tri
Gauss la dung ndi luc ctia hé so sanh tac dung 1én hé can tim.
— P6i v6i bai toan tinh, luc quan tinh triét tiéu, khi khong xét luc khéi, biéu
thuc (2.24) c6 dang:

Z =I(Uij —0y;)&;dv — Min (2.25)

\%
~ Doi voi bai toan tinh, khong xét lyc khoi, khong dung hé so sanh, tir (2.23)
ta co:
Z = jaijgijdv—f p,u,dQ — Min (2.26)
\% Q

Céc chuyén vi u; va bién dang gij (xac dinh theo (2.17)) trong cac phiém ham
(2.20, 2.23, 2.24, 2.25) va (2.26) 1a nhitng dai luong doc lap ddi véi luc tac
dung va tng suét va phai thoa mén cac diéu kién lién két néu c6. Chuyén dong
thuc cua co hé moi trudong lién tuc xdy ra khi cuc tiéu céac phiém ham lugng
cudng birc vira néu theo diéu kién (2.21) néu khong co cac diéu kién lién két
nao khac.

Pé6i voi moi truong dan hoi, quan h¢ ung suit — bién dang xéc dinh theo
(2.19), ta c6 thé viét luong cudng bic dudi dang binh phuong tdi thiéu nhu

nhan xét da néu ¢ vi du 3:
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_ 1 .
Z = Jg(aij —O'Oij)zdv+2\J;(fmi — £, )u,dv — Min (2.27a)
hoiic Z = [2G(s;—&q;)"dv +2[m, (i — g )u,dv — Min
\% \%

Tuong ty, khi khong dung hé so sanh thi phai xét luc ngoai, ¢ thé viét lai (2.26)

nhu dudi day

-1 -
Z = jz(aij)dezJ fmiuidv—zi p,u,dQ — Min (2.27h)

<

hodc Z =I26(5ij)zdv+ ZI (m, U )u.dv — Zj p,u,dQ — Min
\ Q

v
Trong (2.27) f =mu, va f,. =myi, 1aluwc quan tinh ciahé can tinh va hé
so sanh, lién hé gitta ing sudt va bién dang xac dinh theo biéu thuc (2.19).
Trong (2.27), can xem cac bién dang g; 1a cac dai lugng bién phan doc lap dbi
v6i céc tmg suat o, cdc chuyén vi u, 1a doc 1ap ddi véi luc tac dung p va luc
quan tinh.

Tich phan thr nhat trong (2.27) lién quan dén ng suit dan hdi c6 trong
s6 14 2G, Tré 1én trinh bay cac phiém ham luong cudng birc, ddi v6i co hé chat
diém 1a cac biéu thirc (2.14), dbi véi moi truong lién tuc 13 biéu thic (2.20)
va céc truong hop khac cia nd 1a cac biéu thuc (2.23), (2.24), (2.25), (2.26) va
(2.27). Trongcac phiém ham nay canxem cac bién dang ejjxéac dinh theo (2.17)
va cac chuyén vi Uila cac dai luong khong biét doc 1ap dbi véi tmg suat va luc
tac dung, thda man cac diéu kién lién két néu c6 va cac diéu kién khong bi gidn
doan (riéng d6i v6i moi truong lién tuc). Cuc tiéu cac phiém ham nay theo diéu
kién (2.21) cho ta chuyén vj thuc cta co hé can tinh.

Phuong phap nguyén li cuc tri Gauss la phuong phap mai trong co hoc

moi truong lién tuc.
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2.4. Co hoc két cau
Moén strc bén vat liéu va co hoc két ciu nghién cuu trang thai ung suét

bién dang cua dam, thanh, tim, khung, dan v.v...1a nhiing két cAu c6 mot hoic
hai kich thudc nhé thua nhiéu 1an so véi cac kich thudc con lai. Trong trudng
hop nay dé don gian nhung két qua tinh vin bao dam do chinh xac du dung
trong thuc té (kiém tra bang thi nghiém), c¢6 thé dung mit cit két cAu thay cho
mit cat phan t6 va cic ing suat tac dung 1én mat cat dugc qui vé thanh cac noi
luc tac dung 1én mat trung binh (dudng trung binh d6i véi dam) nhu luc doc N,
momen uén M, luc cit Q v.v... Mudn vay can dua vao cac gia thiét sau day:
— Khi chiu lyc doc truc, img suit phap dugc xem la phan bd déu trén tiét dién.
— Khi chiju lyc ngang (tac dung thang goc véi mit trung binh) co cac gia thiét
sau day:

Mait trung binh cta tAm va truc trung binh ctia dam khong co6 noi lyc va do
d6 khong bi bién dang.

Gia thiét tiét dién phang: tiét dién sau khi bién dang van phang.

Khéng xét (mg suat nén giita cac 16p theo chiéu cao tiét dién, nghia 1a xem
cac 16p song song voi mat trung binh (tdm) lam viée ¢ trang thai tng suét phang.

X3

- ’ I ~ //’/
'Q” ./ . XLMzz

- e 1
- o
- /L 1 M, . 1

Hinh 2.4. N61 lyc ctia phan t6 tAm

Str dung céc gia thiét trén, cdc momen uon va xoan va lyc cat tac dung

1én mat cat két cau xac dinh theo cac biéu thic dudi day (hinh 2.4):
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hi2 hi2 hi2
M, = jo-llx3dx3 , M, = IO'ZZX3dX3 y My =M, = J012X3dX3

-h/2 -h/2 -h/2

h/2 hi/2

Qu = Ialadxs v Qp = jazsdxa (228)

-h/2 -h/2

& day h 1a chiéu cao tiét dién.

Pé ¢ thé ap dung phuong phap nguyén 1y cuc tri Gauss can biét cac
‘bién dang’ cua tiét dién do momen udn giy ra. Vi cac gia thiét néu trén chi
can biét chuyén vi thang dimg w cua truc hodc mit trung binh ctia két cau (con
goi 1a duong do vong, dudng dan hoi) thi trong trudng hop udn thuan tuy co
thé tinh dugc cac chuyén vi theo cac phuong con lai va dung cac phuong trinh
(2.17) dé xac dinh cac bién dang. Két qua cho thiy cac bién dangtrong mat
phang tdm (hodc thd dam) phan bd tuyén tinh theo chiéu cao va ti 18 voi do
cong yij cua mat vong (1=1,2; j=1,2):
& = X3xij
ru=-W,u1, x2= W2 , y12=-Wi. (2.29)

Dau trir trong cong thirc xac dinh d6 cong (2.29) 13 do xem chuyén vi w c6
chiéu duong hudng xuéng dudi va dau ndi lyc nhu trén hinh 2.4. Nhu vay, do
cong y ij cua cac 16p song song vo1 mat trung binh la gidng nhau va dé 13 ‘bién
dang’ do momen M jj gay ra. Biét dugc bién dang &ij xac dinh theo (2.29) s€
tinh dugc momen M;; theo (2.28). Lién hé gitra momen udn va ‘bién dang uén’
cua tiét dién nhu sau:

My, = D(xu +V25) s My, = D(1o, +vi), My, = DL-v) 1,,(2.30)
& day D 1a d6 cing udn

3 , , 3
dbivoidim D =EJ= EV | 4ivéithm D= o1
12 lZil—V ’

va D (1-v) duogc goi 1a do ctng xodn (d6 cimg cua bién dang xoan).
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(6 day can chu ¥ rang do c6 lién két gdi tya nén mit trung binh c6 thé bi bién
dang trong mit phang cta no, gia thiét mat trung binh 13 mat trung hoa néu
trén khong duogc thod man.Trong truong hop nay do vong phai 1a bé so voi
chiéu cao dam hodc chiéu day tAm dé c6 thé bo qua tmg suat tic dung trong

mat trung binh).

Trong trudng hop c6 luc cat Q;i thi ching duoc xac dinh tir diéu kién can bang

phan td, ta co:

_oM, M, _ My, |, My,
Qu o%, ox, Q22 ox, ox,
hay Qu =D [(ru)i1+(r12)2], Q2u=D[(xr12)1+ (r22)2] (2.31)

Tir cong thic (2.28) c6 thé thdy do cung chiu cat cua tiét dién 13 Gh va bién
dang truot y,Va y,, tuong Gmg vai luc cat s& bang goc xoay ciia duong dan
hoi:

o

Y1 =Wy = 8X1

ow
) Vo =W, = & (232)

Trong 1y thuyét két ciu chiu udn néu trén, d6 vong cua két cdu chi do mo-men

ubn gay ra, khong xét bién dang truot do luc cat gay ra.

Pdi v6i cac luc Nij tac dung 1én mat trung binh cua tiét dién thi cac bién
dang g; (i=1,2;j=1,2) van xéc dinh theo (2.17). P cing cua tiét dién chiu nén
kéo s€ l1a Eh.

Trong cac cong thic vira néu lay i=1,j=1 d6i véi bai toan mot chiéu
(thanh, dam), chiéu rong dam bang don vi.

Do str dung momen udn cia tiét dién nén phai dua thém cac lién két vé
xoay dé mo ta cac diéu kién bién cua no: lién két khép cho phép tiét dién xoay
tu do, momen bang khéng; lién két ngam khong cho tiét dién xoay, momen
khac khong.



28

Sau khi da biét ‘céac bién dang’ tuong trng vdi cac ndi luc cua tiet dién
(momen udn, lyc cat, lyc doc truc v.v..) va d ciing cua chung thi dé dang xay

dung céc bai toan co hoc két ciu theo phuwong phap nguyén li cy tri Gauss.

Ta c6 thé viét mot cach tong quat lugng cudng birc Z ciia bai toan co hoc

két cau dudi dang tuong tu nhu (2.25) (bai toan tinh):
Z= IV [(Mij - MOij)Zij + Qi —Qui)vi T (Nij - NOij)gij }dV_> Min (2-333-)
hoic dudi dang binh phuong t6i thiéu

Z= [y 5 1 (Noi luc hé can tinh- Noi lyc hé so sanh)?dv — Min (2.33b)
ocung

va trong truong hop khong dung hé so sanh ta co

Z= [v —L_(Noi lye hé can tinh)?dv -2[ p,w,d — Min (2.33c)
Docung o

& day V 1a chiéu dai ddm hodc dién tich tam, Q 1a chiéu dai hodc dién tich
pham vi dat luc. Trong (2.33) can xem céac do cong y ijla cac dai lugng doc lap
ddi véi ndi luc momen udén M ij , CAC bién dang trugt y, va y,,la cac dai lugng
doc lap ddi véi lue cat Q11 va Q, cac bién dang trong mat trung binh ¢;la
cac dai lugng doc lap ddi véi Njjva déu 1a cac dai luong bién phan cua bai toan.
Diéu d6 chi ra rang cuc tiéu ctia luong cudng birc Z , biéu thirc(2.33) , chi ¢6

thé tim tir diéu kién:

Oxi ) oc..
0Z Oy , OZ Oy OZ O | OZ =0(2.34)
Oxi; OW  0y;; OW  Og; OW ~ OW
Bai vi cac bién dang udn, bién dang cit v.v...1a ham cua do vong va do
vong 1a ham cua toa d6 nén diéu kién (2.34) duoc tinh bang phép tinh bién phan

va s& cho ta phuong trinh can bang tinh ctia két ciu (xem muc 2.5 dudi day).
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Phuong phap nguyén 1y cuc tri Gauss véi biéu thire lugng cudng buc Z viét
theo (2.33) va diéu kién cuc tiéu (2.34) 1a phuong phap méi, tong quat trong co

hoc két cau.

2.5. Phwong phap nguyén ly cue tri Gauss va cac phwong trinh cin bing
cia co h¢
Theo phuong phéap nguyén 1y cuc tri Gauss, néu nhu biét duoc cac luc va noi
luc clia co hé va cac chuyén vi va bién dang do chung gay ra thi co6 thé viét
duoc lugng cudng buc Z ctia hé. Dung phép tinh bién phan véi dai lugng bién
phan 13 cac chuyén vi doc 1ap d6i véi luc tac dung va bién dang doc 1ap voi tng
suit s& nhan duoc phuong trinh vi phan can bang cta hé (phuwong trinh O-le
(Euler) cua phiém ham Z ). Sau ddy trinh bay cac vi du sir dung phuong phap

vura néu dé tim phuong trinh can bang.

2.5.1. Phwong trinh cin bing tinh d6i v6i mdi trwong dan hoi, ddng nhit,
diang huéng

Ba phuong trinh vi phan can bang cua co hé duéi dang ung suat la

phuong trinh (2.22). Thé cac g suat o xac dinh theo (2.19) vao (2.22) s& c¢6

cac phuong trinh vi phan can bang cua co hé dan hdi dong nhat dang hudng

dudi dang chuyén vi. O day trinh bay cach tinh truc tiép dé nhan dugc céac
phuong trinh d6 (truong hop bai toan tinh).

Lién hé bién dang - chuyén vi (2.17) va ting suét - bién dang (2.19) duoc

viét lai trong hé toa do (x,y,z) dudi dang thuong dung véi u,v va w la cac

chuyén vi twong mg theo céac chiéu (x,y,z) nhu sau:

& = a_u &y = 8_V &, = @
X 8)( 1 Yy ay ' Z 82 '
ou , ov ou , ow ov ow
= — 4+ — = —+4+ — = — 4+ —
Y xy oy o V xz oz ox Vyz Pe y
0= 26(%+ Y 9), 6,=26(L+—Y_0), 5,226 (M+Y_g)
ox 1-2v oy 1-2v oz 1-2v



30

=G ryy =G yxe v 1y =G 7yz(2-34)
5didy 0= e + & + & - bién dang thé tich ctia phan t6.

Ta viét luong cudng birc Z theo (2.25) cho mdi tmg suat va luc khdi b:

1-2v 1-2v

\ \

z1=] 26(& + L)X qv, z2=[ 26(%+ L9 av,
OX OX oy oy

_ oW v ow _ ou ov
Z3= J 2G (6_+ o 9)5 dv, Z4= J G;/Xy(§+ &)dV,

_ a, ow - v, ow
25 — \‘!‘ G Y xz (az + o )dV y ZG \.!. G ]/yz (az + ay )dV
Z7= [ baudV, Z8=[ bydV, Z9= [ bwdV (2.35)

Luong cudng birc Z bang tong cac luong cudng birc thanh phan :
Z = Z1+72+473+Z4+75+726+Z7+Z28+79 — Min

Tr diéu kién cuc tiéu (1.21) cta phiém ham Z viét lai dudi dang

dg; Ou  ou | de; v v Oy oW Ow

1]

o, o, GES
02 0% (0L _ 0L O _ OZC% O _(236)

s& nhan duoc ba phuong trinh vi phan can bang tinh. Bai vi u, v va w 1a céac
ham cua toa do (x,y,z), khong phai 1a bién doc 1ap , nén phép tinh (2.36) 1a phép
tinh bién phan. Phuong trinh can bang thir nhat véi u 1a ham chua biét nhan

dugc véi chu ¥ rang
- dai lwong bién phan cta Z1 (tng voi oy ) 1a & hay Z_;J(’ nhu vay

v o
1-2v 0OX

%
1-2v

071 _
o€

0)

0 ou o%u
- — + = - —+
OX 2G(6x ) 2G ( ox?

X

- dai lugng bién phén clia Z4 (g v&i 7xy) 1a 7y co thanh phan %u , Nén
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0Z4 0 0°u 0%V
=-G —yy=-G(7+ )

37,y oy oy?  oxoy

- dai luong bién phan cta Z5 (tng voi 7x) 1d 7y c6 thanh phan Z—lzj , Nén

0Z5
07

2
8u+
2

0w
0z )

070X

0
=-G E?’xz ='G(

- dai lwong bién phan cua Z7 13 u, nén

oL7 _

- X

ou
Téng cong

071 + 6Z4+8ZS+8Z7
ou ou ou ou

=0

sau khi rat gon s€ la :

o%u , 0*u , 8%u G ,0

G +—+ + — 6)+bx=0 (2.37
(ax2 oy? 822) 1—2v(8x 0)*b=0(2.37)

Phuong trinh can bang thir hai nhan duoc véi v 13 ham chua biét. Trong

(2.35) céc dai luong bién phan cua v cé & Z2, Z4, Z6 va Z8. Phuong trinh cén

bang thir ba nhan dugc véi w 1a ham chua biét. Trong (2.35) cac dai luong bién

phan ctia w ¢ & Z3, Z5, Z6 va Z9. Bang cach tinh bién phan tuwong tu s& c6

thém hai phuong trinh can bang sau:

0°v , 0%v , 0%v G ,90
+ + + — 0)+b,= 2.
G(8x2 oy’® 622) 1—2v(6y 0)+by= 0 (238)
o’w , 0°w |, d*w G ,0 _
o o o i, (G 0= 0 (2:39)

Ba phuong trinh (2.37), (2.38) va (2.39) la cac phuong trinh vi phan can
bang ctia co hé dan hoi, dong nhat va dang hudng va duoc goi 1a phuwong trinh

Navier [4] Duéi dang tenxo cac phuong trinh ndy dugc viét gon nhu sau:
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GUj,kk+ 1 GZ Ukkj + bj =0 (2.40)

—cZV

2.5.2. Phwong trinh vi phin ciia mit véng ciia tim chiu uén
Xét tam c6 chiéu day khong doi Viét lai cac biéu thuc (2.30) dbi voi cac
ndi lyc momen udn va xoén va (2.31) ddi vai luc cét tac dung I1én phan t6 tim

trong h¢ toa do (x,y) ta co :

_ 0w o*w _ 0w 0w _ o°w
MX_ 'D (ax2 + V_Z) y My —'D( ayz + Va7) y Mxy—'D(l'V)aXay
Q= -D(ZW+ Wy Q=-D(ZW+ Wy (241
ox® awoy’ Y oy oxloy

Biét duoc cac luc tac dung 1én phan to thi d& dang viét duoc lugng cudng
btc Z, thi du, dudi dang binh phuong ti thiéu theo (2.33.b) (khi khéng co

ngoai luc):

o*w O*Wy o*w O*Wy
= + Q, z2= [ D(ZY+ Q
Z1 iD(aX2 V@yz) dQ , £ (—; vaxz) dQ,
73=2[ D(L-v)( W2 40y (2.42)
5 OXoy

& day Q 1a dién tich tim. Luong cudng birc Z bang tong cac luong cudng

btrc do mdi thanh phan noi lyc momen uén va xoan gy ra :
Z =71 + Z2 + Z3 —Min(2.43)

Chu ¥ rang trong (2.43) ta chi xét ndi lyc momen, chua xét téi luc cat ,
phan t6 khong c6 luc ngoai tac dung. Hé s6 2 trong Z3 dé xét momen xoan tac
dung bang nhau 18n hai chiéu x,y. Cac ‘bién dang’ twong tmg véi cac ndi luc
momen xac dinh theo (2.29) :

_o°w o°w 0?

w
o= =Y =S (244
X axz Zyy 2 X xy axay( )
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Céc ‘bién dang’ nay can dugc xem la doc 1ap doi voi cac ndi lyuc momen udn
va xoan va la cac dai luong bién phan cua bai toan. Do d6 tir di€u kién cuc ti€u
(2.36) ta co:

071 oy az az o*w o'w, o'w

. = = 2D (9 YW+
Oy OW ( 8y2) (8X“ Vaxzayz)
az2 o, 0% o*w ,  o'w o'w,  o'w

- 2D + = 2D +
0y OW o Lo T e % Vﬁxzé‘yz)
0 Lo

023 Xy =4 D(l'V) 0 ( 0 W) = D(l' V) (2 45)
0y, OW OXay — oxoy

Tong cong cac thanh phan ciia (1.45) nhan duoc phuong trinh vi phan d6 véng
ctia tAm chiu uén :

4 4 4
8W+2D o'W +D6W

D _
8X4 6X28y2 ay4

= 0 (2.46)
Phuong trinh (2.46) thuong dugc goi la phuong trinh Sophie Germain (ndm
1811).

Khi xay dung luong cudng birc Z (biéu thuc 2.43) khong xét téi luc cat boi vi
Iy thuyét két cau chiu udn trinh bay trén khong xét bién dang cua luc cat. Tuy
nhién, trong pham vi caa Iy thuyét ndy, néu dung luc cit xac dinh theo (2.31)

va bién dang truot theo (2.32) thi luong cudng bic Z duoc viét nhu sau

_ ow ow i
7 = iQXX(aX)dQJriQW(ay)dQ — Min (2.47)

, . ow . ., . e A A 1a Ke o e
Xem cac goc xoay ™ va % la cac dai luong bién phan ddc lap doi véi luc

cat Qxva Qyva bang phép tinh bién phan lai nhan dugc phuong trinh vi phan
(2.46).

Pbi v6i dam, lugng cudng birc viét theo (2.33.a) sé 1 :
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82
axvzv( z)dl - awdl,(2.48)

Z=-IIEJ

2

Trong (2.48) I 1a chidu dai dim, z, = -2

X2

1a bién dang ubn (d6 cong) cua
dam, l,1a chiéu dai doan dam c6 luc q tic dung. Phuong trinh vi phan dudng
d6 vong cua dam:

0z d;(xer@_Z - EJ d'w

Oy, dw ow dx*

q=0 (2.49)
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CHUONG 3
TINH TOAN ON PINH UON DQC CUA THANH
BANG PHUONG PHAP PHAN TU HUU HAN

Trong chuong trinh bay bai toan 6n dinh caa thanh chiu uén doc. Bong
thoi trinh bay noi dung co ban cua phuong phap phan ti hiru han va ap dung
né dé xac dinh luc t&i han cua thanh véi cac diéu kién bién khac nhau.

3.1. Bai toan on dinh cia thanh chiu nén
Phuong phép chung dé danh gia sy mat 6n dinh cua co hé 13 dua hé ra
khéi vi tri can béng ban dau ctia né va kiém tra xem no6 c6 ton tai trang thai can
bang méi khong. Néu nhu tim duoc trang thai can bang méi khac véi trang thai
can béng ban dau thi c6 thé xem hé 13 mat 6n dinh va luc gilt cho h¢ ¢ trang
thai can béng mao1 nay goi la luc téi han, truong hop nguoc lai hé 1a 6n dinh.
Pé don gian trinh bay ma khong mat di tinh
tong quat ciia phuong phap, ta xét thanh “t
chiu nén mot dau ngam mot dau ty do, chiu
luc nhu (hinh 3.1a). Thanh c¢6 trang thai can

bang ban dau 1a trang thai chiu nén thang -~

dung.Otrang thai can bang nay thanh bi co
ngan lai motdoan 14 A=PI/EF , EF 1ado

Ny —— Y N Yy
O] ®
cung kéo nén cua thanh, E la m6é dun dan  3nh 3.1 Thanh ngam — Ti do

hoi cua vat liéu, | 1a chiéu dai ban dau ctia
thanh,P 1a lyc tac dung.

Dé xét trang thai can bang ndy cua thanh c¢6 6n dinh hay khong ta cho
mot diém bat ky trén thanh I¢ch ra khoi vi tri can b::ing ban dau mot doan yo Nao
d6. Khi d6 thanh sé& bj chuyén vi theo duong dan hdi y(x) va luc P ngoai tac
dung nén con gay ra mémen uén M, = P(y-Yo). Bay gio trong thanh c6 noi luc

momen uén M va luyc cat Q khac véi trang thai ban dau chi chiu nén (hinh 3.1b)
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va momen ngoai luc M,. P9 co ngan A ciia thanh thudng 14 nho so véi chiéu
dai thanh cho nén dé don gian ta xem chiéu dai thanh sau bién dang vin bang
.

Luong cudng birc theo phuong phap nguyén ly cuc tri Gauss ctia bai toan
nay duoc viét nhu sau:

Z=[(M-M,)xdx—> min(3.3)

2

Bién dang udn ;(:—d Y M= EJy (3.4)

dx?

Chl y: momen ndi luc va momen ngoai lyc luén khac dau nhau.
Trong (3.3), ¢ dai luong bién phan, do d6 diéu kién can va du dé thanh &
trang thai can bang 1a

&Z =[(M —M,)&xdx=0(3.5)

Hay & =[(M-M p)a(— ‘;;ﬁ’jdx -0 (3.5)

Str dung phép tinh bién phan ddi v6i phuong trinh (3.5a) nhan duogc hai

phuong trinh can bang sau

d*(M -M )
— =0 3.6a
e (3.6a)
d(M-M
(— gj =0 (3.6b)
dx
Thay M xéc dinh theo (3.4) vao hai phuong trinh (3.6) ta c6
d'y d’y
EJ P =0 3.7a
[ dx* J e (3.72)

EJ [d—zj PV _0(3.7h)
dx dx

Hai phuong trinh (3.7) 13 hai phwong trinh vi phan cén bang cua thanh

chiu uén doc bai lyc P dat & dau thanh. D6 13 hai phuong trinh vi phan tuyén
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tinh thuan nhat (khong c6 vé phai) ma phuong phap giai chung cing voi cac
diéu kién bién & hai dau thanh da dugc trinh bay ¢ chuong 1.
Du6i day trinh bay phuong phép chuyén vi cudng birc giai hé phwong trinh
(3.7).
3.2. Phuwong phap chuyén vi cuéng birc
Phuong phap chuyén vi cudng birc nham dua phwong trdnh 6n dinh udn

doc cta thanh (3.7) 1a phuong trdnh cdn bang giira ndi luc va ngoai luc vé
phuong trdnh ¢t vé phai bang coch cho mot diém nao d6 trong thanh, vi du
diém x=x1, mot chuyén vi yo:

9=Y,n ¥ =0(3.8)
Pua bai toan tdm cuec tri cta (3.3) v6i diéu kién rang budc (3.8) vé bai toan cuc
tri khong rang budc bang cach xay dung phiém ham mé rong Lagrange F nhu
Sau.

F=2Z+1g — min

F=[(M=M,)xdx+ Ay, = ¥o) > min(3.9)

Trong d6 A 1a thura s6 Lagrange va cling 1a an cua bai todn.Tur diéu kién

OF =[(M =M )sdx+05(4g) =0

nhan dugc hai phuong trinh sau:

: 2y (=4 khi x=
EJ(d—yj+Pd—y:{ ' %77 (3.10a)

dx* dx? 0 khi x=x
3
EJ [d_{j W g
dx dx  (3.10b)

cung v6i phuong trdnh (3.8). Phuong trinh (3.10a) 13 phuong trinh ¢6 vé phai.
Pé no trd thanh phuong trinh uén doc (3.7a) clia thanh thi
A=0 (3.11)
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V& mit toan hoc, phuong trinh (3.11) 13 phuong trinh da thirc x4c dinh
céc tri riéng cta hé (3.7) bai vi nghiém cta nd ciing 12 nghiém cua (3.7). Vé co
hoc, A c6 thtr nguyén la luc. Do 1a luc gitr dé cho thanh c6 chuyén vi yo tai
diém x=x,. Luc gitt phai bang khong, suy ra phuong trdnh (3.11). Tri riong cua
(3.7) phu thudc vao thung sé P, suy ra A cling 13 ham ctia P. Cho nén giai
phuong trinh (3.11) theo P, sé nhan dugc cac luc téi han cua thanh bi udn doc.

3.3. Phwong phap phan tir hitu han

Phuong phap phan tir hitu han 14 mot phuong phap sb dic biét co hiéu qua
dé tim dang gan dung cua mot ham chua biét trong mién xac dinh V caa noé.
Tuy nhién phuong phap phan ti hitu han khdng tim dang xap xi caa ham can
tim trén toan mién V ma chi trong tirng mién con V, (phan tir) thuoc mién xac
dinh V. Do d6 phuong phap nay rat thich hop véi hang loat bai toan vat ly va
ky thuat trong ¢6 ham can tim dugc xéac dinh trén cac mién phic tap gém nhiéu
viing nho ¢ dac tinh hinh hoc, vat Iy khéc nhau, chiu nhitng diéu kién bién
khac nhau. Phuong phap ra doi tir truc quan phan tich két cau, roi duoc phat
biéu mot cach chat ché va tong quat nhu mot phuong phap bién phan hay
phuong phéap du ¢ trong nhung duoc Xap xi trén mdi phan tir.

Trong phuong phap phan tir hitu han chia két cdu cong trinh thanh mot s6
hitu han c&c phan tr.C4c phan tir nay duoc ndi véi nhau tai cac diém dinh trudc
thuong tai dinh phan tir (tham tri tai cac diém trén bién phan tir) goi 1a ntt.Nhu
vay viéc tinh toan két cdu cong trinh duoc dua vé tinh toan trén cac phan tir cia
két cau sau d6 két ndi cac phan tir nay lai voi nhau ta dugc 11 giai cia mot két
cau cong trinh hoan chinh.Twong tu nhu phuong phap sai phan hitu han ciing
chia cong trinh thanh cac doan nho (phan tir) va c4c trang thai chuyén vi (truong
chuyén vi) v.v... duoc xac dinh tai cac diém nat sai phan. Su khac biét cua hai
phuong phap 1a Phuong phap sai phan hitu han sau khi tim dugc céc chuyén vi
tai cAC N0t cua sai phan con cac diém nam giira hai nat duoc xac dinh bang noi
suy tuyén tinh, con phuong phap phén ti hitu han sau khi xac dinh dugc chuyén
vi tai cac nit cua phan tir thi cac diém bén trong duoc xac dinh bang ham noi
suy (ham dang).
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Vi bai toan co hoc vat ran bién dang, tuy theo ¥ nghia vat Ii ciia ham noi
suy cd thé phan tich bai toan theo 3 loai md hinh sau:

- M& hinh chuyén vi: Xem chuyén vj 1a dai lugng can tim va ham néi suy
biéu dién gan dang dang phan bé caa chuyén vi trong phan ti.

- Mb hinh can bang: Ham noi suy biéu dién gan dang dang phan bé cua
{rng suat hay noi luc trong phan tu.

- M6 hinh hdn hop: Coi cac dai luong chuyén vi va (ng suét 1a 2 yéu tb
doc 1ap riéng biét. Cac ham néi suy biéu dién gan dung dang phan bd cua ca
chuyén vi 1an ng suat trong phan ti.

Hién nay, khi 4p dung phuong phap phan ti hitu han dé giai cac bai toan
co hoc thudng sir dung phuong phap phan ti hitu han theo mé hinh chuyén vi.
Sau day luan vian trinh bai noi dung phuong phap phan tir hitu han theo mé hinh
chuyén vi.

3.3.1 Ndi dung phwong phap phan tir hira han theo md hinh chuyén vi

Trong phuong phap phan tir hitu han - mé hinh chuyén vi, thanh phan
chuyén vi dugc xem 1a dai luong can tim. Chuyén vi dugc lay xap xi trong dang
mot ham don gian goi 1a ham noi suy (hay con goi 1a ham chuyén vi). Trinh tu
phan tich bai toan theo phuong phap phan tir hiru han - mé hinh chuyén vi c6
noi dung sau:
3.3.1.1. Réi rac hoa két cdu:

Trong phuong phap PTHH, ngudi ta roi rac hoa bang cach chon két cau
lien tuc thanh mét sé hitu han cac mién con cé kich thudc cang nhé cang tbt
nhung phai hitu han. Cac mién hoic két ciu con duoc goi 1a PTHH, ching c6
thé c6 dang hinh hoc va kich thuéc khac nhau, tinh chat vat liéu duoc gia thiét
khong thay d6i trong mdi phan tir nhung cé thé thay doi tir phan tir nay sang
phan tir khéc.

Kich thuéc hinh hoc va sé lugng cac phan ta khéng nhiing phu thudc
vao kich hinh hoc va tinh chét chiu luc cua két cau ma con phu thudc vao do

chinh xac cua bai toan.
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Vi hé thanh dung cac phuong trinh thanh, két cau tim st dung phuong
trinh tim tam giéc, chix nhat, véi vat thé khdi dung cac phuong trinh hinh chép,
hinh hop...

Khi roi rac hoa két cau lién tuc cac PTHH duoc gia thiét ndi voi nhau tai
mét s diém quy dinh goi & cac ndt, toan bd tap hop cac phuong trinh rdi rac
lui PTHH. Ludi cang mau, nghia 1a sb lugng phuong trinh cang 16n hay kich
thude phuong trinh cang nho thi mic 6 chinh xéac cua két ciu cang ting.

Khi roi rac can chi y tai nhitng noi chuyén vi bién thién nhanh thi chon
cac phuong trinh c6 kich thudc nho, cang ra xa kich thudc cia phuong trinh ¢
thé tang 1én dé giam sé luong phuong trinh hay sé an cta bai todn ma van dam
bao do chinh x&c. Mién duogc phan chia phai chon sao cho tai bién cac chuyén
vi coi nhu da tit. Khi chia thanh cac phan tir thi cac kich thuéc trong mdi mot
phan tir khong chénh Iéch qué Ion 1am giam d6 chinh xac cua bai toan. Dé xac
dinh duoc kich thudc phi hop cho phuong trinh voi mdi bai todn can quy dinh
kich thuéc ban dau, sau d6 1dy kich thudc nho di hai 1an, néu két qua caa bai
toan dat do chinh xac nhu cii thi kich thuéc cia phuong trinh gia dinh coi nhu
chap nhan duoc.

Nhung dbi véi hé thanh thi khi chia nhé mét thanh (phuong ndi hai nit)
do chinh xac khong tang. Cho nén véi hé thanh kich thudc ctia phuong trinh

lay voi kich thuéc 16n nhat cé thé tic 1a phuong trinh ndi hai nat caa két cau.

P12

| f'//

Cha phdntd tharnh . Crua medn din hé

Hinh 3.2.
3.3.1.2. Ham chuyén vi:
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Viéc chon truéc cac ham chuyén vi tai mot thoi diém bat ky trong PTHH
nham xac dinh sy lién hé gitra chuyén vi ndt véi chuyén vi caa moi diém trong
pham vi cua PTHH.

Goi trudng chuyén vi 1a vecto cac ham chuyén vi tai diém bat ky c6 toa
d6 (X, y, ) cia PTHH khdng gian va toa do (x, y) cia PTHH phang.

Ux(X, Y, 2); Uy(X, Y, 2); UeX, Y, 2)

va Ux(X, ¥); Uy(X, y)

Cac ham chuyén vi thuong duoc chon dudi dang ham da thuc. Bac cua
ham va sé thanh phan phu thudc vao hinh dang, bac cia loai PTHH twong @ng.

Vi du trong bai todn phang cua tng suat hay bién dang, ddi vai loai phan tir
tuyén tinh, ham chuyén vi 1a da thic bac nhat va s6 thanh phan bang sé nit quy
dinh ctia phuong trinh. B6i vai PTHH bac hai, ham chuyén vi 14 da thic bac hai, s6
thanh phan chtra trong m&i ham bang mbi nit caa phan tir. Dudi dy 1a mot s6 ham
chuyén vi duoc dung trong ly thuyét dan hoi.

1. PTHH tuyén tinh:

a. PTHH tam giéc:

Ux (X, Y) = a1 + 02X + 03y + 0g.X% + 05Xy + 0g.Y?

Uy (X, Y) = o + as. X + alg.y

b. PTHH chir nhat:

Ux (X, YY) = o + a2.X + a3,y + ol Xy &
Uy (X, Y) = ast+ 6. X + a7.Y + ag.Xy
c. PTHH hinh chép:

UX(X, Y, Z) = ot oXtaoazytosz

Uy(X, Y, Z) = o5t oeXtory+osz
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UZ(X, 2 Z) = Ogt 0g0.X + 011.Y + 012.2

d. PTHH hinh hop: @

Ux (X, ¥,2) = out X + a3y + 042 + osXY + 06.YZ + 07ZX + 0g.XYyZ

Uy(X, Y, Z) =0t a0 X o1y + 012.Z + 013.XY + l14.YZ + 0115ZX + 0l16.XYZ
UZ(X, Y, Z) = o7t oug. X + olg.y + 020.Z + 021 XY + 02.YZ + 01p3ZX + 0lpa.XYZ
2. PTHH bdc hai

a. PTHH tam giéc:

Ux (X, Y) = o + 02X + a3y + a.X? + os.Xy + 06.Y?

Uy (X, y) = o7 + 0. X + alg.y+ ol10.X2 + a11.Xy + ()le.y2

b. PTHH chit nhat: o

()

Ux (X, Y) = o1 + 02X + ag.y + 0u.X? + os.Xy + ey’ +

a7X?y + oug.Xy?

Uy (X, ) = alo+ atio.X + 011,y + 012 X2 + oia. Xy + ouia.y? +
a1sX%Y + oL1e.XY?
3.3.1.3. Phwong trinh co ban ciia phwong phdp phan tie hitu han

Pé thiét 1ap phuong trinh co ban caaphuong phap PTHH c6 thésir dung
cac nguyén ly khac nhau, tuy nhién théng thuongngudoi ta sir dung nguyén ly
cong kha di.

Theo nguyén ly cong kha di ta c6 cong thuc:

j{c {Sejdv= j 8u}dv+j " {5elds (3.12)

Phuong trinh trén biéu thidiéu kién can bang cua hédan hdi tuyén tinh.

Néu chuyén tri cua ca hai vé theo phurong phap thdng thuong ta co:

J {60} {ojdv= [5u}" flov-+ [fou]”pl (3.13)

\%

Theo dinh luan Hooke: {3}=[D}{e}. thay vao vé phai nhanduoc:
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J{66]" D elev= [ u" fglav -+ [Bu}" fples (3.14)

v
Trong phuong trinh trén con thiéudiéu kién lién tuc, diéu kién
nayduocdua vao bang mot trudng chuyén vi xap xi (ham chuyén vi) thoa man
cacdiéu kién tuong thich.
Ta chon mot ham chuyén vi phd hop véi loai va bac caa mot phan to
mau (PTHH):

- Vi bai toan khong gian:

U y.2)i=[P(x,y.z)fer} (3.15)
- Vi bai toan phang:

(U y)i=[P(x.y)He (3.16)
Trong do:

{U - vecto chuyén vi caa motdiém
[P] - ma tran céc bién cua truong chuyén vi.
{o} - ma tran hé s caa ham chuyén vi

Vi du véi phan ti tam giac:

N

(3.17)

(8]

—
cC C
-
[l
1
o -
o X
o <
o
X O
< O
ITI
e 2 2 e 2 g

—{u}=[PHa}
Néu tinh chuyén vi ciia cac ndt trong mot phan tir ta co:

{ul. =[Al {o} (3.18)

{u}, - vecto chuyén vi cua cac nit cua phan tir.

[A] - ma tran dugc xac dinh theo [P] va toa d6 cua céc nit.
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{a} - ma tran hé sb.

Vi du véi phan ti tam giac:

u4, -

U2

(xl,¥yD ‘(x]_yfh )
(u,l 1 x, y, 0 0 07(o,]
u, 0O 0 0 1 x, vy ||,
Ug | _ 1 x, v, 0 0 0]]a, (3.19)
ul [0 0 0 1 x, vy,|la, '
u, 1 x, vy, 0 0 O ||a,
Ug _0 0 0 1 Xs  Ya | (O
_){u}e = [A]e'{a (320)

Trong cdng thic trén gid tri cua [A], hoan toan xac dinh. Néu biét duoc
{u}, ta s& xac dinh dugc {o}, ta co:

{of =[A]"{u, (3.21)

Khi d6 chuyén vi tai mot diém bat ky duoc xac dinh theo chuan vi cua

cac nut cua phan tur:

{ut=[PHAL {u}, (3.22)
M3t khac ta cd quan hé gitra chuyén vi va bién dang:
fef=IVHu (3.23)

[V] - ma tran toan tir vi phan;
{e - vecto bién dang

Thay gi trj caa {u ta c6 cong thic bién dang:
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{e}=[VIpJAL {u}, (3.24)
bat:

[N]=[pl[AL’ (3.25)
[B]=[V]IN] (3.26)
Trong do:

[N] - ma tran ham dang

[B] - ma tran bién d6i caa ham dang

Nhu vay bién dang cd thé bién diém lai nhu sau:

{e}=[VINHu}, hoic {e}=[B]{u},, ddng thoi

{u} = [NHu},

Néu cho cac nat mot chuyén vi kha di khi d6 ta c6 bién dang kha di.
{o¢} = [Bl{sul,

{du} =[N}{su}, (3.27)
Thuc hién phép chuyén tri phuong trinh trén ta co:

{oef" = {ouj; [B]

Bu}’ ={sull [N] (3.28)
Thay {3e}" vao phuong trinh can bang ciia nguyén ly cong kha di ta dugc

J{ou}. [B]' [DIBu},dv=[{ou}; [N]"{gjdv+ [{ouk [Nfipjds  (3:29)

\Y \Y

Ta dung chuyén vj tuong thich dugc chon (Ham CV) khong nhitng thoa
man diéu kién bén trong va ca trén bién PTHH. Trong cong thtc trén dai luong
{du}, khdng phu thudc vao phép tich phan nén co thé dua ra ngoai dau tich

phan:

{ou}: (BT OIBHul.dv = fsuj: [INT {gldv+ Bu}; [[N] pjds

S

Do chuyén vi kha di khac 0 nén:
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J[B]T [D]Blu}.dv= i[N]T {gjdv+ ! [N] {p}ds (3.30)
Néu ky hiéu:

K] =J[B]'[D]Blav

\Y%

{F). = i [N]' {g}dv+ g [N] {pjds (3.31)
Ta co:
[KL{uf, = {F}, (3.32)

Day la phuong trinh co ban cua PTHH, trong do:

[K]. - ma tran d6 cung cia PTHH (ma tran ddi xang);

{u}, - vecto chuyén vi nat;

{F}e - vecto luc nit cua phan ti, goi 1 luc nat twong duwong caa PTHH

An cua phuong trinh trén 13 chuyén vi cta cac nat. Con dai lwong [K],
va {F}e déu xac dinh duoc dya vao dic trung hinh hoc, vat liéu cua phan tir va
tai trong tac dong vao no6. Tuy nhién phuong trinh trén méi chi 1a phuong trinh
can bang caa mot phan tu, trong khi d6 mot két cu bao gdm nhiéu phan tir tao
nén. Dya vao phuong trinh can bang ciia mot phan ti, thuc hién ghép ndidé tao
nén phuong trinh can bang cua hé két cau, tirdo xac dinhdugc chuyén vi cia
cac nat, truge khi ghép ndidoi khi can chuyén hé truc toa do (tir hé toadd cuc

bo sang hé toado tong thé).

3.3.1.4. Chuyén hé truc tog do
Pé thuan tién cho viéc nhap s liéu tai trong va xem ndi luc, trén moi

mét phan tir cd mot hé toa do riéng goi 1a hé toa do cuc bd. Trong khi d6 toa do
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ctia cac nut va chuyén viduoc tinh theo hé toadd chung, goi 1a hé toadd tong
thé.

Hé t8ng thé Hé cuc bd

Khi ghép ndi ma tran do ctig va vecto luc, va chuyén vi can chuyén ca dai
luong nay tir hé toa o cuc bo vé tong thé, tir phuong trinh cua hé toa do cuc bo:
[K]E'{u }e = {F}e

Ta co:

[TIKLITT [T Hu}. =[THFS

X X
Trong d6[T] 1a ma tran chuyén tryc toa do: Y+ =[TRy
Z Z

bat:

KL =[TIKL[TT =[TIKL[T] do [T]" =[T]" (ma trén tryc giao)
{FL =[THFL

ful, =[THul,

Trong do:
[K], - ma trandé cing cua phuong trinh tir trong hé toa do tong thé.
{F}, - vecto luc ndt trong hé toa d6 tong thé.

{u}, - vecto chuyén vi nit trong hé toa do tong thé.
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Khi xac dinhduoc cac chuyén vi nat caa hé trong toa do tong thé thi
chuyén vi caa c&c nlt caa phwong trinh trong hé toa do cuc bo 1a:

{uf, =[T]" {u}, hoac{u}, =[TT {u},

Phuong trinh can bang caa phan tir trong hé toado tong thé:

K] {ul. ={FL (3.33)
3.3.1.5. Ghép néi ma trdn dp cieng va vecto tdi trong nit cia toan hé

Dua vaodic trung hinh hoc va co hoc ciia phan tir ta xacdinhduoc [K],
va{F}, theo sodd lién két ctia cac phan tir thanh lap bang lién két sau d6 xac
dinh ma tran d6 ctirng va vecto tai trong cua h¢, cac budc thuc hién nhu sau:

a. Pdnh chi so6 n(t va chuyén vi

Hé c6 ba nit, 2 phan tir gian va 6 chuyén vi. Nhu vay, ma trando cang
cta 1 phan tir c6 kich thugc 4*4.

Bang lién két phan tu

. Nutdau Nt cudi
Phan tu
u(l) v (2) u(3) v (4)
1 1 2 3 4
2 3 4 5 6

b. Ma tr@ndg cung



49

Sau khi da chuyén vé hé toado tong thé ta c6 ma trandd cing cua cac
phuong trinh teong duong vai cac chuyén vi:
1 2 3 4 3 4 5 6

* * * * * * * %

* * * * * * % *

1
: 20 -
[K]l:****g[K]Zz****
4

* * * *

* * * *

o O~ W

Do hé c6 6 chuyén vi nén ma tran do cung cua hé[k], c6 kich thudc 6*6

twong &ng vai cac chuyén vi:

1 2 3 456
e e e
* * * * * *
* * * * * *
KL=, . » » « «
* * * * * *

* * * * % *

o O & W DN PR

Céc gia triduoc xacdinh bang cach cong don tir[K], va[K],. Duyét ting
gi4 tri cua[K], chuyén vao[K] theo dung chi s, tiép tuc véi[K], nhung cong
thém.

C. Vecto luc cria toan hé

Tur s6 chuyén vi cua hé ta ¢d vecto luc tuong Gng.

*\l

* 1 *1 3 *1 2

CoF 2 . *1 4 *1'3
Fl=tar s =l e =11,
*| 4 *| 6 *| 5

*| 6
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Tir céc vecto luc caa mdi phan tidaduoc xacdinh, ta duyét ting gia tri
cua {F},dwa vao vj tri cia{F}, sao cho cé cuing chi sb. Tiép tuc lam nhu vay véi
{F}, nhung phai cong thém vao. Cudi cliing ta c6 hé phuong trinh caa hé két
CAU:

[KL{u}, = {F}, (3.34)

d. Truwong hep géidan héi tai nat

Véi mot sb loai két cau tai gdi co céc lién kétdan hdi, voi mdi lién két ta
cd mot 10 xo v&ido cing cho trudc, khi do do cang caa 10 xo sédugc cong thém

vao ma trando cang cua hé tai vi tri trén duong chéo chinh véi s6 chi tuong ting

Vi du: k; thém vao ki, ko thém vao k..
3.3.1.6. Xu Iy diéu kign bién

Muén tim chuyén vi cua cac nat ta can giai hé phuong trinh:
[K].{u}, = {F}, tuy nhién ma trandd cung cua hédugc thanh lap khi chua
tinhdén cac lién két cua két cdu voimoi truong, do do det[K], = 0 hay néi cach
khac hé suy bién. Bé giai hé phuong trinh ndy candua cacdiéu kién bién vao.
D6 1a chuyén vi bi chan (chuyén vi = 0) tai cac chuyén vi nay sé& c6 phan lyc.

Vl’dl_].: Ui=Ux=Us=Ug=0
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Cachdua cacdiéu kién bién vao nhu sau: vai mot chuyén vi naodé u; = 0
ta x0a cot i va dong i cia matran[K ] va{F},. Lam nhu véy vai tit ca cac chuyén
vi ta nhanduoc mot hé phuong trinh méi khong suy bién va giaiduoc bang
cacphuong phéap: khir Gause, Choleski, lap: [K]{u}, = {F}, vi du

1 23 4356

[ ek 0 |

2 H—¢ 0 e 2

3 # * ko E * * 3

4 |9 ¥ ok 4 A || x| = |*¥[ 4

5 LA 1Y) 15

6 k=% ERRY 0
- [x] RERR G

Sau khi xoa ta c6 hé phuong trinh:

|:k33 ksﬂ{u:«x}_{lz
k43 k44 u,

’ 3.35
Gial plluong trinh tim us, U4

4
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3.3.1.7. Tim phan luc tai cac goi
Phan luc tai cac gbi xuat hién khi chuyén vi taidé bi chan (u; = 0). Néu
ta bo phan chan va thay vaodo bang phan luc (theo dung phuong cua chuyén

vi) theo md hinh sau:

9] ‘ \p
! 8 Q ul

ILE

Trong d6 Q1, Q. 1a phan luc, dé tim phai luc Q; twong tng véi u; = 0 ta
ldy dong caa hé phuong trinh.

[K]{u}, = {F},

Vi du us khi d6 ta cé:

1 23 456

L % ¥ o e
2 F k¥ A I\} F3 *
3 |4 % % x A Allx *L .l
4 |1 * ok 4 || *[ = |* i
5 Kk M () X *
;) 4 Xk % b - *
Kl e )
— Qs = UsKs3 + UsKss - Fs (3.36)

Trong do6 us va u, timduoc tir viée giai he[K].{u}, = {F}. twong tu nhu
vay ddi vai Q1, Qz, Qe. Chiéu duong cua luc Q; 1a chiéu triing véi chiéu duong
cua hé toa do téng thé.
3.3.1.8. Truwong hop biét trwéc mét sé chuyén vi

Gia str cho trudc mot sé chuyén vi{u}, = {a}, khi do cach khir uidugc thuc
hién nhu sau: thay u; vao cac dong tai vi tri i chuyén tich céc kiu; sang bén phai
va x04 dong i ta cé hé phuong trinh mai.

Viduchou,=a
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1[* ky * * * %] (%) [
2*k22**** a *
* * * * x| |* *
j* ::32 e x ox allf=1.t xoadongi=2.
42
5% ke * *ox x| |x| |
6_* k62****_* *
K, ujs {Fs
4 6
[* * * | (* * k121
R | I R I
R e S R
* * * * x|[|* * k525
_*****_* * kez6

KL {ul {FL
Giai hé nay tim dugc cac{u},
Phan luc tai cac chuyén vi cho truéc xacdinh nhu sau:
Thay cac chuyén vi timdugc vao dong i, ta co:
Ka1Ug + KaoUz + KasUs + KaaUs + KosUazs + Kaglzs = F2 + Q2 (3.37)
= Q2 - Ka1Uz + KaoUz + KosUsz + Kasls + KosUzs + KagUs - F2
Tuong tu nhu vay vai trudng hop cac chuyén vi cho trudc khac.

3.3.2. Cach xay dwng ma tran d cirng ciaia phan tir chju uon
Xét phan tir dam cé hai nat, mdi

nGt c6 hai bac tu do 1a chuyén vi va X

g6c xoay va dam c6 dién tich mat cit Yo, Yo,
ngang la A; mé men quan tinh cua | 0 |
mit cit ngang 13 I; moé dun dan hoi Q! @

cua vat liéu E (hinh 3.3) Hinh 3.3. Phan tu hai nat
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Pé tinh toan duoc tong quat, chiéu dai phan tir 1y bang hai don vi, géc
toa d6 nam & gitra phan ter. Nhu vay, néu biét dugc cac bac ty do tai cac nit
phan tir 12 v,,6,,v,,0, thi chuyén vi tai diém bt ky trong phan tir tai toa do x

duoc xac dinh nhu sau:
v=N,v, +N,.0,+N,v,+N,.0,(3.38)

Trong d6 : N, N,, N,,N,: la cac ham dang va duogc xac dinh nhu sau:

1 1
N :2(2—3x+x3); szz(l—x—x2+x3);

1
1 3 1 2 | 3
N3:Z(2+3X_X ): N4=Z(—1—x+x +%°).

Theo cdng thirc trén ta thay:
dv dv
VX:_1:V1; Iy x:lzvz;_
dx|.., dx

Nhu vay, méi phan tir ¢6 4 bac tw do X={v,,0,,v,,6,} can xac dinh. Néu

=0 =0,. (3.39)

x=1

1V

biét duoc X thi ta c6 biét duoc chuyeén vi trong phan tir ciing nhu bién dang udn
va md men theo cong thurc sau:
Cdv _[dle d’N, d’N, d’N,

}{vl 6, v, 0,}'; (3.40a)

LI dx*  dx* dx®* dx’®
M =Ely =—El dN, dN, dN, dN, v, 6, v, 6,]' (241a)
dx*  dx* dx®* dx’®

Cong thuc trén 1a tinh toan cho phan tir c6 chiéu dai bang 2, néu phan tir
c6 chiéu dai 1a Ax thi bién dang uén va mé men duoc tinh nhu sau:

dv( 2 Y 2 V[ d’°N, d°N, d°N., d°N .
X:— _ = - — 1 2 3 4 {Vl 61 V2 62}

dx*  Ax AX dx? dx? dx? dx?
(3.40Db)

2 V[ d°N. d°N. d°N. d°N .
M =Ely =—EI| = 1 2 3 sy 0 v. 0
X (AXJ { dx?  dx?  dx®  dx? }{ L 6V, 6y

(3.41b)
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Xét phan tr c6 c4c tai trong tap trung F={P,P,,M,,M } tac dung tai cac
nGt cia phan tir. Theo phwong phap nguyén 1y cuc tri Gauss, lugng rang budc
d4i véi bai toan tinh viét cho phan tir nhu sau:

Z——IM [ Jox — ZFX — min (3.42)

Diéu kién dirng cua (3.42) duogc viét lai nhu sau:

52_— j M3y Jdx — stx =0 (3.43)
hay:
Jlele JolN . IstledX de4ledX
5 dx? dx? 5 dx?dx? 5 dx? dx? 5 dx? dx?
142 2 1 142 2 142 2 W P
3 ledN?dx jd dN de3dN2dx de“dNde | 1
(ij HELSES % 4 odx® dx® Lodx® dx? 0, | | M,
Ax) | AN, N, | f Jl-dst N, | jd2N4 &N, ([ Wa| | P
5 odx? dx? % 5 odx® dx® 5 dx? dx? 0, M,
SNy [N [N, OO,
5 dx®odx bt} dx dx 5 dx® dx 5 dx®odx |

(3.44)

[K]{X) - (7} (345)

trong d6:[K]: ma tran d¢ cung cua phan tir; {F} : véc to tai trong tac dung nit;
{X}: véc to chuyén vi nit cia phan tu.

Tinh tich phan cac h¢ s6 trong [K] ta cd thé tinh bang phuong phép chinh
xéac (bang ham int(fx,a,b) cd san trong matlab) hozc tinh bang phwong phap tich
phan sé cua Gauss va két qua do cang cia phan tir chiu uén ngang phang nhu
sau:
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[ 12El 6El 12EI  6EI |
AX® A A AX
6El 4El| 6El 2El
[K]= AX® AX A AX (3.46)
12EI 6El 12El 6El
A A A AX
6El 2El 6El 4El
L AX® AX AP AX
Biét dugc ma tran do cung phan tir thi ta dé dang xay dung duoc ma tran
d6 cang cua toan thanh.Néu thanh chi c6 mét phan ti thi ma tran caa phan to
cling chinh 14 ma trin d6 ciing cua thanh. Trong phan tir néu bac tu do nao
khong c6 thi trong ma tran d6 cang caa phan tir d6 ta bo di hang va cot turong

ung vaéi bac tu do do.
3.3.3. Céach xay dung ma tran d¢ cirng tong thé caa két cau
Dé trinh bay cach xay dung ma tran d6 cang tong thé caa két cau trong

phuong phap phan tir hitu han, luan vin xin dugc trinh bay théng qua vi du giai
bai toan dam chiu udn dudi tc dung cua tai trong tinh cu thé sau (con céc bai
toan khac thi cach xay dung ma tran d6 cting tong thé ciing lam tuong ty):

Vi du3.1: Tinh toan két cau dam P

chiu lyc nhu (hinh 3.4). Biét dam

co do cung El=10°(kNem?) 4> e

o:W(m) L a 1 a 1 a )
khong dowa-PflO (lfN). Xac dinh Hinh 3.4. Hinh vi du3.1
chuyen vi tai gitra dam.




S7

1 2 K 4 5
PN | I
posimy oy o | o
| | | | |
| <2 hiCu nét trong thanh |
| | | | |
0 1 2 3 |
| 1 9, 3 0
} | | | |
. <2 hiQi bEc tu do chuyOnvbnét |
| | | | |
4 5 8 9 1

— \
| 6 7 10 11

2 hiCu bEc tU do géc xoay nét
Hinh 3.5.Ro1i rac hda thanh thanh céc phan tir

Chia thanh ra thanh n, phan tir.Cac nit ciia phan tir phai tring véi vi tri
dat luc tap trung, chiéu dai cac phan tir co thé khac nhau. M&i phan tir c6 4bac
tw do, nhu vAy néu n , phan ti roi rac thi tong cong ¢ 4n , bac ty do.Nhung
vi can dam bao lién tuc gitra cac chuyén vi la chuyén vi cua ndt cudi phan tir
thir e bang chuyén vi ciia nat dau phanti thir (e +1) nén sé bac tu do cua thanh
sénho hon 4n .Khi giai ta chi can dam bao diéu kién lién tuc cua chuyen vi
con diéu kién lién tuc vé goc xoay duoc xét bang cach cach dua vao cac diéu
kién rang buoc. Vi du dam trong (vi du3.1) ta chia thanh 4 phan ti (hinh 3.5)

Nhu véy, tong cong sb an 1a 11 an < 4x4=16 an. Goi ma tran n_ 1a ma
tran chuyén vi c6 kich thuoc n, (n,,,2) 1a ma tran c6 n,, hang va 2 ¢t chira
cac an so la chuyén vi tai n(t caa cac phan ti (hinh 2.8)

n,@:)=[0 1];n,2:)=[1 2];n,B:)=[2 3];n,(4:)=[3 O]

c_Jor 28]
112 30
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Goi matran n, 1amatran chuyén vi cé kich thuoc n,(n,,,2) lamatran co

n,, hang va 2 cot chira cac an s 1a goc xoay tai nut cua cac phan tir (hinh 3.5).
n,L:)=[4 5];n,(2:)=[6 7];n,(3:)=[8 9]; n,(4,:)=[10 11]
o _[4 68 10]
157 91

Sau khi biét an s6 thuc caa cac thanh ta c6 thé xay dung d6 ciing tong thé
cua thanh (c6 rat nhiéu cach ghép ndi phan tir khac nhau, tily vao trinh do 1ap
trinh caa mdi nguoi nén tac gia khong trinh bay chi tiét cach ghép néi cac phan
tir lai dé dugc ma tran do cing caa toan thanh va co thé xem trong code mé dun
chuong trinh cua tac gia)

Néu bai toan c6 n,, an so6 chuyén vi va n_an sb goc xoay thi ma tran do
cing cua thanh 1a K ¢6 kich thuéc (nxn), K(n,n)véin=(n, +n_ ). Nhu & vi

du3.1,n =11. Bay gio xét diéu kién lién tuc vé goc xoay gitra cac phan tu.
Piéu kién lién tuc vé goc xoay giita cac phan tir duoc viét nhu sau:

ay, || _[ B
dX nut2 dX
j—(% ﬂzO(ZASa)
nut2 dX nutl
A RNER
dX nut2 dX nutl
sh | [ s o[ De| |20 2480)
dX nut2 dX nutl

Trong d6 A, ciing 1a 4n s cua bai toan (co k an sd), do do6 téng sb an sé

]: 0 (2.47)

nutl

hay: oA, K%
dx

ﬂ =0 (2.48b)

ctia bai toan luc 1a (n+k) do d6 ma tran d6 cing cta phan tir lic nay ciing phai
thém k dong va k cot nhu vay kich thudc cua ma tran d6 cang laK(n+k,n +k).
Goi k, la gdc xoay tai n(it 2 caa phan tir trudc, k,1a goc xoay tai ndt 1 ciia phan

tir sau thi ta c6 cac hé so trong ma tran do cang K:
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k(n+i,kl):A_2X; k(n+i,k2):_A_2X (i=1+Kk) (2.49%)

i 2 . 2 .
k(ik,n+1)=—:; k(k,,n+i)=———(i=1+k)(2.49b
(kn+1)=—= k(k;,n +i) == (i=1+ k) (2.49D)
Néu c6 hai phan t thi c6 mot diéu kién vé goc xoay, c6 n , phan tir thi c6
(ant —1) diéu kién lién tuc vé goc xoay giira cac phan tir. Nhu vay cudi cling

ta s& thiét 1ap dugc phuong trinh:

[KJ{X}=1{F}

F X,
: tso—hang=n
F, Xy [os 2 s .
trong d6:{F} = 0 (X} = }L“ la an so6 cua bai toan
1
: +so—hang =k ;
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Trong vi du3.1 khi chia thanh ra thanh 4 phan tir. Két qua ma tran d6 ctng

cua thanh:
[24 -12 0 -12 -1.2 1.2 1.2 0 0 0 0 0 0 0
-12 24 -1.2 0 0 -1.2 -1.2 1.2 1.2 0 0 0 0 0
0 -12 24 0 0 0 0 -1.2 -1.2 1.2 1.2 0 0 0
-1.2 0 0 1.6 0.8 0 0 0 0 0 0 0 0 0
-1.2 0 0 0.8 1.6 0 0 0 0 0 0 2.10° 0 0
12 -12 0 0 0 1.6 0.8 0 0 0 0 -210° 0 0
[K] _10° 1.2 -1.2 0 0 0 0.8 1.6 0 0 0 0 0 2.10° 0
0 1.2 -1.2 0 0 0 0 1.6 0.8 0 0 0 -2.10° 0
0 1.2 -1.2 0 0 0 0 0.8 1.6 0 0 0 0 2.10°
0 0 1.2 0 0 0 0 0 0 1.6 0.8 0 0 -2.10°°
0 0 1.2 0 0 0 0 0 0 0.8 1.6 0 0 0
0 0 0 0 2.10° -2.10° 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 2.10° -2.10° 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 2.10° -210° O 0 0 0

Két qua chuyén vi, goc xoay tai cac nit;
W, W,;W,; 0.09166667(cm);0.13333333(cm);0.09166667(cm);
|:(pl;(p2;(p3;(p4;(pj N [0.0S(rad);0.0375(rad);0; —0.0375(rad); —0.05(rad) }
Ta thay két qua trén so véi két qua giai chinh xac theo phuong phap giai
tich rat dung vi du nhu chuyén vi tai nit 3 tinh theo phuong phép giai tich:
PI°

W, = —0,13333333(cm)
48E|
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3.3.4.Tinh 6n dinh caa cac thanh chiu nén cé cac diéu kién bién khac

nhau.
Vi du. 3.1: Thanh ddu ngam — dau tw do

Xac dinh lyc to61 han theo phuong

phap chuyén vi cudng buc cho thanh s 1
dau ngam va dau tu do chiu luc nén NI ¢ 4 Y
doc truc P (hinh 3.6).

Chia thanh ra lam n_ phan tir

(hinh 3.7), noi luc md men ubn do
luc P gay ra trong cac phan tar cua I R I y

thanh la: @ ®
Hinh 3.6. Thanh ngam - Tw do

M, =Pw, (i=1n) (3.50)

M6 men udn M gay ra bién dang ubn 5. do do6 trongthanh phan luong

rang budc cua bai toan ta phai viét thém thanh phan nay, nhu vay lugng rang
budc cho bai toan 6n dinh c6 thé viét nhu sau:

AX e L ] ] sonut .
Z:7Zj(M")—MS))[Xi]dx—ZFka—>m|n (3.51a)
i=1 1 k=1
AX D L ) ) sonut .
hay SZ:7ZI(M(')—Mg’)SXidx—ZFKSXk—>m|n (3.51Db)
i=1 1 k=1
z
':P % |:Em
- / ~T N N
// ) — §
/ T ST I
L// -~ I3 o §
~ / T T ?v
// 8 -l ~1 AN
-T o IV
N

Hinh 3.6. Thanh ddu ngam-dau tir do
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Goi n,, las6 thong s6 chuyén vi tai cac ndt cua thanh c6 chuyén vi; n_ 1a
s6 thdng sb goc xoay tai cac nit cua thanh ¢ goc xoay. Dua vao diéu kién nay
ta s€ xdy dung duoc ma tran do cirng cua thanh c6 bac: nxn (n =N+ ngx)
(sau khi bo di nhitng hang va cot twong tng ¢ chuyén vi hoac goc xoay bang
khong).

Ngoai ra, can dam bao diéu kién lién tuc cua chuyén vi con diéu kién lién
tuc vé goc xoay duoc xét thém bang cach cach dua vao cac diéu kién rang budc.

., -| B -0 (3.52)
dX nut2—cua—pt—thu—i dX nutl-cua—pt—thu—i+1

Nhu vay ma tran d6 cung cua cua thanh dugc ma rong thém (n , —1) hang

va (n, —1) cot.

Theo phuong phap chuyén vi cudng buc tai mot vi tri (nat) ndo dé cua
thanh, ta cho léch khoi vi tri can bang mot chuyén viy,. Chang han tai n(t thir
Kta cho mot chuyén vi cudng buc y, ta co:

Wl —Yo =0 (3.53)

Nhu vay ma tran d6 cirng cua phan tir lai duoc mé rong thém 1 hang, mot
cot va lic ndy ma tran do cing c6 bac (n,, +n,, +n, )x(n, +n, +n, ) véi hé
sb trong ma tran do cing:

k(n,, +n, +n,.k)=1(3.54a)
k(k,n, +n, +n,)=1 (3.54b)

Ma tran tai trong tac dung luc nay co bac: (ncv +N, + npt)xl Vi gid tri hé
s6 F(n,, +n, +n,)=Y, con cc hé sé con lai bang khong.

Giai phuong trinh [K]{X} ={F} ta s& tim duoc cac an so la cac chuyen vi
tai cac nt cua phan ta va cac thira sé Largrange. Tiép theo, ta cho thira s6

Largrange tuong ng VGi chuyén vi cudng btc bang khéng ta s& tim duoc gia
tri luc P tuong tng la cac gia tri téi han caa luc nén 1én thanh.
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.....

Trong phan nay, luan van giaibai toan thanh dau ngam — dau tu do véi s6
phan tir chia bang 6. Thira s6 Largrange twong ng vai chuyén vi cudng buc 12:
). =-15.492*y0/I*( 0,108166293*|M8*pA12- 0,88171e296*IN2* N 44%ei*pn11+
+0,29803e300*1"4*1"40*ei"2*p”10- 0,54518e303*1'6*I"36*ei3*p9+
+ 0,59238e306*1"8*1"32*ei"4*p"8-0,39605e309* " 10*I"28*ei"5*p" 7+
+0,16376e312*I"12*1"24*ei"6*p"6- 0,41155e314*I"M14*1"20*eiN7*p"5+
+0,60364€316*I"16*I1"16*ei"8*p™4- 0,47991e318*I"M18*I"N12*ei"9*p"3+
+ 0,18079e320*1"20*1"8*ei"10*p”"2-0,24429e321*I"22*eiM1 1*p*I"4+
+0,49967e321*|24*eir12)/(-0,164276294*pA 111744+
+0,13354€298*p"10*1"M40*ei*I"2- 0,44982e301*p"9*1"36*ei"2* "4+
+ 0,81919e304*p"8*1"32*ei3*1"6-0,88490e307*p"7*|"28*ei4*|"8+
+0,58700e310*p"6*1"24*ei"5*1"10- 0,24011e313*p"5*1120*eiN6*I1M12+
+0,59428e315*pM*I1M16%*eiN7*17M14- 0,85200e317*p3* 1M1 2*ei"8* M 16+
+ 0,65281e319*p/2*I"8*ei"9*I"18- 0,22936e321*p*14*eir10*1720+
+ 0,25803e322*eir11*1722)/1™4

Giai phuong trinh . =0theo an s6 P véi s6 bac 1a 12 ta sé tim duoc 12
gia tri lyc téi han P, (mac di & day ham chuyén vi chi 1a da thac bac 3), ¢ day
dua ra 3 luc t&i han dau tién lan luot 1a;

P, =2,467E | I%;
P, =22,220E1__/I?:
P, =61,920E1 /I

Ta thay céc két qua trén rt dung voi két qua phan tich theogiai tich.
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Vi du. 3.2:Thanh hai ddu ngam
Xac dinh luc téi han theo

phuong phép chuyén vi cudng bic 1 “t
. . . P P
cho thanh dau ngam va dau ngam 4 “i“ oy “L
chiu luc nén doc truc P (hinh 3.8).
Chia thanh ra lam n_ phan tu ®
Y
(hinh 3.9), noi luc mdé men udn do ol
luc P gay ra trong cac phan tir cua 8
thanh la: Y —— — Y N m—t— Y
@ ®

Hinh 3.8. Thanh hai ddu ngam

M, =P.w, (i=1+n_)(3.55)
MO men uén M., gay ra bién dang uén 5. do d6 trongthanh phan luong
rang budc cua bai toan ta phai viét thém thanh phan nay, nhu vay lugng rang

budc cho bai toan 6n dinh c6 thé viét nhu sau:

z:%%j(M“)—I\/I‘P”)[Xi]dx—sftFka — min (3.56a)
i-1 k=1

hay

sonut

gz:%z"‘ [(MO—M®)3ydx— Y F3X, >min  (3.56b)
i=1 1 k=1

Goi n,, 1as6 théng s6 chuyen vi tai cac nit cua thanh ¢6 chuyen vi; n_ 1a
sb thdng sb goc xoay tai cac nut cua thanh ¢ goc xoay. Dua vao diéu kién nay
ta s€ xdy dung duoc ma tran do cing cua thanh co bac: nxn (n =n_ + ngx)

(sau khi bo di nhitng hang va cot twong tng ¢ chuyén vi hoic goc xoay bang
khong).
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Hinh 3.9. Thanh hai dau ngam
Ngoai ra, cin dam bao diéu kién lién tuc cua chuyén vi con diéu kién lién
tuc vé goc xoay duoc xét thém bang cach cach dua vao cac diéu kién rang budc.

[% J_[dym J: 0 (3.57)
dX nut2—cua—pt—thu—i dX nutl-cua—pt—thu—i+1

Nhu vay ma tran d6 cing cia cua thanh duoc mé rong thém (n , —1) hang

va (n, —1) cot.

Theo phuong phép chuyén vi cudng buc tai mot vi tri (nat) nao d6 cua
thanh, ta cho léch khoi vi tri can bang mot chuyén viy,. Chang han tai n(t thir
Kta cho mot chuyén vi cudng buc y, ta co:

w| -y, =0 (3.58)

Nhu vay ma tran d6 ciing ciia phan tir lai dugc ma rong thém 1 hang, mot
cot va luc ndy ma tran do cang c6 bac (n,, +n,, +n, )x(n, +n, +n,) véi e

s6 trong ma tran do ctng:
k(n,, +n, +n,.k)=1 (3.59a)

k(k,n,+n, +n,)=1 (3.59h)
Ma tran tai trong tac dung ldc nay co bac: (nw +N, + npt)xl voi giatri hé

s6 F(n,, +n, +n,)=Y, con cc hé sé con lai bang khong.
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Gidi phuong trinh [K]{X} ={F} tas& tim duoc cac an s la cac chuyen vi
tai cac nUt cua phan ta va cac thura sb Largrange. Tiép theo, ta cho thira sé
Largrange tuong ng Véi chuyén vi cudng buc bang khéng ta s& tim duoc gia
tri luc P tuong tng la cac gia tri téi han caa luc nén 1én thanh.

Trong phan nay, luan van giaibai toan thanh dau ngam — dau ngam véi sb
phan tir chia bang 6. Thira s6 Largrange tuong ng vai chuyén vi cudng buc 1:
%.=-0,15129e-1*y0/I*(0,10523¢262*I"40*pA0- 0,73557265* 2% IN36*p9*ei +
+0,21006e269*I"4*1"32*p"8*ei2- 0,31919e272*I"6*1"28*p"7*ei"3+
+0,28248e275*1"8*1"24*p~6*ei"4-0,15025€278* 1" 10*1"20*p 5*eir5 +
+ 0,48013e280*I"12*1"16*p4*ei"6- 0,89733e282* I 14*IM12*p3*ei7+
+ 0,92233e284*I1"16*1"8*p”2*ei”8- 0,46014e286*1"'18*p*ei"9*|"4+
+ 0,828256287*1"20*€ir10)/(-0,191226259*pA9*A36+
+0,12874e263*p"8*1"32*ei*1"2- 0,34937e266*p"7*I"28*ei"2*1"4+
+0,49505e269*p6*1"24*ei"3*1"6- 0,39773e272*p"5*|1"20*ei4*|"8 +
+ 0,18479e275*pM*IM16*ei"5*1"M10-0,48752e277*p3* 1M1 2 eiN6* 1M1 2+
+ 0,69081e279*p2*I"8*eiN7*1"M14- 0,46627e281*p*1"M4*ei"8* " 16+
+0,11190e283*ei"9*I"18)/1"4

Giai phuong trinh 2. =0theo an sd P véi sb bac 1a 10 ta sé tim dugc 10
gia tri lyc téi han P, (mac di & day ham chuyén vi chi 1a da thic bac 3), ¢ day
dua ra 3 luc t&i han dau tién lan luot 1a;

P, =30,540EI_/I2:
P, =81,267E1 _/I*;
P, =161,340E1__ /I’

Ta thay céac két qua trén rat dang véi két qua phan tich theo giai tich.
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Vi du. 3.3: Thanh ddu ngam — ddu khép

Xéc dinh lyc t6i han theo phuong xTP xTP
phap chuyén vi cudng birc cho thanh o§ L'Qi o§ L_Qi
dau khop va dau ngam chiu luc nén
doc truc P (hinh 3.10). ®
Chia thanh ra lam n_ phan t& =~ ~ Z
(hinh 3.8), noi lyc md men udn do ®7&
luc P gay ra trong CAC phan tir COa8 b — 5 ¥ Y s y
thanh la: @ ®

Hinh 3.10. Thanh hai ddu ngam
M, =P.w, (i=1+n)(3.60)

i
P
AV L_% oT :r‘ ;.,V
g
o al
—_ —= —XN
o o =
g
V1 =<1 S
~ 16 Of: FF: __1?‘_
g
” - ol
— = —%
u — o S
- Ly R 3 3

Hinh 3.11.Thanh ddu ngam —dau khép
M6 men udn M gay ra bién dang ubn 5. do do trongthanh phan luong
rang budc cua bai toan ta phai viét thém thanh phan nay, nhu vay luong rang
budc cho bai toan 6n dinh c6 thé viét nhu sau:

sonut

ZI(M‘” M)y, Jix - ZFX —> min (3.61a)

hay

sonut

XS [(MO — M )sy,dx — 3 F.3X, — min (3.61b)
k=1

7 i=1 _

L
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Goi n,, las6 thong s6 chuyén vi tai cac ndt cua thanh c6 chuyén vi; n_ 1a
s6 thdng sb goc xoay tai cac nit cua thanh ¢ goc xoay. Dua vao diéu kién nay
ta s€ xdy dung duoc ma tran do cirng cua thanh c6 bac: nxn (n =N+ ngx)
(sau khi bo di nhitng hang va cot twong tng ¢ chuyén vi hoac goc xoay bang
khong).

Ngoai ra, can dam bao diéu kién lién tuc cua chuyén vi con diéu kién lién
tuc vé goc xoay duoc xét thém bang cach cach dua vao cac diéu kién rang budc.

Y, | B -0 (3.62)
dX nut2—cua—pt—thu—i dX nutl-cua—pt—thu—i+1

Nhu vay ma tran d6 cung cua cua thanh dugc ma rong thém (n , —1) hang

va (n, —1) cot.

Theo phuong phap chuyén vi cudng buc tai mot vi tri (nat) ndo dé cua
thanh, ta cho léch khoi vi tri can bang mot chuyén viy,. Chang han tai n(t thir

Kta cho mot chuyén vi cudng buc y, ta co:
W|xK ~y,=0(3.63)
Nhu vay ma tran d6 cirng cua phan tir lai duoc mé rong thém 1 hang, mot
cot va lic ndy ma tran do cing c6 bac (n,, +n,, +n, )x(n, +n, +n, ) véi hé
sb trong ma tran do cing:
k(n,, +n, +n,.k)=1(3.64a)
k(k.n,, +n, +n,)=1(3.64b)
Ma tran tai trong tac dung luc nay c6 bac: (ncv +N, + npt)xl véi giatri hé
s6 F(n,, +n, +n,)=Y, con cc hé sé con lai bang khong.
Giai phuong trinh [K]{X} ={F} ta s& tim dugc cac an so la cac chuyen vi
tai cac nt cua phan ta va cac thira sé Largrange. Tiép theo, ta cho thira s6

Largrange tuong ng VGi chuyén vi cudng btc bang khéng ta s& tim duoc gia
tri luc P tuong tng la cac gia tri téi han caa luc nén 1én thanh.
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.....

Trong phan nay, luan van giaibai toan thanh dau khop — dau ngam véi sb
phan tir chia bang 6. Thira s6 Largrange twong ng vai chuyén vi cudng buc 12:
%, =-0,24206*y0/I*(-0,164276294*1M44*p M 1+ 0,133546208*1"2*1MO*pr10%ei +
- 0,44982e301*1"4*I"36*ei"2*p"9+0,81919e304*1M6*I"32*ei"3*p8+
-0,88490e307*1"8*1"28*ei4*p7 + 0,58700e310*I"10*1"24*ei"5*p” 6+
-0,24011e313*IM12*1"20*ei6*p"5+0,59428e315* 1M 14* N1 6%eiNT*p 4+
-0,85200e317*IM16*1"M12*ei8*p3+0,65281e319*|1"18*|1"8*ei"9*p"2 +
-0,22936e321*1"20*ei*10*p*1"4+0,25803e322*1"22*ei"11)/
(0,47948e292*p"10*1"40-0,37765€296*p9*1"36*ei* |2+
+0,12193e300*ei"2*p"8*1"32*1"4-0,20970e303*ei"3*p"7*1"28*1"6+
+ 0,20944e306*ei™4*p"6*1"24*1"8- 0,12464e309*ei5*p5*["20* 1" 10+
+ 0,43784e311*ei"6*p4*I"16*1"12-0,87219e313*eiN7*p3*IN12*1M 14+
+0,91144e315*ei"8*p2*I"8*I1"16- 0,42997e317*ei"9*p*|1"4*|"18+
+0,64147e318*ei"10*1"20)/1"4

Giai phuong trinh A =0 theo an s6 P véi s6 bac la 11 ta s& tim duoc 11
gia tri luc toi han P, (mic du & day ham chuyén vi chi 1a da thirc bac 3), & day
dua ra 3 luc t&i han dau tién lan luot 1a;

P, =20,199EI . /I?;
P, =59,886El,,, / I;
P, =120,490EI . /I*

Ta thay céc két qua trén rat dang véi két qua phan tich theo giai tich.

Vi du. 3.5:Thanh hai ddu khép

Xac dinh lyc téi han theo phuong xTP xTP
phap chuyén vi cudng biic cho thanh L'QI o
dau khopdi dongva dau khép cb dinh
chiu lyc nén doc truc P (hinh 3.12). ® ‘
Chia thanh ra lam n phan te  ~ ol
(hinh 3.13), ndi lyc md men udn do 4
luc P gdy ra trong cac phan tir cia "N A=V T A v

thanh la; @ ®
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Hinh 3.12. Thanh hai dau khop
M, =Pw, (i=1+n)(3.65)
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Hinh 3.13.Thanh hai dau khép
M6 men uén M gay ra bién dang uén y, do d6 trongthanh phan lugng rang

e
Il

budc cua bai toan ta phai viét thém thanh phan nay, nhu vay lugng rang budc
cho bai todn 6n dinh c6 thé viét nhu sau:

Z:%”ij(,vlm SMO) x-S EX, >min  (3.66a)
k=1

i=1 1

hay

sonut

(MO —MD)5y,dx — > F8X, —min  (3.66b)
k=1

Nt

52-23

i=1 _

—

=

Goi n,, 1a sb théng s6 chuyen vi tai cac nt cua thanh ¢d chuyeén vi; n_ 1a
sb thdng sé goc xoay tai cac nit cua thanh co goc xoay. Dua vao diéu kién nay
ta s& xay dung duoc ma tran do ciing cia thanh c6 bac: nxn(n=n, +n,)
(sau khi bo di nhitng hang va cot twong tng ¢ chuyén vi hoac goc xoay bang
khong).

Ngoai ra, can dam bao diéu kién lién tuc caa chuyén vi con diéu kién lién
tuc vé goc xoay duoc xét thém bang cach cach dua vao cac diéu kién rang budc.

[% ]—[% ]:o (3.67)
dX nut2—cua—pt—thu—i dX

nutl-cua—pt—thu—i+1
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Nhur vy ma tran d6 cirng cua cia thanh dugc mé rong thém (n , —1) hang
va (n, —1) cot.

Theo phwong phap chuyén vi cudng buc tai mot vi tri (nat) nao dé cua
thanh, ta cho léch khoi vi tri can bang mot chuyén viy,. Chang han tai n(t thir
Kvta cho mot chuyén vi cudng buc y, ta co:

w| —y,=0(3.68)

Nhu vay ma tran d6 ciing cua phan tir lai duoc mé rong thém 1 hang, mot
cot va lic nay ma tran do cing c6 bac (n,, +n,, +n, )x(n, +n, +n, ) véi hé
s6 trong ma tran do cing:

k(n,, +n, +n,.k)=1(3.69)
k(k.n,, +n, +n,)=1(3.69b)

Ma tran tai trong tac dung ldc nay co bac: (ncv +N, + npt)xl voi giatri hé
s6 F(n,, +n, +n,)=Y, con cc hé sé con lai bang khong.

Giai phuong trinh [K]{X} = {F} ta s& tim duoc cac an so la cac chuyen vi
tai cac n(t cua phan tir va cac thura séLargrange. Tiép theo, ta cho thira
séLargrange tuong ung voi chuyén vi cudng bic bang khong ta s& tim duoc
gia tri luc P twong ung la céc gia tri toi han caa luc nén Ién thanh.

Trong phan nady, luan van giai bai toan thanh dau khop cb dinh — khép di
dong véi sé phan tir chia bang 6. Thira séLargrange twong Gng Vi chuyén vi
cudng buc la:

A= -0,72618*y0/l * (0,13512e246*1"40*p"10 - 0,90202e249*"36*1"2*ei*p"9 +
+0,24127e253*I"32*"4*ei"2*p"8 - 0,33364e256*|1"28*1"6*ei"3*p"7 +

+ 0,25742e259*1"24*1"8*ei"4*p"6-0,11211e262*1"20*1"10*ei"5*p/5 +

+ 0,26904e264*1"16*1"12*ei"6*p™4 - 0,34036€266* I 12* " 14*ei7*p"3+
+0,20866€268*I"8*1"16*ei8*p"2 - 0,52032e269*|1"18*ei9*p*I"4 +
+0,34057e270*1"20*ei™10) / (-0,12692e245*p"9*I"36 +

+ 0,83579e248*p"8*I1"32*ei*I"2 - 0,21962e252*p"7*1728*ei"2* 1" +
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+ 0,29655e255*p/6*1124*eiA3*|16 - 0,22128e258*p 5*|"20*ei 4*|"8 +
+ 0,91654€260*p4*1116*eir5*|710 - 0,20281e263*p 3*IM12%eiN6*|M2 +
+ 0,22390e265*i 7*p"2*|"8*["14 - 0,10749e267*ei"8*p* 1M 4*1"16 +
+0,15903e268*ei"9*|*18)/I"4
Giai phuong trinh 2. =0theo an sé P véi sb bac 1a 10 ta sé tim dugc 10

gia tri lyc toi han P, (mic du & ¢y ham chuyén vi chi 1a da thirc bac 3), ¢ day
dua ra 3 luc téi han dau tién lan luot 13;

P, =9,8698El . /I’;

P, =39,480El . /I’;

P, =88,950El . /I°.

Ta thay céac két qua trén rt dang voi két qua phan tich theogiai tich.
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KET LUAN VA KIEN NGHI

Két luan:

-ba stir dung duoc phuong phap nguyén ly cuc tri Gauss va phuong phap
chuyén vi cudng bic dé xay dungbai toan on dinh udn doc cua thanh thang dan
hoi chiu tac dung cua tai trong tinh.

- Phwong phap chuyén vi cudng buc cho bai todn 6n dinh dan hdi caa thanh va
hé thanh chiu uén doc c6 xét dén bién dang truot. Bang phép tinh bién phan
dua phuong trinh vi phan khong c6 vé phai vé phuong trinh vi phan c6 vé phai
b»ng c,ch cho mét ®i0m npo ®3 trong thanh, vY dé ®il0m

x=x;, mét chuyOn vP yq:

d4y dzy —A khi x=Xx
EJ —4 +P—2: .

dx dx 0 khi x=x

3 >
EJ 27! +Q=0

tr d6 chimg minh dugc rang phuong trinh A=0 (phuong trinh vé phai) la
phuong trinh xé4c dinh tri riéng. D4i vai bai todn on dinh tinh thi cac tri riéng
tim duoc 1 cac luc téi han Py.Dung phuong phap chuyén vi cudng buc dé giai
bai toan 6n dinh cua thanh cho ta ngay phuong trinh da thtc xac dinh lyc t6i
hancuaa thanh ma khong phai théng qua cac phép bién do6i phirc tap dé dua ma

tran vé ma tran duong chéo.

- Dung phuong phap phan tir hitu han dé xac dinh luc toi han caa céc thanh
chiu nén ¢6 cac diéu kién bién khac nhau. Két qua nhan duoc hoan toan tring
khép véi két qua nhan dugc bang cac phuong phap khac (Dung phan mém
Matlab 7.0 hd tro tinh toan).
Kién nghi:

C6 thé str dung phuong phapphan ti hitu hantrong giang day, hoc tap va
nghién ciu khi phan tich on dinh cho két cau.
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