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MỞ ĐẦU 

* Lý do chọn đề tài: 

Trong những công trình xây dựng hiện nay người ta thường dùng các 

thanh có chiều dài lớn, tấm - vỏ chịu nén và do đó điều kiện ổn định trong miền 

đàn hồi có tầm quan trọng đặc biệt, đòi hỏi phải nghiên cứu đầy đủ cả về mặt 

lý thuyết và thực nghiệm.Bài toán ổn định của kết cấu đã được giải quyết theo 

nhiều hướng khác nhau, phần lớn xuất phát từ nguyên lý năng lượng mà theo 

đó kết quả phụ thuộc rất nhiều vào cách chọn dạng của hệ ở trạng thái lệch khỏi 

dạng cân bằng ban đầu. 

Phương pháp nguyên lý cực trị Gauss do GS.TSKH. Hà Huy Cương đề 

xuất là phương pháp cho phép áp dụng nguyên lý cực trị Gauss - vốn được phát 

biểu cho hệ chất điểm để giải các bài toán cơ học vật rắn biến dạng nói riêng 

và bài toán cơ học môi trường liên tục nói chung. Đặc điểm của phương pháp 

này là bằng một cái nhìn đơn giản luôn cho phép tìm được kết quả chính xác 

của các bài toán dù đó là bài toán tĩnh hay bài toán động, bài toán tuyến tính 

hay bài toán phi tuyến. 

* Đối tượng, phương pháp và phạm vi nghiên cứu của luận văn 

Trong luận văn này, tác giả sử dụng phương pháp nguyên lý cực trị Gauss, 

phương pháp chuyển vị cưỡng bức để xây dựng bài toán và dùng phương pháp 

phần tử hữu hạn để giải. 

* Mục đích nghiên cứu của luận văn: 

Tính toán ổn định đàn hồi của thanh bằng phương pháp phần tử hữu hạn 

* Nhiệm vụ nghiên cứu của luận văn: 

-  Trình bày lý thuyết về ổn định và ổn định công trình 

- Trình bày phương pháp nguyên lý cực trị Gauss, phương pháp chuyển 

vị cưỡng bức để xây dựng bài toán ổn định của thanh thẳng đàn hồi chịu uốn 

dọc. 

- Xây dựng và giải bài toán ổn định uốn dọc của thanh  thẳng đàn hồi 

bằng phương pháp phần tử hữu hạn 

 

* Cấu trúc của luận văn: 
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Luận văn gồm 3 Chương, Chương 1: Tổng quan về lý thuyết ổn định 

công trình, Chương 2: Phương pháp nguyên lý cực trị Gauss, Chương 3: Tính 

toán ổn định uốn dọc của thanh bằng phương pháp phần tử hữu hạn. 
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CHƯƠNG1 

LÝ THUYẾT ỔN ĐỊNH CÔNG TRÌNH 

Trong chương này bàn về lý thuyết ổn định công trình và các phương 

pháp chung để xây dựng các bài toán ổn định công trình, tiêu chuẩn về ổn định 

và các phương pháp giải bài toán ổn định công trình. 

1.1. Khái niệm về ổn định và ổn định công trình 

 

 Một cách hình dung tốt 

nhất về khái niệm ổn định là ta 

xét các trường hợp viên bi cứng 

trên các mặt cầu cứng lõm và 

lồi, Hình 1.1. 

 

 

Hình 1.1. Các trường hợp mất ổn định 

Rõ ràng là trong trường hợp (a), mặt cầu lõm, sự cân bằng của viên bi là 

ổn định bởi vì  kích nó ra khỏi vị trí cân bằng ban đầu (đáy cầu) rồi thả ra thì 

nó sẽ trở về vị trí đáy cầu hoặc lân cận với vị trí đó (nếu có ma sát).Trong trường 

hợp (b), mặt cầu lồi, sự cân bằng là không ổn định, bởi vì kích viên bi ra khỏi 

vị trí cân bằng ban đầu rồi thả bi ra thì viên bi sẽ không trở lại vị trí ban đầu 

nữa.Trong trường hợp (c), hình yên ngựa, sự cân bằng là ổn định khi kích viên 

bi ra khỏi vị trí cân bằng ban đầu theo phương s và là không ổn định theo 

phương t.Trong trường hợp (d), kích viên bi ra khỏi vị trí cân bằng ban đầu thì 

nó lăn trên mặt phẳng ngang đến khi ngừng chuyển động, nó có vị trí cân bằng 

mới khác với trạng thái cân bằng ban đầu. Trong trường hợp này ta nói rằng 

trạng thái cân bằng ban đầu là phiếm định (không phân biệt). 

Ở trên ta đã nói đến trạng thái cân bằng của viên bi. Suy rộng rata cũng 

có thể nói như vậy đối với các trạng thái cân bằng của cơ hệ phức tạp, ví dụ 

như trạng thái ứng suất và biến dạng, trạng thái nội lực và chuyển vị hoặc là 

trạng thái năng lượng. 

(c) (e)
t

a

b b

s

(a)
(b)

(d)
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Trở lại hình 1.2a. Khi lệch ra khỏi vị trí cân bằng, trọng tâm của viên bi 

lên cao, thế năng của nó tăng. Trạng thái cân bằng ổn định là trạng thái có thế 

năng tối thiểu. Ở hình 1.2b, khi lệch với trị số nhỏ, trọng tâm của viên bi giảm, 

thế năng của nó giảm. Trạng thái cân bằng không ổn định ứng với thế năng lớn. 

Hình 1.2d, khi lệch ra khỏi vị trí cân bằng, trọng tâm của viên bi không thay 

đổi, trạng thái cân bằng là phiếm định hoặc không phân biệt. 

Như hình 1.2, để biết được trạng thái cân bằng của cơ hệ có ổn định hay 

không thì ta phải kích nó ra khỏi vị trí cân bằng ban đầu. Phương pháp chung 

để đánh giá sự mất ổn định của cơ hệ là: Đưa hệ ra khỏi vị trí cân bằng ban đầu 

của nó và kiểm tra xem nó có tồn tại trạng thái cân bằng mới không. Nếu như 

tìm được trạng thái cân bằng mới khác với trạng thái cân bằng ban đầu thì hệ 

là mất ổn định và lực giữ cho hệ ở trạng thái cân bằng mới này gọi là lực tới 

hạn, trường hợp ngược lại hệ là ổn định. 

1.2. Tầm quan trọng và lịch sử phát triển của lý thuyết ổn định công trình 

 Ngoài việc biết được trạng thái cân bằng của hệ thì còn cần xét xem trạng 

thái cân bằng đó có phải là trạng thái cân bằng ổn định hay không.Thực tế, có 

nhiều công trình bị phá hoại do mất ổn định. Lịch sử về công nghệ xây dựng 

cho thấy không ít tai nạn lớn xảy ra ở các nước khác nhau do khi thiết kế các 

công trình đó người kỹ sư không xét đến đầy đủ các hiện tượng động cũng như 

sự mất ổn định. Việc sử dụng thép và các hợp kim có cường độ cao trong những 

kết cấu hiện đại như kết cấu nhà cao tầng; silo; bể chứa; cầu; tàu thủy và máy 

bay tất yếu dẫn đến phải sử dụng các cấu kiện thanh, thanh thành mỏng, tấm và 

vỏ mỏng chịu nén, làm cho hiện tượng mất ổn định đàn hồi trở thành một vấn 

đề có tầm quan trọng đặc biệt. Thực tế cho thấy nhiều công trình bị sập đổ do 

mất ổn định, chiếc cầu đường sắt đầu tiên ở Kevđa – Nga là cầu dàn hở đã bị 

phá hủy năm 1875 do hệ thanh biên trên bị mất ổn định, Cầu dàn Quebéc ở 

Canada, bị phá hủy vì mất ổn định của thanh chịu nén trong khi xây dựng vào 

năm 1907[10, trg 5], Cầu Tacoma ở Mỹ xây dựng hoàn thành ngày 1/7/1940 

và bị phá hủy 7/11/1940 do bị mất ổn định vì tác dụng của gió [32, trg 277] 

v.v… 
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 Vấn đề ổn định kết cấu được bắt đầu từ công trình nghiên cứu bằng thực 

nghiệm do Piter Musschenbroek công bố năm 1729, đã đi đến kết luận rằng lực 

tới hạn tỷ lệ nghịch với bình phương chiều dài thanh. Ba mươi năm sau bằng 

phân tích toán học Leonhard Euler cũng nhận được kết quả như vậy. Đầu tiên 

các kỹ sư không chấp nhận kết quả thí nghiệm của Piter Musschenbroek và kết 

quả của lý thuyết Euler ngay cả Culông [31, trg 185] cũng tiếp tục cho rằng độ 

cứng của cột tỷ lệ thuận với diện tích mặt cắt ngang và không phụ thuộc vào 

chiều dài thanh. Những quan điểm đó dựa trên các kết quả thí nghiệm của cột 

gỗ và cột sắt lắp ghép có chiều dài tương đối ngắn, những thanh loại này thường 

bị phá hoại với tải trọng nhỏ thua tải trọng Euler do vật liệu bị phá hoại mà 

không phải do mất ổn định ngang gây ra. E.Lamac là người đầu tiên giải thích 

một cách thỏa đáng sự không phù hợp giữa kết quả lý thuyết và kết quả thực 

nghiệm, ông ấy chỉ ra rằng lý thuyết Euler là hoàn toàn phù hợp với thực 

nghiệm khi bảo đảm rằng những giả thiết cơ bản của Euler về xem vật liệu là 

đàn hồi và điều kiện lý tưởng của các đầu cuối cần phải được bảo đảm. Những 

thí nghiệm sau này khi người ta rất chú ý bảo đảm của đầu cuối của thanh và 

bảo đảm cho lực đặt đúng tâm của thanh đã khẳng định tính đúng đắn của công 

thức Euler. 

1.3. Các phương pháp xây dựng bài toán ổn định công trình 

1.3.1 Phương pháp tĩnh học 

- Tạo cho hệ nghiên cứu một dạng cân bằng lệch khỏi dạng cân bằng ban đầu. 

-Xác định trị số lực tới hạn (trị số lực cần thiết giữ cho hệ ở dạng cân bằng mới, 

lệch khỏi dạng cân bằng đầu). Lực tới hạn xác định từ phương trình đặc trưng 

(hay còn gọi là phương trình ổn định). 

Người nghiên cứu có thể vận dụng nội dung nói trên khi áp dụng: Phương 

pháp thiết lập và giải phương trình vi phân; Phương pháp thông số ban đầu;  

Phương pháp lực; Phương pháp chuyển vị; Phương pháp hỗn hợp; Phương pháp 

sai phân hữu hạn; Phương pháp dây xích; Phương pháp nghiệm đúng tại từng 

điểm; Phương pháp Bubnov-Galerkin; Phương pháp giải đúng dần.    
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Trong thực tế, áp dụng các phương pháp tĩnh học để tìm nghiệm chính xác 

của bài toán ổn định thường gặp nhiều khó khăn và đôi khi không thể thực hiện 

được. 

1.3.2 Phương pháp động lực học 

- Lập và giải phương trình dao động riêng của hệ. 

- Xác định lực tới hạn bằng cách biện luận tính chất nghiệm của chuyển động: 

nếu dao động của hệ có biên độ tăng không ngừng theo thời gian thì dạng cân 

bằng ban đầu là không ổn định; ngược lại, nếu hệ luôn dao động bé quanh vị 

trí cân bằng ban đầu hoặc tắt dần thì là dạng đó là ổn định. 

1.3.3 Phương pháp năng lượng 

-  Giả thiết trước dạng biến dạng của hệ ở trạng thái lệch khỏi dạng cân bằng 

ban đầu. 

-  Xuất phát từ dạng biến dạng đã giả thiết, lập biểu thức thế năng biến dạng và 

công của ngoại lực để viết điều kiện tới hạn của hệ. 

-  Từ điều kiện tới hạn, xác định giá trị của lực tới hạn. 

Có thể vận dụng các phương pháp năng lượng bằng cách áp dụng: Trực 

tiếp nguyên lý Lejeune-Dirichlet; Phương pháp Rayleigh-Ritz; Phương pháp 

Timoshenko.  

Do giả thiết trước biến dạng của hệ nên kết quả lực tới hạn tìm được 

thường là gần đúng và cho kết quả lớn hơn giá trị của lực tới hạn chính xác. 

Như vậy mức độ chính xác của kết quả theo các phương pháp năng lượng phụ 

thuộc vào khả năng phán đoán biến dạng của hệ ở trạng thái lệch: hàm chuyển 

vị được chọn càng gần với đường đàn hồi thực của thanh thì kết quả càng chính 

xác. Theo cách làm này thì hàm chuyển vị chọn trước thỏa mãn càng nhiều điều 

kiện biên hình học và tĩnh học càng tốt nhưng ít nhất phải thỏa mãn điều kiện 

biên tĩnh học. 

Đường lối của ba loại phương pháp (phương pháp tĩnh; phương pháp động; 

phương pháp năng lượng) tuy khác nhau nhưng cho cùng một kết quả đối với 

hệ bảo toàn.Đối với hệ không bảo toàn, các phương pháp tĩnh và các phương 

pháp năng lượng dẫn đến kết quả không chính xác, người ta phải sử dụng các 

phương pháp động lực học. 
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Hệ bảo toàn tức là những hệ chịu lực bảo toàn. Lực bảo toàn có tính chất 

sau đây : 

- Độ biến thiên công của lực bằng vi phân toàn phần của thế năng. 

- Công sinh ra bởi các lực trên các chuyển vị hữu hạn không phụ thuộc 

vào đường di chuyển của lực mà chỉ phụ thuộc vào vị trí điểm đặt đầu và điểm 

đặt cuối của lực. 

- Tuân theo nguyên lý bảo toàn năng lượng. 

Sự xuất hiện của ma sát nội do quan hệ phi đàn hồi hay ma sát ngoại sẽ 

dẫn đến hệ lực không bảo toàn. 
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CHƯƠNG 2 

PHƯƠNG PHÁP NGUYÊN LÝ CỰC TRỊ GAUSS 

 

Chương này trình bày nguyên lý Gauss, sau đó trình bày phương pháp mới 

dựa trên nguyên lý cực trị Gauss để xây dựng và giải các bài toán cơ học dưới 

dạng tổng quát, chủ yếu là của cơ hệ vật rắn biến dạng. Để đạt mục tiêu trên, 

trong chương còn giới thiệu các khái niệm ứng suất và biến  dạng của cơ hệ 

môi trường liên tục và của cơ học kết cấu. Cuối cùng, để làm ví dụ, trình bày 

việc áp dụng phương pháp mới để nhận được  các phương trình vi phân cân 

bằng của cơ hệ. 

2.1. Nguyên lí cực trị Gauss  

  Năm 1829 nhà toán học người Đức K.F. Gauss đã đưa ra nguyên lý sau 

đây đối với cơ hệ chất điểm [1,tr. 171]:  

“Chuyển động thực của hệ chất điểm có liên kết tùy ý chịu tác động bất 

kì ở mỗi thời điểm xảy ra một cách phù hợp nhất có thể với chuyển động của 

hệ đó khi hoàn toàn tự do, nghĩa là chuyển động thực xảy ra với lượng cưỡng 

bức tối thiểu nếu như số đo lượng cưỡng bức lấy bằng tổng các tích khối lượng 

chất điểm với bình phương độ lệch vị trí chất điểm so với vị trí khi chúng hoàn 

toàn tự do”. 

 Gọi 
i

m  là khối lượng chất điểm, Ai là vị trí của nó, 
i

B  là vị trí sau thời 

đoạn vô cùng bé do tác động lực ngoài và do vận tốc ở đầu thời đoạn gây ra, 

iC  là vị trí có thể ( bị ràng buộc bởi liên kết) thì lượng cưỡng bức được viết như 

sau:                      

  MinCBmZ
ii

i

i


2

(2.1) 

Dấu tổng trong (2.1)  lấy theo số chất điểm. 

 Sử dụng nguyên lý vận tốc ảo và nguyên lý D ‘Alembert, xét hệ ở trạng 

thái cân bằng và cho rằng có lực với độ lớn tỉ lệ với độ dài  
ii

CB  tác dụng theo 

chiều từ  
i

C  đến 
i

B , Gauss đã chứng minh nguyên lý của mình  [1,tr. 172] . 
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  Để có thể sử dụng nguyên lý Gauss cần biết đại lượng biến phân của 

nó. Theo [1,tr. 889], Gibbs (năm 1879) và Appell  (năm 1899) đi từ các lập luận 

khác nhau đều nhận được nguyên lý Gauss và chỉ ra rằng đại lượng biến phân 

của nguyên lý này là gia tốc. Điều này có nghĩa là: 

ri = 0 ;     r i = 0 ;      r i   0                            (2.2)      

ở đây  là kí hiệu biến phân ( lấy vi phân khi cố định thời gian ), ri, r i  và r i 

lần lượt là vectơ toạ độ, vectơ vận tốc và vectơ gia tốc của điểm  i.  Chuyển 

dịch của chất điểm của hệ có liên kết dưới tác dụng của lực Fi  sau thời đoạn  dt  

tính theo công thức sau đây:  

2

2

1
dtrdtrr

iii
  (2.3) 

 Vì   ri = 0 và   r i = 0  nên chuyển dịch của chất điểm hoàn toàn tự do (có thể 

hình dung ở đầu thời đoạn dt liên kết được giải phóng nhưng vẫn giữ lực tác 

dụng) sau thời đoạn dt là : 

2

2

1
dt

m

F
dtrr

i

i

ii
  (2.4) 

Hiệu của (2.4) và (2.3) cho ta độ lệch vị trí của chất điểm có liên kếtso với vị 

trí của nó khi hoàn toàn tự do. 

Có thể xem dt là hằng thì lượng cưỡng bức Z theo (2.1) được viết dưới dạng 

lực như sau (với độ chính xác bằng thừa số dt4 / 4) : 

Minr
m

F
mZ

i

i

i

i

i











2

 (2.5) 

hoặc  

Z   =  
i

i
m

1
 iF - im ir )2 Min (2.5a) 

 Khi  tính lượng cưỡng bức theo (2.5) cần xem gia tốc là đại lượng biến 

phân    (biến phân kiểu Gauss theo cách nói của Boltzmann ). Như vậy, phương 

pháp tìm cực tiểu của các bài toán cơ học được xây dựng theo nguyên lý (2.5) 

không thể  là bất kỳ mà phải là (khi không có ràng buôc nào khác): 
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0




i
r

Z


(2.6) 

Điều kiện (2.6) sẽ cho ta phương trình cân bằng. Thật vậy, áp dụng (2.6) vào 

(2.5) ta nhận được phương trình cân bằng của hệ ( ở đây lực tác dụng bằng lực 

quán tính).  Appell và Boltzmann (năm 1897)  còn cho biết nguyên lý Gauss 

đúng cho hệ liên kết holonom và cả hệ liên kết không holonom [1,tr. 890].  

 Nguyên lý Gauss (2.1) hoặc (2.5) có dạng của phương pháp bình phương tối 

thiểu là phương pháp cũng do Gauss đưa ra và được dùng rộng rãi trong toán 

học hiện đại, trong giải tích cũng như trong lời giải số. Có lẽ vì vậy nguyên lý 

Gauss thu hút sự chú ý của nhiều nhà khoa học, thí dụ, Hertz (năm 1894) dựa 

trên ý tưởng lượng cưỡng bức đưa ra nguyên lý đường thẳng nhất (đường có 

độ cong nhỏ nhất) hoặc Prigogine (năm 1954) và Gyarmati (năm 1965) đã xây 

dựng được lượng cưỡng bức của các quá trình không hồi phục trong nhiệt động 

lực học [2]. 

 Các tài liệu giáo khoa về cơ học thường giới thiệu nguyên lý Gauss dưới 

dạng (2.5) là dạng dùng được để tính toán. Nhưng nguyên lý (2.5) với đại lượng 

biến phân là gia tốc  chỉ là một biểu thị của  nguyên lý Gauss (2.1)  bởi vì  đại 

lượng biến phân trong cơ học  còn có thể là chuyyển vị và vận tốc như trình 

bày sau đây. 

2.2. Phương pháp nguyên lý cực trị Gauss 

 Trong bài viết của mình Gauss nêu nhận xét rằng nguyên lý vận tốc ảo 

biến vấn đề tĩnh học thành vấn đề toán học thuần tuý, còn nguyên lý 

D’Alembert đưa bài toán động lực học về bài toán tĩnh học và mọi nguyên lý 

của cơ học hoặc nhiều hoặc ít đều có thể trực tiếp rút ra từ hai nguyên lý 

trên.Dưới đây trình bày phương pháp dựa trên nguyên lý chuyển vị ảo để nhận 

được biểu thức (2.1) của nguyên lý Gauss. 

 Xét hệ chất điểm có liên kết tuỳ ý ở một thời điểm bất kì nào đó có nghĩa 

là phải đưa lực quán tính fi của hệ tại thời điểm đó tác dụng lên hệ. Đối với hệ 

hoàn toàn tự do lực quán tính f0i của nó bằng với ngoại lực (chỉ số ‘0’ ở chân  
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kí tự chỉ rằng kí tự đó thuộc hệ so sánh, trường hợp này là hệ hoàn toàn tự do 

có cùng khối lượng và cùng chịu tác dụng lực ngoài giống như hệ có liên kết). 

Như vậy, các lực tác dụng lên hệ có liên kết gồm các lực fi= mi r i và các lực f0i  

=  mi r 0i  (thay cho ngoại lực). Theo nguyên lý chuyển vị ảo đối với liên kết giữ 

(liên kết dưới dạng đẳng thức) và không giữ (liên kết dưới dạng bất đẳng thức) 

điều kiện cần và đủ để hệ ở trạng thái cân bằng là [1,tr. 887] : 

 0
0


i

iii
rff  (2.7)  

Biểu thức (2.7) cũng được  Fourier (năm 1798 ) và Ostrogradsky ( năm 1838) 

độc lập đưa ra. 

Có thể nhận xét ngay rằng phần trong ngoặc đơn của (2.7) biểu thị  lực tác dụng 

lên hệ nên phải bằng không để hệ ở trạng thái cân bằng.     

Trong biểu thức (2.7) cần xem các chuyển vị ri độc lập đối với lực tác dụng. 

Cho nên từ (2.7) có thể viết: 

 MinrffZ
i

iii
 0

(2.8)           

Trong (2.8) ri là các biến độc lập cần tìm để bảo đảm cho Z cực tiểu. Vì chuyển 

vị  r0i của hệ hoàn toàn tự do  đã biết nên biểu thức (2.8) tương đương với các 

biểu thức dưới đây: 

Z   = 
i

 ii ff 0  ii rr 0  Min (2.8a) 

hoặc                            Z   = 
i

im 







 i

i

i r
m

f
0
  ( ii rr 0 )   Min (2.8b) 

Dễ dàng nhận thấy (2.8b) là tích của khối lượng mi với bình phương độ lệch vị 

trí chất điểm  và do đó Z xác định theo (2.8) là lượng cưỡng bức của nguyên lý 

Gauss (với độ chính xác bằng thừa số dt2/ 2 ).  So với (2.5), lượng cưỡng bức 

Z xác định theo (2.8)  biểu thị đầy đủ và rõ ràng tư tưởng của nguyên lý Gauss  

thể hiện ở chỗ, thứ nhất, nó cho phép so sánh hệ có liên kết với hệ hoàn toàn tự 

do, thứ hai, đại lượng không biết (đại lượng biến phân) trong (2.8) là chuyển vị 

giống như trong (2.1). Cực tiểu của (2.8) cần và phải được tìm từ điều kiện (khi 

không có các ràng buộc nào khác): 
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ir

Z




 = 0                                            (2.9) 

Điều kiện (2.9) áp dụng vào (2.8) cho ta phương trình cân bằng của cơ hệ. 

Ví dụ 1  Ví dụ này lấy từ [3,tr. 64]. Viết phương trình chuyển động của khối 

lượng m chạy trên đường cong y= bx2  trong mặt phẳng (xy), không có lực ma 

sát,  dưới tác dụng của trường gia tốc g  (Hình 1.1).   

 

Hình 1.1 

Các lực tác dụng lên khối lượng m bao gồm: lực quán tính theo chiều y, lực 

trọng trường theo chiều âm của y, lực quán tính theo x. Chọn hệ so sánh là hệ 

có cùng khối lượng m nằm trong trường gia tốc g nhưng hoàn toàn tự do.   

Lượng cưỡng bức được viết theo (2.8) như sau: 

Z   = xxmymgym )()(    Min (a) 

Thế 2bxy   vào (a) ta có 

Z   = xxmbxmgym )()( 2    Min (b) 

Xem chuyển vị x  là biến độc lập và từ điều kiện  0




x

Z
  nhận được: 

022  xbgxybx  (c) 

Thay y  = 222 xbxbx    vào (c)  nhận được phương trình chuyển động của khối 

lượng  m 

024)14( 2222  bgxxxbxxb  (d) 

Phương trình (d) là kết quả cần tìm.  
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Như nhận xét của Gauss nêu trên, có thể nói biểu thức (2.7) đã biến vấn đề tĩnh 

học (cân bằng lực) thành vấn đề toán học thuần tuý. Thật vậy, nếu ta dùng gia 

tốc là đại lượng biến phân thì  tương tự như (2.7) có thể viết  


i

 ii ff 0  r i     0 (2.10) 

với điều kiện gia tốc r I là  đại lượng độc lập đối với lực tác dụng.   

Từ (1.10) có thể viết  

Z  = 
i

 ii ff 0 r i Min (2.11)                 

Trong (2.11) cần xem gia tốc  r i là  đại lượng biến phân để bảo đảm cho Z cực 

tiểu. Vì gia tốc  r 0i của hệ hoàn toàn tự do  đã biết  nên  biểu thức (2.11) tương 

đương với các biểu thức dưới đây: 

Z  = 
i

 ii ff 0 ( r i- r 0i)          Min (2.11a) 

hoặc                         Z   = 
i

im 









 i

i

i r
m

f
0
 ( r i- r 0i)    Min  

Z  =  
i

  2

0 .. iii rrm    Min (2.11b) 

Ta thấy (2.11b) trùng với (2.5). Các gia tốc ir  phải thỏa mãn các liên kết nếu 

có và điều kiện cực tiểu của (2.11) là biểu thức (2.6).  
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Ví dụ 2 . Làm lại ví dụ 1 (Hình 1) theo nguyên lí (2.5) hoặc biểu thức (2.11)   

Khối lượng m vừa chuyển động theo x, vừa chuyển động theo y, nhưng 

do có liên kết  y= bx2  nên chỉ có một bậc tự do, thí dụ là x. Các lực tác dụng 

lên m bao gồm: Lực quán tính theo chiều y, lực trọng trường theo chiều âm của 

y, lực quán tính theo x. Lượng cưỡng bức  Z viết theo (2.5) là: 

Z =  22)( xmy
m

mg
m    Min (a)        

 Lấy đạo hàm ràng buộc  y=bx2  theo thời gian  hai lần ta có : 

222 xbxbxy                                                                    (b) 

  Thay y  trong (a) bằng (b), nhận được 

Z = 222 )22( xxbxbxg    Min (c)                  

 Xem gia tốc x  là biến độc lập và từ  điều kiện 0/  xZ   ta có phương trình 

chuyển động của khối lượng m như sau : 

024)14( 2222  bgxxxbxxb  (d) 

Phương trình (d) là kết quả cần tìm.  

Tương tự, cũng có thể dùng vận tốc ir  là đại lượng biến phân, khi đó lượng 

cưỡng bức  Z  được viết :  

Z   = 
i

 ii ff 0 ir  Min (2.12)   

với điều kiện vận tốc ir  là biến độc lập và thoả mãn các liên kết nếu có. Trong 

trường hợp này điều kiện cực tiểu của nguyên lý(2.12) sẽ là (khi không có ràng 

buộc nào khác) : 

ir

Z




  = 0                                 (2.13) 

Làm lại bài toán của ví dụ 1 với đại lượng biến phân là vận tốc (biểu thức 2.12) 

cũng cho ta kết quả đúng đắn.   

Tóm lại, các nguyên lý (2.5) hoặc (2.11) với đại lượng biến phân là gia tốc độc 

lập đối với lực tác dụng, nguyên lý (2.8) với đại lượng biến phân là chuyển vị 
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độc lập đối với lực tác dụng và nguyên lý (2.12) với đại lượng biến phân là vận 

tốc độc lập đỗi với lực tác dụng đã biến phương trình cân bằng lực (vấn đề cơ 

học ) thành các bài toán toán học thuần tuý và có thể được phát biểu như sau : 

Chuyển động thực của cơ hệ xảy ra khi lượng cưỡng bức Z   

- xác định theo (2.5) thì được tìm theo gia tốc , điều kiện (2.6 ) 

- xác định theo (2.8) thì được tìm theo chuyển vị,  điều kiện (2.9) 

- xác định theo (2.12) thì được tìm theo vận tốc, điều kiện (2.13) 

là cực tiểu. 

 Đương nhiên, các đại lượng biến phân gia tốc, chuyển vị và vận tốc phải 

thỏa mãn các điều kiện liên kết của hệ.  

 Để có thể áp dụng cho cả các bài  toán tĩnh của môi trường liên tục ta 

sẽ dùng nguyên lý (2.8) với đại lượng biến phân là chuyển vị và điều kiện cực 

tiểu là (2.9). Nguyên lí (2.5) không cho phép giải các bài toán tĩnh. Do đó, cách 

trình bày nguyên lý  Gauss dưới dạng này đã  hạn chế việc sử dụng nguyên lý 

trong cơ học.                    

 Có thể mở rộng nguyên lý Gauss bằng cách so sánh hệ cần tính với hệ 

có liên kết tuỳ ý chịu tác dụng của lực giống như hệ cần tính mà lời giải của nó 

đã biết. Khi đó thay cho lực ngoài ta dùng lực liên kết và lực quán tính của hệ 

so sánh với dấu ngược lại để tác động lên hệ cần tính. Điều này là hiển nhiên  

bởi vì ngoại lực luôn cân bằng với nội lực. Xét ví dụ minh họa sau  

Ví dụ 3 Hệ cần tính là  khối lượng m có liên kết lò xo độ cứng k và liên kết 

nhớt với hệ số nhớt c chịu tác dụng lực p(t) (Hình 2.2). Xét dao động thẳng 

đứng u(t) của m so với vị trí cân bằng tĩnh của nó. Bài toán có một bậc dao 

động tự do. Ta chọn hệ so sánh có khối lượng m0 và liên kết lò xo độ cứng k0 

cùng chịu lực p(t) (Hình 2.2.b).  
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Hình 2.2  a) Hệ cần tính; b) Hệ so sánh. 

Dao  động u0(t) của hệ so sánh (so với vị trí cân bằng tĩnh của nó) xác định từ 

phương tình cân bằng sau : 

)(0000 tpukum  (a) 

Lực tác dụng lên khối lượng m gồm có: lực quán tính um  , lực cản lò xo ku , lực 

cản nhớt uc   và lực p(t) được thay bằng nội lực của hệ so sánh. Lượng cưỡng 

bức theo (2.8) viết được: 

Z  = uukumkuucum )( 0000    Min (b) 

Phần trong dấu ngoặc đơn của (b) biểu thị lực tác dụng và theo nguyên lý 

chuyển vị  (2.8) cần xem chuyển vị u là biến độc lập đối với lực tác dụng thì từ 

điều kiện  Z/u  = 0  nhận được phương trình cân bằng của hệ cần tính    

0000 ukumkuucum   (c) 

hay chú ý tới (a) ta có 

)(tpkuucum   (d) 

Nhìn vào (c) và (d) thấy rằng thay cho việc giải phương trình vi phân cân bằng 

(d) của hệ cần tính ta có thể giải phương trình (c) ứng với từng thời điểm. Vế 

phải của (c) có thể là nghiệm riêng hoặc nghiệm cơ bản (trường hợp p(t) là 

xung đơn vị) của (d) hoặc, một cách tổng quát, là thể hiệncủa p(t) trên hệ bất kì 

nào khác (lời giải của hệ bất kì  khi chịu tác động của p(t) ). Nhận xét này rất 

hữu ích bởi vì nó cho ta một phương pháp nữa để giải các phương trình vi phân 
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phức tạp, đặc biệt là đối với các bài toán có điều kiện biên ở vô hạn hoặc là khi 

giải bằng số. 

Lượng cưỡng bức Z theo (b)  có thể viết dưới dạng sau: 

321 ZZZZ   Min (e) 

                Z1 = 2

00 )(
1

ukku
k

 ,    Z2= uuc 2 ,     Z3 = uuum )(2 0
  (f) 

Ở đây Z1 viết dưới dạng bình phương tối thiểu. Vì  Z1 được viết dưới dạng 

bình phương tối thiểu nên các đại lượng Z2 và Z3 phải nhân với hệ số 2.  Các 

biểu thức lượng cưỡng bức (b) và (e), (f)  là tương đương.  

Những nhận xét rút ra từ ví dụ minh họa nêu trên áp dụng đúng cho bất kì hệ 

nào khác.  

Trình bày trên cho thấy có thể dùng hệ có liên kết bất kì để làm hệ so sánh cho 

nên có thể mở rộng biểu thức (2.8) như sau : 

                                      Z  = 
i

 ii ff 0 ir  Min (2.14)                

với  f i  là  nội lực bao gồm lực quán tính và lực liên kết nếu có của hệ cần tính, 

f0i là nội lực và lực liên kết đã biết của hệ so sánh bất kỳ chịu tác dụng lực ngoài 

giống như hệ cần tính. 

Chú ý rằng khi sử dụng biểu thức (2.14) cần xem chuyển vị  ri   là đại lượng độc 

lập đối với lực và  phải thỏa mãn các điều kiện liên kết nếu có. Bởi vì cực tiểu 

của lượng cưỡng bức Z  phải được tìm  theo (2.9) (khi không có các ràng buộc 

nào khác ) nghĩa là phải giải phương trình cân bằng của cơ hệ nên bài toán luôn 

có nghiệm và nghiệm là duy nhất     

Phương pháp của nguyên lý (2.14) cho phép dùng hệ so sánh bất kì. Đại lượng 

biến phân của (2.14) là chuyển vị, điều kiện cực tiểu của nó là biểu thức (2.9). 

Phương pháp này do GS. TSKH Hà Huy Cương đề xuất và được gọi là phương 

pháp nguyên lý cực trị Gauss.  
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Biểu thức  (2.7) trong các giáo trình cơ học thường mang dấu bằng, nghĩa là 

chỉ xét trường hợp liên kết giữ và khi đó từ (2.7) sẽ nhận được nguyên lý công 

ảo. Có thể nói biểu thức (2.7) với dấu nhỏ thua hoặc bằng là sự khác biệt  cơ 

bản giữa nguyên lý cơ học của Gauss với cơ học dựa trên nguyên lý công ảo 

hiện dùng.   

2.3. Cơ hệ môi trường liên tục: ứng suất và biến dạng    

Trong mục này trình bày phương pháp nguyên lý Gauss đối với cơ hệ môi 

trường liên tục. Muốn vậy cần biết khái niệm ứng suất và biến dạng của môi 

trường liên tục. Để trình bày gọn dưới đây dùng các đại lượng tenxơ với cách 

hiểu như sau [4 ,tr.196]: 

2

3

2

2

2

1 aaaaa ii   

332211 aaaakk   

và hệ số Kronecker  

i j     =    1      khi    i = j      

i j     =    0      khi    i   j       

với  i = 1,2,3 ;  j = 1,2,3 ; k = 1,2,3   đối với không gian  3 chiều. 

Có thể nói đối tượng nghiên cứu của cơ hệ môi trườngliên tục trong toạ độ 

vuông góc là phân tố khối chữ nhật (ba chiều, kích thước vô cùng bé ) hoặc 

phân tố chữ nhật (hai chiều, kích thước vô cùng bé )  được tách ra từ môi trường 

(hình 2.3 ).   

 

 

Hình 2.3. Trạng thái ứng suất phân tố 
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Khi đó lí thuyết ứng suất cho thấy ngoài các lực thông thường (lực gây các 

chuyển vị tịnh tiến trong cơ hệ chất điểm) trên bề mặt phân tố còn có các ứng 

suất tác dụng . Có 9 ứng suất ij  tác dụng lên bề mặt phân tố. Thứ nguyên cuả 

ứng suất bằng  lực chia cho đơn vị diện tích.  

Từ điều kiện cân bằng lực và momen  sẽ nhận được phương trình cân bằng  tĩnh 

của phân tố  

jij, +   bi   =   0                                   (2.15)                                           

Trong  (2.15)  ij  là ứng suất ,  jij,  biểu thị  đạo hàm của ứng suất theo toạ độ 

không gian, ij /xj =  jij, , bi là lực khối (lực khối xem như là lực cản). Nếu 

không có lực momen khối thì từ phương trình  cân bằng  sẽ có : 

ij = ji                                               (2.16)                                                     

Số ứng suất độc lập  tác dụng  lên bề mặt phân tố chỉ còn 6 . Lí thuyết ứng suất 

cho thấy khi biết trạng thái ứng suất phân tố  thì sẽ xác định  được trạng thái 

lực tại điểm đó của môi trường và ngươc  lại . 

Khi chịu tác dụng ngoại lực, phân tố chuyển động và biến hình. Lý thuyết biến 

dạng cho thấy ngoài các chuyển vị ui  phân tố còn chịu các biến dạng i j . Nếu 

xem biến dạng là bé (bình phương hoặc tích  hai biến dạng là nhỏ so với chính 

nó ) thì các biến dạng được xác định theo các phương trình sau: 

i j     =    
2

1
 (  ui,j  +   uj ,i  )                         (2.17) 

 Các  ij  là các đại lượng không thứ nguyên. Tương tự như tenxơ ij, tenxơ  

ij đối xứng và có 6 biến dạng độc lập tương ứng với  6  ứng suất.  

Từ (2.17) thấy rằng trạng thái chuyển vị xác định duy nhất trạng thái biến 

dạng, nhưng ngược lại không đúng bởi vì có những chuyển vị không gây biến 

dạng (chuyển vị của vật rắn tuyệt đối). Ngoài các phương trình nêu trên, để bảo 

đảm tính liên tục của môi trường còn có các các phương trình về điều kiện 

không bị gián đoạn.     
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Tùy theo tính chất cơ học của vật liệu môi trường mà có các liên hệ khác 

nhau giữa ứng suất và biến dạng. Do có 6 ứng suất và 6 biến dạng nên một cách 

tổng quát cần biết 36 thông số tính chất vật liệu.  Tuy nhiên từ điều kiện biểu 

thị năng lượng biến dạng phải giống nhau con số 36 rút xuống còn 21. Đối với 

vật liệu đẳng hướng chỉ còn 2 thông số tính chất vật liệu độc lập được chọn 

trong số các thông số sau: hai hằng số Lamé   và  , môđun Young  E , môđun 

trượt G và hệ số Poisson  , giữa chúng có các liên hệ sau đây :     

 =  
)21)(1( 





E
    ,        =  G   =   

)1(2 

E
(2.18)                               

Đối với vật liệu đồng nhất , đẳng hướng, tuân theo định luật  Húc (Hooke) 

thì  liên hệ giữa ứng suất  và biến dạng  sẽ là :       

ij   =   2G (ij  +  




21
kkij )                     (2.19) 

 Từ công thức (2.19) thấy rằng ứng suất ij không những phụ thuộc vào 

biến dạng ij theo phương của nó mà còn phụ thuộc vào các biến dạng theo các 

phương khác thông qua hệ số Poisson  . Hệ số 2G để tiện trình bày sau này sẽ 

được gọi là độ cứng của biến dạng.  

 Những trình bày trên cho thấy đối với cơ hệ môi trường liên tục cần xem 

các biến dạng  ij  là độc lập đối với nhau và được xác định theo phương trình 

(2.17), cần xét các phương trình về điều kiện không bị  gián đoạn của môi 

trường  và liên hệ giữa ứng suất và biến dạng. Đối với môi trường đàn hồi, đồng 

nhất, đẳng hướng liên hệ ứng suất - biến dạng lấy theo (2.19) và điều kiện không 

bị gián đoạn của môi trường tự động thoả mãn khi biểu thị ứng suất qua chuyển 

vị. 

 Tóm lại, khác với cơ hệ chất điểm, trong môi trường liên tục ngoài lực 

khối và lực quán tính là các lực tác dụng gây chuyển vị, còn phải xét thêm các  

ứng suất ij  gây ra các biến dạng  ij .  
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Từ nhận xét vừa nêu, có thể sẽ có ích đối với nhận thức khi đưa ra các 

nhận định tổng quát về mối tương quan giữa cơ học chất điểm và cơ hệ môi 

trường liên tục như sau: 

- Khái niệm cơ bản của cơ chất điểm là chất điểm, các lực tác dụng lên chất 

điểm gây ra các chuyển vị, đặc trưng của chất điểm là khối lượng; 

- Khái niệm cơ bản của cơ hệ môi trường liên tục là mặt cắt phân tố, các ứng 

suất gây ra các biến dạng, các đặc trưng của mặt cắt phân tố là các độ cứng biến 

dạng tương ứng với các ứng suất. Các độ cứng này xác định tùy theo tính chất 

vật liệu môi trường. Trong cơ hệ môi trường liên tục còn có lực khối và lực 

quán tính gây chuyển vị giống như trong cơ hệ chất điểm. Do đó, có thể  tóm 

tắt mối tương quan vừa nêu dưới dạng: 

Chất điểm                 Mặt cắt phân tố 

                                          Lực                           Lực 

                                                                               Các ứng suất 

                                         Chuyển vị                 Chuyển vị 

                                                                               Biến dạng 

                                         Khối lượng               Khối lượng 

                                                                               Các độ cứng biến dạng 

 

 Kí hiệu   chỉ sự tương đương giữa các khái niệm. Với cách hiểu này 

cũng dễ dàng xây dựng phiếm hàm lượng cưỡng bức tương tự như (2.14) đối 

với cơ hệ môi trường liên tục bất kỳ được trình bày sau đây. 

Trước tiên, ta dùng hệ so sánh là hệ chất điểm có cùng khối lượng, cùng 

chịu tác dụng lực ngoài và hoàn toàn tự do. Đối với môi trường liên tục cần xét 

thêm ứng suất và biến dạng nên lượng cưỡng bức Z của hệ viết tương tự (2.14) 

như sau: 

21...... ZZZ  Min  


V

ijij dVZ 1   ,    
V

iiiiii dFuuubuuZ )(2 0
  (2.20) 
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Trong  (2.20)  V  là thể tích vật thể,  là khối lượng đơn vị. Lực quán tính là 

lực cản nên trong (2.20)  mang dấu cộng. Lượng cưỡng bức Z1 xét ứng suất 

của môi trường liên tục cần tính, hệ chất điểm so sánh không có ứng suất. 

Lượng cưỡng bức Z2  xét lực khối và lực quán tính của môi trường liên tục, lực 

quán tính của hệ chất điểm so sánh. Các lực này đều gây chuyển vị  u.     

 Theo phương pháp nguyên lý cực trị Gauss, trong (2.20) cần xem các 

biến dạng ij là độc lập đối với các ứng suất ij  và các chuyển vị  u i là độc lập 

đối với lực tác dụng (ở đây là lực khối và lực quán tính) và độc lập đối với nhau. 

Điều kiện cực tiểu của (2.20)  là  

0
21











iij u

ZZ


(2.21.a) 

Nếu biến dạng ij  biểu thị qua chuyển vị (công thức  (2.17)) thì điều kiện cực 

tiểu của (2.20) được viết như sau: 

0
21















ii

ij

ij u

Z

u

Z 


(2.21.b)                             

Từ điều kiện (2.21.a)  nhận được 

jij, +  bi + u i  - u 0i   =   0                                 (2.22)                                                   

Phương trình (2.22) là phương trình vi phân cân bằng của cơ hệ môi trường liên 

tục dưới dạng ứng suất.  

Nếu tại điểm đang xét không có lực ngoài tác dụng thì yu0
 bị triệt tiêu, 

phương trình (2.22)  là phương trình cân bằng động lực học thường gặp của cơ 

hệ môi trường liên tục. Trường hợp bài toán tĩnh, iu  cũng  bằng không, 

phương trình (2.22) khi đó trùng với (2.15). 

Dễ dàng nhận được phương trình vi phân cân bằng dưới dạng chuyển vị 

bằng cách đưa liên hệ ứng suất - biến dạng vào phương trình (2.22) hoặc vào  

phiếm hàm  (2.20).Trong mục (2.5) dưới đây sẽ trở lại vấn đề này.  

 Cần nêu nhận xét rằng biểu thức (2.20) cho phép so sánh cơ hệ môi 

trường liên tục với cơ hệ chất điểm hoàn toàn tự do khi hai hệ cùng chịu lực 
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ngoài như nhau. Trong (2.20) không chứa các thông số tính chất vật liệu của 

môi trường nên nó đúng với  môi trường bất kỳ.  

Xét các trường hợp khác của phiếm hàm  lượng cưỡng bức (2.20): 

- Trường hợp không dùng hệ so sánh  thì  phải đưa lực ngoài  pi vào (2.20). 

Lực pi  thường tác dụng lên bề mặt    của vật nên ta viết 

                     Z  =   



V

iiiiiijij dupdvubuu )(   Min (2.23)                            

-  Có thể dùng hệ so sánh cũng là cơ hệ môi trường liên tục có liên kết  bất kỳ 

với điều kiện hai hệ cùng chịu lực ngoài giống nhau:    

                     Z  =   dvubbuuu
V

iiiiiiijijij  )()()( 0000
   Min (2.24) 

Giống như đã trình bày ở ví dụ 3, thực chất của phương pháp nguyên lý cực trị 

Gauss là dùng nội lực của hệ so sánh tác dụng lên hệ cần tìm.  

- Đối với bài toán tĩnh, lực quán tính triệt tiêu, khi không xét lực khối, biểu 

thức  (2.24) có dạng:     

                                       Z  =  
V

ijijij dv )( 0  Min                                 (2.25)   

-  Đối với bài toán tĩnh, không xét lực khối, không dùng hệ so sánh, từ (2.23) 

ta có: 

                                       Z  =  


 dupdv ii

V

ijij  Min (2.26) 

Các chuyển vị ui và biến dạng ij  (xác định theo (2.17)) trong các phiếm hàm 

(2.20, 2.23, 2.24, 2.25) và (2.26) là những đại lượng độc lập đối với lực tác 

dụng và ứng suất và phải thoả mãn các điều kiện liên kết nếu có.  Chuyển động 

thực của cơ hệ môi trường liên tục xảy ra khi cực tiểu các phiếm hàm lượng 

cưỡng bức vừa nêu theo điều kiện (2.21) nếu không có các điều kiện liên kết 

nào khác.   

Đối với môi trường đàn hồi, quan hệ ứng suất – biến dạng xác định theo 

(2.19), ta có thể viết lượng cưỡng bức dưới dạng bình phương tối thiểu như 

nhận xét đã nêu ở ví dụ 3: 
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                   Z  =   
V

ijij dv
G

2

0 )(
2

1
 +  

V

imimi dvuff )(2 0  Min (2.27a) 

hoặc           Z  =   
V

ijij dvG 2

0 )(2    + dvuuum
V

iiii  )(2 0
  Min  

Tương tự, khi không dùng hệ so sánh thì phải xét lực ngoài, có thể viết lại (2.26) 

như dưới đây 

                    Z  =   



V V

iiimiij dupdvufdv
G

22)(
2

1 2  Min (2.27b) 

 hoặc           Z   =  



V

ii

V

iiiij dupdvuumdvG 2)(2)(2 2   Min  

Trong (2.27)  iimi umf    và   iimi umf 000
    là lực quán tính của hệ cần tính và hệ 

so sánh, liên hệ giữa ứng suất và biến dạng xác định theo biểu thức (2.19). 

Trong (2.27), cần xem các biến dạng ij  là các đại lượng biến phân độc lập đối 

với các ứng suất ij , các chuyển vị iu  là độc lập đối với lực tác dụng p và lực 

quán tính.  

Tích phân thứ nhất trong (2.27) liên quan đến ứng suất đàn hồi có trọng 

số là 2G, Trở lên trình bày các phiếm hàm lượng cưỡng bức, đối với cơ hệ chất 

điểm là các biểu thức (2.14),   đối với môi trường liên tục là biểu thức (2.20)  

và các trường hợp khác của nó là các biểu thức (2.23), (2.24), (2.25), (2.26) và 

(2.27).  Trongcác phiếm hàm này cầnxem các biến dạng  ijxác định theo (2.17) 

và các chuyển vị uilà các đại lượng không biết độc lập đối với ứng suất và lực 

tác dụng, thỏa mãn các điều kiện liên kết nếu có và các điều kiện không bị gián 

đoạn (riêng đối với môi trường liên tục). Cực tiểu các phiếm hàm này theo điều 

kiện (2.21) cho ta chuyển vị thực của cơ hệ cần tính. 

 Phương pháp nguyên lí cực trị Gauss là phương pháp mới trong cơ học 

môi trường liên tục.  
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2.4. Cơ học kết cấu  

 Môn sức bền vật liệu và cơ học kết cấu nghiên cứu trạng thái ứng suất 

biến dạng của dầm, thanh, tấm, khung, dàn v.v…là những kết cấu có một hoặc 

hai kích thước nhỏ thua nhiều  lần  so với các kích  thước còn lại.  Trong trường 

hợp này để đơn giản nhưng kết quả tính vẫn bảo đảm độ chính xác đủ dùng 

trong thực tế (kiểm tra bằng thí nghiệm), có thể dùng mặt cắt kết cấu thay cho 

mặt cắt phân tố và các ứng suất  tác dụng lên mặt cắt được qui về thành các nội 

lực tác dụng lên mặt trung bình (đường trung bình đối với dầm) như lực dọc N,  

momen uốn M, lực cắt Q  v.v… Muốn vậy cần đưa vào các giả thiết sau đây: 

-  Khi chịu lực dọc trục, ứng suất pháp được xem là phân bố đều trên tiết diện.  

-  Khi chịu lực ngang (tác dụng thẳng góc với mặt trung bình) có các giả thiết 

sau đây: 

      Mặt trung bình của tấm và trục trung bình của dầm không có nội lực và do 

đó  không bị biến dạng. 

Giả thiết tiết diện phẳng: tiết diện sau khi biến dạng vẫn phẳng.                                  

      Không xét ứng suất nén giữa các lớp theo chiều cao tiết diện, nghĩa là xem 

các lớp song song với mặt trung bình (tấm) làm việc ở trạng thái ứng suất phẳng.           

 

Hình 2.4. Nội lực của phân tố tấm 

 Sử dụng các giả thiết trên, các momen uốn và xoắn và lực cắt tác dụng 

lên mặt cắt kết cấu xác định theo các biểu thức dưới đây (hình 2.4):    
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




2/

2/

331111

h

h

dxxM  ,  




2/

2/

332222

h

h

dxxM  ,   




2/

2/

33122112

h

h

dxxMM   






2/

2/

31311

h

h

dxQ  ,  




2/

2/

32322

h

h

dxQ  (2.28) 

ở đây h là chiều cao tiết diện. 

 Để có thể áp dụng phương pháp nguyên lý cực trị Gauss cần biết các 

‘biến dạng’ của tiết diện do momen uốn gây ra. Với các giả thiết nêu trên chỉ 

cần biết chuyển vị thẳng đứng w của trục hoặc mặt trung bình của kết cấu (còn 

gọi là đường độ võng, đường đàn hồi) thì trong trường hợp uốn thuần tuý có 

thể tính được các chuyển vị theo các phương còn lại và dùng các phương trình 

(2.17) để xác định các biến dạng. Kết quả cho thấy các biến dạngtrong mặt 

phẳng tấm (hoặc thớ dầm) phân bố tuyến tính theo chiều cao và tỉ lệ với độ 

cong  ij  của mặt võng (i=1,2; j=1,2):   

ij     =     x3  i j    ; 

 11 = -w, 11  ,       22 =  -w, 22   ,        12 = -w, 12.                    (2.29) 

  Dấu trừ trong công thức xác định độ cong (2.29) là do xem chuyển vị w có 

chiều dương hướng xuống dưới và dấu nội lực như trên hình 2.4. Như vậy, độ 

cong  ij của các lớp song song với mặt trung bình là giống nhau và đó là ‘biến 

dạng’ do momen  M ij gây ra. Biết được biến dạng ij  xác định theo (2.29) sẽ 

tính được momen Mij theo (2.28). Liên hệ giữa momen uốn và ‘biến dạng uốn’ 

của tiết diện như  sau: 

)( 221111   DM ,  )( 112222   DM ,  1212 )1(  DM (2.30) 

ở đây D là độ cứng uốn 

             đối với dầm  D  = EJ =  
12

3Eh
 ,      đối với tấm  D =  

 2

3

112 

Eh
 

và  D (1 -  )  được gọi là độ cứng xoắn (độ cứng của biến dạng xoắn).   
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(ở đây cần chú ý rằng do có liên kết gối tựa nên  mặt trung bình có thể bị biến 

dạng trong mặt phẳng của nó, giả thiết  mặt trung bình là mặt trung hoà nêu 

trên không được thoả mãn.Trong trường hợp này độ võng phải là bé so với 

chiều cao dầm hoặc chiều dày tấm để có thể bỏ qua ứng suất tác dụng trong 

mặt trung bình). 

Trong trường hợp có lực cắt Qii  thì chúng được xác định từ điều kiện cân bằng 

phân tố, ta có:   

       Q11   = 
1

11

x

M




  +  

2

12

x

M




     ,        Q22     =    

2

22

x

M




  +  

1

21

x

M




 

hay   Q11  = D [(  11),1 +(  12 ),2 ] ,    Q22 = D[ (  12 ),1  +  (  22 ),2 ]             (2.31)     

 Từ công thức (2.28)  có thể thấy độ cứng chịu cắt cuả tiết diện là Gh  và biến 

dạng  trượt 11 và 22  tương ứng với lực cắt sẽ bằng góc xoay của đường đàn 

hồi:  

1

1,11
x

w
w




   ,       

2

2,22
x

w
w




 (2.32)  

Trong lý thuyết kết cấu chịu uốn nêu trên, độ võng của kết cấu chỉ do mo-men 

uốn gây ra, không xét biến dạng trượt do lực cắt gây ra.    

 Đối với các lực Ni j tác dụng lên mặt trung bình của tiết diện thì các biến 

dạng ij  (i=1,2;j=1,2) vẫn xác định theo (2.17). Độ cứng của tiết diện chịu nén 

kéo sẽ là Eh. 

 Trong các công thức vừa nêu  lấy i=1,j=1 đối với bài toán một chiều 

(thanh, dầm), chiều rộng dầm bằng đơn vị.  

 Do sử dụng momen uốn của tiết diện nên phải đưa thêm các liên kết về 

xoay để mô tả các điều kiện biên của nó: liên kết khớp cho phép tiết diện xoay 

tự do, momen bằng không; liên kết ngàm không cho tiết diện xoay, momen 

khác không.  
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 Sau khi đã biết  ‘các biến dạng’  tương ứng với các nội lực của tiết diện 

(momen uốn, lực cắt, lực dọc trục  v.v..) và độ cứng của chúng thì dễ dàng xây 

dựng các bài toán cơ học kết cấu theo phương pháp  nguyên lí cự trị Gauss.  

 Ta có thể viết một cách tổng quát lượng cưỡng bức Z của bài toán cơ học 

kết cấu dưới dạng tương tự như (2.25) (bài toán tĩnh): 

            Z=  V ijijij MM )[( 0 + iiiiii QQ )( 0 + ijijij NN )( 0 }dvMin (2.33a) 

hoặc dưới dạng bình phương tối thiểu 

   Z=  V 
Docung

1  (Nội lực hệ cần tính- Nội lực hệ so sánh)2 dv  Min (2.33b) 

và trong trường hợp không dùng hệ so sánh ta có 

                Z=  V 
Docung

1 ( Nội lực hệ cần tính) 2 dv - 


dwp ii2 Min (2.33c) 

ở đây V là chiều dài dầm hoặc diện tích tấm,   là chiều dài hoặc diện tích 

phạm vi đặt lực. Trong (2.33) cần xem các độ cong  ijlà các đại lượng độc lập 

đối với nội lực momen uốn M ij , các biến dạng trượt  11  và 22 là các đại lượng 

độc lập đối với lực cắt  Q11  và Q22, các biến dạng trong mặt trung bình  ij là 

các đại lượng độc lập đối với Nij và đều là các đại lượng biến phân của bài toán. 

Điều đó chỉ ra rằng cực tiểu của lượng cưỡng bức Z , biểu thức(2.33) , chỉ có 

thể tìm từ điều kiện: 

0































W

Z

W

Z

W

Z

W

Z ij

ij

ii

ii

ij

ij












(2.34) 

 Bởi vì các biến dạng uốn, biến dạng cắt v.v…là hàm của độ võng và độ 

võng là hàm của tọa độ nên điều kiện (2.34) được tính bằng phép tính biến phân 

và sẽ cho ta phương trình cân bằng tĩnh của kết cấu (xem mục 2.5 dưới đây).  
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Phương pháp nguyên lý cực trị Gauss với biểu thức lượng cưỡng bức Z viết 

theo (2.33) và điều kiện cực tiểu (2.34) là phương pháp mới, tổng quát trong cơ 

học kết cấu.      

2.5. Phương pháp nguyên lý cực trị Gauss và các phương trình cân bằng 

của cơ hệ 

Theo phương pháp nguyên lý cực trị Gauss, nếu như biết được các  lực và nội 

lực của cơ hệ và các chuyển vị  và biến dạng do chúng gây ra thì có thể viết 

được lượng cưỡng bức  Z của hệ. Dùng phép tính biến phân với đại lượng biến 

phân là các chuyển vị độc lập đối với lực tác dụng và biến dạng độc lập với ứng 

suất sẽ nhận được phương trình vi phân cân bằng của hệ (phương trình Ơ-le 

(Euler) của phiếm hàm Z ).  Sau đây trình bày các ví dụ sử dụng phương pháp 

vừa nêu để tìm phương trình cân bằng.  

2.5.1. Phương trình cân bằng tĩnh đối với môi trường đàn hồi, đồng nhất, 

đẳng hướng 

 Ba phương trình vi phân cân bằng của cơ hệ dưới dạng ứng suất là 

phương trình (2.22).  Thế các ứng suất ij xác định theo (2.19) vào (2.22) sẽ có 

các phương trình vi phân cân bằng của cơ hệ đàn hồi đồng nhất đẳng hướng 

dưới dạng chuyển vị. Ở đây trình bày cách tính trực tiếp để nhận được các 

phương trình đó (trường hợp bài toán tĩnh).  

 Liên hệ biến dạng - chuyển vị (2.17) và ứng suất -  biến dạng (2.19) được 

viết lại trong hệ tọa độ (x,y,z)  dưới dạng thường dùng với  u ,v và  w là các 

chuyển vị  tương ứng theo các chiều (x,y,z) như sau:   

x  =  
x

u




  ,     y  =   

y

v




   ,       z  =   

z

w




     ,  

 xy =  
y

u




 + 

x

v




,      xz  = 

z

u




+ 

x

w




,    yz  =   

z

v




 +  

y

w




, 

x = 2G(
x

u




+ 





21
 ),  y= 2G(

y

v




+





21
 ) ,   z = 2G (

z

w




+





21
 )   
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 xy= G  xy,   xz= G  xz   ,     yz  = G  yz (2.34) 

ở đây    =  x  +  y  +   z   -  biến dạng thể tích của phân tố. 

Ta viết lượng cưỡng bức Z theo (2.25) cho mỗi ứng suất và lực khối  b: 

         Z1 = 
V

2G(
x

u




 + 





21
 )

x

u




 dV,     Z2 = 

V

2G(
y

v




+  





21
 )

y

v




 dV , 

        Z3 =  
V

2G (
z

w




+  





21
 )

z

w




 dV,     Z4 =  

V

 G  xy (
y

u




 +  

x

v




)dV , 

        Z5 =  
V

 G  xz (
z

u




 +  

x

w




)dV  ,          Z6 =  

V

 G  yz (
z

v




 +  

y

w




)dV 

       Z7 =   
V

bxu dV,       Z8= 
V

byv dV,     Z9 =  
V

bzw dV                   (2.35) 

Lượng cưỡng bức Z bằng tổng  các lượng cưỡng bức thành phần : 

                   Z    =  Z1+Z2+Z3+Z4+Z5+Z6+Z7+Z8+Z9              Min  

Từ điều kiện cực tiểu (1.21) của phiếm hàm  Z  viết lại dưới dạng    

0













u

Z

u

Z ij

ij




, 0














v

Z

v

Z ij

ij




, 0














w

Z

w

Z ij

ij




(2.36) 

sẽ nhận được ba phương trình vi phân cân bằng tĩnh. Bởi vì u, v và w là các 

hàm của tọa độ (x,y,z), không phải là biến độc lập , nên phép tính (2.36) là phép 

tính biến phân.  Phương trình cân bằng thứ nhất với u là hàm chưa biết nhận 

được với chú ý rằng   

- đại lượng biến phân của Z1 (ứng với  x ) là x  hay 
x

u




, như vậy 

x

Z



 1
 = - 

x


 2G(

x

u




 +  





21
 )   = - 2G ( 

2

2

x

u




+  





21 x


  ) 

 - đại lượng biến phân của Z4 (ứng với   xy ) là   xy có thành phần  
y

u




, nên 
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xy

Z



 4
 = - G 

y


 xy =  -G (

2

2

y

u




 + 

yx

v



 2

) 

 - đại lượng biến phân của Z5 (ứng với   xz ) là   xz có thành phần  
z

u




, nên 

xz

Z



 5
 = -G 

z


 xz   = - G ( 

2

2

z

u




 + 

xz

w



 2

)       

 - đại lượng biến phân của Z7 là u, nên  

u

Z



 7
 =  bx                               

Tổng cộng   

u

Z



 1
 + 

u

Z



 4
+

u

Z



 5
+

u

Z



 7
  =   0 

sau khi rút gọn  sẽ là : 

                             G(
2

2

x

u




+

2

2

y

u




+

2

2

z

u




)+

21

G
(

x


 )+bx=0 (2.37) 

 Phương trình cân bằng thứ hai nhận được với v là hàm chưa biết. Trong 

(2.35) các đại lượng biến phân của v có ở  Z2, Z4, Z6 và Z8.  Phương trình cân 

bằng thứ ba nhận được với w là hàm chưa biết. Trong (2.35) các đại lượng biến 

phân của w có ở  Z3, Z5, Z6 và Z9. Bằng cách tính biến phân tương tự sẽ có 

thêm hai phương trình cân bằng sau: 

                              G(
2

2

x

v




+

2

2

y

v




+

2

2

z

v




)+

21

G
(

y


 )+by =  0                     (2.38) 

                              G(
2

2

x

w




+

2

2

y

w




+

2

2

z

w




)+

21

G
(

z


 )+bz=  0                    (2.39) 

 Ba phương trình (2.37), (2.38) và (2.39)  là các phương trình vi phân cân 

bằng của cơ hệ đàn hồi, đồng nhất và đẳng hướng và được gọi là phương trình 

Navier [4]  Dưới dạng tenxơ các phương trình này được viết gọn như sau:  
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                              Guj,kk + 
21

G
 uk,kj + bj = 0                                       (2.40) 

2.5.2. Phương trình vi phân của mặt võng của tấm chịu uốn 

 Xét tấm có chiều dày không dổi Viết lại các biểu thức (2.30) đối với các 

nội lực momen uốn và xoắn và (2.31) đối với lực cắt tác dụng lên phân tố tấm 

trong hệ tọa độ (x,y) ta có : 

      Mx =  -D (
2

2

x

w




 + 

2

2

y

w




) , My  = -D(

2

2

y

w




 + 

2

2

x

w




) , Mxy = -D(1- )

yx

w



 2

 

             Qx= -D(
3

3

x

w




+

2

3

yx

w




),  Qy= -D(

3

3

y

w




+

yx

w




2

3

)           (2.41) 

 Biết được các lực tác dụng lên phân tố thì đễ dàng viết được lượng cưỡng 

bức  Z, thí dụ, dưới dạng bình phương tối thiểu theo (2.33.b) (khi không có 

ngoại lực): 

          Z1 =   


D (
2

2

x

w




 + 

2

2

y

w




) 2  dΩ  ,   Z2 =   



 D(
2

2

y

w




 + 

2

2

x

w




) 2 dΩ, 

          Z3 = 2 


D(1- )(
yx

w



 2

) 2 dΩ                                      (2.42) 

ở  đây  Ω là diện tích tấm. Lượng cưỡng bức Z   bằng tổng các lượng cưỡng 

bức do mỗi thành phần nội lực momen uốn và xoắn gây ra : 

                            Z    =   Z1   +   Z2   +   Z3     Min (2.43) 

 Chú ý rằng trong (2.43) ta chỉ xét nội lực momen, chưa xét tới lực cắt , 

phân tố không có lực ngoài tác dụng. Hệ số 2 trong Z3 để xét momen xoắn tác 

dụng bằng nhau lên hai chiều x,y. Các ‘biến  dạng’ tương ứng với các nội lực 

momen  xác định theo (2.29) : 

 xx = -
2

2

x

w




,  yy = -

2

2

y

w




,   xy = -

yx

w



 2

(2.44) 
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Các ‘biến dạng’ này cần được xem là độc lập đối với các nội lực momen uốn 

và xoắn và là các đại lượng biến phân của bài toán.  Do đó từ điều kiện cực tiểu 

(2.36) ta có : 

xx

Z



 1

w

xx




   =   2D 

2

2

x


 (

2

2

x

w




 + 

2

2

y

w




)  =    2D (

4

4

x

w




+

22

4

yx

w




),   

yy

Z



 2

w

yy




  =   2D 

2

2

y


 (

2

2

y

w




 + 

2

2

x

w




)   =    2D(

4

4

y

w




+

22

4

yx

w




), 

xy

Z



 3

w

xy




   =  4 D(1- ) 

yx

 2

 (
yx

w



 2

)      =    4D(1-  ) 
22

4

yx

w




(2.45) 

Tổng cộng các thành phần của (1.45) nhận được phương trình vi phân độ võng 

của tấm chịu uốn : 

                     D 
4

4

x

w




  +  2D 

22

4

yx

w




  +  D 

4

4

y

w




      =   0      (2.46)   

Phương trình (2.46) thường được gọi là phương trình Sophie Germain (năm 

1811).   

Khi xây dựng lượng cưỡng bức Z (biểu thức 2.43) không xét tới lực cắt bởi vì 

lý thuyết kết cấu chịu uốn trình bày trên không xét biến dạng của lực cắt.Tuy 

nhiên, trong phạm vi của lý thuyết này, nếu dùng lực cắt xác định theo (2.31) 

và biến dạng trượt theo (2.32) thì lượng cưỡng bức Z được viết như sau 

 
 










 Mind

y

w
Qd

x

w
QZ yyxx )()( (2.47) 

Xem các góc xoay 
x

w




  và 

y

w




 là các đại lượng biến phân độc lập đối với lực 

cắt Qx và  Qy và bằng phép tính biến phân lại nhận được  phương trình vi phân 

(2.46). 

Đối với dầm, lượng cưỡng bức viết theo (2.33.a) sẽ là : 
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                                   Z  =  - 
l

EJ
2

2

x

w




( xx ) dl   - 

ql

qw qdl (2.48) 

 Trong (2.48) l  là chiều dài dầm, xx = -
2

2

x

w




  là biến dạng uốn (độ cong) của 

dầm, ql là chiều dài đoạn dầm có lực q  tác dụng. Phương trình vi phân đường 

độ võng của dầm: 

w

Z

dw

dZ xx

xx 






 


  =   EJ 

4

4

dx

wd
 -  q  =   0                       (2.49)        
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CHƯƠNG 3 

TÍNH TOÁN ỔN ĐỊNH UỐN DỌC CỦA THANH 

BẰNG PHƯƠNG PHÁP PHẦN TỬ HỮU HẠN 

 

Trong chương trình bày bài toán ổn định của thanh chịu uốn dọc. Đồng 

thời trình bày nội dung cơ bản của phương pháp phần tử hữu hạn và áp dụng 

nó để xác định lực tới hạn của thanh với các điều kiện biên khác nhau. 

3.1. Bài toán ổn định của thanh chịu nén  

Phương pháp chung để đánh giá sự mất ổn định của cơ hệ là đưa hệ ra 

khỏi vị trí cân bằng ban đầu của nó và kiểm tra xem nó có tồn tại trạng thái cân 

bằng mới không. Nếu như tìm được trạng thái cân bằng mới khác với trạng thái 

cân bằng ban đầu thì có thể xem hệ là mất ổn định và lực giữ cho hệ ở trạng 

thái cân bằng mới này gọi là lực tới hạn, trường hợp ngược lại hệ là ổn định.   

Để đơn giản trình bày mà không mất đi tính 

tổng quát của phương pháp, ta xét thanh 

chịu nén một đầu ngàm một đầu tự do, chịu 

lực như (hình 3.1a). Thanh có trạng thái cân 

bằng ban đầu là trạng thái chịu nén thẳng 

đứng.Ởtrạng thái cân bằng này thanh bị co 

ngắn lại mộtđoạn là EFPl / , EF làđộ 

cứng kéo nén của thanh, E là mô đun đàn 

hồi của vật liệu, l  là chiều dài ban đầu của 

thanh,P là lực tác dụng. 

 

 

Hình 3.1. Thanh ngàm – Tự do 

Để xét trạng thái cân bằng này của thanh có ổn định hay không ta cho 

một điểm bất kỳ trên thanh lệch ra khỏi vị trí cân bằng ban đầu một đoạn y0 nào 

đó. Khi đó thanh sẽ bị chuyển vị theo đường đàn hồi y(x) và lực P ngoài tác 

dụng nén còn gây ra mômen uốn  Mp = P(y-y0). Bây giờ trong thanh có nội lực  

mômen uốn M và lực cắt Q khác với trạng thái ban đầu chỉ chịu nén (hình 3.1b) 

P P P
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và momen ngoại lực Mp. Độ co ngắn  của thanh thường là nhỏ so với chiều 

dài thanh cho nên để đơn giản ta xem chiều dài thanh sau biến dạng vẫn bằng 

l .  

 Lượng cưỡng bức theo phương pháp nguyên lý cực trị Gauss của bài toán 

này được viết như sau:  

 
l

p dxMMZ min)(  (3.3) 

Biến dạng uốn 
2

2

dx

yd
 ,  EJM  (3.4) 

Chú ý: momen nội lực và momen ngoại lực luôn khác dấu nhau. 

Trong (3.3),   đại lượng biến phân, do đó điều kiện cần và đủ để thanh ở 

trạng thái  cân bằng là 

 
 
l

p dxMMZ 0)(  (3.5) 

Hay              









l
p dx

dx

yd
MMZ 0)(

2

2

                                         (3.5a) 

 Sử dụng phép tính biến phân đối với phương trình (3.5a) nhận được hai 

phương trình cân bằng sau 

0
)(

2

2





dx

MMd
p

                                                        (3.6a)               

0
)(








 


dx

MMd p
                                                         (3.6b) 

Thay M xác định theo (3.4) vào hai phương trình (3.6) ta có 

0
2

2

4

4










dx

yd
P

dx

yd
EJ                                                        (3.7a)           

0
3

3










dx

dy
P

dx

yd
EJ (3.7b) 

Hai phương trình (3.7) là hai phương trình vi phân cân bằng của thanh 

chịu uốn dọc bởi lực P đặt ở đầu thanh. Đó là hai phương trình vi phân tuyến 
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tính thuần nhất (không có vế phải) mà phương pháp giải chúng cùng với các 

điều kiện biên ở hai đầu thanh đã được trình bày ở chương 1.  

 Dưới đây trình bày phương pháp chuyển vị cưỡng bức giải hệ phương trình 

(3.7). 

3.2. Phương pháp chuyển vị cưỡng bức 

Phương pháp chuyển vị cưỡng bức nhằm đưa phương trỡnh ổn định uốn 

dọc của thanh (3.7) là phương trỡnh cõn bằng giữa nội lực và ngoại lực về 

phương trỡnh cú vế phải bằng cỏch cho một điểm nào đó trong thanh, ví dụ 

điểm x=x1, một chuyển vị y0: 

0
01



yyg

xx (3.8) 

Đưa bài toán tỡm cực trị của (3.3) với điều kiện ràng buộc (3.8) về bài toán cực 

trị không ràng buộc bằng cách xây dựng phiếm hàm  mở rộng Lagrange F như 

sau: 

min gZF   

  
l

xxp yydxMMF min)()( 01 (3.9) 

Trong đó  là thừa số Lagrange và cũng là ẩn của bài toán.Từ điều kiện 

 
l

p gdxMMF 0)()(   

nhận được hai phương trình sau: 


















1

1

2

2

4

4

0 xxkhi

xxkhi

dx

yd
P

dx

yd
EJ


(3.10a) 

  

0
3

3










dx

dy
P

dx

yd
EJ

(3.10b) 

cùng với phương trỡnh (3.8). Phương trình (3.10a) là phương trình có vế phải. 

Để nó trở thành phương trình uốn dọc (3.7a) của thanh thì 

=0                                                              (3.11)
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Về mặt toán học,  phương trình (3.11) là phương trình đa thức xác định 

các trị riêng của hệ (3.7) bởi vì nghiệm của nó cũng là nghiệm của (3.7). Về cơ 

học,  có thứ nguyên là lực. Đó là lực giữ để cho thanh có chuyển vị  y0  tại 

điểm x=x1. Lực giữ phải bằng không, suy ra phương trỡnh (3.11). Trị riờng của 

(3.7) phụ thuộc vào thụng số P, suy ra  cũng là hàm của P.  Cho nên giải 

phương trình (3.11) theo P, sẽ nhận được các lực tới hạn của thanh bị uốn dọc.    

3.3. Phương pháp phần tử hữu hạn 

Phương pháp phần tử hữu hạn là một phương pháp số đặc biệt có hiệu quả 

để tìm dạng gần đúng của một hàm chưa biết trong miền xác định V của nó. 

Tuy nhiên phương pháp phần tử hữu hạn không tìm dạng xấp xỉ của hàm cần 

tìm trên toàn miền V mà chỉ trong từng miền con 
eV  (phần tử) thuộc miền xác 

định V. Do đó phương pháp này rất thích hợp với hàng loạt bài toán vật lý và 

kỹ thuật trong đó hàm cần tìm được xác định trên các miền phức tạp gồm nhiều 

vùng nhỏ có đặc tính hình học, vật lý khác nhau, chịu những điều kiện biên 

khác nhau. Phương pháp ra đời từ trực quan phân tích kết cấu, rồi được phát 

biểu một cách chặt chẽ và tổng quát như một phương pháp biến phân hay 

phương pháp dư có trọng nhưng được xấp xỉ trên mỗi phần tử. 

Trong phương pháp phần tử hữu hạn chia kết cấu công trình thành một số 

hữu hạn các phần tử.Các phần tử này được nối với nhau tại các điểm định trước 

thường tại đỉnh phần tử (thậm trí tại các điểm trên biên phần tử) gọi là nút.Như 

vậy việc tính toán kết cấu công trình được đưa về tính toán trên các phần tử của 

kết cấu sau đó kết nối các phần tử này lại với nhau ta được lời giải của một kết 

cấu công trình hoàn chỉnh.Tương tự như phương pháp sai phân hữu hạn cũng 

chia công trình thành các đoạn nhỏ (phần tử) và các trạng thái chuyển vị (trường 

chuyển vị) v.v… được xác định tại các điểm nút sai phân. Sự khác biệt của hai 

phương pháp là Phương pháp sai phân hữu hạn sau khi tìm được các chuyển vị 

tại các nút của sai phân còn các điểm nằm giữa hai nút được xác định bằng nội 

suy tuyến tính, còn phương pháp phân tử hữu hạn sau khi xác định được chuyển 

vị tại các nút của phần tử thì các điểm bên trong được xác định bằng hàm nội 

suy (hàm dạng).  
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Với bài toán cơ học vật rắn biến dạng, tuỳ theo ý nghĩa vật lí của hàm nội 

suy có thể phân tích bài toán theo 3 loại mô hình sau: 

- Mô hình chuyển vị: Xem chuyển vị là đại lượng cần tìm và hàm nội suy 

biểu diễn gần đúng dạng phân bố của chuyển vị trong phần tử.  

- Mô hình cân bằng: Hàm nội suy biểu diễn gần đúng dạng phân bố của 

ứng suất hay nội lực trong phần tử.  

- Mô hình hỗn hợp: Coi các đại lượng chuyển vị và ứng suất là 2 yếu tố 

độc lập riêng biệt. Các hàm nội suy biểu diễn gần đúng dạng phân bố của cả 

chuyển vị lẫn ứng suất trong phần tử. 

Hiện nay, khi áp dụng phương pháp phần tử hữu hạn để giải các bài toán 

cơ học thường sử dụng phương pháp phần tử hữu hạn theo mô hình chuyển vị. 

Sau đây luận văn trình bài nội dung phương pháp phần tử hữu hạn theo mô hình 

chuyển vị. 

3.3.1 Nội dung phương pháp phần tử hữa hạn theo mô hình chuyển vị 

Trong phương pháp phần tử hữu hạn - mô hình chuyển vị, thành phần 

chuyển vị được xem là đại lượng cần tìm. Chuyển vị được lấy xấp xỉ trong dạng 

một hàm đơn giản gọi là hàm nội suy (hay còn gọi là hàm chuyển vị). Trình tự 

phân tích bài toán theo phương pháp phần tử hữu hạn - mô hình chuyển vị có 

nội dung sau: 

3.3.1.1. Rời rạc hoá kết cấu: 

Trong phương pháp PTHH, người ta rời rạc hoá bằng cách chọn kết cấu 

liên tục thành một số hữu hạn các miền con có kích thước càng nhỏ càng tốt 

nhưng phải hữu hạn. Các miền hoặc kết cấu con được gọi là PTHH, chúng có 

thể có dạng hình học và kích thước khác nhau, tính chất vật liệu được giả thiết 

không thay đổi trong mỗi phần tử nhưng có thể thay đổi từ phần tử này sang 

phần tử khác. 

Kích thước hình học và số lượng các phần tử không những phụ thuộc 

vào kích hình học và tính chất chịu lực của kết cấu mà còn phụ thuộc vào độ 

chính xác của bài toán. 
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Với hệ thanh dùng các phương trình thanh, kết cấu tấm sử dụng phương 

trình tấm tam giác, chữ nhật, với vật thể khối dung các phương trình hình chóp, 

hình hộp... 

Khi rời rạc hoá kết cấu liên tục các PTHH được giả thiết nối với nhau tại 

một số điểm quy định gọi là các nút, toàn bộ tập hợp các phương trình rời rạc 

lưới PTHH. Lưới càng mau, nghĩa là số lượng phương trình càng lớn hay kích 

thước phương trình càng nhỏ thì mức độ chính xác của kết cấu càng tăng. 

Khi rời rạc cần chú ý tại những nơi chuyển vị biến thiên nhanh thì chọn 

các phương trình có kích thước nhỏ, càng ra xa kích thước của phương trình có 

thể tăng lên để giảm số lượng phương trình hay số ẩn của bài toán mà vẫn đảm 

bảo độ chính xác. Miền được phân chia phải chọn sao cho tại biên các chuyển 

vị coi như đã tắt. Khi chia thành các phần tử thì các kích thước trong mỗi một 

phần tử không chênh lệch quá lớn làm giảm độ chính xác của bài toán. Để xác 

định được kích thước phù hợp cho phương trình với mỗi bài toán cần quy định 

kích thước ban đầu, sau đó lấy kích thước nhỏ đi hai lần, nếu kết quả của bài 

toán đạt độ chính xác như cũ thì kích thước của phương trình giả định coi như 

chấp nhận được. 

Nhưng đối với hệ thanh thì khi chia nhỏ một thanh (phương nối hai nút) 

độ chính xác không tăng. Cho nên với hệ thanh kích thước của phương trình 

lấy với kích thước lớn nhất có thể tức là phương trình nối hai nút của kết cấu. 

 

Hình 3.2. 

3.3.1.2. Hàm chuyển vị: 
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Việc chọn trước các hàm chuyển vị tại một thời điểm bất kỳ trong PTHH 

nhằm xác định sự liên hệ giữa chuyển vị nút với chuyển vị của mọi điểm trong 

phạm vi của PTHH. 

Gọi trường chuyển vị là vectơ các hàm chuyển vị tại điểm bất kỳ có toạ 

độ (x, y, z) của PTHH không gian và toạ độ (x, y) của PTHH phẳng. 

Ux(x, y, z); Uy(x, y, z); Uz(x, y, z) 

và Ux(x, y); Uy(x, y) 

Các hàm chuyển vị thường được chọn dưới dạng hàm đa thức. Bậc của 

hàm và số thành phần phụ thuộc vào hình dạng, bậc của loại PTHH tương ứng. 

Ví dụ trong bài toán phẳng của ứng suất hay biến dạng, đối với loại phần tử 

tuyến tính, hàm chuyển vị là đa thức bậc nhất và số thành phần bằng số nút quy 

định của phương trình. Đối với PTHH bậc hai, hàm chuyển vị là đa thức bậc hai, số 

thành phần chứa trong mỗi hàm bằng mỗi nút của phần tử. Dưới đây là một số hàm 

chuyển vị được dùng trong lý thuyết đàn hồi. 

1. PTHH tuyến tính: 

a. PTHH tam giác: 

Ux (x, y) = 1 + 2.x + 3.y + 4.x
2 + 5.xy + 6.y

2 

Uy (x, y) = 4 + 5. x + 6.y 

b. PTHH chữ nhật: 

Ux (x, y) = 1 + 2.x + 3,y + 4.xy 

Uy (x, y) = 5+ 6.x + 7.y + 8.xy 

c. PTHH hình chóp: 

Ux(x, y, z) = 1+ 2.x + 3.y + 4.z 

Uy(x, y, z) = 5+ 6.x + 7.y + 8.z 
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Uz(x, y, z) = 9+ 10.x + 11.y + 12.z 

d. PTHH hình hộp: 

 

Ux (x, y, z) = 1+ 2.x + 3.y + 4.z + 5.xy + 6.yz + 7zx + 8.xyz 

Uy(x, y, z) = 9+ 10.x + 11.y + 12.z + 13.xy + 14.yz + 15zx + 16.xyz 

Uz(x, y, z) = 17+ 18.x + 19.y + 20.z + 21.xy + 22.yz + 23zx + 24.xyz 

2. PTHH bậc hai 

a. PTHH tam giác: 

Ux (x, y) = 1 + 2.x + 3.y + 1.x
2 + 5.xy + 6.y

2 

Uy (x, y) = 7 + 8. x + 9.y+ 10.x
2 + 11.xy + 12.y

2 

b. PTHH chữ nhật: 

Ux (x, y) = 1 + 2.x + 3.y + 4.x
2 + 5.xy + 6.y

2 + 

7x
2y + 8.xy2 

Uy (x, y) = 9+ 10.x +  11.y + 12.x
2 + 12.xy + 14.y

2 + 

15x
2y + 16.xy2 

3.3.1.3.  Phương trình cơ bản của phương pháp phần tử hữu hạn 

Để thiết lập phương trình cơ bản củaphương pháp PTHH có thểsử dụng 

các nguyên lý khác nhau, tuy nhiên thông thườngngười ta sử dụng nguyên lý 

công khả dĩ. 

Theo nguyên lý công khả dĩ ta có công thức: 

           ds.pdvu.gdv.
S

T

V

T

V

T

   (3.12) 

Phương trình trên biểu thịđiều kiện cân bằng của hệđàn hồi tuyến tính. 

Nếu chuyển trí của cả hai về theo phương pháp thông thường ta có: 

           dsp.udvg.udv.
T

SV

T

V

T

   (3.13) 

Theo định luận Hooke:      .D . thay vào vế phải nhậnđược: 
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             
S

T

V

T

V

T
dsp.udvgudv.D  (3.14) 

Trong phương trình trên còn thiếuđiều kiện liên tục, điều kiện 

nàyđượcđưa vào bằng một trường chuyển vị xấp xỉ (hàm chuyển vị) thoả mãn 

cácđiều kiện tương thích. 

Ta chọn một hàm chuyển vị phù hợp với loại và bậc của một phần tử 

mẫu (PTHH): 

- Với bài toán không gian: 

       z.y,xPz,y,xU  (3.15) 

- Với bài toán phẳng: 

      .y,xPy,xU  (3.16) 

Trong đó: 

U  - vectơ chuyển vị của mộtđiểm 

 P  - ma trận các biến của trường chuyển vị. 

   - ma trận hệ số của hàm chuyển vị 

Ví dụ với phần tử tam giác: 





























































6

5

4

3

2

1

y

x

yx1000

000yx1

u

u
 (3.17) 

     .Pu  

Nếu tính chuyển vị của các nút trong một phần tử ta có: 

      .Au ee  (3.18) 

 
eu  - vectơ chuyển vị của các nút của phần tử. 

 "eA  - ma trận được xác định theo  P  và toạ độ của các nút. 
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   - ma trận hệ số. 

Ví dụ với phần tử tam giác: 

 



































































































6

5

4

3

2

1

33

33

22

22

11

11

6

5

4

3

2

1

.

yx1000

000yx1

yx1000

000yx1

yx1000

000yx1

u

u

u

u

u

u

 (3.19) 

     .Au ee  (3.20) 

Trong công thức trên giá trị của  eA  hoàn toàn xác định. Nếu biết được 

 
eu  ta sẽ xác định được   , ta có: 

     
e

1

e u.A


  (3.21) 

Khi đó chuyển vị tại một điểm bất kỳ được xác định theo chuẩn vị của 

các nút của phần tử: 

      
e

1

e u.A.Pu


  (3.22) 

Mặt khác ta có quan hệ giữa chuyển vị và biến dạng: 

   u.  (3.23) 

   - ma trận toán tử vi phân; 

  - vectơ biến dạng 

Thay giá trị của u  ta có công thức biến dạng: 
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       
e

1

e u.Ap


  (3.24) 

Đặt: 

     1

eA.pN


  (3.25) 

    N.B   (3.26) 

Trong đó: 

 N  - ma trận hàm dạng 

 B  - ma trận biến đổi của hàm dạng 

Như vậy biến dạng có thể biến điểm lại như sau: 

     
eu.N  hoặc     

eu.B , đồng thời 

    
eu.Nu   

Nếu cho các nút một chuyển vị khả dĩ khi đó ta có biến dạng khả dĩ. 

    
eu.B   

    
eu.Nu   (3.27) 

Thực hiện phép chuyển trí phương trình trên ta có: 

     TT

e

T
B.u  

     TT

e

T
N.uu   (3.28) 

Thay  T
  vào phương trình cân bằng của nguyên lý công khả dĩ ta được 

                   
S

T

e

V

TT

e

V

e

TT

e
dspNudvgNudvuBD.B.u  (3.29) 

Ta dùng chuyển vị tương thích được chọn (Hạm CV) không những thoả 

mãn điều kiện bên trong và cả trên biên PTHH. Trong công thức trên đại lượng 

 
eu  không phụ thuộc vào phép tích phân nên có thể đưa ra ngoài dấu tích 

phân: 

                    
S

TT

e

V

TT

e

V

e

TT

e
dspNudvgNudvuBDBu

0

 

Do chuyển vị khả dĩ khác 0 nên: 
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              
S

T

V

T

V

e

T
dspNdvgNdvuBDB  (3.30) 

Nếu ký hiệu: 

      
V

T

e dvBDBK  

          
S

T

V

T

e
dspNdvgNF  (3.31) 

Ta có: 

     
eee FuK   (3.32) 

Đây là phương trình cơ bản của PTHH, trong đó: 

 eK  - ma trận độ cứng của PTHH (ma trận đối xứng); 

 
eu  - vectơ chuyển vị nút; 

 
eF  - vectơ lực nút của phần tử, gọi là lực nút tương đương của PTHH 

Ẩn của phương trình trên là chuyển vị của các nút. Còn đại lượng  eK  

và  
eF  đều xác định được dựa vào đặc trưng hình học, vật liệu của phần tử và 

tải trọng tác động vào nó. Tuy nhiên phương trình trên mới chỉ là phương trình 

cân bằng của một phần tử, trong khi đó một kết cấu bao gồm nhiều phần tử tạo 

nên. Dựa vào phương trình cân bằng của một phần tử, thực hiện ghép nốiđể tạo 

nên phương trình cân bằng của hệ kết cấu, từđó xác địnhđược chuyển vị của 

các nút, trước khi ghép nốiđôi khi cần chuyển hệ trục toạ độ (từ hệ toạđộ cục 

bộ sang hệ toạđộ tổng thể). 

 

 

3.3.1.4.  Chuyển hệ trục toạ độ 

Để thuận tiện cho việc nhập số liệu tải trọng và xem nội lực, trên mỗi 

một phần tử có một hệ toạ độ riêng gọi là hệ toạ độ cục bộ. Trong khi đó toạ độ 
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của các nút và chuyển vịđược tính theo hệ toạđộ chung, gọi là hệ toạđộ tổng 

thể. 

 

Khi ghép nối ma trận độ cứng và vectơ lực, và chuyển vị cần chuyển cả đại 

lượng này từ hệ toạ độ cục bộ về tổng thể, từ phương trình của hệ toạ độ cục bộ: 

     
eee Fu.K   

Ta có: 

          
ee

1

e F.TuTTkT 


 

Trong đó T  là ma trận chuyển trục toạ độ:  

































z

y

x

T

Z

Y

X

 

Đặt: 

           T

e

1

e

'

e TKTTKTK 


 do     1T
TT


  (ma trận trực giao) 

    
e

'

e
FTF   

    
e

'

e
u.Tu   

Trong đó: 

 'eK  - ma trậnđộ cứng của phương trình tử trong hệ toạ độ tổng thể. 

 '

e
F  - vectơ lực nút trong hệ toạ độ tổng thể. 

 '

e
u  - vectơ chuyển vị nút trong hệ toạ độ tổng thể. 
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Khi xác địnhđược các chuyển vị nút của hệ trong toạ độ tổng thể thì 

chuyển vị của các nút của phương trình trong hệ toạ độ cục bộ là: 

     '

e

1

e
u.Tu


  hoặc     

e

T

e
u.Tu   

Phương trình cân bằng của phần tử trong hệ toạđộ tổng thể: 

     '

e

'

e

'

e Fu.K   (3.33) 

3.3.1.5.  Ghép nối ma trận độ cứng và vectơ tải trọng nút của toàn hệ 

Dựa vàođặc trưng hình học và cơ học của phần tử ta xácđịnhđược 'eK  

và '

e
F  theo sơđồ liên kết của các phần tử thành lập bảng liên kết sau đó xác 

định ma trận độ cứng và vectơ tải trọng của hệ, các bước thực hiện như sau: 

a. Đánh chỉ số nút và chuyển vị 

 

Hệ có ba nút, 2 phần tử giàn và 6 chuyển vị. Như vậy, ma trậnđộ cứng 

của 1 phần tử có kích thước 4*4. 

Bảng liên kết phần tử 

Phần tử 
Nútđầu Nút cuối 

u (1) v (2) u (3) v (4) 

1 1 2 3 4 

2 3 4 5 6 

 

b. Ma trậnđộ cứng 
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Sau khi đã chuyển về hệ toạđộ tổng thể ta có ma trậnđộ cứng của các 

phương trình tương đương với các chuyển vị: 

 
 

4

3

2

1

****

****

****

****

K

4321

'

1



















  

6

5

4

3

****

****

****

****

K

6543

'

2




















 

Do hệ có 6 chuyển vị nên ma trận độ cứng của hệ sk  có kích thước 6*6 

tương ứng với các chuyển vị: 

 

6

5

4

3

2

1

******

******

******

******

******

******

K

654321

s


























 

Các giá trịđược xácđịnh bằng cách cộng dồn từ '1K  và '

2K . Duyệt từng 

giá trị của '1K chuyển vào sK  theo đúng chỉ số, tiếp tục với '

2K  nhưng cộng 

thêm. 

c. Vectơ lực của toàn hệ 

Từ số chuyển vị của hệ ta có vectơ lực tương ứng. 

 

4

3

2

1

*

*

*

*

F
'

1

























    ,  

6

5

4

3

*

*

*

*

F
'

2

























     ;  

6

5

4

3

2

1

*

*

*

*

*

*

F
s





























  
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Từ các vectơ lực của mỗi phần tửđãđược xácđịnh, ta duyệt từng giá trị 

của '

1
F đưa vào vị trí của 

sF  sao cho có cùng chỉ số. Tiếp tục làm như vậy với

 '

2
F  nhưng phải cộng thêm vào. Cuối cùng ta có hệ phương trình của hệ kết 

cấu: 

     
sss FuK   (3.34) 

d. Trường hợp gốiđàn hồi tại nút 

Với một số loại kết cấu tại gối có các liên kếtđàn hồi, với mỗi liên kết ta 

có một lò xo vớiđộ cứng cho trước, khi đó độ cứng của lò xo sẽđược công thêm 

vào ma trậnđộ cứng của hệ tại vị trí trên đường chéo chính với số chỉ tương ứng 

 

Ví dụ: k1 thêm vào k11, k2 thêm vào k22. 

3.3.1.6.   Xử lý điều kiện biên 

Muốn tìm chuyển vị của các nút ta cần giải hệ phương trình: 

     
sss Fu.K   tuy nhiên ma trậnđộ cứng của hệđược thành lập khi chưa 

tínhđến các liên kết của kết cấu vớimôi trường, do đó det sK  = 0 hay nói cách 

khác hệ suy biến. Để giải hệ phương trình này cầnđưa cácđiều kiện biên vào. 

Đó là chuyển vị bị chặn (chuyển vị = 0) tại các chuyển vị này sẽ có phản lực. 

Ví dụ: u1 = u2 = u5= u6 = 0 
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Cáchđưa cácđiều kiện biên vào như sau: với một chuyển vị nàođó ui = 0 

ta xoá cột i và dòng i của ma trận sK  và 
sF . Làm như vậy với tất cả các chuyển 

vị ta nhậnđược một hệ phương trình mới không suy biến và giảiđược bằng 

cácphương pháp: khử Gause, Choleski, lặp:      '

s

'

s

'

s FuK   ví dụ 

 

Sau khi xoá ta có hệ phương trình: 



























4

3

4

3

4443

3433

F

F

u

u

kk

kk
 (3.35) 

Giải phương trình tìm u3, u4 
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3.3.1.7.  Tìm phản lực tại các gối 

Phản lực tại các gối xuất hiện khi chuyển vị tạiđó bị chặn (ui = 0). Nếu 

ta bỏ phần chặn và thay vàođó bằng phản lực (theo đúng phương của chuyển 

vị) theo mô hình sau: 

 

Trong đó Q1, Q2 là phản lực, để tìm phải lực Q1 tương ứng với ui = 0 ta 

lấy dòng của hệ phương trình. 

     
sss Fu.K   

Ví dụ u5 khi đó ta có: 

 

 Q5 = u3k53 + u4k54 - F5 (3.36) 

Trong đó u3 và u4 tìmđược từ việc giải hệ     '

s

'

s

'

s Fu.K   tương tự như 

vậy đối với Q1, Q2, Q6. Chiều dương của lực Qi là chiều trùng với chiều dương 

của hệ toạ độ tổng thể. 

3.3.1.8. Trường hợp biết trước một số chuyển vị 

Giả sử cho trước một số chuyển vị   
ii au  khi đó cách khử uiđược thực 

hiện như sau: thay ui vào các dòng tại vị trí i chuyển tích các kiiui sang bên phải 

và xoá dòng i ta có hệ phương trình mới. 

Ví dụ cho u2 = a2 
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     sss FuK

a

k

k

k

k

k

k



















































































*

*

*

*

*

*

*

*

*

*

*

.

*****

*****

*****

*****

*****

*****

6

5

4

3

2

1

654321

62

52

42

32

22

12

 xoá dòng i = 2. 

 

     '

s

'

s

'

s

62

52

42

32

12

2

FuK

6

5

4

3

1

k

k

k

k

k

a

*

*

*

*

*

*

*

*

*

*

*****

*****

*****

*****

*****

65431









































































































 

Giải hệ này tìm được các '

s
u  

Phản lực tại các chuyển vị cho trước xácđịnh như sau: 

Thay các chuyển vị tìmđược vào dòng i, ta có: 

k21u1 + k22u2 + k23u3 + k24u4 + k25u25 + k26u26 = F2 + Q2 (3.37) 

 Q2 - k21u1 + k22u2 + k23u3 + k24u4 + k25u25 + k26u6 - F2 

Tương tự như vậy với trường hợp các chuyển vị cho trước khác. 

3.3.2. Cách xây dựng ma trận độ cứng của phần tử chịu uốn 

Xét phần tử dầm có hai nút, mỗi 

nút có hai bậc tự do là chuyển vị và 

góc xoay và dầm có diện tích mặt cắt 

ngang là A; mô men quán tính của 

mặt cắt ngang là I; mô đun đàn hồi 

của vật liệu E (hình 3.3) 

 

 

Hình 3.3. Phần tử hai nút 

-1 1

1,v 11,v 1 2,vv 2

0
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Để tính toán được tổng quát, chiều dài phần tử lấy bằng hai đơn vị, gốc 

tọa độ nằm ở giữa phần tử. Như vậy, nếu biết được các bậc tự  do tại các nút 

phần tử là 
1 1 2 2

v , ,v ,   thì chuyển vị tại điểm bất kỳ trong phần tử tại tọa độ x 

được xác định như sau: 

   
1 1 2 1 3 2 4 2

v N .v N . N .v N .      (3.38) 

Trong đó :
1

N , 
2

N , 
3

N ,
4

N : là các hàm dạng và được xác định như sau: 

  3

1

1
N 2 3x x

4
   ;  2 3

2

1
N 1 x x x

4
    ;  

 3

3

1
N 2 3x x

4
   ;  2 3

4

1
N 1 x x x

4
     . 

Theo công thức trên ta thấy:  

1x=-1
v v ;  

1

x=-1

dv

dx
  ;

2x=1
v v ;

2

x=1

dv

dx
  .               (3.39) 

Như vậy, mỗi phần tử có 4 bậc tự do  1 1 2 2
X v , ,v ,   cần xác định. Nếu 

biết được X thì ta có biết được chuyển vị trong phần tử cũng như biến dạng uốn 

và mô men theo công thức sau: 

 
2 2 2 2 2

T
1 2 3 4

1 1 2 22 2 2 2 2

d v d N d N d N d N
v v

dx dx dx dx dx

 
       

 
;     (3.40a) 

 
2 2 2 2

T
1 2 3 4

1 1 2 22 2 2 2

d N d N d N d N
M EI. EI v v

dx dx dx dx

 
      

 
   (2.41a) 

Công thức trên là tính toán cho phần tử có chiều dài bằng 2, nếu phần tử 

có chiều dài là x  thì biến dạng uốn và mô men được tính như sau: 

 
2 22 2 2 2 2

T
1 2 3 4

1 1 2 22 2 2 2 2

d v 2 2 d N d N d N d N
v v

dx x x dx dx dx dx

    
                 

(3.40b)

 
2 2 2 2 2

T
1 2 3 4

1 1 2 22 2 2 2

2 d N d N d N d N
M EI. EI. v v

x dx dx dx dx

  
           

(3.41b) 



55 

 

Xét phần tử có các tải trọng tập trung  
T

1 2 1 2
F P ,P ,M ,M  tác dụng tại các 

nút của phần tử. Theo phương pháp nguyên lý cực trị Gauss, lượng ràng buộc 

đối với bài toán tĩnh viết cho phần tử như sau: 

 
1 4

i i
i 11

x
Z M dx FX min

2 


                            (3.42) 

Điều kiện dừng của (3.42) được viết lại như sau: 

 
1 4

i i
i 11

x
Z M dx F X 0

2 


                                  (3.43) 

hay:  
2 2 2 2 2 2 2 21 1 1 1

1 1 2 1 3 1 4 1

2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 21 1 1 1

1 2 2 2 3 2 4 2
3 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1

2 2 21

1 3 2

2 2
1

d N d N d N d N d N d N d N d N
dx dx dx dx

dx dx dx dx dx dx dx dx

d N d N d N d N d N d N d N d N
dx dx dx dx

2 dx dx dx dx dx dx dx dx
.EJ.

x d N d N d N
dx

dx dx dx

   

   



 
 
 

   

   



1 1

1 1

2 2 2 2 21 1 1

2 23 3 3 4 3

2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2

2 2 2 2 2 2 2 21 1 1 1

1 4 2 4 3 4 4 4

2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1

w P

M

w Pd N d N d N d N d N
dx dx dx

dx dx dx dx dx M

d N d N d N d N d N d N d N d N
dx dx dx dx

dx dx dx dx dx dx dx dx

  

   

 
 
 

    
     
     
    
         

 
  

  

   

(3.44) 

       K X F  (3.45) 

trong đó: K : ma trận độ cứng của phần tử; F : véc tơ tải trọng tác dụng nút;

 X : véc tơ chuyển vị nút của phần tử. 

Tính tích phân các hệ số trong  K  ta có thể tính bằng phương pháp chính 

xác (bằng hàm int(fx,a,b) có sẵn trong matlab) hoặc tính bằng phương pháp tích 

phân số của Gauss và kết quả độ cứng của phần tử chịu uốn ngang phẳng như 

sau: 
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 

3 2 3 2

2 2

3 2 3 2

2 2

12EI 6EI 12EI 6EI

x x x x

6EI 4EI 6EI 2EI

x x x x
K

12EI 6EI 12EI 6EI

x x x x

6EI 2EI 6EI 4EI

x x x x

 
    

 
 
    

  
   

    
 

 
     

(3.46) 

Biết được ma trận độ cứng phần tử thì ta dễ dàng xây dựng được ma trận 

độ cứng của toàn thanh.Nếu thanh chỉ có một phần tử thì ma trận của phần tử 

cũng chính là ma trận độ cứng của thanh. Trong phần tử nếu bậc tự do nào 

không có thì trong ma trận độ cứng của phần tử đó ta bỏ đi hàng và cột tương 

ứng với bậc tự do đó. 

3.3.3. Cách xây dựng ma trận độ cứng tổng thể của kết cấu 

Để trình bày cách xây dựng ma trận độ cứng tổng thể của kết cấu trong 

phương pháp phần tử hữu hạn, luận văn xin được trình bày thông qua ví dụ giải 

bài toán dầm chịu uốn dưới tác dụng của tải trọng tĩnh củ thể sau (còn các bài 

toán khác thì cách xây dựng ma trận độ cứng tổng thể cũng làm tương tự): 

Ví dụ3.1: Tính toán kết cấu dầm 

chịu lực như (hình 3.4). Biết dầm 

có độ cứng 8 2EI 10 (kN.cm )  

không đổivà P=10 (kN). Xác định 

chuyển vị tại giữa dầm. 

 

Hình 3.4. Hình ví dụ3.1 

P
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Hình 3.5.Rời rạc hóa thanh thành các phần tử 

Chia thanh ra thành 
pt

n  phần tử.Các nút của phần tử phải trùng với vị trí 

đặt lực tập trung, chiều dài các phần tử có thể khác nhau. Mỗi phần tử có 4bậc 

tự do, như vậy nếu 
pt

n  phần tử rời rạc thì tổng cộng có 4
pt

n  bậc tự do.Nhưng 

vì cần đảm bảo liên tục giữa các chuyển vị là chuyển vị của nút cuối phần tử 

thứ e bằng chuyển vị của nút đầu phầntử thứ  e 1  nên số bậc tự do của thanh 

sẽnhỏ hơn 4
pt

n .Khi giải ta chỉ cần đảm bảo điều kiện liên tục của chuyển vị 

còn điều kiện liên tục về góc xoay được xét bằng cách cách đưa vào các điều 

kiện ràng buộc.  Ví dụ dầm trong (ví dụ3.1) ta chia thành 4 phần tử (hình 3.5)                                                 

Như vây, tổng cộng số ẩn là 11 ẩn < 4x4=16 ẩn. Gọi ma trận 
w

n  là ma 

trận chuyển vị có kích thước  w pt
n n ,2  là ma trận có 

pt
n  hàng và 2 cột chứa 

các ẩn số là chuyển vị tại nút của các phần tử (hình 2.8) 

 w
n (1,:) 0 1 ;  w

n (2,:) 1 2 ;  w
n (3,:) 2 3 ;  w

n (4,:) 3 0  

T

w

0 1 2 3
n

1 2 3 0

 
  
 

 

1 2 3 4 5

Sè hiÖu nót trong thanh

0 1 2 3

1 2 3 0

Sè hiÖu bËc tù do chuyÓn vÞ nót

Sè hiÖu bËc tù do gãc xoay nót

4 5 8 9

6 7 10 11
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Gọi ma trận n

 là ma trận chuyển vị có kích thước  pt

n n ,2


 là ma trận có 

pt
n  hàng và 2 cột chứa các ẩn số là góc xoay tại nút của các phần tử (hình 3.5). 

 n (1,:) 4 5


 ;  n (2,:) 6 7


 ;  n (3,:) 8 9


 ;  n (4,:) 10 11


  

T

w

4 6 8 10
n

5 7 9 11

 
  
 

 

Sau khi biết ẩn số thực của các thanh ta có thể xây dựng độ cứng tổng thể 

của thanh (có rất nhiều cách ghép nối phần tử khác nhau, tùy vào trình độ lập 

trình của mỗi người nên tác giả không trình bày chi tiết cách ghép nối các phần 

tử lại để được ma trận độ cứng của toàn thanh và có thể xem trong code mô đun 

chương trình của tác giả) 

Nếu bài toán có 
cv

n  ẩn số chuyển vị và 
gx

n ẩn số góc xoay thì ma trận độ 

cứng của thanh là K có kích thước (nxn),  K n,n với  cv gx
n n n  . Như ở ví 

dụ3.1,n 11 . Bây giờ xét điều kiện liên tục về góc xoay giữa các phần tử. 

 Điều kiện liên tục về góc xoay giữa các phần tử được viết như sau: 

  i i 1

nut 2 nut1

dy dy
0

dx dx


   

    
   

 (2.47) 

hay:  1 2

1

nut 2 nut1

dy dy
0

dx dx

    
      

    
(2.48a) 

  2 3

2

nut 2 nut1

dy dy
0

dx dx

    
      

    
    (2.48b) 

  3 4

3

nut 2 nut1

dy dy
0

dx dx

    
      

    
 (2.48c) 

Trong đó 
i

  cũng là ẩn số của bài toán (có k ẩn số), do đó tổng số ẩn số 

của bài toán lúc là (n+k) do đó ma trận độ cứng của phần tử lúc này cũng phải 

thêm k dòng và k cột như vậy kích thước của ma trận độ cứng là  K n k,n k  . 

Gọi 
1

k  là góc xoay tại nút 2 của phần tử trước, 
2

k là góc xoay tại nút 1 của phần 

tử sau thì ta có các hệ số trong ma trận độ cứng K: 
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  1

2
k n i,k

x
 


;  2

2
k n i,k

x
  


(i 1 k)  (2.49a) 

  1

2
k k ,n i

x
 


;  2

2
k k ,n i

x
  


(i 1 k)  (2.49b) 

Nếu có hai phần tử thì có một điều kiện về góc xoay, có 
pt

n  phần tử thì có 

 pt
2n 1  điều kiện liên tục về góc xoay giữa các phần tử. Như vậy cuối cùng 

ta sẽ thiết lập được phương trình: 

    K X F  

trong đó: 

1

n

F

so hang n

F
F

0

so hang k

0

 
 

  
 

  
 
   
  

;  

1

n

1

k

x

x
X

 
 
 
 

  
 
 
 
 

là ẩn số của bài toán 
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Trong ví dụ3.1 khi chia thanh ra thành 4 phần tử. Kết quả ma trận độ cứng 

của thanh: 

 

5

5

5

3

2.4 1.2 0 1.2 1.2 1.2 1.2 0 0 0 0 0 0 0

1.2 2.4 1.2 0 0 1.2 1.2 1.2 1.2 0 0 0 0 0

0 1.2 2.4 0 0 0 0 1.2 1.2 1.2 1.2 0 0 0

1.2 0 0 1.6 0.8 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1.2 0 0 0.8 1.6 0 0 0 0 0 0 2.10 0 0

1.2 1.2 0 0 0 1.6 0.8 0 0 0 0 2.10 0 0

1.2 1.2 0 0 0 0.8 1.6 0 0 0 0 0 2.10 0
K 10

0







  

   

  





 




5

5

5

5 5

5 5

5 5

1.2 1.2 0 0 0 0 1.6 0.8 0 0 0 2.10 0

0 1.2 1.2 0 0 0 0 0.8 1.6 0 0 0 0 2.10

0 0 1.2 0 0 0 0 0 0 1.6 0.8 0 0 2.10

0 0 1.2 0 0 0 0 0 0 0.8 1.6 0 0 0

0 0 0 0 2.10 2.10 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 2.10 2.10 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 2.10 2.10 0 0 0 0







 

 

 

 











 
 





 



 




















  

Kết quả chuyển vị, góc xoay tại các nút: 

2 3 4

1 2 3 4 5

w ;w ;w ; 0.09166667(cm);0.13333333(cm);0.09166667(cm);

; ; ; ; 0.05(rad);0.0375(rad);0; 0.0375(rad); 0.05(rad)

   
   

          

Ta thấy kết quả trên so với kết quả giải chính xác theo phương pháp giải 

tích rất đúng ví dụ như chuyển vị tại nút 3 tính theo phương pháp giải tích:  

3

3

Pl
w 0,13333333(cm)

48EI
 
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3.3.4.Tính ổn định của các thanh chịu nén có các điều kiện biên khác 

nhau. 

Ví dụ. 3.1:Thanh đầu ngàm – đầu tự do 

  

Xác định lực tới hạn theo phương 

pháp chuyển vị cưỡng bức cho thanh 

đầu ngàm và đầu tự do chịu lực nén 

dọc trục P (hình 3.6).  

Chia thanh ra làm 
pt

n phần tử 

(hình 3.7), nội lực mô men uốn do 

lực P gây ra trong các phần tử của 

thanh là: 

 

 

Hình 3.6. Thanh ngàm - Tự do 

 

iP xi
M P.w

pt
(i 1 n )                                        (3.50) 

Mô men uốn 
iP

M  gây ra biến dạng uốn 
iP

  do đó trongthành phần lượng 

ràng buộc của bài toán ta phải viết thêm thành phần này, như vậy lượng ràng 

buộc cho bài toán ổn định có thể viết như sau: 

  
ptn 1 sonut

(i) (i )

P i k k
i 1 k 11

x
Z M M dx F X min

2  


                 (3.51a) 

hay   
ptn 1 sonut

(i) (i )

P i k k
i 1 k 11

x
Z M M dx F X min

2  


        (3.51b) 

 

Hình 3.6. Thanh đầu ngàm-đầu tự do 

P P P

PP

0
1

1
2

2
3

3
4

5
6

7
8

9
1
0

1
1

1
2

ncv ngx
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Gọi 
cv

n  là số thông số chuyển vị tại các nút của thanh có chuyển vị; 
gx

n là 

số thông số góc xoay tại các nút của thanh có góc xoay. Dựa vào điều kiện này 

ta sẽ xây dựng được ma trận độ cứng của thanh có bậc: n n  cv gx
n n n   

(sau khi bỏ đi những hàng và cột tương ứng có chuyển vị hoặc góc xoay bằng 

không). 

Ngoài ra, cần đảm bảo điều kiện liên tục của chuyển vị còn điều kiện liên 

tục về góc xoay được xét thêm bằng cách cách đưa vào các điều kiện ràng buộc. 

i i 1

nut 2 cua pt thu i nut1 cua pt thu i 1

dy dy
0

dx dx



        

   
    

   
                    (3.52) 

Như vậy ma trận độ cứng của của thanh được mở rộng thêm 
pt

(n 1)  hàng 

và 
pt

(n 1)  cột. 

Theo phương pháp chuyển vị cưỡng bức tại một vị trí (nút) nào đó của 

thanh, ta cho lệch khỏi vị trí cân bằng một chuyển vị
0

y . Chẳng hạn tại nút thứ 

k ta cho một chuyển vị cưỡng bức 
0

y  ta có: 

K
0x

w y 0                                              (3.53) 

Như vậy ma trận độ cứng của phần tử lại được mở rộng thêm 1 hàng, một 

cột và lúc này ma trận độ cứng có bậc    cv gx pt cv gx pt
n n n n n n      với hệ 

số trong ma trận độ cứng: 

 cv gx pt
k n n n ,k 1   (3.54a) 

 cv gx pt
k k,n n n 1                                     (3.54b) 

Ma trận tải trọng tác dụng lúc này có bậc: cv gx pt
n n n 1     với giá trị hệ 

số  cv gx pt 0
F n n n y    còn các hệ số còn lại bằng không. 

Giải phương trình     K X F ta sẽ tìm được các ẩn số là các chuyển vị 

tại các nút của phần tử và các thừa số Largrange. Tiếp theo, ta cho thừa số 

Largrange tương ứng với chuyển vị cưỡng bức bằng không ta sẽ tìm được giá 

trị lực P tương ứng là các giá trị tới hạn của lực nén lên thanh. 
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Trong phần này, luận văn giảibài toán thanh đầu ngàm – đầu tự do với số 

phần tử chia bằng 6. Thừa số Largrange tương ứng với chuyển vị cưỡng bức là: 

=-15.492*y0/l*( 0,10816e293*l^48*p^12- 0,88171e296*l^2*l^44*ei*p^11+ 

+0,29803e300*l^4*l^40*ei^2*p^10- 0,54518e303*l^6*l^36*ei^3*p^9+ 

+ 0,59238e306*l^8*l^32*ei^4*p^8-0,39605e309*l^10*l^28*ei^5*p^7+ 

+0,16376e312*l^12*l^24*ei^6*p^6- 0,41155e314*l^14*l^20*ei^7*p^5+ 

+0,60364e316*l^16*l^16*ei^8*p^4- 0,47991e318*l^18*l^12*ei^9*p^3+ 

+ 0,18079e320*l^20*l^8*ei^10*p^2-0,24429e321*l^22*ei^11*p*l^4+ 

+0,49967e321*l^24*ei^12)/(-0,16427e294*p^11*l^44+ 

+0,13354e298*p^10*l^40*ei*l^2- 0,44982e301*p^9*l^36*ei^2*l^4+ 

+ 0,81919e304*p^8*l^32*ei^3*l^6-0,88490e307*p^7*l^28*ei^4*l^8+ 

+0,58700e310*p^6*l^24*ei^5*l^10- 0,24011e313*p^5*l^20*ei^6*l^12+  

+0,59428e315*p^4*l^16*ei^7*l^14- 0,85200e317*p^3*l^12*ei^8*l^16+ 

+ 0,65281e319*p^2*l^8*ei^9*l^18- 0,22936e321*p*l^4*ei^10*l^20+ 

+ 0,25803e322*ei^11*l^22)/l^4 

Giải phương trình 0  theo ẩn số P với số bậc là 12 ta sẽ tìm được 12 

giá trị lực tới hạn thP  (mặc dù ở đây hàm chuyển vị chỉ là đa thức bậc 3), ở đây 

đưa ra 3 lực tới hạn đầu tiên lần lượt là: 

2

th minP 2,467EI / l ; 

2

th minP 22,220EI / l ; 

2

th minP 61,920EI / l  

Ta thấy các kết quả trên rất đúng với kết quả phân tích theogiải tích. 
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Ví dụ. 3.2:Thanh hai đầu ngàm  

 Xác định lực tới hạn theo 

phương pháp chuyển vị cưỡng bức 

cho thanh đầu ngàm và đầu ngàm 

chịu lực nén dọc trục P (hình 3.8).  

Chia thanh ra làm 
pt

n phần tử 

(hình 3.9), nội lực mô men uốn do 

lực P gây ra trong các phần tử của 

thanh là: 
 

 

 

Hình 3.8. Thanh hai đầu ngàm 

 

iP xi
M P.w

pt
(i 1 n )  (3.55) 

Mô men uốn 
iP

M  gây ra biến dạng uốn 
iP

  do đó trongthành phần lượng 

ràng buộc của bài toán ta phải viết thêm thành phần này, như vậy lượng ràng 

buộc cho bài toán ổn định có thể viết như sau: 

  
ptn 1 sonut

(i) (i )

P i k k
i 1 k 11

x
Z M M dx F X min

2  


                 (3.56a) 

hay 

 
ptn 1 sonut

(i) (i )

P i k k
i 1 k 11

x
Z M M dx F X min

2  


                  (3.56b) 

Gọi 
cv

n  là số thông số chuyển vị tại các nút của thanh có chuyển vị; 
gx

n là 

số thông số góc xoay tại các nút của thanh có góc xoay. Dựa vào điều kiện này 

ta sẽ xây dựng được ma trận độ cứng của thanh có bậc: n n  cv gx
n n n   

(sau khi bỏ đi những hàng và cột tương ứng có chuyển vị hoặc góc xoay bằng 

không). 

P P
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Hình 3.9. Thanh hai đầu ngàm 

Ngoài ra, cần đảm bảo điều kiện liên tục của chuyển vị còn điều kiện liên 

tục về góc xoay được xét thêm bằng cách cách đưa vào các điều kiện ràng buộc. 

i i 1

nut 2 cua pt thu i nut1 cua pt thu i 1

dy dy
0

dx dx



        

   
    

   
                      (3.57) 

Như vậy ma trận độ cứng của của thanh được mở rộng thêm 
pt

(n 1)  hàng 

và 
pt

(n 1)  cột. 

Theo phương pháp chuyển vị cưỡng bức tại một vị trí (nút) nào đó của 

thanh, ta cho lệch khỏi vị trí cân bằng một chuyển vị
0

y . Chẳng hạn tại nút thứ 

k ta cho một chuyển vị cưỡng bức 
0

y  ta có: 

K
0x

w y 0                                                     (3.58) 

Như vậy ma trận độ cứng của phần tử lại được mở rộng thêm 1 hàng, một 

cột và lúc này ma trận độ cứng có bậc    cv gx pt cv gx pt
n n n n n n      với hệ 

số trong ma trận độ cứng: 

 cv gx pt
k n n n ,k 1                                  (3.59a) 

 cv gx pt
k k,n n n 1                                  (3.59b) 

Ma trận tải trọng tác dụng lúc này có bậc: cv gx pt
n n n 1     với giá trị hệ 

số  cv gx pt 0
F n n n y    còn các hệ số còn lại bằng không. 

P

0
1

1
2

2
3

3
0

4
5

6
7

8
9

1
0

1
1

ncv ngx
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Giải phương trình     K X F  ta sẽ tìm được các ẩn số là các chuyển vị 

tại các nút của phần tử và các thừa số Largrange. Tiếp theo, ta cho thừa số 

Largrange tương ứng với chuyển vị cưỡng bức bằng không ta sẽ tìm được giá 

trị lực P tương ứng là các giá trị tới hạn của lực nén lên thanh. 

Trong phần này, luận văn giảibài toán thanh đầu ngàm – đầu ngàm với số 

phần tử chia bằng 6. Thừa số Largrange tương ứng với chuyển vị cưỡng bức là: 

 =-0,15129e-1*y0/l*(0,10523e262*l^40*p^10- 0,73557e265*l^2*l^36*p^9*ei + 

+0,21006e269*l^4*l^32*p^8*ei^2- 0,31919e272*l^6*l^28*p^7*ei^3+ 

+ 0,28248e275*l^8*l^24*p^6*ei^4-0,15025e278*l^10*l^20*p^5*ei^5 + 

+ 0,48013e280*l^12*l^16*p^4*ei^6- 0,89733e282*l^14*l^12*p^3*ei^7+ 

+ 0,92233e284*l^16*l^8*p^2*ei^8- 0,46014e286*l^18*p*ei^9*l^4+ 

+ 0,82825e287*l^20*ei^10)/(-0,19122e259*p^9*l^36+ 

+0,12874e263*p^8*l^32*ei*l^2- 0,34937e266*p^7*l^28*ei^2*l^4+ 

+0,49505e269*p^6*l^24*ei^3*l^6- 0,39773e272*p^5*l^20*ei^4*l^8 + 

+ 0,18479e275*p^4*l^16*ei^5*l^10-0,48752e277*p^3*l^12*ei^6*l^12+ 

+ 0,69081e279*p^2*l^8*ei^7*l^14- 0,46627e281*p*l^4*ei^8*l^16+ 

+0,11190e283*ei^9*l^18)/l^4 

Giải phương trình 0  theo ẩn số P với số bậc là 10 ta sẽ tìm được 10 

giá trị lực tới hạn thP  (mặc dù ở đây hàm chuyển vị chỉ là đa thức bậc 3), ở đây 

đưa ra 3 lực tới hạn đầu tiên lần lượt là: 

2

th minP 39,540EI / l ; 

2

th minP 81,267EI / l ; 

2

th minP 161,340EI / l  

Ta thấy các kết quả trên rất đúng với kết quả phân tích theo giải tích. 
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Ví dụ. 3.3:Thanh đầu ngàm – đầu khớp 

Xác định lực tới hạn theo phương 

pháp chuyển vị cưỡng bức cho thanh 

đầu khớp và đầu ngàm chịu lực nén 

dọc trục P (hình 3.10). 

Chia thanh ra làm 
pt

n phần tử 

(hình 3.8), nội lực mô men uốn do 

lực P gây ra trong các phần tử của 

thanh là:  

Hình 3.10. Thanh hai đầu ngàm 

iP xi
M P.w

pt
(i 1 n )  (3.60) 

 

 

Hình 3.11.Thanh đầu ngàm –đầu khớp 

Mô men uốn 
iP

M  gây ra biến dạng uốn 
iP

  do đó trongthành phần lượng 

ràng buộc của bài toán ta phải viết thêm thành phần này, như vậy lượng ràng 

buộc cho bài toán ổn định có thể viết như sau: 

  
ptn 1 sonut

(i) (i )

P i k k
i 1 k 11

x
Z M M dx F X min

2  


       (3.61a) 

hay 

 
ptn 1 sonut

(i) (i )

P i k k
i 1 k 11

x
Z M M dx F X min

2  


        (3.61b) 

P P

P

0
1

1
2

2
3

3
0

4
5

6
7

8
9

1
0

1
1

ncv ngx
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Gọi 
cv

n  là số thông số chuyển vị tại các nút của thanh có chuyển vị; 
gx

n là 

số thông số góc xoay tại các nút của thanh có góc xoay. Dựa vào điều kiện này 

ta sẽ xây dựng được ma trận độ cứng của thanh có bậc: n n  cv gx
n n n   

(sau khi bỏ đi những hàng và cột tương ứng có chuyển vị hoặc góc xoay bằng 

không). 

Ngoài ra, cần đảm bảo điều kiện liên tục của chuyển vị còn điều kiện liên 

tục về góc xoay được xét thêm bằng cách cách đưa vào các điều kiện ràng buộc. 

i i 1

nut 2 cua pt thu i nut1 cua pt thu i 1

dy dy
0

dx dx



        

   
    

   
                 (3.62) 

Như vậy ma trận độ cứng của của thanh được mở rộng thêm 
pt

(n 1)  hàng 

và 
pt

(n 1)  cột. 

Theo phương pháp chuyển vị cưỡng bức tại một vị trí (nút) nào đó của 

thanh, ta cho lệch khỏi vị trí cân bằng một chuyển vị
0

y . Chẳng hạn tại nút thứ 

k ta cho một chuyển vị cưỡng bức 
0

y  ta có: 

K
0x

w y 0  (3.63) 

Như vậy ma trận độ cứng của phần tử lại được mở rộng thêm 1 hàng, một 

cột và lúc này ma trận độ cứng có bậc    cv gx pt cv gx pt
n n n n n n      với hệ 

số trong ma trận độ cứng: 

 cv gx pt
k n n n ,k 1   (3.64a) 

 cv gx pt
k k,n n n 1    (3.64b) 

Ma trận tải trọng tác dụng lúc này có bậc: cv gx pt
n n n 1     với giá trị hệ 

số  cv gx pt 0
F n n n y    còn các hệ số còn lại bằng không. 

Giải phương trình     K X F  ta sẽ tìm được các ẩn số là các chuyển vị 

tại các nút của phần tử và các thừa số Largrange. Tiếp theo, ta cho thừa số 

Largrange tương ứng với chuyển vị cưỡng bức bằng không ta sẽ tìm được giá 

trị lực P tương ứng là các giá trị tới hạn của lực nén lên thanh. 
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Trong phần này, luận văn giảibài toán thanh đầu khớp – đầu ngàm với số 

phần tử chia bằng 6. Thừa số Largrange tương ứng với chuyển vị cưỡng bức là: 

=-0,24206*y0/l*(-0,16427e294*l^44*p^11+ 0,13354e298*l^2*l^40*p^10*ei  + 

- 0,44982e301*l^4*l^36*ei^2*p^9+0,81919e304*l^6*l^32*ei^3*p^8+ 

-0,88490e307*l^8*l^28*ei^4*p^7 + 0,58700e310*l^10*l^24*ei^5*p^6+ 

-0,24011e313*l^12*l^20*ei^6*p^5+0,59428e315*l^14*l^16*ei^7*p^4+ 

-0,85200e317*l^16*l^12*ei^8*p^3+0,65281e319*l^18*l^8*ei^9*p^2 + 

-0,22936e321*l^20*ei^10*p*l^4+0,25803e322*l^22*ei^11)/ 

(0,47948e292*p^10*l^40-0,37765e296*p^9*l^36*ei*l^2+ 

+0,12193e300*ei^2*p^8*l^32*l^4-0,20970e303*ei^3*p^7*l^28*l^6+ 

+ 0,20944e306*ei^4*p^6*l^24*l^8- 0,12464e309*ei^5*p^5*l^20*l^10+ 

+ 0,43784e311*ei^6*p^4*l^16*l^12-0,87219e313*ei^7*p^3*l^12*l^14+ 

+0,91144e315*ei^8*p^2*l^8*l^16- 0,42997e317*ei^9*p*l^4*l^18+ 

+0,64147e318*ei^10*l^20)/l^4 

Giải phương trình 0   theo ẩn số P với số bậc là 11 ta sẽ tìm được 11 

giá trị lực tới hạn thP  (mặc dù ở đây hàm chuyển vị chỉ là đa thức bậc 3), ở đây 

đưa ra 3 lực tới hạn đầu tiên lần lượt là: 

2

th minP 20,199EI / l ;  

2

th minP 59,886EI / l ;  

2

th minP 120,490EI / l  

Ta thấy các kết quả trên rất đúng với kết quả phân tích theo giải tích. 

Ví dụ. 3.5:Thanh hai đầu khớp 

Xác định lực tới hạn theo phương 

pháp chuyển vị cưỡng bức cho thanh 

đầu khớpdi độngvà đầu khớp cố định 

chịu lực nén dọc trục P (hình 3.12).  

Chia thanh ra làm 
pt

n phần tử 

(hình 3.13), nội lực mô men uốn do 

lực P gây ra trong các phần tử của 

thanh là:  

P P
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 Hình 3.12. Thanh hai đầu khớp  

iP xi
M P.w

pt
(i 1 n )  (3.65)      

 

Hình 3.13.Thanh hai đầu khớp  

Mô men uốn 
iP

M  gây ra biến dạng uốn 
iP

  do đó trongthành phần lượng ràng 

buộc của bài toán ta phải viết thêm thành phần này, như vậy lượng ràng buộc 

cho bài toán ổn định có thể viết như sau: 

  
ptn 1 sonut

(i) (i )

P i k k
i 1 k 11

x
Z M M dx F X min

2  


                 (3.66a) 

hay 

 
ptn 1 sonut

(i) (i )

P i k k
i 1 k 11

x
Z M M dx F X min

2  


               (3.66b) 

Gọi 
cv

n  là số thông số chuyển vị tại các nút của thanh có chuyển vị; 
gx

n là 

số thông số góc xoay tại các nút của thanh có góc xoay. Dựa vào điều kiện này 

ta sẽ xây dựng được ma trận độ cứng của thanh có bậc: n n  cv gx
n n n   

(sau khi bỏ đi những hàng và cột tương ứng có chuyển vị hoặc góc xoay bằng 

không). 

Ngoài ra, cần đảm bảo điều kiện liên tục của chuyển vị còn điều kiện liên 

tục về góc xoay được xét thêm bằng cách cách đưa vào các điều kiện ràng buộc. 

i i 1

nut 2 cua pt thu i nut1 cua pt thu i 1

dy dy
0

dx dx



        

   
    

   
 (3.67) 

0
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Như vậy ma trận độ cứng của của thanh được mở rộng thêm 
pt

(n 1)  hàng 

và 
pt

(n 1)  cột. 

Theo phương pháp chuyển vị cưỡng bức tại một vị trí (nút) nào đó của 

thanh, ta cho lệch khỏi vị trí cân bằng một chuyển vị
0

y . Chẳng hạn tại nút thứ 

k vta cho một chuyển vị cưỡng bức 
0

y  ta có: 

K
0x

w y 0  (3.68) 

Như vậy ma trận độ cứng của phần tử lại được mở rộng thêm 1 hàng, một 

cột và lúc này ma trận độ cứng có bậc    cv gx pt cv gx pt
n n n n n n      với hệ 

số trong ma trận độ cứng: 

 cv gx pt
k n n n ,k 1   (3.69a) 

 cv gx pt
k k,n n n 1   (3.69b) 

Ma trận tải trọng tác dụng lúc này có bậc: cv gx pt
n n n 1     với giá trị hệ 

số  cv gx pt 0
F n n n y    còn các hệ số còn lại bằng không. 

Giải phương trình     K X F ta sẽ tìm được các ẩn số là các chuyển vị 

tại các nút của phần tử và các thừa sốLargrange. Tiếp theo, ta cho thừa 

sốLargrange tương ứng với chuyển vị cưỡng bức bằng không ta sẽ tìm được 

giá trị lực P tương ứng là các giá trị tới hạn của lực nén lên thanh. 

Trong phần này, luận văn giải bài toán thanh đầu khớp cố định – khớp di 

động với số phần tử chia bằng 6. Thừa sốLargrange tương ứng với chuyển vị 

cưỡng bức là: 

= -0,72618*y0/l * (0,13512e246*l^40*p^10 - 0,90202e249*l^36*l^2*ei*p^9 + 

+0,24127e253*l^32*l^4*ei^2*p^8 - 0,33364e256*l^28*l^6*ei^3*p^7 +  

+ 0,25742e259*l^24*l^8*ei^4*p^6-0,11211e262*l^20*l^10*ei^5*p^5 + 

+ 0,26904e264*l^16*l^12*ei^6*p^4 - 0,34036e266*l^12*l^14*ei^7*p^3+ 

+0,20866e268*l^8*l^16*ei^8*p^2 - 0,52032e269*l^18*ei^9*p*l^4 + 

+ 0,34057e270*l^20*ei^10) / (-0,12692e245*p^9*l^36 + 

+ 0,83579e248*p^8*l^32*ei*l^2 - 0,21962e252*p^7*l^28*ei^2*l^4 +  
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+ 0,29655e255*p^6*l^24*ei^3*l^6 - 0,22128e258*p^5*l^20*ei^4*l^8 + 

+ 0,91654e260*p^4*l^16*ei^5*l^10 - 0,20281e263*p^3*l^12*ei^6*l^12 + 

+ 0,22390e265*ei^7*p^2*l^8*l^14 - 0,10749e267*ei^8*p*l^4*l^16 + 

 +0,15903e268*ei^9*l^18)/l^4 

Giải phương trình 0  theo ẩn số P với số bậc là 10 ta sẽ tìm được 10 

giá trị lực tới hạn thP  (mặc dù ở đây hàm chuyển vị chỉ là đa thức bậc 3), ở đây 

đưa ra 3 lực tới hạn đầu tiên lần lượt là: 

2

th minP 9,8698EI / l ; 

2

th minP 39,480EI / l ; 

2

th minP 88,950EI / l . 

Ta thấy các kết quả trên rất đúng với kết quả phân tích theogiải tích. 
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KẾT LUẬN VÀ KIẾN NGHỊ 

Kết luận: 

-Đã sử dụng được phương pháp nguyên lý cực trị Gauss và phương pháp 

chuyển vị cưỡng bức để xây dựngbài toán ổn định uốn dọc của thanh thẳng đàn 

hồi chịu tác dụng của tải trọng tĩnh. 

- Phương pháp chuyển vị cưỡng bức cho bài toán ổn định đàn hồi của thanh và 

hệ thanh chịu uốn dọc có xét đến biến dạng trượt. Bằng phép tính biến phân 

đưa phương trình vi phân không có vế phải về phương trình vi phân có vế phải 

b»ng c¸ch cho mét ®iÓm nµo ®ã trong thanh, vÝ dô ®iÓm 

x=x1, mét chuyÓn vÞ y0: 



















































0

0

3

3

1

1

2

2

4

4

Q
dx

yd
EJ

xxkhi

xxkhi

dx

yd
P

dx

yd
EJ



 

từ đó chứng minh được rằng phương trình =0 (phương trình vế phải) là 

phương trình xác định trị riêng. Đối với bài toán ổn định tĩnh thì các trị riêng 

tìm được là các lực tới hạn Pth.Dùng phương pháp chuyển vị cưỡng bức để giải 

bài toán ổn định của thanh cho ta ngay phương trình đa thức xác định lực tới 

hạncủa thanh mà không phải thông qua các phép biến đổi phức tạp để đưa ma 

trận về ma trận đường chéo.  

- Dùng phương pháp phần tử hữu hạn để xác định lực tới hạn của các thanh 

chịu nén có các điều kiện biên khác nhau. Kết quả nhận được hoàn toàn trùng 

khớp với kết quả nhận được bằng các phương pháp khác (Dùng phần mềm 

Matlab 7.0 hỗ trợ tính toán). 

Kiến nghị:  

Có thể sử dụng phương phápphần tử hữu hạntrong giảng dạy, học tập và 

nghiên cứu khi phân tích ổn định cho kết cấu. 
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