BO GIAO DUC VA PAO TAO
TRUONG PAI HQC DAN LAP HAI PHONG

HA HOU TRONG

TINH TOAN HE DAM CHIU UON
CO XET PEN BIEN DANG TRUQT NGANG

Chuyén nganh: K¥y thuat Xay dwng Céng trinh Dan dung & Céng nghiép
M4 s6: 60.58.02.08

LUAN VAN THAC SY KY THUAT

NGUOI HUONG DAN KHOA HOC

GS.TSKH. HA HUY CUONG

Hdi Phong, 2017



LOI CAM DOAN

Tén tbi la: Ha Hiru Trong
Sinh ngay: 12/11/1975
Noi cong tac: Thanh phd Ha Long
T6i xin cam doan day 13 cong trinh nghién ctru cua riéng tdi. Cac sb liéu,
két qua trong luan van 1a trung thuc va chua timg duoc ai cong bo trong bat ky
cong trinh nao khéc.
Hai Phong, ngay ....., thang 11, nam 2017

TAac gia luan vin

Ha Hiru Trong

ii



LOI CAM ON

Tac gia luan van xin tran trong bay t6 1ong biét on sau sic nhat déi voi
GS.TSKH Ha Huy Cuong Vi nhitng ¥ tuéng khoa hoc doc dao, nhirng chi bao sau
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MO DAU

Nhitng nam gan day, do kinh té phat trién, dan sb ting va quy dat ngay
cang thu hep, dic biét 1a trong cac thanh phd 16n. DPé dép tng nhu cau st dung
hét strc da dang cuia ngudi dan, cc giai phap két cAu cho nha cao ting di dugc
cac k¥ su thiét ké sir dung trong d6 co giai phap két cdu nha cao tang két hop
theo phuong dimg, ting mot 1am siéu thi, nha hang... véi dién tich san rat 16n,
C4cC tang trén la nha ¢, khach san va van phong cho thué c6 dién tich nhé dugc
str dung twong d6i phd bién. Trong nhiing cong trinh d6 nguoi ta thuong dung
cac két cau dam chuyén, san chuyén hodc dan chuyén lam nhiém vu tiép nhan
tai trong tir cac tang bén trén truyén xudng cot va xudng mong. Két cau dam
chuyén c6 dic diém 1a chiéu cao tiét dién rat 16n so v6i chiéu dai cua ching
(dam cao), do d6 viéc nghién ciru noi luc va chuyén vi cia cac bai toan co hoc
két cau ndi chung va cac bai todn co hoc két cdu c6 dang cot ngin va dam cao
noi riéng co tim quan trong dic biét, doi hoi phai nghién ciru day du ca vé mat
Iy thuyét va thuc nghiém.

Cho dén nay, cac duong 16i xay dung bai toan két cau chiju udn thuong
khéng ké dén anh hudng cua bién dang trugt ngang do luc cit gay ra hoic co
ké dén nhung do cach dit van dé va cach chon 4n chua that chinh xac nén da
gap rat nhiéu kho khan ma khong tim dugc két qua cua bai toan mot cach chinh
xé4c va day du.

Phuong phap nguyén 1y cuc tri Gauss do GS.TSKH. Ha Huy Cuong dé
xuat 1a phuong phéap cho phép ap dung nguyén 1y cuc tri Gauss - von duoc phat
biéu cho hé chat diém -dé xdy dung bai toan co hoc két cAu dudi dang té)ng
quat. Tur d6 tim duockét qua chinh xac ciia cac bai toan du d6 1a bai toan tinh

hay bai toan dong, bai toan tuyén tinh hay bai toan phi tuyén.



Poi twong, phwong phap va pham vi nghién ctru cia dé tai

Trong luan van nay, tac gia sir dung phuong phap nguyén ly cuc tri Gauss
noi trén dé xay dung va giai bai todn dam chiu uén c6 xét dén bién dang truot
ngang do luc cit gy ra, chiu tac dung cua tai trong tinh.

Do su can thiét cta viée nghién ctru noi luc va chuyén vi cua két cau chiu
udn ¢c6 xét dén bién dang trugt, muc dich va nhiém vu nghién ctru cua dé tai
nay la:

Muc dich nghién ciru ciia dé tai

“Nghién ciru néi luc va chuyén vi ciia hé diam cé xét dén bién dang truot ngang”

Nhiém vu nghién ctru ciia dé tai

1. Tim hiéu va giéi thiéu cac phuong phap xay dung va cac phuong phap giai
bai toan co hoc két cdu hién nay.

2. Trinh bay Phuong phap Nguyén 1y cuc tri Gauss do GS. TSKH. Ha Huy
Cuong dé xuat, véi cac tng dung trong co hoc méi truong lién tuc nodi chung
va co hoc vat rdn bién dang noi riéng.

3. Gi6i thiéu Iy thuyét xét bién dang truot d6i v6i bai toan két cdu dam chiu
ubn v&i viéc dung hai ham chua biét 1a ham do vong y va ham luc cat Q.

4. Xay dung va giai bai toan dam c6 xét dén bién dang trugt, chiu tdc dung cua
tai trong tinh.

5. Lap chuong trinh may tinh dién tir cho cac bai toan néu trén.

Y nghia khoa hoc va thue tién ciia dé tai nghién ciru

Viéc xac dinh noi lyc va chuyén vi cua két cdu chiu uén da dugc nhiéu
tac gia trong va ngoai nudc quan tim nghién ctru, ké ca bai toan co xét dén luc
cat ngang Q. Trong cac nghién ciru d6 céc tac gia da s dung 1y thuyét dam
truyén thong, 1y thuyét dam Euler — Bernoulli (Ly thuyét khong day du vé dam,
b6 qua thanh phan bién dang truot ngangdo luc cit Q gy ra) dé xay dung bai

toan.Khi xdy dung cac cong thirc tinh toan ndi luc va chuyén vi, gia thiét



Bernoulli — gia thiét tiét dién phang (tiét dién dam trudc va sau khi bién dang
van phang va vudng goc véi truc trung hoa) duge chap nhan, tirc 14 goc trugt
do lyc cat Q gay ra d bi bo qua, quan niém tinh toan ndy lam anh hudng khong
nho t6i do chinh xac cia két qua cac bai toan. Mot sb tac gia nhu X.P.
Timoshenko, O.C. Zienkiewicz, J.K. Bathe, W.T. Thomson cling da dé cap toi
anh huong cua bién dang truot khi phén tich két cAu chiu udn, nhung van dé
thuong dugce bo ngod hoic khong dugc giai quyét mot cach triét dé ké ca trong
cac 101 giai s6. Khic phuc dugc nhitng ton tai néu trén cua cac tac gia khac
chinh 13 y nghia khoa hoc va thuc tién cta dé tai, y nghia khoa hoc d6 nam o
chd dé tai da xay dung duogc 1y thuyét dam c6 xét dén anh huong cta bién dang
truot ngang do lyc cat Q gay ra (Ly thuyét day du hay 1y thuyét tong quét vé
dam) khi nghién ctru ndi luc va chuyén vi cia dam va khung chiu tic dung cua
tai trong tinh, tim dugc két qua chinh xac cua céac bai toan déng tho1 dua ra
duogc két luan “ Ly thuyét dam Euler — Bernoulli thudng dung hién nay chi 1a

mot trudng hop riéng cua Ly thuyét dam nay”.



CHUONG 1.
CAC PHUONG PHAP XAY DUNG VA CAC PHUONG PHAP
GIAIBAI TOAN CO HQC KET CAU

Trong chuong nay trinh bay cac phuong phap truyén thong dé xay dung
cac bai toan co hoc ndi chung; gidi thiéu bai toan co hoc két cau (bai toan tinh)
va cac phuong phap giai thuong dung hién nay.

1.1. Phwong phap xay dung bai toan co hoc

Bbn phuong phap chung dé xay dung bai todn co hoc két cau dugc trinh
bay dudi day. Dung 1y thuyét dam chiu uén dé minh hoa.

1.1.1. Phwong phap xiy dung phwong trinh vi phan cin bang phan té
Phuong trinh vi phin cén bang duoc xay dung truc tiép tir viéc xét cac

diéu kién can bang luc cua phan té duoc tach ra khoi két cau. Trong strc bén vat

licu khi nghién cu dam chiu uén ngang sir dung cac gia thiét sau:

- Tryc dam khong bi bién dang nén khong c6 tng suat.

- Mt cit thang goc véi truc dam sau khi bién dang van phiang va thang goc

véi truc dam (gia thiét Euler—Bernoulli).

Khong xét luc nén giita cac thd theo chiéu cao cua dam

Véi gia thiét thir ba thi chi ¢ (ng suat phap oy Va cac g Suat tiép oyz, oz tac
dung 1én phan té dam (hinh 1.3), ang suat phap o, bang khdng. Hai gia thiét tha
ba va thir nhat dan dén truc dam chi c6 chuyén vi thang dung y(x) va né duoc
goi 1a dudng d6 vong hay duong dan hoi cua dam. Gia thiét thi nhat xem chiéu
dai truc dam khong thay doi khi bi vong doi hoi d6 véng ciia dam la nho so véi
chiéu cao dam, ymax/ h < 1/5. Vi gia thiét thir hai thi bién dang truot do tng
suit tiép gay ra khong duogc xét trong tinh d6 vong cua dam nhu trinh bay dudi
day. Gia thiét nay chi dung khi ti I h/l < 1/5. Chuyén vi ngang u cua diém

nam & d6 cao z so véi truc dam bang
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Bién dang va ung suit xac dinh

Hinh 1.2. Phan t6 dim

nhu sau
2 2
£, :—ZM; o, :—Ezd y
dx? dx’
Momen tac dung Ién truc dam:
h/2 2 3 2
M= [ -Ebz 9 Yy - ERT QY
iz dx? 12 dx?
hay M = Edy (1.7)
Ebh’ d’y
trong do: EJ = Ly =—
s 2 FT e

EJ duoc goi 1a do cing udn cua dam; y 1a d6 cong cia duong dan hdi va sé
duoc goi 12 bién dang uén;b 1a chiéu rong dam. Bé don gian trinh bay, ¢ day
chi dung truong hop dam c6 tiét dién chir nhat.
Cach tinh noi luc momen & trén khong xét dén bién dang truot do céac
g suat tiép gay ra. Tong cac (ng suét tiép oy trén mat cét s& cho ta luc cit Q
hr2

tac dung 1én truc dam: Q= [o,dz

i
Biéu thirc cua tng suat tiép o, trong tich phan trén s& trinh bay sau.

Nho cac gia thiét néu trén, thay cho trang thai tng suat trong dam, ta chi can
nghién ctru phuong trinh can bang cua cac ndi luc M va Q tac dung Ién truc
dam.

Xét phan t6 dx cua truc dam chiu tac dung cua céc luc M,Q va ngoai luc phan
bé g, hinh 1.3. Chiéu duong cua M, Q va g trén hinh v& twong tng vai chiéu

duong cta do vong huéng xubng dudi.



Q ax) M + dM
M 0,
21Q+dQ

dx
1 1

Hinh 1.3. Xét can bang phan té

L4y tong momen ddi véi diém O, bo qua cac vd cling bé bac cao ta c6

M _5-0 (1.8)
dx

L4y tong hinh chiéu céc luc 18n truc thang ding:

Q=0 (1.9)
dx

Phuong trinh (1.8) 13 phuong trinh lién hé gitra momen udn va luc cat,
phuong trinh (1.9) 1a phuong trinh cén bang lec cat Q va ngoai luc phan bé g.
D6 1a hai phuong trinh xuat phat (hai phuong trinh dau tién) caa phuong phap
can bang phan t6.L4y dao ham phuong trinh (1.8) theo X rdi cong véi phuong
trinh (1.9), ta c6 phuong trinh dan xuat sau
d*M

—+q=0 (1.10)
dx

Thay M xac dinh theo (1.7) vao (1.10) nhan dugc phuong trinh vi phan
xéc dinh duong dan hoi cua thanh
d'y
dx‘

Phuong trinh (1.11) duoc giai voi cac diéu kién bién cua y va cac dao

EJ-2 =q (1.11)

ham dén bac ba caa y (4 diéu kién), hai diéu kién bién tai mdi dau cudi thanh.
Céc diéu kién bién thuong dung nhu sau

a) Lién kétkhép tai x=0:



Chuyén vibang khong, y| =0, momenuén M =0, suy ra d’y

dx?| =0
b) Lién két ngam tai x=0:
Chuyen vi bang khong, y| =0, goc xoay bang khong, % -0
x<0
¢) khéng cé gdi tya tai x=0:
Momen ubn M =0, suy ra ?j_:g —0: lec cat Q=0, suy ra z_jg ~0

Céc diéu kién tai x=1 ciing lay twong ty nhu trén.
Bay gio tim hiéu sy phan bd wng suét tiép oz trén chiéu day h caa dam.
Trudc tién viét phuong trinh can bang wng suat trén truc x nhu sau

3
0o, N 90, _ 0 hay do,, 00, _ _E; d-y
OX 0z 0z OX dx?

) R . . _ Ez* d°y
Tich phan phuong trinh trén theo z: o, =— > +C(x)
X

Ham c(x) x4c dinh tir diéu kién ing suat tiép bang khong tai mat trén va mat

. h 2 43
dudi dam, Z=%-.Tacéd: C(x)= Eh” d7y
2 8 dx°
Ung suét tiép phan bd trén mat cat dam co dang
Ed’y
=—— 47* —h?
e 8 dx® ( )

Do 1a ham parabol bac hai.Ung suat tiép 16n nhat tai truc dam (z=0) c6 gia tri
bang

_ER*d%y
=g dx’

Tich phan ham tng suat tiép theo chiéu cao dam réi nhan vai chiéu rong b ta

Xz

co

lyc cat Q tac dung 18n phan trai caa dam



__Ebh*d?y
Q= 12 dx®

Eh’ d’y
12 dx®

Ti I& gitra tng suét tiép max tai truc dam va Gng suat trung binh o=1.5.

Ung suat tiép trung binh trén chiéu cao dam bang: o =

1.1.2. Phwong phap nang lugng
Ning luong cua co hé bao gdm dong ning T va thé nang I1. Pong ning
duogc xac dinh theo khdi lwong va van téc chuyén dong, con thé nang IT bao
gom thé nang bién dang va cong cua cac truong luc, phu thudc vao chuyén vi.
Truong luc 12 lyc c6 thé nhu luc trong trudng. Cac luc ngoai tac dung 1én co
hé 1a luc khong thé.
Déi véi hé bao toan, nang luong 1a khong doi
T+ I1 = const (1.12)
Do d6 téc do thay ddi nang lwong phai bang khdng
%(T+ Mm)=0 (1.13)
Ta xét bai toan tinh, T=0, do do
IT= const (1.14)
Thé ning IT c6 thé biéu thi qua ang suat va ndi luc cling co thé biéu thi qua
chuyén vi va bién dang. Vi vay ta c hai nguyén ly bién phan ning luong sau:

Nguyén Iy thé ning bién dang cuc tiéu

Khi phuong trinh can bang duoc biéu thi qua tng suat hoic noi luc va
do @6 thé nang bién dang ciing biéu thi qua (ng suat hoic noi luc ta co nguyén
ly thé nang bién dang cuc tiéu, nguyén ly Castiliano (1847-1884). Nguyén ly
phét biéu nhu sau:

Trong tét cd cac trang thai can bang luc c6 thé thi trang thai can bang

thurc xdy ra khi thé ndng bién dang 1 cuec tiéu.



Trang thai can bang luc cé thé 1 trang thai ma céc luc tc dung I&n phan
t6 thoa man cac phuong trinh can bang. Ta viét nguyén 1y dudi dang sau:
I1(F)— min
Véi rang budc 1a cac phuong trinh can bang viét dudi dang luc.

DPéi voi dam ta co:

l
1 [ M? .
H=§jE—]dx - min (1.15)
0
d*M
7z = 4 (1.16)

Noi lyc can tim mémen ubn 12 ham phan bé theo chiéu dai dam M(x) va phai
thoa mén cac diéu kién lién két ¢ hai dau thanh (dugc xac dinh & hai dau thanh).
Pay 1a bai toan cuc tri ¢d rang budc. Bang céch ding thira sé Lagrange A(x)
dua vé bai toan khéng rang budc sau:

l
1 2
= EjE_ x + )L(x) ]dx - min (1.17)
0

A(x) 1a thira s6 Lagrange va ciing 14 an cua bai toan. Theo phép tinh bién phan
tir phiém ham (1.17) ta nhan dugc hai phuong trinh sau (phuong trinh Euler—
Lagrange).
= —E] A ~(1.18)
d*M
dx?

A(x) ¢6 thir nguy@n la chuyén vi cho nén phuong trinh (1.18) biéu thi quan hé

= —q (1.19)

gitta M va chuyén vi. Thé (1.18) vao (1.19) ta c6
d*A

E —_
]dx4

=q (1.20)



A(x) 1a d6 vong cta dam va phuong trinh (1.20) 1a phuong trinh vi phan can
bang cua dam viét theo chuyén vi nhan duoc & trén.

Nguyén ly cong bu cue dai

Khi dung an 1a cac chuyén vi va bién dang thi c6 nguyén ly cong bu cuc dai.

Trong tdt cd cac chuyén vi dgng hoc c6 thé (khd di) thi chuyén vi thuc
la chuyén vi ¢ cong bl cuec dgi.

Chuyén vi dong hoc c6 thé 1a chuyén vi théa mén cac phuong trinh lién
hé gitta chuyén vi va bién dang va thoa méan cac diéu kién bién. Cong bl bang
tich cia ngoai luc va chuyén vi trir di nang luong bién dang.

[Cong ngoai luc — thé nang bién dang]—max
Véi rang budc 1a cac phuong trinh lién hé giita chuyén vi va bién dang.

LAy vi du dbi véi dam chiu udn, ta co
l l

1
j qydx _EJ EJ 2 dx - max(1.21)

0 0

Vi rang budc:
2
x=— d—x’; (1.22)

x 1a bién dang uén ciing 1a do cong ciia dudng do vng. Tich phan thir nhat
trong (1.21) 1a céng toan phan caa ngoai luc (khdng cé hé sé %), tich phan thi
hai la thé nang bién dang biéu thi qua bién dang udn.
Thay x tur (1.22) vao (1.21), ta co

L 2
1
qudx _5_[ EJ] (— W) dx —» max(1.23)
0

Thay dau cua (1.23) ta c6
l l
. j () j dx — min(1.24
— — — — ﬁ .
Ji 722 b4 qydx — min( )

2
0 0

10



Khi y c6 gia tri xac dinh tai hai ddu mat dam thi diéu kién can dé biéu thuc

(1.24) cuc tiéu 1a phuong trinh Euler sau
4

gty _ (1.25)
dxt 1 '

Phuong trinh (1.25) 1a phuong trinh vi phan cin bang cua dam chiu un.
Nguyén Iy cong b cuc dai dudi dang biéu thuc (1.24) dugc sir dung rong rai
trong tinh toan cong trinh theo phuwong phap phan tir hiru han.

1.1.3. Nguyén ly cong ao

Nguyén 1y cong ao duge str dung rat rong rii trong co hoc. Theo K.F.
Gauss (1777-1855) thi moi nguyén Iy trong co hoc hodc truc tiép hodc gian tiép
déu rat ra tir nguyén 1y chuyén vi o.

Xét co hé chat diém o trang thai cin bang ta c6

Y X=0, dY=0 >Z=0, (1.26)
z X; ZY; Z Z : 14 tong hinh chiéu ciia tat ca cac luc tac dung lén ba truc ciia
hé toa do Dé cac. Ta viét biéu thtc sau:

Y XM +Y YN +> Z8W =0, (1.27)
& day xem cac sU: sV oW la cac thura s6 bat ky.

Tu (1.26)ta c6 (1.27) va nguogc lai tir (1.27) ta s€ nhan duoc (1.26) béi vi
C4C sU: oV: oW: 13 nhiing thira sé bat ky. Bay gid ta xem sU: sv: ow: 12 cac
bién phan cta cic chuyén vi 4o theo ba chiéu ctia hé toa do vudéng goc. Chuyén
vi 40 1 chuyén vi bé do nguyén nhan bat ky bén ngoai nao d6 gay ra. Céac
chuyén vi 40 ndy phai thoa man cac diéu kién lién két cta hé.

Khi ¢6 chuyén vi ao thi vi tri ctia cac luc tac dung trén hé c6 thé thay doi
nhung phuong chiéu va do 16n ctia nd van giit nguyén khong d6i. Nhu vay,cac
chuyén Vi A0 85U ; oV ; oW la cac dai luong doc 1ap voi luc tac dung va tur hai

biéu thire (1.26) va (1.27) ta c6 nguyén 1y cong 4o:
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Néu nhw tong céng ciia cdc lwe tic dung cia hé thwe hién trén cdc
chuyén vi o bang khong thi hé 6 trang thdi cén bang.

Pbi voi hé dan hoi (hé bién dang) thi ngoai ngoai luc con ¢ ndi luc. Van
dé ditra & day la cach tinh cong cia ndi luc nhu thé nao.

Trudce hét ta can phai dua thém yéu cau dbi voi chuyén vi a0 nhu sau:

Céc chuyén vi 4o phai thoa man céc lién hé giita chuyén vi va bién dang.
Néu nhu céc chuyén vi c6 bién dang £, = Z—u; &, = @; ... thi bién phan cac
chuyén vi 40 su: sv: sweiing phai co cac bién dang ao tuong tmg:

gé‘u; %ﬁv;

Thong thuong cong cta ndi luc (hodc tmg suat) dugc tinh qua thé ning
bién dang. Khi c6 cac chuyén vi 40 sU:sv: sw: thi thé ning bién dang IT s&
thay d6i bang dai luong bién phan &I1. Do d6 nguyén Iy chuyén vi a0 ddi véi
hé bién dang duoc viét nhu sau:

STI-Y XU =YYV - Z8W =0, (1.28)

Céc dai luong bién phan trong (1.28) déu 1a chuyén vi 40 cho nén néu
xem ndi lyc (Ung sut) trong qua trinh chuyén vi 4o cling khong d6i thi dau
bién phan trong (1.28) c6 thé viét lai nhu sau:

S[IT-Y XU =YYW =Y ZW]=0 (1.29)
Hai biéu thue (1.28) va (1.29) duéi dang chi tiét hon duoc trinh bay trong [30,
Tr.261].

H1(dryY L la(d?yY
ol = —qy |[dx=0hay [s] = —qgy |dx=0 1.30
!l:z(dsz qy} x=ohay l:Z(dxzj qy} " (1.30)

d'y

X4

Phuong trinh Euler cua (1.30) nhu sau: EJ -q=0

1.1.4. Phuwong trinh Lagrange:
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Phuong trinh Lagrangela phuong trinh vi phan cta chuyén dong duoc

biéu thi qua céc toa do téng quét (cac chuyén vi tong quat).

Goi T 1a dong ning va I 1a thé nang cua hé, cac q; 1a cac chuyén vi tong
quat va Q; 1a cac luc tong quat thi phuong trinh Lagrange c6 dang:
dfor) or N oIl _
dtlog, ) g, oq

Q. (i=1,2,3.....,n) (1.31)

J4 . a i \ A A 9 A A A 7. X A . ~ 4
trong do: ¢, = % la van toc cua chuyén dong.Do61 vd1 moi chuyén vi g s€ co

mot phuong trinh Lagrange. Pong ning T trong toa do tong quat 1a ham cua
van tdc va c6 thé 1a ham cua ca chuyén vi tong quat.

Thé ning toan phan ciia hé bao gom thé nang bién dang va thé niang cua
luc o thé (luc trong trudng 13 Iuc ¢ thé). Q; 1a Iyc khong thé co thé duoc hiéu
1a cac luc ngoai tac dung 1én hé (lyc tong quat). 4p dung phuong trinh
Lagrange dé xdy dung phuong trinh chuyén dong ctia dam chiu uén nhu sau:

Goi yi 1a chuyén vi (tong quat) cta diém i ciia dam va q;1a lyc tac dung
tai diém i ctia dam va m; 1a khéi luong.

DoOng nang cua dam

T= ilmyfdx trong d6: Y, = N, (1.32)
i 2 ot
Thé ning bién dang ctia dAm chiu udn
n 2 2
m=3 e Y. (1.33)
i1 2 OX i

Dau tong lay cho tat ca cac diém 1 cia dam. Phuong trinh Lagrange doi vai dam

c6 dang

Q(@T) ot , oIl _ (1.34)

| - qi,
ot\oy,) oy 0y,
Ta tinh hai thanh phan du cta phuong trinh (1.34)
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o(eT) o . d%y. )

Sl Nl =micmy 1.35
at(ayi) ot Y " ot? Y (1.35)
T _p

oy,

Pé tinh thé nang bién dang c6 thé dung phuong phép sai phan hitu han, hinh
1.5.
Boi vi d vong yi ctia dam chi c6 mit trong

biéu thirc thé nang bién dang cua ba diém 2 -1 ' i1 i+2

lién tiép 1-1, 1 va i+1, cho nén chi can tinh | AX | AX | AX | AX |
] ] ]

thé nang bién dang ctia dam (1.33) cho ba 1 1

diém nay, Ax 1a khoang cach giita céc Hinh 1.4. Buoc sai phan

diém.

2 2 _ 2

EE\] 6 2/ IEEJ yi—l 2yi2+yi+l

2 ox" ). 2 AX

1_.(2°yY 1_(V,-2y.+vY

- EJ —— EJ i-2 i-1 i

2 \ox*), 2 ( AX* (1:36)
2 2 _ 2

EE\] a 2/ :EEJ yi 2yi+12-|_yi+2

2 ox* )., 2 AX

Tong cong ba phuong trinh trén cho ta thé nang cua dam dé tinh y;. Ta tinh

O ciia phuong trinh (1.34).
oy,
8_1_[ = E‘](_ 2yi_l " 4yi — 2yi+l tYi.— 2yi—1 tYitYi—- 2yi+1 + Vi )\
6yi Ax* (1 37)
> .
— _ 4
= E\]( yi72 4yifl + 2){; 4yi+l + yi+2 ) = EJ % |
o'y

Biéu thirc (1.37) biéu thj sai phan hiru han cua gj

ox*
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Cong (1.35) va (1.37) nhan dugc phuong trinh Lagrange d6i voi chuyén vi yi

méY g3 9Y _g (1.38)
ot? ox* |,

Diém i 1 bat ky nén nhin duoc phuong trinh vi phan can bang ciia dam

o’y o'y
m +EJ = 1.39
ot? ox* k (1.39)
P voi bai todn finh T=0 ta c6: EJ 9 = (1.40)

dx
Phuong phap st dung phuong trinh Lagrange dé nhan dugc phuong trinh vi
phan ctia dudng d6 vong cua dam trinh bay & déy 1a cua tac gia.

& trén trinh bay bon phuong phap chung dé xay dung bai toan co, 14y bai
toan dam chiu uén 1am vi dy dé biét cach st dung ching va dé thay bén duong
16i d6 1a tuong dwong nhau nghia 14 déu dan vé phuong trinh vi phan cén bang
cua hé.

1.2. Bai toan co hoc ké't cfi,u va ‘czic phuwong phap giai ?

Bai toan co hoc két cau nham xac dinh ndi lyc va chuyén vi ctia hé thanh,
tdm, vo dudi tac dung cua cac loai tai trong, nhiét do, chuyén vi cudng buec,...va
duoc chia lam hai loai:

- Bai toan tinh dinh: 14 bai toan c6 cu tao hinh hoc bat bién hinh va du lién
két tya voi dat, cac lién két sap xép hop 1y, chiu cac loai tai trong. Dé x4c dinh
ndi luc va chuyén vi chi can dung cac phuong trinh can bang tinh hoc 1a du;

- Bai toan siéu tinh: 12 bai todn c6 ciu tao hinh hoc bat bién hinh va thira lién
két (noi hodc ngoai) chiu cac loai tai trong, nhiét do, chuyén vi cudng birc,...Dé
xéac dinh noi lyc va chuyén vi ngoai cac phuong trinh can bang ta con phai bd
sung cac phuong trinh bién dang.

Néu tinh dén tan ung suét, co thé noi réng moi bai toan co hoc vat ran
bién dang noi chung va bai toan co hoc két ciu ndi riéng déu 1a bai toan siéu

tinh.
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D3 6 nhiéu phuong phap dé giai bai toan siéu tinh. Hai phuong phap
truyén thong co ban 1a phuong phap luc va phuong phap chuyén vi. Khi st
dung chung thuong phai giai hé phuong trinh dai s6 tuyén tinh. S6 luong cac
phuong trinh tiy thudc vao phuong phap phan tich. Tir phuong phap chuyén vi
ta c6 hai cach tinh gan dung hay duoc st dung 1a H. Cross va G. Kani. Tir khi
xudt hién may tinh dién tir, ngudi ta bd sung thém cac phwong phap sb khac
nhu: Phuong phép phan tir hitu han; Phuong phap sai phan hiru han. ..

1.2.1. Phuwong phap luc

Trong hé siéu tinh ta thay cac lién két thira bang cac luc chua biét, con
gia tri cac chuyén vi trong hé co ban tuong Gmg véi vi tri va phuong cua céac
luc an s6 do ban than cac luc d6 va do cac nguyén nhan bén ngoai gy ra bang
khong. Tir diéu kién nay ta 1ap dugc hé cac phuong trinh dai s6 tuyén tinh, giai
hé nay ta tim duoc cac an sb va tir d6 suy ra cac dai luong can tim.

1.2.2. Phuwong phap chuyén vi

Khac véi phuong phap luc, phuong phap chuyén vi lay chuyén vi tai cac
nat 1am an. Nhitng chuyén vi ndy phai c6 gia tri sao cho phan lyc tai cac lién
két dat thém vao hé do ban than chiing va do cac nguyén nhan bén ngoai giy ra
bang khong. Lap hé phuong trinh dai s tuyén tinh thoa man diéu kién nay va
giai hé d6 ta tim dugc cac an, tir d6 xac dinh cac dai lugng con lai. Hé co ban
trong phuong phap chuyén vi 1a duy nhat va gi6i han giai cac bai toan phy thudc
vao sd cac phan tir miu ¢ san.

1.2.3. Phuong phap hén hop va phuwong phap lién hop

Phuong phap hdn hop, phuong phap lién hop 13 sy két hop song song giita
phuong phap luc va phuong phép chuyén vi. Trong phuong phap nay ta c6 thé
chon hé co ban theo phwong phap luc nhung khong loai bo hét cac lién két thira
ma chi loai bo céac lién két thudc bd phan thich hop véi phwong phép luc; hodc

chon hé co ban theo phuong phap chuyén vi nhung khong dit day du céc lién
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két phu nham ngan can toan bd cac chuyén vi nat ma chi dit cac lién két phu
tai cac nut thudc bo phan thich hop voi phuong phap chuyén vi. Truong hop
dau hé co ban 1a siéu tinh, con truong hop sau hé co ban la siéu dong.

Trong ca hai cach noi trén, bai toan ban dau dugc dua vé hai bai toan doc
1ap: Mot theo phuong phap luc va mot theo phuong phap chuyén vi.

1.2.4. Phwong phap phén tir hitu han

Thuc chéat cia phuong phap phan tir hitu han 13 rdi rac hoa ban than két
cdu (chia két cau thanh mot s6 phan tir ¢6 kich thudce hitu han). Cac phan tir
lién ké lién hé v4i nhau bang cac phuong trinh can bang va cac phuong trinh
lién tuc.

Pé giai quyét bai toan co hoc két cau, c6 thé tiép can phuong phap nay
bang dudng 16i truc tiép, suy dién vat 1y hoidc dudng 16i toan hoc, suy dién bién
phan. Tuy nhién bang cach ndo di ching nita thi két qua thu duoc 14 mot ma
tran (d6 cung hoac do mém). Ma tran d6 duoc xay dung dua trén co sé cuc tri
héa phiém ham biéu dién ning luong. Trong pham vi mdi phan tir riéng biét,
cac ham chuyén vi duoc xap xi gan dang theo mot dang nao do, thong thudng

l1a cac da thtec.

1.2.5. Phuwong phap sai phan hiru han

Phuong phép sai phan hiru han ciing 14 thay thé hé lién tuc bang mo hinh roi
rac, song ham can tim (ham mang dén cho phiém ham gia tri dimg),nhan nhiing
gia tri gén dang tai mdt s6 hiru han diém ctia mién tich phan, con gia tri cac
diém trung gian s& duoc xac dinh nhd mot phuong phap tich phan nao
d6.Phuong phap nay cho 10i giai s6 ctia phuong trinh vi phan vé chuyén vi va
noi lyc tai cac diém nit. Thong thudng ta phai thay dao ham bang céc sai phan

cua ham tai cac nut.Phuong trinh vi phan cua chuyén vi hoac ndi luc dugc viét
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dudi dang sai phan tai moi nut, biéu thi quan h¢ ctua chuyén vi tal mOt nut va
cac nut 1an can dudi tac dung cua ngoai luc.
12.6. Phuong phap hdn hop sai phan — bién phan

Két hop phuong phap sai phan v6i phuong phap bién phén ta c6 mot
phuong phap linh dong hon: Hodc 1a sai phan cac dao ham trong phuong trinh
bién phan hoic 14 sai phan theo mdt phuong va bién phan theo mot phuong

khac (d6i voi bai toan hai chiéu).
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CHUONG 2.
PHUONG PHAP NGUYEN LY CUC TRI GAUSS

Trong chuong 1 da trinh bay bén duong 16i xdy dung bai toan co hoc va
cac phuong phap giai hién nay thuong dung trong cac giao trinh, tai li€u trong
va ngoai nudc. Khac véi chuong 1, chuong nay trinh bay nguyén 1y Gauss, sau
d6 trinh bay phuong phap méi dua trén nguyén 1y cuc tri Gauss dé xay dung
va giai cic bai toan co hoc dudi dang tong quat, chu yéu 13 ctia co hé vat ran
bién dang. Dé dat muc tiéu trén, trong chuong con giéi thiéu cac khai niém tng
suat va bién dang cta co hé moi truong lién tuc va cua co hoc két cau. Cudi
cung, dé lam vi duy, trinh bay viéc 4p dung phuong phap méi dé nhan duoc cac
phuong trinh vi phan can bang cuia co hé.

2.1. Nguyén li cuc tri Gauss

Nam 1829 nha toan hoc nguoi Bic K.F. Gauss da dua ra nguyén 1y sau
day dbi v6i co hé chat diém [1,tr. 171]:

“Chuyén dong thuc ciia hé chat diém cé lién két tiy ¥ chiu tdc dong bdt
ki & méi thoi diém xdy ra mét cdch phit hop nhdt cé thé véi chuyén dong cia
hé do khi hoan toan tw do, nghia la chuyén dong thuc xdy ra véi lirong cuedng
bikc t6i thiéu néu nhw sé do lwong cudng bire ldy bang tong cdc tich khoi vong
chdt diém véi binh phuong do léch vi tri chat diém so véi vi tri khi chung hoan
toan tw do”.

Goi M, 1a khéi lugng chat diém, A; 14 vi tri cia nd, B, 13 vi tri sau thoi
doan vo cung bé do tac dong lyc ngoai va do van tbc & dau thoi doan gay ra,
c, lavitrico thé ( bi rang budc baoi lién két) thi lugng cudng buc dugc viét nhu
Sau.

z=3m(BCJ - Min (2.1)
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Dau tong trong (2.1) 14y theo s chit diém.

Str dung nguyén 1y van tdc a0 va nguyén Iy D ‘Alembert, xét hé ¢ trang thai
can béng va cho réng ¢o luc vo1 do 1on ti 1€ v do dai E tac dung theo chiéu
tir C. dén B, Gauss di chirng minh nguyén Iy cia minh [1,tr. 172].

Pé co thé sir dung nguyén 1y Gauss can biét dai lwong bién phan cia
no. Theo [1,tr. 889], Gibbs (ndm 1879) va Appell (ndm 1899) di tir cac 1ap luan
khac nhau déu nhan dugc nguyén 1y Gauss va chi ra rang dai luong bién phan
ctia nguyén 1y nay 1 gia toc. Diéu nay c6 nghia la:

ori=0; ori=0; ofx 0 (2.2)
& day & 1a ki hiéu bién phan ( 1y vi phan khi ¢ dinh thoi gian ), 1, ¥ Va I
lan luot 1a vecto toa do, vecto van tdc va vecto gia tdc cua diém i. Chuyén
dich cua chét diém cta hé c6 lién két duéi tac dung cua luc F; sau thoi doan dt

tinh theo cong thirc sau day:
1
ri+r'idt+§'r;dt2 (2.3)

Vi 8ri=0va &f;i=0 nén chuyén dich cua chit diém hoan toan ti do (co thé
hinh dung & dau thoi doan dt lién két dugc giai phong nhung van giit luc tac

dung) sau thoi doan dt 1a :

ri+r'idt+15dt2 (2.4)
2m,

Hiéu cuia (2.4) va (2.3) cho ta do 1éch vi tri cta chat diém c6 lién kétso véi vi
tri cia no6 khi hoan toan tu do.
C6 thé xem dt 1a hang thi luong cudng buc Z theo (2.1) dugc viét dudi dang

luc nhu sau (v6i d6 chinh xac bang thira s6 dt*/ 4)

Z:Zmi[%—ﬁJ — Min (2.5)
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hoac

Z =31 - m )2 Min (2.53)

~m

Khi tinh lugng cudng birc theo (2.5) can xem gia toc 1a dai luong bién phan
(bién phan kiéu Gauss theo cach noi ctia Boltzmann ). Nhu vay, phuong phap
tim cyec tiéu clia cac bai toan co hoc duoc xay dung theo nguyén 1y (2.5) khong
thé 1a bat ky ma phai 1a (khi khong c6 rang budc nao khac):

oL
Eﬁf'zzo (2.6)
Piéu kién (2.6) sé& cho ta phuong trinh can bang. That vay, ap dung (2.6) vao
(2.5) ta nhin dugc phuong trinh can bang cua hé (¢ day luc tac dung bang lyc
quan tinh). Appell va Boltzmann (nim 1897) con cho biét nguyén Iy Gauss
dung cho hé lién két holonom va ca hé lién két khong holonom [1,tr. 890].
Nguyén 1y Gauss (2.1) hodc (2.5) c6 dang cua phuwong phap binh phuong tdi
thiéu 12 phuong phap ciing do Gauss dua ra va duoc dung rong rai trong toan
hoc hién dai, trong giai tich ciing nhu trong 10i giai s6. C6 18 vi vay nguyén ly
Gauss thu hut sy chu y cua nhiéu nha khoa hoc, thi du, Hertz (ndm 1894) dya
trén ¥ tuong luong cudng bic dua ra nguyén 1y dudng thang nhat (duong co
d6 cong nho nhat) hoic Prigogine (ndm 1954) va Gyarmati (nim 1965) di xay
dung duoc luong cudng birc ciia cac qua trinh khong hoi phuc trong nhiét dong
luc hoc [2].

Céc tai lidu gido khoa vé co hoc thudng gidi thiéu nguyén Iy Gauss dudi
dang (2.5) 1a dang dung duoc dé tinh toan. Nhung nguyén 1y (2.5) véi dai lugng
bién phan 14 gia téc chi Ia mot biéu thi cia nguyén Iy Gauss (2.1) boi vi dai
luong bién phan trong co hoc con c6 thé 1a chuyyén vi va van tdc nhu trinh
bay sau day.

2.2. Phuwong phap nguyén ly cwe tri Gauss
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Trong bai viét ctia minh Gauss néu nhan xét rang nguyén Iy vin toc do
bién vin dé tinh hoc thanh vin dé todn hoc thudn tuy, con nguyén Iy
D’Alembert dua bai toan dong luc hoc vé bai todn tinh hoc va moi nguyén ly
ciia co hoc hodc nhiéu hodc it déu cé thé triee tiép it ra tir hai nguyén 1y trén.
Du6i day trinh bay phuong phéap dya trén nguyén Iy chuyén vi ao dé nhan duoc
biéu thirc (2.1) ctia nguyén 1y Gauss.

Xét hé chat diém c6 lién két tuy y & mot thoi diém bat ki nao d6 c6 nghia
1a phai dua lyc quan tinh f; cua hé tai thot diém do tac dung 1én h¢. DPdi véi hé
hoan toan tu do luc quéan tinh fg; cia nd bang véi ngoai luc (chi s6 ‘0° & chan
ki tu chi réng ki tu do thudc hé so sanh, truong hop nay 1a hé hoan toan tu do
c6 cung khi lugng va cung chiu tac dung luc ngoai gidng nhu hé c6 lién két).
Nhu vay, cac luc tac dung 1€n hé c6 lién két gém cac luc fi= mjfj va cac luc fo;
= mifq (thay cho ngoai luc). Theo nguyén 1y chuyén vi 4o d6i voi lién két giir
(lién két dudi dang dang thirc) va khong gitr (lién két dudi dang bat dang thirc)

diéu kién can va du dé hé & trang thai can bang 1a [1,tr. 887] :

Z(fu B fOi )5r| <0 (27)

Biéu thirc (2.7) ciing duoc Fourier (ndm 1798 ) va Ostrogradsky ( nam 1838)
doc 1ap dua ra.
C6 thé nhan xét ngay rang phan trong ngodc don ciia (2.7) biéu thi luc tac dung
1én hé nén phai bang khong dé hé ¢ trang thai can bang.
Trong biéu thirc (2.7) can xem cac chuyén vi i doc lap ddi véi luc tac dung.
Cho nén tir (2.7) co thé viét:

Z=>(f—f,)r > Min (2.8)

Trong (2.8) r; 1a cac bién doc 1ap can tim dé bao dam cho Z cuc tiéu. Vi chuyén
vi roi ctia hé hoan toan tu do da biét nén biéu thuc (2.8) twong duong véi cac

biéu thire dudi day:
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Z =2 (f-f)(—r)>Mn  (2.83)

hodic Z =Y m [;__r} (r—r) SMn  (2.8b)

D@ dang nhan thiy (2.8b) 1a tich ctua khdi lugng m; v6i binh phuong do 1éch vi
tri chat diém va do d6 Z xac dinh theo (2.8) 12 lugng cudng birc ciia nguyén 1y
Gauss (voi d6 chinh xac bang thira s6 dt¥ 2 ). So vdi (2.5), lugng cudng birc
Z xé4c dinh theo (2.8) biéu thi diy du va rd rang tu tudng ctia nguyén 1y Gauss
thé hién & chd, thir nhét, n6 cho phép so sanh hé co lién két voi hé hoan toan tu
do, thir hai, dai lugng khong biét (dai lwong bién phan) trong (2.8) 1a chuyén vi
gidng nhu trong (2.1). Cuc tiéu cta (2.8) can va phai dugc tim tir diéu kién (khi
khong c6 cac rang budc nao khac):

Z—fi -0 2.9)
Diéu kién (2.9) ap dung vao (2.8) cho ta phuong trinh can bang cua co hé.
Vidu 1 Vidu nay lay tir [3,tr. 64]. Viét phuong trinh chuyén dong cua khoi
luong m chay trén duong cong y=bx? trong mit phang (xy), khong co6 luc ma
sat, dudi tic dung cia truong gia toc g (Hinh 1.1).

Y | y=hx?

b

Hinh 1.1
Céc lyc tac dung 1én khoi lugng m bao gém: luc quan tinh theo chiéu y, luc
trong truong theo chiéu Am cua y, luc quan tinh theo x. Chon hé so sanh 1a hé
c¢6 cung khdi lugng m nam trong trudng gia téc g nhung hoan toan tu do.

Luong cudng birc duoc viét theo (2.8) nhu sau:
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Z = (my+mg)y+(mx)x = Min (a)

Thé y —bx? VAo (@) ta co

Z = (my+mg)bx? + (mx)x —> Min (b)
Xem chuyén vi X 1a bién doc lap va tur diéu kién aa—z =0 nhan duoc:
X
2bxy + 2bgx + X = 0 (c)

Thay y = 2bxx+2bx? vao (c) nhan duoc phuong trinh chuyén dong cua khoi
luong m

(4b?x2 +1)%X + 4b?x%? + 2bgx = O (d)
Phuong trinh (d) 14 két qua can tim.
Nhu nhan xét ciia Gauss néu trén, ¢6 thé noi biéu thirc (2.7) da bién vén dé tinh
hoc (can bang luc) thanh van dé toan hoc thuan tuy. That vy, néu ta ding gia

tdc 1a dai luong bién phéan thi twong ty nhu (2.7) ¢ thé viét

> (1,-1,)8Fi< 0 (2.10)

v6i diéu kién gia toc 113 dai lwong doc 1ap d6i véi luc tac dung.
Tir (1.10) c6 thé viét

Z = Z (f, - f,,) [i—> Min (2.11)

Trong (2.11) can xem gia toc f;1a dai lwong bién phan dé bao dam cho Z cuc
tiéu. Vi gia tbc Foj ctia hé hoan toan ty do da biét nén biéu thirc (2.11) twong
duong véi cac biéu thirc dudi day:

Z =Y (f—1,)( i foy) — Min (2.11a)

hoac Z =) m [i—‘r'm]( fi- Foi) — Min
i m
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z =3 m.(i -t )> > Min  (2.11b)

Ta thay (2.11b) tring véi (2.5). Cac gia toc ¢ phai thoa man cac lién két néu c6

va diéu kién cuc tiéu cua (2.11) 12 biéu thirc (2.6).

Vidu2.Lam lai vi du 1 (Hinh 1) theo nguyén li (2.5) hodc biéu thirc (2.11)
Khéi luong m vira chuyén dong theo x, vira chuyén dong theo y, nhung

do c6 lién két y= bx? nén chi c6 mot bic tu do, thi du 1a x. Cac luc tac dung

Ién m bao gdm: Lyc quan tinh theo chiéu y, luc trong trudng theo chiéu 4m cia

y, luc quan tinh theo x. Lugng cudng birc Z viét theo (2.5) la:

Z= m(%+ ¥)? +mx?> = Min (a)

Lay dao ham rang budc y=bx? theo thodi gian hai lan ta co :

§ = 2bxx + 2bx? (b)
Thay y trong (a) bang (b), nhan dugc

Z = (g + 2bxs + 2bx?)? + x2 = Min (c)
Xem gia tdcx 1a bién doc lap va tu diéu kién 6Z/6% =0 ta co phuong trinh

chuyén dong ctia khéi lvgng m nhu sau :

(4b?x? +1)X + 4b?xx? + 2bgx = O (d)

Phuong trinh (d) 1a két qua can tim.

Tuong tu, cling co thé dung van tdc ¢ 1a dai luong bién phan, khi d6 luong

cudng buc Z dugc viét :

z ZZ (f,— f,,)r > Min  (2.12)

|
voi diéu kién van toc ¢ 1a bién doc 1ap va thod man céc lién két néu co6. Trong
truong hop nay di€u kién cuc ti€u ciia nguyén 1y(2.12) s¢€ 1a (khi khong c6 rang

budc nao khac) :
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oz
o o 0 (2.13)
Lam lai bai toan cta vi du 1 v6i dai luong bién phan 14 van tdc (biéu thirc 2.12)

cling cho ta két qua dang dén.

Tom lai, cac nguyén 1y (2.5) hodc (2.11) véi dai lugng bién phan 1a gia toc doc
1ap dbi véi luc tac dung, nguyén 1y (2.8) véi dai luong bién phan 13 chuyén vi
doc 1ap d6i voi luc tac dung va nguyén 1y (2.12) véi dai lugng bién phan 13 van
tbc doc 1ap ddi véi luc tac dung da bién phuong trinh can bang luc (van dé co
hoc ) thanh cac bai toan toan hoc thuan tuy va cé thé dugc phét biéu nhu sau :

Chuyén dong thuc ciia co hé xdy ra khi lwong cuong birc Z

~ xdc dinh theo (2.5) thi dwoc tim theo gia toc , diéu kién (2.6 )
~ xdc dinh theo (2.8) thi dwoc tim theo chuyén vi, diéu kién (2.9)
~ xdc dinh theo (2.12) thi dwoc tim theo vin toc, diéu kién (2.13)

la cuc tiéu.

Puong nhién, cac dai lugng bién phan gia tc, chuyén vi va van tc phai
thoa man cac diéu kién lién két cua hé.

Dé co thé ap dung cho ca cac bai toan tinh cia mdi trudng lién tuc ta
s& dung nguyén 1y (2.8) véi dai luong bién phan 1a chuyén vi va diéu kién cuc
tiéu 1a (2.9). Nguyén li (2.5) khong cho phép giai cac bai toan tinh. Do d6, cach
trinh bay nguyén 1y Gauss dudi dang nay dd han ché viéc str dung nguyén 1y

trong co hoc.

C6 thé mé rong nguyén 1y Gauss bang cach so sanh hé can tinh véi hé
c6 lién két tuy y chiu tac dung cua luc gidng nhu hé can tinh ma 10i giai ctia n6
d3 biét. Khi d6 thay cho luc ngoai ta dung luc lién két va luc quan tinh cia hé
so sanh v&i dau nguogc lai dé tic dong 1én hé can tinh. Piéu nay 1a hién nhién

boi vi ngoai lyc luon can bang vai ndi lyc. Xét vi du minh hoa sau
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Vi du 3 Hé can tinh 1a khdi luong m c6 lién két 10 xo do ctmg k va lién két
nhdt v6i hé s6 nhét ¢ chiu tac dung luc p(t) (Hinh 2.2). Xét dao dong th:fmg
ding u(t) ctia m so vdi vi tri can béng tinh cuia no. Bai toan c6 mot bac dao
dong tu do. Ta chon hé so sanh c6 khoi luong mp va lién két 16 xo do cung ko

cung chiu luyc p(t) (Hinh 2.2.b).

Hinh 2.2 a) Hé can tinh; b) Hé so sanh.
Dao ddng Uo(t) ctia hé so sanh (so véi vi tri can bang tinh clia nd) xac dinh tir

phuong tinh can bang sau :
mol, + kouo = p(t) (a)

Luc tac dung lén khoi luong m gf’)m coO: luc quan tinh md, lyc can 16 xo ku,
luc can nhét cu va luc p(t) duoc thay bang noi luc ciia hé so sanh. Lugng cudng

btic theo (2.8) viét dugc:
Z = (mi + cu + ku—myt, — koug)u —> Min (b)

Phéan trong ddu ngoic don cua (b) biéu thi luc tic dung va theo nguyén ly
chuyén vi (2.8) can xem chuyén vi u 1a bién doc 1ap ddi véi luc tac dung thi tir

diéu kién 0Z/du =0 nhén duoc phuong trinh can béng ctia hé can tinh
mu + cu + ku = myt, + k,u, (c)
hay chu y té1 (a) ta co

mti + cu + ku = p(t) (d)
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Nhin vao (c) va (d) thiy ring thay cho viéc giai phuong trinh vi phan cin bang
(d) ctia hé can tinh ta c6 thé giai phuong trinh (c) Gmg voi timg thoi diém. Vé
phai cta (c) c6 thé 1a nghiém riéng hodc nghiém co ban (trudng hop p(t) 1a
xung don vi) cta (d) hoidc, mot cach tong quat, 13 thé hiéncua p(t) trén hé bat ki
nao khac (101 giai cua hé bat ki khi chiu tic dong cua p(t) ). Nhan xét nay rat
hitu ich bai vi né cho ta mot phuong phap nita dé giai cac phwong trinh vi phan
phtc tap, dic biét 13 dbi vai cac bai toan co didu kién bién ¢ vo han hodc 1a khi
giai bang s6.

Luong cudng birc Z theo (b) c6 thé viét dudi dang sau:

Z=71+722+27Z3— Min e)

71 = %(ku— KoUg)?s Z2=2cuu, Z3= 2m(U — U, )u (f)

O day Z1 viét duéi dang binh phuong tdi thiéu. Vi Z1 duoc viét dudi dang
binh phuong tdi thiéu nén céac dai luong Z2 va Z3 phai nhan voi hé s6 2. Cac
biéu thirc lwong cudng buc (b) va (e), (f) 1a twong duong.

Nhitng nhdn xét rat ra tir vi du minh hoa néu trén 4p dung ding cho bat ki hé
nao khac.

Trinh bay trén cho thay c6 thé dung hé co lién két bat ki dé 1am hé so sanh cho

nén c6 thé mé rong biéu thirc (2.8) nhu sau :
Z = Z (f, — f,,)r, = Min (2.14)
voi i 1a noi luc bao gém luc quan tinh va luc lién két néu c6 cua hé can tinh,

foi 1A ndi luc va luc lién két da biét ctia hé so sanh bat ky chiu tac dung luc ngoai

gidng nhu hé can tinh.

Chuy rﬁng khi str dung biéu thire (2.14) can xem chuyén vi 1; 1a dai lugng ddc

1ap do61 voi luc va phai thoa man cac di€u kién lién két néu c6. Boi vi cuc tiéu
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cua lugng cudng birc Z phai dugc tim theo (2.9) (khi khong c¢é céc rang budc
nao khac ) nghia 13 phai giai phuong trinh can bang ctia co hé nén bai toan ludn

c6 nghiém va nghiém 1a duy nhét

Phuong phdp ciia nguyén 1y (2.14) cho phép ding hé so sanh bat ki. Pai lirong
bién phén cua (2.14) la chuyén vi, diéu kién cuc tiéu ciia né la biéu thirc (2.9).
Phuong phép nay do GS. TSKH Ha Huy Cuong dé xuat va duoc goi 1a phuong

phap nguyén 1y cuc tri Gauss.

Biéu thirc (2.7) trong cac gido trinh co hoc thuong mang dau bang, nghia 1a
chi xét truong hop lién két giit va khi d6 tir (2.7) sé nhan dugc nguyén 1y cong
40. Co thé nodi biéu thirc (2.7) véi dau nho thua hodc bang 1a sy khac biét co
ban gitra nguyén 1y co hoc cua Gauss v6i co hoc dua trén nguyén 1y cong a0
hién dung.
2.3. Co hé méi truong lién tuc: ing suit va bién dang

Trong muc nay trinh bay phuong phap nguyén 1y Gauss d6i voi co hé moi
truong lién tuc. Mudn vay can biét khai niém tng suét va bién dang cia moi
truong lién tuc. Dé trinh bay gon dudi ddy dung cac dai lugng tenxo véi cach
hiéu nhu sau [4 ,tr.196]:
aa =a, +a, +a,

Qe = 84; Ty, + 85

va hé s6 Kronecker

oj = 1 khi i=j

Sij = 0 khi i=#]j

voli 1=1,23; j=1,23;k=1,23 doi véi khong gian 3 chiéu.

C6 thé noi ddi tuong nghién ctiru cia co hé moi truonglién tuc trong toa do

vudng goc 1a phan t6 khdi chir nhat (ba chiéu, kich thudc vo cing bé ) hoidc
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phan t6 chit nhat (hai chiéu, kich thudc vo ciing bé ) duge tach ra tir méi trudng
(hinh 2.3).

- /&\‘

Sy
LELE]

143
Azt 1

Uy

dx2

Hinh 2.3. Trang théi tmg suét phan t6
Khi d6 1i thuyét tmg suat cho thiy ngoai cac lyc thong thuong (luc giy céc
chuyén vi tinh tién trong co hé chit diém) trén bé miat phan t6 con co cac ing
suit tic dung . Co 9 ting suat o; tac dung lén bé mit phan t6. Thir nguyén cua
g suat bang lyuc chia cho don vi dién tich.
Tir diéu kién can bang lyc va momen s& nhan dugc phuong trinh can bang tinh
ctia phan td
o+ bi =0 (2.15)
Trong (2.15) oj la ing suat, oy biéu thi dao ham clia Gng suat theo toa do
khéng gian, 0o, /0x; = oy, bila luc khéi (luc khdi xem nhu 13 luc can). Néu
khong c6 luc momen khdi thi tir phuwong trinh can bang s& ¢6
0= 0 (2.16)
Sd ung suat doc 1ap tac dung 1én bé mat phan t6 chi con 6 . Li thuyét ung suét
cho thay khi biét trang thai Gmg suat phan t6 thi s& xac dinh duoc trang thai
luc tai diém d6 cia moi truong va nguoc lai .
Khi chiu tac dung ngoai luc, phan td chuyén dong va bién hinh. Ly thuyét bién

dang cho thay ngoai cac chuyén vi u; phén t6 con chiu céc bién dang &;j . Néu
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xem bién dang 13 bé (binh phuong hoidc tich hai bién dang 1a nho so véi chinh

n6 ) thi cac bién dang duoc xac dinh theo cac phuong trinh sau:

&ij = % (uij + Ui ) (2.17)

Cac gjj 1a cac dai lugng khong thir nguyén. Tuong tu nhu tenxo ojj, tenxo
gij d6i xtmg va c6 6 bién dang doc 1ap twong Gmg v6i 6 Ung sut.

Tir (2.17) thay rang trang thai chuyén vi xac dinh duy nhat trang thai bién
dang, nhung nguoc lai khong ding béi vi co nhitng chuyén vi khong giy bién
dang (chuyén vi ciia vat ran tuyét d6i). Ngoai cac phuong trinh néu trén, dé bao
dam tinh lién tuc ctia moi trudng con co cic cac phuong trinh vé diéu kién
khong bi gian doan.

Tuy theo tinh chét co hoc cua vat liéu moi truong ma co cac lién hé khac
nhau giita ing suat va bién dang. Do c6 6 ing suat va 6 bién dang nén mot cach
tong quat can biét 36 thong sé tinh chét vat liéu. Tuy nhién tir diéu kién biéu
thi nang luong bién dang phai giéng nhau con s6 36 rat xudng con 21. Bdi véi
vat liéu déng hudng chi con 2 thong s6 tinh chat vat liéu doc 12p duoc chon
trong s cac thong s6 sau: hai hang s6 Lamé pva A, médun Young E , modun
treot G va hé s6 Poisson v, gifta chiing ¢ cac lién hé sau day :

Ev E

A Gy 0 M8 T (2.18)

Dbi véi vat liéu ddng nhat , dang hudng, tuan theo dinh luat Huc (Hooke)

thi lién h¢ gifra tng suadt va bién dang sé€ la :

Cij = 2G (Sij + n V2 SkkSij) (2.19)

— 4V
Tir cong thire (2.19) thiy rang tng sut cij khong nhiing phu thudc vao
bién dang &j; theo phuong cua n6 ma con phu thude vao cac bién dang theo cac
phuong khac thong qua hé sd Poisson v. Hé s6 2G dé tién trinh bay sau nay s&

duoc goi 1a do cung cua bién dang.
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Nhitng trinh bay trén cho thiy dbi voi co hé moi truong lién tuc can xem
cac bién dang ¢; la doc lap ddi voi nhau va dugc xac dinh theo phuong trinh
(2.17), can xét cac phuong trinh vé diéu kién khong bi gian doan cta méi
truong va lién hé gitra Gmg suat va bién dang. Dbi véi moi truong dan hoi, dong
nhat, dang hudng lién hé tng suét - bién dang ldy theo (2.19) va diéu kién khong
bi gian doan ctia méi truong ty dong thod man khi biéu thi ung suét qua chuyén
V1.

Tém lai, khac véi co hé chat diém, trong moi truong lién tuc ngoai luc
khéi va lyc quan tinh 13 céc luc tac dung gay chuyén vi, con phai xét thém cac
g suét Gij gay ra cac bién dang Eij -

Tl nhan xét vira néu, ¢6 thé s& c6 ich ddi véi nhan thire khi dua ra cc
nhan dinh tong quat vé mdi twong quan giita co hoc chat diém va co hé moi
truong lién tuc nhu sau:

— Khai niém co ban cua co chat diém 1a chat diém, cac luc tac dung 1én chét
diém gy ra cac chuyén vi, dic trung ctia chat diém la khoi luong;

— Khai ni€ém co ban ctia co hé¢ mdi truong lién tuc 1a mat cat phan td, cac ung
suat gdy ra cac bién dang, cac dic trung ciia mat cit phan t6 1a cac do ctimg bién
dang twong ng véi cac tmg sudt. Cac do cimg nay xac dinh tuy theo tinh chat
vat li¢u moi truong. Trong co hé moi truong lién tuc con co luc khdi va luc
quan tinh gay chuyén vi giéng nhu trong co hé chat diém. Do d6, c6 thé tém

tat mo1 tuong quan vua néu dudi dang:

Chdt diém & Mt cdt phdn t6
Lyc & Luc
Cdc itng sudt
Chuyén vi & Chuyén vi

Bién dang
Khoi lwong & Khéi lwong
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Cdc dé cing bién dang

Ki hiéu & chi su twong duong giita cac khai niém. Voi cach hiéu nay
cling d& dang xay dung phiém ham luong cudng birc twong tu nhu (2.14) ddi
v6i co hé moi trudng lién tuc bat ky duoc trinh bay sau day.

Trudc tién, ta dung h¢ so sanh 1a hé chit diém co6 cung khoi lugng, cung
chiu tac dung luc ngoai va hoan toan ty do. DPdi voi moi truong lién tuc can xét
thém Ung suét va bién dang nén luong cudng birc Z ciia hé viét trong tu (2.14)
nhu sau:

Z...=.Z1+7Z2 — Min
21=[oyedV , Z2=[(ptu, +bu; — pligu,)dF (2.20)
v v

Trong (2.20) V la thé tich vat thé, p 1a khéi luong don vi. Luc quan tinh 13
luc can nén trong (2.20) mang diu cong. Luong cudng buc Z1 xét ing suét
cia mdi trudng lién tuc can tinh, hé chit diém so sanh khong c6 mg suét.
Luong cudng buc Z2 xét luc khdi va luc quan tinh cua moi truong lién tuc, luc
quan tinh cia hé chat diém so sanh. Céc luc nay déu gay chuyén vi u.

Theo phuong phap nguyén 1y cuc tri Gauss, trong (2.20) cdn xem céc
bién dange;;la doc lap ddi véi cac ung suét Gij va cac chuyén vi u;la doc lap
d6i voi luc tac dung (O day 1a luc khéi va luc quan tinh) va doc lap ddi véi
nhau. Diéu kién cuc tiéu cua (2.20) 1a

ozt azz (2.21.3)
og;  Ou;

Néu bién dang &ij biéu thi qua chuyén vi (cong thirc (2.17)) thi diéu kién cuc
tiéu cta (2.20) duoc viét nhu sau:

De..
071 0¢;; N 0Z2 _ 0 (2.21.b)
og; ou; o,
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Tir diéu kién (2.21.a) nhan dugc

o;;+ bi+ptj-plioi = 0 (2.22)
Phuong trinh (2.22) 14 phuong trinh vi phan cin bing ctia co hé méi trudng lién
tuc dudi dang tmg suét.

Néu tai diém dang xét khong c6 luc ngoai tac dung thi pl,, bi triét ticu,
phuong trinh (2.22) 13 phuong trinh can bang dong luc hoc thudng gip cia co
hé moi1 truong lién tuc. Truong hop bai toan tinh, ou, cling bang khong,
phuong trinh (2.22) khi d6 trung véi (2.15).

D& dang nhan dugc phuong trinh vi phan can bang dudi dang chuyén vi
bang cach dua lién hé tng suat - bién dang vao phuong trinh (2.22) hodc vao

phiém ham (2.20).Trong muc (2.5) dudi day sé& tro lai van dé nay.

Can néu nhan xét rang biéu thire (2.20) cho phép so sanh co hé moi trudng lién
tuc voi co hé chit diém hoan toan tu do khi hai hé cung chiu luc ngoai nhu
nhau. Trong (2.20) khong chita cac thong s6 tinh chat vat liéu cia moi truong
nén né ding véi moi trudng bat ky.

Xét cac truong hop khac cta phiém ham luong cudng bic (2.20):
— Truong hgp khong dung hé so sanh thi phai dua lyc ngoai pi vao (2.20).
Luc pi thuong tic dung 1én bé miat © cua vat nén ta viét

Z = [(oye; + pliu; —bu;)dv— [ p u;dQ = Min (2.23)

— C6 thé dung hé so sanh ciing 14 co hé méi truong lién tuc c6 lién két bat ky
v6i diéu kién hai hé cung chiu luc ngoai giéng nhau:

Z = _[[(Gij —0gj)&; + (Pl — poli )u; — (b _bOi)ui}jV — Min (2.24)

Gidng nhu di trinh bay ¢ vi du 3, thuc chét ctia phuong phap nguyén 1y cuc tri

Gauss 1a dung noi lyc ctia hé so sadnh tac dung 1én hé can tim.
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— D6i v6i bai toan tinh, luc quan tinh triét tiéu, khi khong xét luc khéi, biéu
thirc (2.24) c6 dang:
Z =[(o; —0y;)z,dv = Min (2.25)

\%
— Dbi v6i bai toan tinh, khong xét luc khdi, khong dung hé so sanh, tir (2.23)
ta co:

Z = jaijgijdv—J p,u,dQ — Min (2.26)

Céc chuyén vi u; va bién dang ; (xac dinh theo (2.17)) trong cic phiém ham
(2.20, 2.23, 2.24, 2.25) va (2.26) 1a nhiing dai luong doc lap ddi véi luc tac
dung va tmg suét va phai thoa mén cac diéu kién lién két néu co6. Chuyén dong
thuc cua co hé moi truong lién tuc xay ra khi cuc tiéu céac phiém ham lugng
cudng blrc vira néu theo diéu kién (2.21) néu khong co cac diéu kién lién két
nao khéc.

D6i voi moi truong dan hoi, quan h¢ Ung suit — bién dang xac dinh theo
(2.19), ta c6 thé viét luong cudng bic dudi dang binh phuong tdi thiéu nhu

nhan xét da néu o vi du 3:

1 .
Z = JE(GH _UOij)de+2\_[(fmi — fom)u;dv = Min (2.27a)
hoidc Z = [2G(g; —£4;)7dv *+2[m,(; — g )u,dv = Min

Tuong ty, khi khong dung hé so sanh thi phai xét lyc ngoai, c6 thé viét lai (2.26)

nhu duoi day
_r1, .
Z = Jz(aﬁ) dv+2\'/[ fmiuidv—2£ p,u,dQ — Min (2.27b)
hoic Z =[2G(sy)*dv+2[(mti,)u,dv 2] p,u,dQ —> Min

Trong (2.27) t. —mua VA f, —m.d, laluc quan tinh cia hé can tinh va hé

omi

so sanh, lién hé giita ing sudt va bién dang xac dinh theo biéu thuc (2.19).

35



Trong (2.27), can xem cac bién dang ¢; la cac dai lugng bién phan ddc lap dbi
vGi cac ing suét 0jj, cac chuyén vi u, la doc lap ddi vai luc tac dung p va luc
quan tinh.

Tich phan th nhat trong (2.27) lién quan dén ing suit dan hdi cé trong
s6 14 2G, Tré 1én trinh bay cac phiém ham luong cudng birc, ddi v6i co hé chat
diém 1a cac biéu thic (2.14), ddi véi moi trudng lién tuc 1a biéu thic (2.20)
va céc truong hop khac cia nd 1a cac biéu thuc (2.23), (2.24), (2.25), (2.26) va
(2.27). Trongcac phiém ham nay canxem cac bién dang ejjxéac dinh theo (2.17)
va cac chuyén vi Uila cac dai luong khong biét doc 1ap d6i voi ing sudt va luc
tac dung, thoa min céac diéu kién lién két néu co va cac diéu kién khong bi gian
doan (riéng d6i vi moi truong lién tuc). Cuc tiéu cac phiém ham nay theo dicu
kién (2.21) cho ta chuyén vji thuc cta co hé can tinh.

Phuong phap nguyén li cuc tri Gauss la phuong phap méi trong co hoc
moi truong lién tuc.

2.4. Co hoc két cau

Mon strc bén vat liéu va co hoc két cdu nghién ctru trang thai ing suét
bién dang cua dam, thanh, tim, khung, dan v.v...1a nhiing két cAu c6 mot hodc
hai kich thuéc nhé thua nhiéu 1an so véi cac kich thudc con lai. Trong truong
hop nay dé don gian nhung két qua tinh van bao dam d6 chinh xac du dung
trong thuc té (kiém tra bang thi nghiém), c¢6 thé dung mit cat két cdu thay cho
mat cat phan td va cac ung suit tac dung 1&én mat cat duoc qui vé thanh cac ndi
luc tac dung 1én mit trung binh (duong trung binh déi v6i ddm) nhu lyc doc N,

momen uon M, lyc cat Q v.v... Mudn vay can dua vao cac gia thiét sau day:

— Khi chiu lyc doc truc, ing sudt phap duoc xem la phan bd déu trén tiét dién.
— Khi chiju lyc ngang (tac dung thang goc véi mit trung binh) co cac gia thiét

sau day:
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Mait trung binh ctia tAm va truc trung binh ctia dam khong c6 noi luc va do

d6 khoéng bi bién dang.
Gia thiét tiét dién phang: tiét dién sau khi bién dang van phang.

Khong xét img suat nén gitra cac 16p theo chiéu cao tiét dié€n, nghia 1a xem

cac 16p song song voi mat trung binh (tdm) 1am viéce & trang thai ing suat phang.

L3

- T

- e -~ ,.///
i /LA™y,

o - v
P 4
-~ ! l M, . !

Hinh 2.4. Noi luc ctia phan t6 tam

Str dung cac gia thiét trén, cdc momen udn va xoan va luc cat tac dung
1én mat cat két cau xac dinh theo céac bi€u thirc dusi day (hinh 2.4):

hl/2 h/2 h/2
My, = J.Gllx3dx3 y My, = J.O'zzx3dxs y My =My, = J.O'12X3dx3

~h/2 ~h/2 ~h/2

h/2

Qu = Idlsdxa y Qg = hj‘zo-zadxa (228)

-h/2 -h/2
& day h 1a chiéu cao tiét dién.
Pé c6 thé ap dung phuong phap nguyén 1y cuc tri Gauss can biét cac ‘bién
dang’ cua tiét dién do momen ubn giy ra. Vi cac gia thiét néu trén chi can biét
chuyén vi thang ding w cta tryc hodc mit trung binh cta két cau (con goi 1a
duong do vong, duong dan hoi) thi trong trudng hop udn thudn tuy co thé tinh
dugc cac chuyén vi theo cac phuong con lai va dung cac phuong trinh (2.17)

dé x4c dinh cac bién dang. Két qua cho thiy cac bién dangtrong mit phing tim
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(hodc thé dim) phan bé tuyén tinh theo chiéu cao va ti 1& v6i do cong x ij cua

mat vong (1=1,2; j=1,2):

& = X3xij

Yu=-W,u, XY2= W2, X12=-Wri. (2.29)
DAu trir trong cong thic xac dinh d cong (2.29) 1a do xem chuyén Vi W cO

chiéu duong hudng xudng dudi va dau noi luc nhu trén hinh 2.4. Nhu vay, do

cong y jj cua cac 1op song song véi mat trung binh 1a giéng nhau va d6 1a ‘bién

dang’ do momen M giy ra. Biét duoc bién dang &; xac dinh theo (2.29) s&

tinh dugc momen M;; theo (2.28). Lién hé giita momen udn va ‘bién dang uén’

cua tiét dién nhu sau:

My, =D +viae) s My, =D(xs, +viaas) s My, =DA-v) 1, (230)

& day D 1a d6 cimg udn

. . Eh® . . Eh?
doivoidam D =EJ= — , dbéivoitam D=
12 120-v?)

va D (1-v) duoc goi la do cimg xodn (d6 ctng cta bién dang xodn).

(6 day can cht ¥ rang do c6 lién két gbi twra nén mit trung binh c6 thé bi bién
dang trong mat phang cta no, gia thiét mat trung binh 1a mat trung hoa néu
trén khong duoc thod man.Trong truong hop nay do vong phai la bé so véi
chiéu cao dam hodc chiéu day tAm dé c6 thé bo qua tmg suat tic dung trong
mat trung binh).

Trong trudng hop c6 luc cit Q;i thi chiung duoc xac dinh tir diéu kién can bang
phan t6, ta co:

oM, + oM,
OX, OX,

Op = Mz , My

OX, OX,

Qu =
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hay Qu =D[(x1):1+(xr12)2], Qu=D[(x12)s+ (x2):] (2.31)

Tir cong thire (2.28) c6 thé thdy do cing chiu cét cua tiét dién 14 Gh va bién

dang trugt , VA ,,, tuong tmg vdi luc cat s& bang goc xoay cua duong dan hoi:

oW ow
Y1 =W, :8_)(1 ) YV =W, :% (2-32)

Trong 1y thuyét két ciu chiu udn néu trén, 46 vong cia két cau chi do mo-men
ubn gay ra, khong xét bién dang truot do luc cat gay ra.

Déi véi cac luc Njj tac dung 1én mat trung binh cua tiét dién thi cac bién
dang & (i=1,2;j=1,2) van x4c dinh theo (2.17). Do cling ctia tiét dién chiu nén
kéo s€ 1a Eh.

Trong céc cong thirc vira néu lay i=1,j=1 ddi v4i bai toan mot chiéu
(thanh, dém), chiéu rong dam bﬁng don vi.

Do str dung momen uén cia tiét dién nén phai dua thém cac lién két vé
xoay dé mo ta cac diéu kién bién ctia no: lién két khop cho phép tiét dién xoay
tu do, momen bang khong; lién két ngam khong cho tiét dién xoay, momen
khac khéng.

Sau khi d3 biét ‘cac bién dang’ twong Gng voi cac ndi lyc cia tiét dién
(momen udn, luc cit, luc doc truc v.v..) va d0 cling cta chung thi dé dang xay
dung cac bai toan co hoc két cAu theo phuwong phap nguyén i cy tri Gauss.

Ta c6 thé viét mot cach tong quat lugng cudng birc Z clia bai toan co hoc
két cau dudi dang twong tu nhu (2.25) (bai toan tinh):

Z= [v My =Mz + @, —Qur + (Nj =Ngy)e; ydv—Min - (2.33a)

hoic dudi dang binh phuong t6i thiéu
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2=y - L (Noi luc hé cin tinh- Noi luc hé so sanh)2dv —> Min (2.33b)
ocung

va trong truong hop khong dung hé so sanh ta co

Z= v ——— (Noi lyc hé cin tinh)* dv -2[ pw,d —Min (2.33¢)
Docung 5

& day V 1a chiéu dai dam hodc dién tich tim, Q 1a chiéu dai hodc dién tich
pham vi dat luc. Trong (2.33) can xem céc do cong y jjla cac dai lugng doc lap
ddi véi no1 lyc momen uén M ij , cac bién dang trugt ,, va j,,1a cac dai luong
doc 1ap doi véi luc cit Qu Va Qz, cic bién dang trong mit trung binh & la
cac dai lugng doc 1ap ddi véi Njjva déu 1a cac dai luong bién phan cua bai toan.
Piéu d6 chi ra rr?lng cuc tiéu cla luong cudng buc Z , biéu thure(2.33) , chi ¢6
thé tim tir diéu kién:

oy;: . o€
0L Oxij N 0L Oy N 0L O¢; N oz 0 (2.34)
Oy; OW  Oy; OW  Og; W OW

Béi vi cac bién dang udn, bién dang cat v.v...l1a ham cua do vong va do vong
l1a ham cua tga do nén dicu kién (2.34) dugc tinh bang phép tinh bién phan va

s& cho ta phuong trinh can bang tinh ctia két cAu (xem muc 2.5 duéi day).

Phuong phap nguyén 1y cuc tri Gauss voi biéu thic lugng cudng bic Z viét
theo (2.33) va diéu kién cuc tiéu (2.34) 1a phuong phap méi, tong quét trong co

hoc két cau.

2.5. Phwong phap nguyén 1y cuc tri Gauss va ciac phwong trinh cin bing
cua co h¢

Theo phuong phap nguyén 1y cuc tri Gauss, néu nhu biét duoc cac luc va noi

luc ctia co hé va cac chuyén vi va bién dang do chiing gay ra thi c6 thé viét

duogc luong cudng birc Z cta hé. Dung phép tinh bién phan véi dai luong bién
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phan la cac chuyén vidoc lap ddi véi luc tac dung va bién dang ddc 1ap voi ing
suit s& nhan duoc phuong trinh vi phan cin bang ctia hé (phuong trinh O-le
(Euler) cta phiém ham Z ). Sau déy trinh bay cac vi du sir dung phuong phap

vira néu dé tim phuong trinh can bang.

2.5.1. Phwong trinh cin bing tinh d6i v6i méi trwong dan hdi, ddng nhat,
ding huéng

Ba phuong trinh vi phin cn bang ctia co hé dudi dang Gng suat 1a phuong trinh
(2.22). Thé cac ung suat oj xac dinh theo (2.19) vao (2.22) s& c6 cac phuong
trinh vi phan cén bang ciia co hé dan hdi dong nhat dang huéng dudi dang
chuyén vi. O dy trinh bay cach tinh tryc tiép dé nhan dugc cac phuong trinh
doé (truong hop bai toan tinh).
Lién hé bién dang - chuyén vi (2.17) va mg suét - bién dang (2.19) dugc viét
lai trong hé toa do (x,y,z) dudi dang thuong dung véi u,v va w 1a cac chuyén

vi tuong ung theo cac chiéu (X,y,z) nhu sau:

ov
&x = 67u ’ Sy = o ’ & = @ ’
X oy oz
_ 4 v — Uy ow Wy ow
Vxy— — x2 ——T —, Jyz = — :
o oz ox o1 oy

ov

ou 1% 1% ow 1%
ox=2G(% + L 0y =2G(—+—Y_9), 06,=2G (X +

2 (8X 1-2v 6) Y 2 (5}/ 1—2v0) 2 (82 1-2v €)

Txy= G Vxyy Txz= Grx , Tyz = G Vyz (2-34)
oday 6= e + g + & - bién dang thé tich ctia phan t6.

Ta viét lugng cudng birc Z theo (2.25) cho mdi tng suét va luc khdi b:

ov ov
= a4 v au = —+ Y -
Z1 j ZG(ax - 9) o dv, Z2 J 26(6y - 0)6y dVv,

\Y
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_ ow ow _ Y
23= [ 26 (2+ NI AV, Z4= | Gy (5 + D)V,

7 1-2v y
5= [ Gra(@+ M)V, 26= [ Gr(X+ Mav
7 oz OX ’ v ST oy
j byu dV, Z8=j byvdV, Z9= j b,w dV (2.35)

Luong cudng birc Z bang tong cac luong cudng birc thanh phan :
Z = Z1+472+473+Z4+75+26+Z7+28+7Z9 — Min
Tr diéu kién cuc tiéu (1.21) coa phiém ham Z viét lai dudi dang

0g:. o¢.. oe..
705, 2 _ 0708 07 0706 T _ .36
dg; ou ou Og; oV OV Og; OW  OW

s& nhan duoc ba phuong trinh vi phan cn bang tinh. Bdi vi u, v va w 1a céc
ham cua toa do (x,y,z), khong phai 1a bién doc 1ap , nén phép tinh (2.36) 1a phép
tinh bién phan. Phuong trinh cAn bang thr nhat v4i u 13 ham chua biét nhan

dugc vo1 chl y rang

- dai lugng bién phan cua Z1 (Gng véi oy ) 12 &x hay Zu, nhu vay
X

ozl _ o P o%u p
=- 2 26(T + -0) =-2G —+ v 90
0¢, ox ( 1— ) ( oX* 1-2v ox

0)

. . X . . N
- dai lugng bién phan cua Z4 (Gng voi Tyxy) la 7xy co thanh phan @, nén

2 2
624__G __G(a_lj+av
0V oy oxoy

)

- dai lugng bién phan ciia Z5 (Ung voi Tx;) 13 7y, c6 thanh phan aﬁ nén
/A
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0Z5 P o%u azw
= -G s = - G -
07y, 01 I ( oz7° 828X

)

- dai luong bién phan ctuia Z7 la u, nén

0Z7 _ = b,
8u

Téng cong

0Z1 + az4+az5+az7 =0
ou ou ou ou

sau khi rat gon s¢€ la :

5_ ok u, G
G(6x2 ay2 ( 9)+bx (2.37)

Phuong trinh can bang thir hai nhan dugc véi v 1a ham chua biét. Trong (2.35)
cac dai luong bién phancuavcd &6 Z2,74,76 va Z8. Phuong trinh can béng
thir ba nhan duoc véi w 1a ham chua biét. Trong (2.35) cac dai lugng bién phan
ciaw c6 & Z3,Z5, Z6 va Z9. Bang cach tinh bién phan tuong tu s& c6 thém

hai phuong trinh can bang sau:

o' p?
G(ax—z ay! 2) = (—e)+by (2.38)
(a—VV ;—Vzv or S (L 6)+h= (2.39)

Ba phuong trinh (2.37), (2.38) va (2.39) 14 cac phuong trinh vi phan can bang
ctia co hé dan hdi, ddng nhit va dang hudng va duge goi 1a phuong trinh Navier

[4] Dudi dang tenxo cac phuong trinh nay duoc viét gon nhu sau:

GUj,kk+ 1 G Ukkj t bj =0 (2.40)
—2v

2.5.2. Phwong trinh vi phin ciia mit véng ciia tim chiu uén
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Xét tAm co chiu day khong doi Viét lai cac biéu thire (2.30) dbi véi cac noi
lwc momen uén va xodn va (2.31) dbi voi luc cit tac dung 1én phén tb tim trong

hé toa do (x,y) ta co :

GRY o’w o’w GRY 0w
- p(¥ L, 0w = p(?Y +y 27 =-D(1-v
’w  Sw ow - ow
Qx= _D(%-FW)’ Qy= -D(F-F oxZoy ) (2.41)

Biét dugc cac luc tac dung 1&én phan tb thi dé dang viét duoc luong cudng buc

Z, thi dy, dudi dang binh phuong t6i thiéu theo (2.33.b) (khi khong c6 ngoai

luc):
o*w 0*Wy - o0’w o*w
= — tV— 7Z2= [ D(Z= +V—)2%dQ
Z3=2] D(1-v)( OW 12 40> (2.42)
5 OXoy

& day Q la dién tich tim. Luong cudng biic Z bang tong cac luong cudng

btrc do mdi thanh phan noi lyc momen ubn va xoan gy ra :
Z =271 + Z2 + Z3 —Min (2.43)

Chuy ré‘mg trong (2.43) ta chi xét ndi luc momen, chua xét téi luc cit, phan t6
khong co luc ngoai tac dung. Hé sb 2 trong Z3 dé xét momen xoan tac dung
bang nhau 1én hai chiéu x,y. Cac ‘bién dang’ twong tmg véi cac ndi luc momen

x4c dinh theo (2.29) :

(2.44)
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Céc ‘bién dang’ nay can dugc xem la doc 1ap doi vai cac ndi lyc momen udn
va xoan va la cac dai luong bién phan cua bai toan. Do d6 tur di€u kién cuc ti€u

(2.36) ta co :

0Z1 0y, 0* 0w ptw o'W atw

— = 2D = (—+v=—) = 2D (—+V——),
O OW ox’? ((ﬁx2 ayz) (6x4 axzayz)

0 2 2 2 4 4
022 Oy opy 00 (2w, OWy 2D(T W4y OV
oy, oW oy? oy’ X oy ox“oy
023 Oy 0%, o*w o'w

= 4D(1-v = 4D(1-v) —— 2.45

or, oW (1-v) Y (axay) (1-v) Y (2.45)

Téng cong cac thanh phan cta (1.45) nhan dugce phuong trinh vi phan d6 vong

cua tam chiu uon :

4 4 4
DIy p dW ,pdw (2.46)
X ox2oy> oy
Phuong trinh (2.46) thuong duoc goi la phuong trinh Sophie Germain (nam
1811).

Khi xay dung luong cudng buc Z (biéu thire 2.43) khong xét toi luc cat bai vi
Iy thuyét két cau chiu udn trinh bay trén khong xét bién dang cua luc cat. Tuy
nhién, trong pham vi cua ly thuyét ndy, néu dung lyc cat xac dinh theo (2.31)

va bién dang truot theo (2.32) thi lugng cudng btic Z duoc viét nhu sau

ow ow .
Z= i Q, (&)dQ + i QW(E)dQ — Min (2.47)

MW ya — la cac dai lugng bién phan doc 1ap do1 véi luc

x oy
cit Quva Qyva bang phép tinh bién phan lai nhan duoc phuong trinh vi phan
(2.46).

Xem cac goc xoay
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Dbi v6i dam, lugng cudng birc viét theo (2.33.a) sé 14 :

o’w
Z = j B ()dl Ij qw ), (2.48)
\ - A N e A azw N X z A )
Trong (2.48) 1 la chicu dai dam, ,_ = Yl la bién dang uon (d6 cong) cua

dam, I, 1a chiéu dai doan dam c6 lyc q tic dung. Phuong trinh vi phan duong

do vong cua dam:

oz dy, oz d‘w
= j_w+% = El_7-0=0 (2.49)

CHUONG 3.
BAI TOAN DAM CHIU UON CO XET PEN
BIEN DANG TRUQT NGANG

Trong chuong nay trinh bayly thuyét dam cé xét bién dang truot va
phuong phap méi nghién ctu ndi luc va chuyén vi cia hé dimchiju uén cé xét
bién dang trugt ngang do lyc cit Q gy ra. Cubdi cing dé 1am sang to noi dung
phuong phap, tac gia trinh bay cac vi du tinh toan cu thé nhu tinh toan cac dam
mét nhip voi cac didu kién bién hai dau khac nhau, dam lién tuc hai nhip, dam
lién tuc ba nhip chiu céac loai tai trong khac nhau.

3.1. Ly thuyét dam cd xét bién dang truot

Ly thuyét xét bién dang truot trong dim do Timoshenko dwa ra va thuong duoc
goi la ly thuyét dam Timoshenko. Khi xay dung ly thuyét nay van st dung gia
thiét t10t diOn phiang cua ly thuyét dim thong thuong, tuy nhién do c6
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bién dang truot, truc dam s& xoay di mot g6c vip kh«ng cBn thiing gac
vii ti0t didn dCm n-=a.

Ly thuyét xét bién dang trugt dugc dung pho bién trong phuong phap
phan tir hitu han hidn nay 1a dung ham d6 véng y va ham goc xoay & do
momen uén gy ra 1a hai ham chua biét. Trong truong hop nay bién dang truot

tai truc trung hoa dugc xac dinh nhu sau, vi du nhu [36, trg 5].

Y
dy
=~ 0 (3.1)
Tur d6 ta co cac cong thirc xac dinh M va Q
do
M =5 (z)
0= E[—d—y+ 9] 3.2)
a dx

Trong cac cong thuc trén EJ 1a do cang udn,GF 1a d6 ctiing cat cua tiét
dién, G 1a modun truot caa vat liéu, F 1a dién tich tiét dién, o 1a hé sd xét su
phan bé khong déu ciia tng suat tiép tr2n chiéu cao tiét dién.

Céc tac gia [36, trg 5] cho rang khi modun trugt G—oo thi tir (3.2) suy ra

0

_ay
dx

nghia 13 tro vé ly thuyét dam khong xét bién dang truot: G6c xoay cua dudng

(3.3)

do vong la do mémen gay ra. Theo tac gia, 1ap luan trén khong dang baoi vi khi
thoa man phuong trinh (3.3) thi tir phwong trinh (3.2) suy ra luc cit Q =0, dan
vé trudng hop udn thuan tdy cia dam. Vi Iy do dé nén 1y thuyét xét bién dang
truot ding y va 8 1am an khong hoi tu vé ly thuyét dam thong thuong va khi ap
dung vao bai toan tam, né ciing khong hoi tu vé ly thuyét tim thong thuong (ly
thuyét tim Kierchhoff, [36, trg 71],[33, trg 404]. Phuong hudng chung dé khic
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phuc thiéu st vira néu 1a b sung th=m cac nut xét lyc cat Q trong cac phan tir
dam hozc phan tir tim [33,34, 36] hoic dung phan tir ¢6 ham dang 1a da thirc
bac thap (bac nhat) [ 39,trg 126]. VEn ®) txm phCn td cd hum dng
kh«ng bP hiOn t-ing bilOn d'ng tr-it bP khda, shear
locking, vEn ®ang ®-1c ti0p toc nghi®n
cou, [39] . Txnhhinh chung hién nay vé ly thuyét xét bién dang truot trong
dam va tim 1a nhu trén.

Khéc vai cac tac gia khéc, trong [27, 28] ly thuyét xét bién dang truot dugc xay
dung trén co so hai ham chua biét 1a ham d6 vng y va ham luc cat Q. Trong

truong hop nay bién dang truot xac dinh theo

_Q
7= GF (3.4)

a 12 hé s6 xét su phan bd khong déu cua tng suat cat tai truc dam.
G6c xoay do momen udn sinh ra bang hiéu giira goc xoay dudng do
ving véi goc xoay do luc cit gay ra.

g _, Ay (3.5)

" dx }/_dx GF

Momen udn s& bang

M=-_g390 gy 94y, a dQ (3.6)
dx dx* GF dx
Bién dang uén y
:_d y+ a dQ (37)

dx* GF dx

Dua trén ly thuyét nay ta s& xay dung phuong trinh can bang va cac diéu
kién bién caa dam nhu sau. Theo phuong phap nguyén 1y cuc tri Gauss ta viét
phiém ham lugng cudng buc (chuyén dong) nhu sau: (gia sa dam c6 luc phan
b déu q).
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:jMde+lnydx—j'qydx—> Min (3.8)

Céac ham do ving y , ham bién dang truot 5 va ham bién dang udn y 1a cac dai

luong bién phan, nghia 14 diéu kién can va du dé hé & trang thai can bang 1a
l

6Z = fM6)(dx +fQ6ydx —fq6ydx =0
0

aQ l Q l
HayZ = f Mé [——+%d—] x +[,Q68 [Z—F] dx — [, q8[yldx =0

(3.9
Trong phuong trinh tich phan (2.9) hai dai luong can tim 12 y(x) va Q(x) do
d6 co thé tach ra thanh hai phuong trinh sau:

dZ
M6 [—d—y] dx —fq6[y]d —0 (3.10)

jm [ﬁd_ d +jQ5 dx =0 (3.11)

L4y tich phan tiing phan phuong trinh (3.10)
l
0
=-M
dr

dyl dy
_xo+f [d]dx

Tich phan tirng phan thanh phan cudi cua biéu thuc trén ta co

g

Phuong trinh (3.10) sau khi lay tich phan ting phan c6 dang

_ M6[d Ml deMa[ Jd
B dx dx []0 dxz O

dx2
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dy1t dM
-5 |, + o,
l
d*M
—j(dxz +q>6[y]dx =0 (3.12)

Boi vi cdc dai lugng 8[y] va & || 12 nho va bt ky nén tir (2.12) ta c6

M +q=0 3.12
dxz q= ( . a)
M6 [dy o 3.12b
dx - ( . )
dM@[ ] _ 0 3.12
dx y o - ( . C)
Tich phan ting phan phuong trinh (3.11):
l
a dQ aQ
jM‘S GFdx JMd((S[GF)dx

0

(o)L -

Sau khi lay tich phan ting phan
l

f ——+Q g] dx =0 (3.13)

0

l
dM r1aQ
Pl [a—p] dx

0

(s [z,

Bai vi bién phan & [—]la nho va bat ky nén tir (2.13) ta c6

am =0 2.13
g Te= (2.13a)
aQ !
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Str dung cong thic (3.6), hai phuong trinh vi phan cin bang cua dam (3.12a)
va (3.13a) c6 dang.

[d*y  a d3Q]
(d3y  a d?Q]
£ dx3 ~ GF dx2| ¢ (2.15a)

Phuong trinh (3.14a) va (3.15a) c6 thé viét lai dudi dang

d'y ah?d’Q _ (2.14b)
dx* 6 dx3 1 '
d3y ah?d?Q

R (2.15b)

Pé nhan dugc cac diéu kién bién cia dam thi két hop (3.12b) va (3.13b) ta co

4y “Q] =0 (3.16)

M6[ dx+GF

ChU y t6i phuong trinh (3.13a), phwong trinh (3.12¢) viét lai nhu sau
Qslyllo =0 (3.17)

Tom lai, Iy thuyét xét bién dang trugt cho ta hai phwong trinh vi phan
(3.14) va (3.15) ddi véi hai ham y va Q: phuong trinh (3.14) 1a phuong trinh
vi phan can bang gitta ndi luc va ngoai luc, phuong trinh (3.15) 1a phuong trinh
lién hé giita mémen uon va lyc cat. Cac phuong trinh (3.16) va (3.17) la cac
diéu kién bién & hai dau thanh.
Ta xét diéu kién bién (3.16)

Néu nhu tai x=0 hoic x=1, g()c xoay 6 do moémen udn gay ra co bién phan

56 =6 [——+ %0 tRMI} =0 lien két khi (3.180)

Néu nhu goc xoay 0 khong co bién phan
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56 = 5[——+—Q |

|| =0 thi M|\bdt ky — lién két ngam

(3.18b)
Pdi véi diéu kién (3.17), néu nhu chuyén vi y tai x=0 hoic x=I ¢6 bién phan.
S[yllo # 0 thiQlh =0,
— khong c6 géi tua (3.18¢)
Néu nhu S[yllh = 0 thi Q|4 bdt ky,— lién két goi tua (3.18d)

Khi khong xét bién dang trugt, G—oo hoic h—0 thi cac phuong trinh
(3.14) va (3.15) ciing nhu cac phuong trinh vé diéu kién bién (3.16) va (3.17)
hoic (3.18) déu dan vé ly thuyét dam Euler- Bernoulli. Cho nén c6 thé noi
ly thuyét xét bién dang truot néu trén (xem hum vy vp hpm Q 1lp hai
hpm ch-a bidt) 1aly thuyét day da vé dam.

Cubi cuing can luu y rang khi xét tinh lién tuc vé goc xoay giira hai doan
dam 14 noi dén tinh lién tuc cua goc xoay do momen gay ra xac dinh theo cong
thirc (3.5), khong phai lién tuc cua goc xoay Z—i’.

Hé s

Hé sb o 1 hé sb tap trung Uing sudt cat tai truc dam.

Pbi véi tiét dién chir nhat a=1.5, ddi voi tiét dién tron a=4/3. Tuy nhién khi
xét bién dang truot cac tri trén thay doi twong tmg bang 1.2 va 1.11 [31, trg
132, 60, trg 492].Trong tinh toan sau nay tac gia dung hé sé o=1.2 doi véi tiét
dién chit nhat. Phuong phap chung dé xac dinh hé sé 6 1a can bang tong theo
chiéu cao dam cong cua ung suat cét thuc hién trén bién dang truot tuong ung
voi cong luc cat thuc hién trén bién dang truot tai truc dam, van dé nay da duoc
nhiéu tac gia nghién ctru [31] [33, trg 400].

3.2. Bai toan dam co xét bién dang truot
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Dam 14 két cau 1am viéc chiju udn. Céc dai lugng bién phan theo phuong
phap nguyén 1y cuc tri Gauss 14 bién dang va chuyén vi cho nén dé tinh dam
trude tién can gia dinh dang duong do vong cua cac doan cua dam, (thi du, theo
da thirc) hodc roi rac duong do vong theo phuwong phép phan tir hitu han hoic
theo phuong phap sai phan hitu han. Nhu vay, khi giai truc tiép phiém ham
lugng cudng bt Z thi cac an ciia bai toan 1a:
~ céc hé sb cia ham xép xi ( vi du, cua da thuc Xép xi ) hoac
- chuyén vi tai cdc diém cua sai phan hitru han hoac
~ chuyén vi va goc xoay tai hai nit ciia phan tir hiru han
s& 1a cac dai luong bién phan (cac bién doc 1ap) cua bai toan.

Go1 Y, (x) 1a duong @6 vong cua doan thir 1 nao do cua dam hodc khung
V01 tryc X trung voi truc dam, eJ. la d§ cing udn cta no, 7 la bién dang udn.

Theo (3.6, 3.7) viét cho doan thir i ciia dam hodc khung, ta co6:

Ebh? d’y  a dQ d’y,  a« dQ
E\].:—, L= L+ I, = I | — y' !
AT o ac Mo mB -
(3.7a)

& day E 1a modun dan hdi vat liéu dam, b va h 1a chiéu rong va chiéu cao tiét
dién doan dam.Tai diém ndi doan i va doan (1+1) chuyén vi va goc xoay hai
doan phai bang nhau (diéu kién lién tuc), tai gdi twa chuyén vi bang khong, néu
1a ngam thi goc xoay ciing bang khong (hinh 3.1).

o g o Zir 7 o HrZ g Tt 3

Y l Yy /l yﬁzl Y%+ l

9%

| Y4
}jﬂ R < N R
: N “*7 ,,,,,;m 2 i+
* Y * bes ,||, bz * lus

b
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Hinh 3.1 So' dd phan tir, nit va toa dd cac doan thanh ciia dim lién tuc
Biét duoc quan hé (3.7a) thi d& dang xay dung bai toan két cau chiu uén co xét
bién dang truot theo phuong phap nguyén 1y cuc tri Gauss.

Khi giai bai toan cu thé can xét diéu kién dong hoc cua dam. Do xem
luc cat Q 1a dai luong chua biét nén ngoai viéc gia thiét duong d6 vong y cua
dam, can gia thiét dang phan bd luc cat Q. Nhing vi du trinh bay dudi day
nhiam minh hoa cho phuong phap xét bién dang trugt theo phuong phép cta
biéu thuec (3.8).
3.3.Céc vi du tinh toan
3.3.1. Tinh toan dim mot nhip
Vidu 3.1: Ddm don giin

Xéc dinh ndi lyc va chuyén vi ctia dam don gian chiéu dai nhip I, do
ctng ubn EJ, chiu tai phan bd déu q, hinh 3.2. Tiét dién dam chit nhat, c6 chiéu
cao h,hésb ung suit truot o =1.2

q

£

7
Hinh 3.2. DAm don gian

Gia thiét duong d6 vong y1 va dudng luc cat Q; ctia dam c6 dang da thirc sau:
y,=ax+ax’ +ax’ +ax } @
Q, =b, +bx+b,x*+bx’ +b,x’

Trong d6: ai(i=1+4), bi(i=0+4), 1a cic an cta bai toan. Theo céac biéu thirc tir
(3.4) dén (3.7) tinh dugc: Bién dang truot y; goc xoay 0; bién dang udn y va

momen udn M, cu thé la:

an_ 9_%_ _% an.

71:E’ 1 dx 71_dX_E,
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d’y «a dQ d’y, a dQ
 =——t+ L, M, =-EJy, =EJ| ——2 :
& dx* GF dx . 2 ( dx’ +GF dx)

Trong d6: a. 12 hé sd xét sy phan bb khong déu cua ung suat cat tai truc
dam; GF1a do cung cét cuia dAm

op _ E g _ BEJ
2 N

Luong cudng birc theo (3.8) dugc viét nhu sau:

yA :j.Mxl;(ldx+j'Qlyldx—|quldx—> Min (b)

Ham d¢ vong y thoa man diéu kién chuyén vi bang khong tai x=0, phai xét
thém céc diéu kién: Momen tai dau dam (tai x=0) bang khong; chuyén vi bang

khong tai gbi phai cua dam (tai X=I) va Momen tai cudi dam (tai x=I) bang

khong:
gl:EJ(_d y1+ a dQlj —
dx*  GF dx J ,
9, =Y., =0 ()
g —EJ(—dzyl—{— a dQlj
’ dx*  GF dx ) |

Dua bai toan tim cuc tri (b) vé1 cac rang budc (¢) ve bai toan cuc tri khong rang

budc bang cach xay dung phiém ham mé rong Lagrange F nhu sau:
3
F=Z+> 40, - Min
k=1
véi A (k=1+3) 1a thira s6 Lagrange ciing 1 cic an ctia bai toan. Nhu vy c6
tong cong 12 an (4 hé sb a,, dhé sO b, V& A1, A2, 13,). Phuong phap nguyén

1y cuc tri Gauss xem cac bién dang uon la doc lap véi moémen tac dung cho nén

diéu kién cuc tri cua phiém ham mé rong F 1a:
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=ML o 23 0.0)- [lal S =0 =123

f=[[M ]—(zl dx+—z(gkm+ j —(yl)dx=o;bi(i =01,2,34)

u=——o A)=0; k=123
' 6/1kkz.:‘(gk )

(d)
nhan dugc 12 phuong trinh bac nhét dé xac dinh 12 an s6. Giai cac phuong
trinh trén ta nhan dugc két qua tinh duong do vong y1 va luc cat Q véi 5 ti

1€ ID nhu sau:

h 1y 12503 ql° lqlzzlql3qu4
| 100 ~* 300000 EJ 100000 EJ 12 EJ 24 EJ

h_ly 16q|3 1q|22iq_lxs+iix4
| 107" 375 EJ 1000 EJ 12 EJ 24 EJ

h 1 137 qF° 19, 14ql ., 1 q .,
—=Zy = X — XP— ==X+ ——-X
Il 5 3000 EJ 250 EJ 12 EJ 24 EJ
nzl y, = 19 ql _ii 2 iq_lx3+iix4
I 3 360 EJ 90 EJ 12 EJ 24 EJ
h oty tal, Lol 1. 14q.
I 2 15 EJ 40 EJ 12 EJ 24 EJ
Bing 1: D ving, moémen Ion nhit tai giita dam, lic cdt Ion nhit tai ddu dam
Ti 6
/] Q1 Y1max M max
ql’ 1
1/100 0.5gl —gx 0.013 —ql
T EJ 8q
1/10 0.5gl —gx 0.01333333 qr 1ql2
' ' EJ 8
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ql* 1 5

1/5 0.5ql —gx 0.014 =gl
T EJ g

1/3 0.5q1 — gx 0.0158 3 L
' ' EJ 8

112 0.5q1 — gx 0.0193 9" L
' ' EJ 8

Tir két qua tinh thay rang dam don gian chiu tai doi xtung, xét bién dang
trwot khong 1am thay doi ndi luc mo-men va luc cat, chi 1am thay d6i dudng do
vong cua dam. Do vong 16n nhat Y, & gitra nhip c6 thé ting 1.5 lan khi chiéu
cao dam 16n. Poi voi bai toan tinh dam don gian chiu tai d6i xang, xét bién
dang trugt khong lam thay d6i noi luc mo-men va luc cat, hinh 2, chi lam thay
d6i duong d6 vdng caa dam.

Khi khong xét bién dang truwot (cho h/1=1/1000), ta cé:

- Ham duong do vong cua dam don gian

y(X)quI X — 1 ql Xz_iq_lxa_i_ii 4
24 EJ 10000000 EJ 12 EJ 24 EJ
M=%
- Tai x=1/2 c6: y(X),.. = S dl
- Ham momen udn va ham luc cit 9.=% 0, =%
ctia dam
A e
g q.-. .
M(x) == X=X Hinh 3.3. Biéu dd M va Q
I
Q)= ~ax

- Biéu d6 mOmen udn va luc cit trong truong hop khong xét bién dang trugt co

dang nhu, hinh 3.3.
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O trén ta da xét bai toan dam tinh dinh chiu tai trong phan bé déu va thay
rang viéc ké thém bién dang truot khong lam thay ddi noi luc trong thanh Ia
hoan toan chinh xac vi noi luc caa két cau tinh dinh khéng phu thudc vao do
ctng cua dam. Dé thay rd anh huong cua bién dang truot dén noi luc caa dam
ta xét dam siéu tinh sau:

Vidu 3.2: Dim dau ngam dau khop

Xéc dinh ndi lyc va chuyén 7
vi cia diam siéu tinh dau ngam — _LLLLLU_LHJJJ_LUJ’_’%M
dau khép chiéu dai nhip 1, d6 cting L /
‘

udn EJ, chiu tai trong phan bo déu L .

g, hinh 3.4. Tiét dién dm chiznhat, 1 34 Ddm dau ngam-dau khép
c6 chiéu cao h, hé sb tng suat truot
a=1.2

Gia thiét duong d6 vong y1 va duong luc cat Q; ciia dam c6 dang da thirc sau:
y,=ax+ax +ax’+ax } @
Q, =b, +bx+b,x* +bx’ +b,x*

Trong d6: ai(i=1+4), bi(i=0+4), 1a cac an cta bai toan. Theo céac biéu thirc tir

(3.4) dén (3.7) tinh duoc: Bién dang truot y; goc xoay 0; bién dang uén y va

momen udn M, cu thé la:

Q. ,_dy__dy_oQ

"Ter T T e e
d’y, o dQ d’y, o« dQ
=——=+ . M, =-EJy,=EJ ——2 :
& dx’ GF dx . 2 ( dx | GF dx)

Trong d6: a 12 hé sd xét sy phan bd khong déu cua ung suat cat tai truc
dam; GF1a do cting cit ciia dam

op _ E p _ BEJ
2 N
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Luong cudng birc theo (3.8) dugc viét nhu sau:
Z =M, z,dx+ [Qp,dx—[qy,dx — Min (b)

Ham d6 vong y thoa mén diéu kién chuyén vi bang khong tai x=0, phai xét
thém cac diéu kién: Goc xoay tai dau dam (tai x=0) bang khong; chuyén vi

bang khong tai gbi phai cia dam (tai x=I) va Momen tai cudi dam (tai x=I) bang

khong:
dy dy, aQ
=0 =—2r_, =N T
9=4 dx 7 dx GF|,
9, =V, =0; ()
g3:EJ(_d y1+ a dQlj —
dx*  GF dx J|_,

& day con phai xét thém diéu kién goc xoay bang khong tai ngam ( tai x=0).
Néi géc xoay ciia két cdu chiu uén la néi vé géc xoay do mo-men uén gay
ra.Trong trudng hop xét luc cit thi goc xoay do mo-men gay ra xac dinh theo
(3.5). Nhu viy, so v6i vi du dam tinh dinh, trong vi du nay can xét thém rang budc
14 goc xoay bang khong tai ngam (tai x =0), khong phai 1a dy/dx =0 ,mala

& Qg

dx GF
Nhu véy, do xét bién dang truot, dudng dan hoi tai ngam dugc phép xoay mot
goc aQ, / GF , nguoc chiéu véi goc xoay ctia ngam néi trén. Thém rang budc
cling c6 nghia la thém mot an 1a thira s6 Lagrange. Phuong phép giai giéng nhu
& vi du 3.1. Két qua tinh trinh bay ngin gon nhu sau:

Bing 2: Dy vong lon nhit, mémen tai ddu ngam va lwe cit tai hai diu dam

Tl,i;/sla Q1 Yimax Mngam
1/100 0.625q1 — qx 0.0054 gl /EJ —0.125ql*
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1/10 0.6243ql —gx 0.00557ql*/EJ —0.1243ql”
1/5 0.6221ql — gx 0.0066q1°/EJ -0.1221ql*
1/3 0.61726ql — gx 0.0086q1‘/EJ -0.1172ql*
1/2 0.6087ql — qx 0.0125q1“/EJ -0.1087q*

Tir két qua tinh vi du ndy thay rang xét bién dang truot khong lam thay
d6i dang ké do vong va ndi luc cia dam co tilé h/1<1/10. Khitilé h/l 1én
hon thi xét bién dang truot 1am thay ddi d6 vong va noi luc ciia ddm theo xu
kuéng sau: do vong Y, tai toa d6 x =0.575*, 16n nhat khoang hai, ba 1an so
v6i truong hop khong xét bién dang truot, 1am giam (gia tri tuyét dbi) luc cat
vamo-men M tai ngam, 1am tang phan lyc gbi twa khop. Riéng mo-men m,
tai ngam c6 thé giam trén 10 %.

Tinh vi du nay néu khong dung diéu kién (3.5) ma dung diéu kién goc xoay tai

ngam bang khéng nhu thuong biét (dy/dx = 0 ), cho két qua sau
h= |/2 Q =0.718750q1 — gx Yo = 0071614Q| [ EJ m, = —021875C]|2

Ta thay khong nhiing do vong & gitta nhip taing manh (c6 thé dat hon 10
1an) ma luc cat va mo-men 4m tai ngam déu 1én hon nhiéu cac gié tri cua ching
khi khong xét bién dang trugt, phan luc goi tua phai giam. Xu hudéng thay doi
ndi luc ndy nguoc véi két qua nhan duge & trén. Kho c6 thé noi két qua nay 13
hop 1y va dang va s& di co két qua nay 1a vi & ddy, tai ngam dam khong c6 bién
dang xoay so v&i ngam nhu truong hop trén.

Khi khong xét bién dang truot (cho h/1=1/1000), ta cé:
- Ham duong d6 véng ctia dam can tinh
B 5000((3)202%%%30000 ?EIJ x 12 IIEJ X 4ZCI]EIJ X 24qEJ x

y(X)

60



- Tai x=0.575*1 c6: y(X), . = Lol
185 EJ
- Ham momen udn va ham luc cit cua )
dam
M =904 2 Gy
8 8 2
5ql
QU =" ~ax

- Biéu d6 mOmen uon va luc cat trong

truong hop khong xét bién dang truot 6

dang nhu, hinh 3.5.
Vidu 3.3: Dim hai dau ngam
Xac dinh nd1 luc va chuyén
vi cia ddm siéu tinh hai dau ngam,
chiéu dai nhip |, d6 cing uén EJ,
chiu tai trong phan bd déu g, hinh
3.6. Tiét dién dam chit nhat, c6
chiéu cao h, hé sb ung suét truot

a=12.

Hinh 3.5. Biéu d6 M va Q ciia dam
diu ngam — dau khop

Q

* {

Hinh 3.6. DAm hai dau ngam

Gia thiét duong d6 vong y1 va duong luc cat Q; ctia dam c6 dang da thirc sau:

2 3 4

y,=ax+ax +ax’ +ax }
2 3 4

Q. =b, +bx+b,x* +b,x* +b,x

(a)

Trong d6: ai(i=1+4), bi(i=0+4), 1 cc an cta bai toan. Theo cac biéu thirc tir

(3.4) dén (3.7) tinh dugc: Bién dang truot y; goc xoay 0; bién dang ubn y va

momen udn M, cu thé la:

Q. b

T GE todx

_dy,_aQ .

dx GF'
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d’y «a dQ d’y, a dQ
==L+ LM, =—EJy, =EJ[ -S4 1
& dx* GF dx . 2 ( dx* GF dx )
Trong d6: a. 12 hé sd xét sy phan bb khong déu cua ung suat cat tai truc
dam; GF1a do cung cét cuia dAm

op _ E p _ BEJ
2 N

Luong cudng birc theo (3.8) dugc viét nhu sau:

yA :j'Mxl;(ldx+j'Qlyldx—|quldx—> Min (b)

Ham d6 vong y thoa mén diéu kién chuyén vi bang khong tai x=0, phai xét
thém cac diéu kién: GOc xoay tai hai ddu dam (tai x=0 va x=I) bang khong;

chuyén vi bang khong tai gbi phai cua dam (tai x=I):

glzel:dyl_yl:dyl_a_Ql =0
dx dx GF|,
9.=Vl, =0 (©)
dy dy, aQ
:9 = 1_ = 1 _ 1 :0
974 dx / dx GF|_,

Bai toan tinh vi du ndy dan vé tim cuc tiéu cua lugng cudng birc Z (biéu thirc
(b)) thoa méin ba rang budc cta biéu thire (c). Két qua tinh duge nhu sau :
h/1 =1/100

y - 1 ﬂ+iqlzxz_iqlx3+iqx“
© 100000 EJ 24 EJ 12 EJ 24EJ

1 ql’ 1 1
==gl-qx, =0.0026—, M_=—ql*, M =——ql’
Q 2q q ylmax EJ max 24q q

h/1=1/10

y = 1 qlstr 61 qlzxz_iqlx3+iq_x“
1000 EJ 1500 EJ 12 EJ 24 EJ
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1 ql* 1 1
=—ql-gx, =0.0029—, M_ =—ql*, M_=-—ql’
Q 2q q ylmax EJ max 24q ng 12q

h/1=1/5
y= 1 ql3x+ 113 ql*’x’ _iqlx3+iqx“
250 EJ 3000 EJ 12 EJ 24 EJ
1 gl 1 1
==gl-gx, =0.0036 =—, M_=—gqlI*, M _=-—ql*
Q 2q P Y EJ " 24q " 12q
h/l1=1/3
_iql3x+ 11 qlzxz_iqlanriq_)(“
" 90 EJ 360 EJ 12 EJ 24 EJ
1 gl 1 1
==ql-gx, y,,,=00054"—, M_ =—ql*, M_=-—ql’
Q 2q q ylmax EJ max 24q ng 12q

Két qua tinh cho thdy d6 vong Y, . O gitta nhip ting khiti 1& h/l cua
dam tang va co thé dat hon hai 1an gia tri cua no6 khi khong xét bién dang truot,
nhung luc cit va mo-men ubn trong dam lai khong thay d6i. Khong c6 sy phan
b6 lai cia noi luc 1a do ndi luc trong dam ngam hai dau chiu luc phan bd déu
c6 phan bd ddi xtmg (luc mo-men) hodc phan dbi ximg ( luc cit ) qua diém
giita ctia dam.

Bing 3: D vong Ion nhit tai giita dim, mémen tai hai dau ngam,

momen lon nhat tai gitra dam va lyc cat tai hai dau dam

Ti s6

I,l]” ylmaX M max M ngam Qngam
ql* 1 ., 1, 1

1/100 | 0.0026 —~ql —~al “al—ax
EJ 21" 12" 4
ql* 1 . 1 ., 1

1/10 | 0.0029 —ql ——ql Zal-ax
EJ 24q 12q 2q q
gl 1 ., 1 ., 1

1/5 0.0036 —ql ——ql ~al-ax
EJ 24q 12q 2q f
gl 1 ., 1 ., 1

1/3 0.0054 —ql ——qal “al—ax
EJ 24q 12q 2q a
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Tir két qua tinh vi du nay thay rang xét bién dang truot khong lam thay
doi dang ké do vong va ndi lyc cia dam co ti1é h/1<1/10.
Khi khong xét bién dang truot (cho h/1=1/1000), ta cé:
- Ham dudng do vong ctia dAm can tinh
1000%)000 gIJ - 2?1:EJ X _12q|;1 X 24qEJ X

4 T
g

y(x) =

- Tai x=0.5*1 c6: y(x) = Ind
al y( )max 384EJ %

- Him momen u6n va ham luc cat

g
7 %2

B

W

cua dam A
‘ R=% =%

2

M(x):—l+q—lx—gx2;

12 27 2 %
Q(x):q—l—qx m —
2 DU

- Biéu d6 mémen uodn va luc cat i

trong truong hop khong xét bién Hinh 3"7' Bicu (:1‘6 Mva Q cua
dang truot c6 dang nhu, hinh 3.7. dam hai dau ngam
3.3.2. Tinh toan dim lién tuc
Vidu 3.4: Dam lién tuc hai nhip
Xac dinh ndi luc va chuyén vi cua dam lién tuc hai nhip, do cung udn
EJ=Const, chju tai M va P nhu hinh 3.8. Tiét dién dim chit nhat, c6 chiéu cao

h, hé sb ung suit truot ¢ =1.2.

~ !
@ ¥ @ m;[;m &) @ m;m
L, 4 ” L A L
7 I S

Hinh 3.8. Dam lién tuc hai nhip
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Chia dam thanh bdn doan vo&i cac doan c6 chiéu dai twong tng Ia
li=1=13=1,=I/2
Gia thiét duong d6 vong v, Y, Y, Ya va duong luc cit Q1,Q2,Q3,Qs, ciia dim

c6 dang da thirc nhu sau:

y, =ax+ax +ax +ax" Q, =b, +bx+b,x* +b,x* +b,x*
y,=C,+Ccx+c,x +c,x’+¢,x; Q,=d, +dx+d,x*+d,x’+d,x’ (a)
y,=ex+ex +ex +ex’; Q, =i, +ix+i,x*+i,x*+ix’

Y, =V, +VX+V, X" +V,X°+V, X, Q, =W, +WX+W,X* +WX" +w,x"

Trong d6: aj(i=1+4), bi(i=0+4), ¢i(i=0+4), d;(i=0+4), ei(i=1+4), i;(i=0+4),
Vi(i=0+4), w;(i=0+4), 13 cac an cia bai toan. Theo cac biéu thic tir (3.4) dén
(3.7) tinh duoc: Bién dang truot v1, Y2,vs,v4, gOC X0ay 01, 0,,03,04,; bién dang
ubn 1, %2, A3, A4, V& momen udn Myz, Myz, Myz,Mya, turong tng véi cac doan 1,
2,3Vva 4, cu thé la:

p=22 g W, W a9 Vi (i=1+4)
GF dx dx GF
d’y, . o dQ . d’y  «a dQ
= + ; =—EJy = ——= '
& dx* GF dx M. =-E EJ( dx’ +GF dxj

Trong d6: o 1a hé sé xét sy phan b khong déu cua ¢ng suat cat tai
truc dam; GF 1a do cung cét ctia dam

GF=EF =55
2 m

Luong cudng bic theo (3.8) dugc viét nhu sau:

TM leldX—I— .I‘l-QlyldX_ Mel(xzh) +]% M XZZZdX-I- ]%sz/de—{—
O 0 ’ ° S Min (b)

+ ]3‘ M X3Z3dx+ TQ37/3dX N Py3(X=I3) + l:f M x4Z4dX + Ij4‘Q417/4dX

Ham d6 vong yiphai thoa méan céc diéu kién rang budc sau:
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gleJ(_d y1+ a dQlj
dx* GF dx

o dx GFJ_,

dy, oQ )
; = = O’ = 2 _ 2
x=0 g4 y2 x=lp gS ( dX GF .

(%) (4]
" \ldx GF)_, \dx GF

dx* GF dx

g, =V, =Y,

9 =Yl = Vil 9 = Vs

X|4

x=14

:[%_@j
. dx GF J|_,

:(%_@j
dx GF ),

(©)

Dua bai toan tim cuc tri (b) voi cac rang budc (c) v€ bai toan cuc tri

khong rang budc bang cach xay dung phiém ham mo rong Lagrange F nhu sau:

F=Z+) 40, > Min

(d)

voi A (k=1+9) la cac thira s6 Lagrange ciing 1a cic an ciia bai toan. Nhu vay

c6 tong cong 47 an (4 hésé &, 5hésé b 5hesd C,5hés6 d,4hesd €,

5hésdl,5hésd V,,5hésé Wva9thirasd A;). Phuong phap nguyén 1y cuc

tri Gauss xem cac bién dang uon l1a doc 1ap véi mémen tac dung cho nén diéu

kién cyc tri cua phiém ham mé rong F 1a:

0 0 0 < 0 o
- ! 1Y ﬂ]a—&(zl)dma—&;(gka)— M 2o @) =0; a(i=1234)
[ 11 a .
fo=]Im ]g(zl)dxwu @.4)+[[] —i(mdx—M @ =0
b(i=01,2 34)

- j['\" xz]i_(zz)dﬂii_(gkﬂk) =0, ¢(i=0,1234)

| 12

f[sz]a(zz)dx+f gkk+I[Q2]a(n d=0;d,(1=01,2,34)

(d1)
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I3

0 0 < 0 :
h, =M, | (r,)dx+— A)—P— =0, e(i=1234
=ML Gk 220 A) P (1) =0 a0 )

j M, —(zs)dx+§§(gkzk> +I[Q3]a%(73)dx ~0; i(i=012,34)

K, =[M.] —(Z4>dX+ii(gkzk)=0; v,(i=01,234) (d2)
:f —(L)dX+—Z(gkik)+j ;q)dx 0,
w(i=012 34)

nhan dugc 47 phuong trinh bac nhét dé xac dinh 47 an s6. Giai cac phuong

trinh trén ta nhan dugc két qua tinh dudong d6 vong yi va luc cat Qivoistile

ID nhu sau:
L
| 100 EJ

v, =-0.0008 9" 10,0768 9 x~0.2100 9" ¢ 10,1027 9 &
EJ EJ EJ EJ

y, =0.0104 A 007819 %2 _0.1004 9!
EJ E J

Yy, = 0.0111l +0.0065 ar- X —0.0859 a X* +0.0573 al X’
EJ EJ J

oty oo d
| 10 EJ

v, =-0.0005 9" 1 00779y 021109 x* 10,1001 9 &
EJ EJ EJ EJ

y.=00127 3 5+ 0.0762 9" % —0.1087 9
EJ EJ EJ
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v, =0.0118 9 1+ 000539 x_0.0869 9" x: +.0.0579 I\ &
EJ EJ EJ

h Ly 006519 x—01001.9
| 5 EJ
v, =-0.0088 9+ 00759 x_0.2148 9" ¢ 1 0.1001 9! «
EJ )
y.=0.0195 3" x 10,0704 9 v _0.1068 9L &
EJ EJ EJ
v, =0.014 9" 10,0019 9" x— 00898q| X' +0.0599 1 al
EJ EJ EJ
b Ly 006099 x—0.1850 9 x
|3 EJ J
v, 000729 1+ 0.0785 9 x_0.2212 9" ¢ 10,1850 9!
EJ E
y. =0.0352 9 x4 0.0576 3" x* —0.1005 9 ¢
EJ EJ
v, =0.0192 9" _0.0063 9" x—0.0062.9" x +0.0641.9 «
EJ 3 EJ
Bdng 4: Chuyén vi tgi giiza nhip mét va nhip hai
Ti sO
Y. Yo
hil
1/100 _0.0008 %! 0.0111 %
EJ
1/10 _0.0095 9 0.0118 4
EJ
1/5 _0.0088 0.0140 %!
EJ
1/3 ~0.0072 ?zlJ 0.0192 %!

Bang 5: M6 men uén tgi cdc dau thanh
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Ti s6
M11:M42 M12 MZl M22:M31 M32:M41
h/l
1/100 0 —0.5781ql* | 0.4219qgl® | —0.1562ql* | 0.1719ql’
1/10 0 —0.5762ql? | 0.4238ql* | —0.1523ql> | 0.1738q|l*
1/5 0 —0.5704ql* | 0.4296ql° | —0.1409ql* | 0.17964]I*
1/3 0 —0.5576ql® | 0.4424ql° | —0.1152ql* | 0.1924q]l*
Bing 6: Luc cit tai cdc dau thanh
Ti s6
Qll = Q12 = Q21 = QZZ Q31 = Q32 Q42 = Q41
h/l
1/100 —1.1562¢l 0.6562¢| —0.3438¢|
1/10 —1.1523¢ql 0.6523¢l —0.3477ql
1/5 —1.1409¢] 0.6409¢] —0.3591¢]
1/3 —1.1152¢l 0.6152¢| —0.3848q¢]
Khi khong xét bién dang truet (cho h/1=1/1000), ta co:
Bdng 7: Chuyén vi tgi giira nhip mét va nhip hai
Ti s6
y12 y32
h/l
gl’ gl
1/1000 —0.0098 =— 0.0111 —
EJ EJ
Bdng 8: M6 men uén tgi cdc dau thanh
Ti s6
M11=M42 M12 M21 M22:M31 M32:M41
h/l
1/1000 0 —0.5781gl°> | 0.4219ql® | —0.1562gl* | 0.1719¢l?

Bing 9: Luc cit tai cdc ddu thanh

69



Ti sO
Qll = QlZ = QZl = Q22 Q31 = Q32 Q42 = Q41
h/l
1/100 —1.1562¢| 0.6562q| —0.3438¢l

Bing 10:So sdnh d¢ véng I6n nhit ciia dam lién tuc hai nhip trong hai

truwong hop: khong ké va cé ké téi anh hwong ciia bién dang trwet ngang.

y__cta dam khi

y__ctia dam khi c6

Ti so khong ké t&i anh ké t6i anh huong | Chénh léch do vong
h/l | huong cua bién dang | cua bién dang truot (%)
trugt ngang ngang
1/100 0.0111 4! 0.0111 4! 0
EJ EJ
ql* ql*
1/10 0.0111 0.0118 5.9322
EJ EJ
ql* ql*
1/5 0.0111 0.0140 20.7142
EJ EJ
ql’ ql’
1/3 0.0111 0.0192 42.1875
EJ EJ
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Bingl11: So sainh mé men nhé nhdt (trén goi giiva) ciia dam lién tuc hai

nhip trong hai trwong hop: khéng ké va cé ké téi anh hwéng ciia bién dang

truot.

M caa dam khi

M __cuaa dam khi

Tiso | khong ké toi anh c6 ké téi anh Chénh léch
h/l | huong cua bién dang |  huong caa bién md men goi(%)
trugt ngang dang truot ngang
1/100 —0.1562¢l* —0.1562¢l* 0
1/10 —0.1562¢l* —0.1523ql? 2.4967
1/5 —0.1562ql* —0.1409¢]I* 9.7951
1/3 —0.1562¢l* —0.11529l* 26.2483

Bing12: So sanh lwc cdt 16n nhit (trén goi giiva) ciia dam lién tuc hai nhip

trong hai trwong hop: khéng ké va cé ké tdi anh hwéng ciia bién dang triot

ngang.
Q. cuadamkhi | o_ ctadam khi
, . Chénh Iéch
Tiso = khong keé téi anh c6 ke toi anh C 2
, ¥ Luyec cat trén go1
h/l. | huong cua biendang |  huéng cua bien N
gitra(%)
truot ngang dang truot ngang
1/100 0.6562¢l 0.65624l 0
1/10 0.6562q 0.6523¢l 0.5943
1/5 0.6562¢l 0.6409¢| 2.3316
1/3 0.6562¢l 0.6152¢l 6.2481
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Bing 13: So sdnh lic cdt I6n nhit (dwéi nhip thir 2) ciia dam lién tuc hai

nhip trong hai truong hop: khéng ké va cé ké téi anh huéng ciia

bién dang truwot.

Q. ctadimkhi | o_ ctadam khi
) . Chénh 1éch
Tiso = khong ké toi anh co ké toi anh .
) ) Lyec cat trén go1
h/l | huéng cua bién dang | hudng cua bicn N
gitra(%)
trugt ngang dang truot ngang
1/100 —0.3438q| —0.3438q| 0
1/10 —0.3438¢] —0.3477ql 1.1216
1/5 —0.3438¢| —0.35914l 4.2606
1/3 —0.3438q| —0.3848q| 10.6548

Bingl4: So sanh lyc cit nhé nhit (dwéi nhip thir 1) ciia dam lién tuc hai

nhip trong hai trwong hop: khong ké va cé ké tdi anh hwéng ciia bién dang

truot.

Q... cta dam khi

Q... cta dam khi

Chénh Iéch

Tiso = khong ké téi anh c6 ké t6i anh .
. . Luc cat trén go1
h/l | huéng cua bien dang |  huéng cua bién N
gitra(%)
trugt ngang dang truot ngang
1/100 —1.1562(| —1.1562ql 0
1/10 —1.15624| —1.1523¢l 0.3373
1/5 —1.1562(| —1.1409q| 1.3233
1/3 —1.1562¢| —1.1152ql 3.5461
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Tir két qua tinh thiy ring M6 men udn trén gdi gitta giam (theo gia tri
tuyét d6i) twong d6i 10n, tir 2.49% dén 26.24% va luc cat giam tir 0.33% dén
3.5% tuwong tng khi ta thay doi ti 16 h/1 tir 1/10 dén 1/5. Ciing véi ti 1& b/l nhu
vay, d6 vong 16n nhat y__ 0 gilra nhip tang lén rat 16m, tir 5.9% dén 42.1%.

- Biéu d6 moomen udn va lyuc cit trong trudng hop khong xét bién dang truot

c6 dang nhu, hinh 3.9.

0.5787q/° ,
/mmﬂ”/—l 0.756200% 0.25q/

[ R T S

0.42719¢0°
0.65629/
0.15629( 5 0.34389/(

Hinh 3.9. Biéu d0 M va Q
Vidu 3.5: Dam lién tuc ba nhip

Xac dinh nd1 luc va chuyén vi ciaddm lién tuc ba nhip, d0 cung udn
EJ=Const, chiu tai phan bd déu q va tai trong tap trung P nhu hinh 3.10. Tiét

dién dam chit nhat, c6 chiéu cao h, h¢ s6 tng suat truot o =1.2

g P=q! P=q!
B
Ty | |
@ @ @ m;m @ 9 m;ﬂ
L 4 L lp L, s L ly L ls L
7 7 1 7 7 7

Hinh 3.10. Dam lién tuc ba nhip
Chia dam thanh nam doan véi cac doan c6 chiéu dai twong tmg la

|1=|, |2=|3=|4=|5 =l/2.



Gia thiét duong do vong yi, Yz, Ya, Ya, Vs, va duong luc cit Q1, Q2,Q3,Q4, Qs,

ctia dam c6 dang da thic nhu sau:

=ax+ax +ax +ax’ Q,=b, +bx+b,x* +b,x* +b,x*
Yy, =CX+C, X" +C,X +CX; Q,=d, +dx+dx*+dx* +d,x*
y,=¢,+ex+ex +ex +ex'; Q,=n +nx+nx+nx’ +nx’ (a)
Y, = X+ X+ )+ ) x5 Q, =W, +WX+W,X" + WX +w,Xx"*
Yy, =i, +iLX+1L,X° +1X 410X Q. =V, +V,X+V,X" +V, X +VX

Trong do: ai(i=1+4), bi(i=0+4), ci(i=1+4), di(i=0+4), ei(i=1+4), ni(i=0+4), j-
i(i=1+4), wi(i=0+4), ii(i=0+4), vi(i=0+4), 1a cac 4n cua bai toan. Theo cac biéu
thire tir (3.4) d&én (3.7) tinh duoc: Bién dang truot y1, y2,v3,v4,Ys,; OC Xoay 01,
02,03,04,05,; bién dang udn Y1, A2, A3 A4A5 VA momen ubn My,

My2,Mya,Mya,Mys, tuong tng véi cac doan 1, 2, 3, 4 va 5, cu thé la:

Q. dy, dy, Q. S (i
= L 0=-"—y="21_"%i- voi (i=1+5
"= GF Tax 7T dx GF 61 (I=1+5)
dy,  a dQ d’y, a dQ
L= + y = L= — ' '
d dx* GF dx M. =-Ez EJ( dx? +GF dxj

Trong d6: a. 12 hé so xét sy phan bd khong déu cua ung suat cat tai truc
dam; GF1a do cung cit cua dam

op _ E p _ BEJ
2 N

Luong cudng birc theo (3.8) dugc viét nhu sau:

I

Ij M _y.dx+ Ileyldx - Ij qy,dx +T M., 7, dx+ [ Q. dx—Py,|
° ° ° ° ; S Min (b
N

M, x,dx+ Ij%stxgdx + T Mz dx+ Imedx— PY,

Sy S—

Ham d¢ vong yiphai thoa mén cé&c diéu kién rang budc sau:
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(4, QY . _%_@j _(%_G_sz

J (dx GFJX_O’ 9= iy g3_(dx GF x=|1_ dx GF )

_(dy, _eQ ) _(dy, QY .o _ 1 _y| g -

g4_[dx GF X.z_(dx = R .
C

(B (B @), (0 @) (& )

" ldx GF)_, \dx GF L5 \dx GF)_, (dx GF)

d’y.  «a dQ
= = ’ = ’ :EJ— 5 5 =
o=V .= Yl 9 =Y o0 9 ( dx +GF dx]m

Dua bai toan tim cuc tri (b) v61 cac rang budc (¢) ve bai toan cuc tri khong rang

budc bang cach xay dung phiém ham mé rong Lagrange F nhu sau:
F=Z+) 40, > Min (d)
k=1

v6i A k(k=1+11) la c4c thira s6 Lagrange ciing 13 cac an cua bai toan. Nhu vay
c6 tdng cong 58 an a(i=1+4), bi(i=0+4), ci(i=1+4), di(i=0+4), ei(i=1+4), n-
i(i=0+4), ji(i=1+4), wi(i=0+4), ii(i=0+4), vi(i=0+4),va 11 thira s6 Ai,). Phuong
phap nguyén 1y cuc tri Gauss xem céac bién dang udn 1a doc 1ap véi mémen tac

dung cho nén di€u kién cuc tri cua phiém ham mé rong F 1a:

= [0 0 £ S0 -Jlal 000=0 a-123

I

f= M1 (zl)dx+—_z<gkﬂk)+J[Q - (7)dx=0b,(i=012,34)

— o

=~
I

3i

n, = [ xz]a%(;cz)dm—z(gkﬂk)— Pai(y»x_.z ~0; c(i-12.34)
o o F (d1)
f, =], ]ai (zz)dx+% gkzk)+j[Q] ()0x=0,9,1=01.2,34
!

[M xs]a—a(zg)dma—ei;(gkzk) =0; €(i=01234)

M ><3j|i

on,

—
@
I
ct—
—

(zg)dx+a%§(gkzk) s I[Qg]a%(n)dx _0;n (=01, 2,34)
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n, =][M, ]a_ ()00 =3 00)-P ) =0 16=12.30
:T ;a dx+—n 2. (8.4) +II4 aa/ (y)dx=0; i(i=02234)
:T[M Zs)dXJr—Z(gk/Ik) 0; i(i=0,1234) (d2)
- fME e 23 @A)+ Rl G-

w (=012, 3,4)

nhan dugc 58 phuong trinh bac nhét dé xac dinh 58 an s6. Giai cac phuong

trinh trén ta nhan dugc két qua tinh dudong d6 vong yi va luc cat Qivoistile

h

— nhu sau:
Bdng 15: Chuyén vj tgi giira nhip mét, hai va ba
Ti so Y,
5 Y. Ve
hl
1/100 0.0022 4! 0.0046 9! 0.0106 9!
EJ EJ EJ
1/10 0.0024 9 0.0051 % 0.0112 4!
EJ EJ EJ
1/5 0.0031 9 0.0067 9! 0.0128 9!
EJ EJ EJ
1/3 0.0048 %! 0.0105 9! 0.0167 9!
EJ EJ EJ
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Bdng 16: M6 men uén tai cdc dau thanh

Ti Sf’) M 1 M 22 = M31
Mll 15 M12:M21 M32:M41 M42:M51
h/l
—0.0769ql?| 0.0385ql*> | —0.0962ql? 0.1202ql*> | —0.1635ql?
1/100 0.1683¢l?
—0.0769ql?| 0.0383gl’ | —0.0965ql? 0.1204ql® | —0.1627¢l*
1/10 0.1687ql*
—0.0768¢l?| 0.0379ql> | —0.0975ql? 0.1210ql® | —0.1605q]l?*
1/5 0.1698ql*
Bing 17: Lwec cit tai cdc dau thanh
Ti so Q. Q. Q.. =Q..
Q31 = Q32 Q41 = Q42 QSZ = QSI
h/l
0.4808ql | —0.4808ql | 0.4327¢]l —0.3365q]l
1/100 —0.5673ql | 0.6635¢]l
0.4804ql | —0.4804ql @ 0.4338ql —0.3373¢ql
1/10 —0.5662ql | 0.6627ql
0.4793ql | —0.4793ql | 0.4370ql —0.3395¢]l
1/5 —0.5630qgl | 0.6605¢l
0.4776ql @ —0.4776ql | 0.4436(l —0.34444]l
1/3 —0.5564ql | 0.6556ql
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Bing 18: So sdnh d vong lon nhit tai diém giiva nhip giita ciia dim lién tuc

ba nhip trong hai truwong hop: khong ké va c6 ké téi anh hwéng ciia bién

dang ngang.
y__cuadamkhi | y cuadam khico
Tiso | khong ké téi anh ké t6i anh huong | Chénh léch do vong
h/l | huéng cua bién dang | cua bién dang truot (%)
truot ngang ngang
1/100 0.0046 4! 0.0046 2! 0
EJ EJ
ql* ql’
1/10 0.0046 0.0051 9.8039
EJ EJ
ql’ ql’
1/5 0.0046 0.0067 31.3432
EJ EJ
ql* ql’
1/3 0.0046 0.0105 56.1904
EJ EJ

Tir két qua tinh thay rang mé men udn va lyc cit trong trudng hop nay
thay doi khong dang ké khi ta thay doi ti 1& h/I cua tiét dién, M va Q chi thay
d6i khoang tir 3% dén 5%. Ddi v6i vi du tinh 12 dam lién tuc chiu tai twong ddi
dong déu & cac nhip, xét bién dang trugt khong lam thay doi nhiéu ndi lyc mo-
men va lyc cat, chi 1am thay doi duong d6 vong cua dam tir 9.8% dén 56.1%
tuong g voi cac ti 18 h/I=1/10 d&én h/1=1/3. D6 vdng 16n nhét y__ 0 gitra nhip
c6 thé tang 1.5 lan khi chiéu cao dam 16n. Khi khong xét bién dang trugt (cho
h/1=1/100), ta c6 biéu d6 mod men udn va lyc cit ctia dam lién tuc ba nhip nhu

Sau.
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KET LUAN

Qua két qua nghién ctru tir cac chuong, chwong 1 dén chuong 3 ddi véi
bai toan dam chiu uén ( bai toan tinh), c6 xét dén anh huong cia bién dang
truot ngang. Tac gia rut ra cac két luan sau:

1. Vi viéc dung ham d6 vung y, ham luc ct Q 1a hai ham an va ap dung
Phuong phap Nguyén 1y cuc tri Gauss tac gia da xay dung duoc Iy thuyét dam
day du dé tinh toan noi lyc va chuyén vi ctia hé dam phang dan hoi chiu udn co

xét dén bién dang truot ngang. Tir d6 nhan duoc hé hai phwong trinh:

EJ(d y «d Qj:q

dx* GF dx°
EJ(d y ad Qj:Q
dx* GF dx’

Hai phuong trinh trén 1a hai phwong trinh vi phan cin bang ctia dam chiu udn
¢ xét dén bién dang truot. Khi khdng xét dén bién dang truot, (G—oo hoac
h—0) thi cac phuong trinh trén déu dan vé phuong trinh can bang cua dam chiu
uén duoc xay dung theo ly thuyét dam Euler- Bernoulli ma khdng gap phai
hién tuong luc cit bi khoa.

2. Khi ké toi anh huong caa bién dang truot, tai tiét dién sat lién két ngam,
dam van bi xoay mot goc bang goc truot do luc cit gay ra. Hay ndi cacc khac
lin két ngam chi can tro goc xoay do mémen gay ra ma khéng can tré goc
truot do luc cit gay ra.

3. Khi ké t6i anh huong cua bién dang truot, noi luc va chuyén vi cia dam
chiu udn da co sy thay d6i dang ké. Luong thay d6i nay phu thudc vao ti s6
chiéu cao tiét dién/chiéu dai dam, phu thudc vao hinh thuc lién két va cach dat
tai trong. Dam c6 bac siéu tinh cang 16n, c6 ti 18 h/l cang 16n thi ndi luc va

chuyén vi thay doi cang nhiéu. Cac dam dat tai khong doi xang, lién két khdng
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gidng nhau tai hai dau thi chiu anh huéng caa bién dang truot nhiéu hon cac
dam chiu tai trong ddi xang va co lién két ddi xang.

4. P& xéac dinh duoc duong dan hdi cho hé dam va hé khung c6 cac diéu kién
bién khac nhau. Tt d6 xac dinh dugce nodi luc mdmen udn, lyc cit cia hé dAm
khi c6 ké dén bién dang truot ngang. Trong trudng hop khong xét dén anh
huong ciia bién dang truot ngang (truong hop ti s h/1=1/1000), két qua vé ndi
luc va chuyén vi déu tring khdp véi két qua nhan duoc khi giai bang céac
phuong phap hién cu.

5. M®& men udn va luc cat cia hé dam khi xét dén anh hudng cua bién dang
truot ¢ thé ting hodc giam so voi khi khdng xét bién dang truot phu thude vao
vi trf tiét dién, timg loai bai toan, diéu kién bién va tai trong ciing nhu ti 18 h/l,
ndi lyc trong dam tinh dinh khong thay do6i khi xét va khong xét anh huong cia
bién dang truot. D6 vdng ctia dam trong hai trudng hop co xét va khong xét
bién dang truot ngang thay doi rat 1on, ¢ truong hop do vong cua dam khi xét
bién dang truot ting tir 9.8% dén 56.1% so voi khi khong xét bién dang trugt
tuong g véi cac ti 16 h/1=1/10 dén h/1=1/3.

KIEN NGHI VE NHUNG NGHIEN CUU TIEP THEO
1. Dung ly thuyét day du vé dam, dam c6 xét bién dang truot véi hai ham an
1a ham d6 vong y va ham lyc cit Q da trinh bay trong dé tai lam co s& dé xay
dung va giai cac bai toan két cAu chiu uén khac nhu két cau tam, vo.
2. Dung cac két qua tinh todn noi luc va chuyén vi, theo 1y thuyét dam c6 xét
bién dang truot dé dua vao thiét ké céc cong trinh.
3. Qua két qua nghién ctru thiy rang, voi viée str dung 1y thuyét ddy du vé dam
va dung phuong phap Nguyén 1y cuc tri Gauss c6 thé xay dung bai toan co hoc
két cAdu mot cach dé dang. Vi vay, nén xé&t bién dang trugt trong moi trudng

hop.
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