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LỜI CẢM ƠN  

Để có thể hoàn thành đề tài luận văn thạc sĩ một cách hoàn chỉnh, bên cạnh 

sự nổ lực cố gắng của bản thân tôi còn có sự hƣớng dẫn nhiệt tình của quý Thầy 

Cô,cũng nhƣ sự động viên ủng hộ của gia đình, bạn bè và đồng nghiệp trong suốt 

thời gian học tập nghiên cứu và thực hiện luận văn thạc sĩ. 

Xin chân thành bày tỏ lòng biết ơn đến GS.TSKH Hà Huy Cƣơng, ngƣời đã 

hết lòng hƣớng dẫn và tạo mọi điều kiện tốt nhất cho tôi hoàn thành luận văn này. 

Xin gửi lời tri ân nhất của tôi đối với những điều mà Thầy đã dành cho tôi. 

Xin chân thành bày tỏ lòng biết ơn đến toàn thể quý Thầy Cô trong Khoa sau 

đại học của Trƣờng Đại Học Dân lập Hải Phòng đã tận tình truyền đạt những kiến 

thức quý báu cũng nhƣ tạo mọi điều kiện thuận lợi nhất cho tôi trong suốt quá trình 

học tập, nghiên cứu và cho đến khi thực hiện đề tài luận văn này. 

Xin chân thành bày tỏ lòng biết ơn đến gia đình, những ngƣời đã không 

ngừng động viên, hỗ trợ và tạo mọi điều kiện tốt nhất cho tôi trong suốt thời gian 

học tập và thực hiện luận văn. 

Cuối cùng, tôi xin chân thành bày tỏ lòng cảm ơn đến các anh chị và các bạn 

đồng nghiệp đã hỗ trợ cho tôi rất nhiều trong suốt quá trình học tập, nghiên cứu và 

cung cấp những tƣ liệu cũng nhƣ những góp ý quý báu để tôi có thể hoàn thành luận 

văn. 

Xin chân thành cảm ơn. 

                                                     Hải Phòng, tháng....... năm 2015 

  

        Ngƣời thực hiện luận văn 

 

 

 

Trần Duy Xứng 
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MỞ ĐẦU 

Bài toán cơ học kết cấu hiện nay nói chung đƣợc xây dựng theo bốn đƣờng lối 

đó là: Phƣơng pháp xây dựng phƣơng trình vi phân cân bằng phân tố; Phƣơng pháp 

năng lƣợng; Phƣơng pháp nguyên lý công ảo và Phƣơng pháp sử dụng trực tiếp 

phƣơng trình Lagrange. Các phƣơng pháp giải gồm có: Phƣơng pháp đƣợc coi là 

chính xác nhƣ, phƣơng pháp lực; Phƣơng pháp chuyển vị; Phƣơng pháp hỗn hợp; 

Phƣơng pháp liên hợp và các phƣơng pháp gần đúng nhƣ, phƣơng pháp phần tử hữu 

hạn; phƣơng pháp sai phân hữu hạn; phƣơng pháp hỗn hợp sai phân - biến phân. 

Phƣơng pháp so sánh là phƣơng pháp đƣợc xây dựng dựa trên ý tƣởng đặc 

biệt của K.F Gauss đối với cơ hệ chất điểm và đƣợc đề xuất bởi GS. TSKH Hà Huy 

Cƣơng đối với cơ hệ môi trƣờng liên tục. Điểm đặc biệt của phƣơng pháp so sánh là 

tìm đƣợc kết quả của bài toán chƣa biết thông qua kết quả của bài toán đã biết. 

Đối tƣợng, phƣơng pháp và phạm vi nghiên cứu của đề tài 

Trong luận văn này, tác giả sử dụng phƣơng pháp so sánh nói trên để xây 

dựng và giải bài toán khung chịu uốn có xét đến biến dạng trƣợt ngang do lực cắt Q 

gây ra, chịu tác dụng của tải trọng tĩnh. 

Do sự cần thiết của việc nghiên cứu nội lực và chuyển vị của kết cấu chịu 

uốn, mục đích và nhiệm vụ nghiên cứu của luận văn này là: 

Mục đích nghiên cứu của đề tài 

“Nghiên cứu nội lực và chuyển vị của hệ khung bằng phương pháp so sánh” 

Nhiệm vụ nghiên cứu của đề tài 

1. Tìm hiểu và giới thiệu các phƣơng pháp xây dựng và các phƣơng pháp giải bài 

toán cơ học kết cấu hiện nay. 

2. Trình bày Phƣơng pháp Nguyên lý cực trị Gauss do GS. TSKH. Hà Huy Cƣơng 

đề xuất, với các ứng dụng trong cơ học môi trƣờng liên tục nói chung và cơ học 

vật rắn biến dạng nói riêng. 

3. Giới thiệu lý thuyết xét biến dạng trƣợt đối với bài toán kết cấu chịu uốn với việc 

dùng hai hàm chƣa biết là hàm độ võng y và hàm lực cắt Q. 
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4. Trình bày phƣơng pháp so sánh để xây dựng và giải bài toán khung có xét đến 

biến dạng trƣợt, chịu tác dụng của tải trọng tĩnh. 

5. Lập chƣơng trình máy tính điện tử cho các bài toán nêu trên. 

Ý nghĩa khoa học và thực tiễn của đề tài nghiên cứu 

Việc xác định nội lực và chuyển vị của kết cấu khung chịu uốn đã đƣợc nhiều 

tác giả trong và ngoài nƣớc quan tâm nghiên cứu, các kết quả nghiên cứu hiện nay 

nhìn chung đƣợc tìm thấy thông qua các phƣơng pháp giải trực tiếp. Khác với cách 

làm hiện nay, tác giả luận văn giới thiệu phƣơng pháp so sánh để xây dựng và giải 

bài toán kết cấu khung chịu uốn một cách gián tiếp dựa trên ý tƣởng đặc biệt của 

K.F Gauss khi nghiên cứu về cơ hệ chất điểm cùng với sự kế thừa, phát triển sáng 

tạo của GS. TSKH. Hà Huy Cƣơng khi nghiên cứu hệ vật rắn biến dạng thuộc cơ hệ 

môi trƣờng liên tục. 
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LỜI CAM ĐOAN 

Tôi xin cam đoan Luận văn này là công trình nghiên cứu của bản thân tôi, 

các số liệu nêu trong Luận văn là trung thực. Những kiến nghị đề xuất trong Luận 

văn là của cá nhân không sao chép của bất kỳ tác giả nào. 

                                                                                                            

                                                           Tác giả luận văn 

 

 

 

                                                                       Trần Duy Xứng 
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DANH MỤC KÝ HIỆU 

 

KÝ HIỆU ĐẠI LƢỢNG 

T Động năng 

П Thế  năng 

E Môdun đàn hồi  

C(x) Phiếm hàm mở rộng  

G Môdun trƣợt  

2G Độ cứng của biến dạng 

J Mô men quán tính tiết diện 

EJ Độ cứng uốn của tiết diện dầm 

M Mômen uốn 

N Lực dọc  

P Lực tập trung 

Q Lực cắt  

q Ngoại lực phân bố tác dụng lên dầm 

m Khối lƣợng chất điểm 

  Ứng suất tiếp 

  Ứng suất pháp 
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  Biến dạng trƣợt 

)(x  Độ võng của dầm 

𝜀 Biến dạng của vật liệu 

𝛿 Biến phân 

ri Véc tơ tọa độ 

𝛼 Đại lƣợng Ten xơ 

G Modun trƣợt 

𝜃 Biến dạng thể tích 

ᵡ Biến dạng uốn (độ cong đƣờng đàn hồi) 

𝜇, λ Hệ số Lamé 
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CHƢƠNG 1.  

CÁC PHƢƠNG PHÁP XÂY DỰNG VÀ CÁC PHƢƠNG PHÁP GIẢI  

BÀI TOÁN CƠ HỌC KẾT CẤU  

Trong chƣơng này trình bày các phƣơng pháp truyền thống để xây dựng các 

bài toán cơ học nói chung; giới thiệu bài toán cơ học kết cấu (bài toán tĩnh) và các 

phƣơng pháp giải thƣờng dùng hiện nay. 

1. Phƣơng pháp xây dựng bài toán cơ học  

Bốn phƣơng pháp chung để xây dựng bài toán cơ học kết cấu đƣợc trình bày 

dƣới đây. Dùng lý thuyết dầm chịu uốn để minh họa. 

1.1. Phƣơng pháp xây dựng phƣơng trình vi phân cân bằng phân tố  

 Phƣơng trình vi phân cân bằng đƣợc xây dựng trực tiếp từ việc xét các điều 

kiện cân bằng lực của phân tố đƣợc tách ra khỏi kết cấu. Trong sức bền vật liệu khi 

nghiên cứu dầm chịu uốn ngang sử dụng các giả thiết sau: 

- Trục dầm không bị biến dạng nên không có ứng suất. 

- Mặt cắt thẳng góc với trục dầm sau khi biến dạng vẫn phẳng và thẳng góc với 

trục dầm (giả thiết Euler–Bernoulli). 

- Không xét lực nén giữa các thớ theo chiều cao của dầm 

Với giả thiết thứ ba thì chỉ có ứng suất pháp σx và các ứng suất tiếp σxz, σzx tác dụng 

lên phân tố dầm (hình 1.3), ứng suất pháp σz  bằng không. Hai giả thiết thứ ba và thứ 

nhất dẫn đến trục dầm chỉ có chuyển vị thẳng đứng y(x) và nó đƣợc gọi là đƣờng độ 

võng hay đƣờng đàn hồi của dầm.  Giả thiết thứ nhất xem chiều dài trục dầm không 

thay đổi khi bị võng đòi hỏi độ võng của dầm là nhỏ so với chiều cao dầm, ymax / h  

1/5. Với giả thiết thứ hai  thì biến dạng trƣợt do ứng suất tiếp gây ra không đƣợc xét 

trong tính độ võng của dầm nhƣ trình bày dƣới đây. Gỉả thiết này chỉ đúng khi tỉ lệ 

h/l  1/5.  Chuyển vị ngang  u của điểm nằm ở độ cao z so với trục dầm bằng 
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Biến dạng và ứng suất xác định nhƣ sau 

  
2

2

dx

yd
z

x
 ; 

2

2

dx

yd
Ez

xx
  

TTH

-h
/2

h
/2

Z

u

 
Hình 1.2. Phân tố dầm 

 Momen tác dụng lên trục dầm: 

 



2/

2/
2

23

2

2

2

12

h

h dx

ydEbh
dz

dx

yd
EbzM  

hay                          EJM                                                                              (1.7)           

trong đó:                 
12

3Ebh
EJ   , 

2

2

dx

yd
  

EJ đƣợc gọi là độ cứng uốn của dầm;   là độ cong của đƣờng đàn hồi và sẽ đƣợc 

gọi là biến dạng uốn; b là chiều rộng dầm. Để đơn giản trình bày, ở đây chỉ dùng 

trƣờng hợp dầm có tiết diên chữ nhật. 

Cách tính nội lực momen ở trên không xét đến biến dạng trƣợt do các ứng 

suất tiếp gây ra. Tổng các ứng suất tiếp σzx trên mặt cắt sẽ cho ta lực cắt Q tác dụng 

lên trục dầm:                                                  



2/

2/

h

h

zx
dzQ   

Biểu thức của ứng suất tiếp σzx   trong tích phân trên sẽ trình bày sau.  

Nhờ các giả thiết nêu trên, thay cho trạng thái ứng suất trong dầm, ta chỉ cần nghiên 

cứu phƣơng trình cân bằng của các nội lực M và Q tác dụng lên trục dầm. 

Xét phân tố dx của trục dầm chịu tác dụng của các lực M,Q và ngoại lực phân bố q, 

hình 1.3. Chiều dƣơng của M, Q và q trên hình vẽ tƣơng ứng với chiều dƣơng của 

độ võng hƣớng xuống dƣới. 

M

M + dM

2o

Q + dQ

Q

21

dx

q(x)

 



13 

 

Hình 1.3. Xét cân bằng phân tố 

Lấy tổng momen đối với điểm O2, bỏ qua các vô cùng bé bậc cao ta có 

                                   0Q
dx

dM
                                                                  (1.8) 

Lấy tổng hình chiếu các lực lên trục thẳng đứng: 

                                    0 q
dx

dQ
                                                                   (1.9) 

Phƣơng trình (1.8) là phƣơng trình liên hệ giữa momen uốn và lực cắt, 

phƣơng trình (1.9) là phƣơng trình cân bằng lực cắt Q và ngoại lực phân bố q. Đó là 

hai phƣơng trình xuất phát (hai phƣơng trình đầu tiên) của phƣơng pháp cân bằng 

phân tố. Lấy đạo hàm phƣơng trình (1.8) theo x rồi cộng với phƣơng trình (1.9), ta 

có phƣơng trình dẫn xuất sau  

                                    0
2

2

 q
dx

Md
                                                             (1.10) 

Thay M xác định theo (1.7) vào (1.10) nhận đƣợc phƣơng trình vi phân xác 

định đƣờng đàn hồi của thanh 

                                     q
dx

yd
EJ 

4

4

                                                               (1.11) 

Phƣơng trình (1.11) đƣợc giải với các điều kiện biên của y và các đạo hàm 

đến bậc ba của y (4 điều kiện), hai điều kiện biên tại mỗi đầu cuối thanh. 

Các điều kiện biên thƣờng dùng nhƣ sau 

a) Liên kết khớp tại x=0:  

        Chuyển vị bằng không, 0
0


x
y ,   momen uốn 0M , suy ra  0

0

2

2


x

dx

yd
  

b) Liên kết ngàm tại x=0: 

        Chuyển vị bằng không,  0
0


x
y , góc xoay bằng không,  0

0


xdx

dy
   

 c) không có gối tựa tại x=0: 
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          Momen uốn 0M , suy ra  0
0

2

2


x

dx

yd
 ; lực cắt Q=0, suy ra 0

0

3

3


x

dx

yd
 

Các điều kiện tại x=l cũng lấy tƣơng tự nhƣ trên. 

Bây giờ  tìm hiểu sự phân bố ứng suất tiếp σzx trên chiều dày h của dầm. 

Trƣớc tiên viết phƣơng trình cân bằng ứng suất trên trục x nhƣ sau 

                    0










zx

xzxx


   hay        
3

3

dx

yd
Ez

xz

xxxz 







 
      

 Tích phân phƣơng trình trên theo z:         xC
dx

ydEz
xz


3

32

2
  

 Hàm  xC  xác định từ điều kiện ứng suất tiếp bằng không tại mặt trên và mặt dƣới 

dầm, 
2

h
z  . Ta có:                                    

3

32

8 dx

ydEh
xC   

Ứng suất tiếp phân bố trên mặt cắt dầm có dạng 

                                22

3

3

4
8

hz
dx

ydE
xz

  

Đó là hàm parabol bậc hai.Ứng suất tiếp lớn nhất tại trục dầm (z=0) có giá trị bằng  

                                
3

32

0 8 dx

ydEh
zxz




       

Tích phân hàm ứng suất tiếp theo chiều cao dầm rồi nhân với chiều rộng b ta có 

lực cắt Q tác dụng lên phần trái của dầm   

                                     
3

33

12 dx

ydEbh
Q        

Ứng suất tiếp trung bình trên chiều cao dầm bằng:  
3

32

12 dx

ydEhtb

xz
  

Tỉ lệ giữa ứng suất tiếp max tại trục dầm và ứng suất trung bình α=1.5.                                     

1.2. Phƣơng pháp năng lƣợng 

 Năng lƣợng của cơ hệ bao gồm động năng T và thế năng П. Động năng đƣợc 

xác định theo khối lƣợng và vận tốc chuyển động, còn thế năng П bao gồm thế năng 

biến dạng và công của các trƣờng lực, phụ thuộc vào chuyển vị. Trƣờng lực là lực 

có thế nhƣ lực trọng trƣờng. Các lực ngoài tác dụng lên cơ hệ là lực không thế. 
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Đối với hệ bảo toàn, năng lƣợng là không đổi 

                T+ П = const                                                              (1.12) 

Do đó tốc độ thay đổi năng lƣợng phải bằng không 

 

Ta xét bài toán tĩnh, T=0, do đó 

                                 П = const                                                                 (1.14) 

 Thế năng П có thể biểu thị qua ứng suất và nội lực cũng có thể biểu thị qua 

chuyển vị và biến dạng. Vì vậy ta có hai nguyên lý biến phân năng lƣợng sau: 

    Nguyên lý thế năng biến dạng cực tiểu 

 Khi phƣơng trình cân bằng đƣợc biểu thị qua ứng suất hoặc nội lực và do đó 

thế năng biến dạng cũng biểu thị qua ứng suất hoặc nội lực ta có nguyên lý thế năng 

biến dạng cực tiểu, nguyên lý Castiliano (1847-1884). Nguyên lý phát biểu nhƣ sau: 

 Trong tất cả các trạng thái cân bằng lực có thể thì trạng thái cân bằng thực 

xảy ra khi thế năng biến dạng là cực tiểu. 

 Trạng thái cân bằng lực có thể là trạng thái mà các lực tác dụng lên phân tố 

thỏa mãn các phƣơng trình cân bằng. Ta viết nguyên lý dƣới dạng sau: 

                                         min F          

Với ràng buộc là các phƣơng trình cân bằng viết dƣới dạng lực. 

Đối với dầm ta có: 

 

 

Nội lực cần tìm mômen uốn là hàm phân bố theo chiều dài dầm M(x) và phải thỏa 

mãn các điều kiện liên kết ở hai đầu thanh (đƣợc xác định ở hai đầu thanh). Đây là 
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bài toán cực trị có ràng buộc. Bằng cách dùng thừa số Lagrange  đƣa về bài 

toán không ràng buộc sau: 

 

 là thừa số Lagrange và cũng là ẩn của bài toán. Theo phép tính biến phân từ 

phiếm hàm (1.17) ta nhận đƣợc hai phƣơng trình sau (phƣơng trình Euler– 

Lagrange). 

 

 

 có thứ nguyên là chuyển vị cho nên phƣơng trình (1.18) biểu thị quan hệ giữa 

M và chuyển vị. Thế (1.18) vào (1.19) ta có 

 

 là độ võng của dầm và phƣơng trình (1.20) là phƣơng trình vi phân cân bằng 

của dầm viết theo chuyển vị nhận đƣợc ở trên. 

      Nguyên lý công bù cực đại 

Khi dùng ẩn là các chuyển vị và biến dạng thì có nguyên lý công bù cực đại. 

Trong tất cả các chuyển vị động học có thể (khả dĩ) thì chuyển vị thực là 

chuyển vị có công bù cực đại. 

 Chuyển vị động học có thể là chuyển vị thỏa mãn các phƣơng trình liên hệ 

giữa chuyển vị và biến dạng và thỏa mãn các điều kiện biên. Công bù bằng tích của 

ngoại lực và chuyển vị trừ đi năng lƣợng biến dạng. 

                      [Công ngoại lực – thế năng biến dạng]→max                  

Với ràng buộc là các phƣơng trình liên hệ giữa chuyển vị và biến dạng. 



17 

 

Lấy ví dụ đối với dầm chịu uốn, ta có 

 

Với ràng buộc:  

 

 là biến dạng uốn cũng là độ cong của đƣờng độ võng. Tích phân thứ nhất trong 

(1.21) là công toàn phần của ngoại lực (không có hệ số ½), tích phân thứ hai là thế 

năng biến dạng biểu thị qua biến dạng uốn. 

Thay từ (1.22) vào (1.21), ta có  

 

Thay dấu của (1.23) ta có  

 

Khi y có giá trị xác định tại hai đầu mút dầm thì điều kiện cần để biểu thức (1.24) 

cực tiểu là phƣơng trình Euler sau 

 

Phƣơng trình (1.25) là phƣơng trình vi phân cân bằng của dầm chịu uốn. Nguyên lý 

công bù cực đại dƣới dạng biểu thức (1.24) đƣợc sử dụng rộng rãi trong tính toán 

công trình theo phƣơng pháp phần tử hữu hạn.  

1.3. Nguyên lý công ảo 

  Nguyªn lý c«ng ¶o ®­îc sö dông rÊt réng r·i trong c¬ 

häc. Theo K.F. Gauss (1777-1855) th× mäi nguyªn lý trong 
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c¬ häc hoÆc trùc tiÕp hoÆc gi¸n tiÕp ®Òu rót ra tõ 

nguyªn lý chuyÓn vÞ ¶o.  

XÐt c¬ hÖ chÊt ®iÓm ë tr¹ng th¸i c©n b»ng ta cã 

  ,0,0,0 ZYX                                           

(1.26)                                                                

 ZYX ;; : lµ tæng h×nh chiÕu cña tÊt c¶ c¸c lùc t¸c 

dông lªn ba trôc cña hÖ to¹ ®é §Ò c¸c. Ta viÕt biÓu thøc 

sau: 

  ,0WZVYUX                                                

(1.27) 

ë ®©y xem c¸c ;;; WVU   lµ c¸c thõa sè bÊt kú. 

Tõ (1.26) ta cã (1.27) vµ ng­îc l¹i tõ (1.27) ta sÏ 

nhËn ®­îc (1.26) bëi v× c¸c ;;; WVU   lµ nh÷ng thõa sè 

bÊt kú. B©y giê ta xem ;;; WVU   lµ c¸c biÕn ph©n cña 

c¸c chuyÓn vÞ ¶o theo ba chiÒu cña hÖ to¹ ®é vu«ng gãc. 

ChuyÓn vÞ ¶o lµ chuyÓn vÞ bÐ do nguyªn nh©n bÊt kú bªn 

ngoµi nµo ®ã g©y ra. C¸c chuyÓn vÞ ¶o nµy ph¶i tho¶ m·n 

c¸c ®iÒu kiÖn liªn kÕt cña hÖ. 

Khi cã chuyÓn vÞ ¶o th× vÞ trÝ cña c¸c lùc t¸c dông 

trªn hÖ cã thÓ thay ®æi nh­ng ph­¬ng chiÒu vµ ®é lín cña 

nã vÉn gi÷ nguyªn kh«ng ®æi. Nh­ vËy, c¸c chuyÓn vÞ ¶o
 

WVU  ;; lµ c¸c ®¹i l­îng ®éc lËp víi lùc t¸c dông vµ tõ 

hai biÓu thøc (1.26) vµ (1.27) ta cã nguyªn lý c«ng ¶o: 

NÕu nh­ tæng c«ng cña c¸c lùc t¸c dông cña hÖ thùc 

hiÖn trªn c¸c chuyÓn vÞ ¶o b»ng kh«ng th× hÖ ë tr¹ng 

th¸i c©n b»ng. 
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§èi víi hÖ ®µn håi (hÖ biÕn d¹ng) th× ngoµi ngo¹i 

lùc cßn cã néi lùc. VÊn ®Ò ®Æt ra ë ®©y lµ c¸ch tÝnh 

c«ng cña néi lùc nh­ thÕ nµo. 

Tr­íc hÕt ta cÇn ph¶i ®­a thªm yªu cÇu ®èi víi chuyÓn vÞ 

¶o nh­ sau: 

C¸c chuyÓn vÞ ¶o ph¶i tho¶ m·n c¸c liªn hÖ gi÷a 

chuyÓn vÞ vµ biÕn d¹ng. NÕu nh­ c¸c chuyÓn vÞ cã biÕn 

d¹ng ...;;
y

v

x

u
yx









   th× biÕn ph©n c¸c chuyÓn vÞ ¶o 

wvu  ;; còng ph¶i cã c¸c biÕn d¹ng ¶o t­¬ng øng:   

                       ...;; v
y

u
x









. 

Th«ng th­êng c«ng cña néi lùc (hoÆc øng suÊt) ®­îc 

tÝnh qua thÕ n¨ng biÕn d¹ng. Khi cã c¸c chuyÓn vÞ ¶o 

;;; WVU   th× thÕ n¨ng biÕn d¹ng  sÏ thay ®æi b»ng ®¹i 

l­îng biÕn ph©n  . Do ®ã nguyªn lý chuyÓn vÞ ¶o ®èi víi 

hÖ biÕn d¹ng ®­îc viÕt nh­ sau: 

  ,0WZVYUX                                      

(1.28) 

C¸c ®¹i l­îng biÕn ph©n trong (1.28) ®Òu lµ chuyÓn 

vÞ ¶o cho nªn nÕu xem néi lùc (øng suÊt) trong qu¸ tr×nh 

chuyÓn vÞ ¶o còng kh«ng ®æi th× dÊu biÕn ph©n trong 

(1.28) cã thÓ viÕt l¹i nh­ sau: 

  0  ZWYVXU                                               

(1.29) 

Hai biÓu thøc (1.28) vµ (1.29) d­íi d¹ng chi tiÕt h¬n 

®­îc tr×nh bµy trong [30, Tr.261]. 
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 



















l

dxqy
dx

yd

0

2

2

2

0
2

1
  hay  




















l

dxqy
dx

yd

0

2

2

2

0
2

1
                             

(1.30) 

Ph­¬ng tr×nh Euler cña (1.30) nh­ sau:  0
4

4

 q
dx

yd
EJ

 

1.4.  Ph­¬ng tr×nh Lagrange:  

Ph­¬ng tr×nh Lagrange lµ ph­¬ng tr×nh vi ph©n cña 

chuyÓn ®éng ®­îc biÓu thÞ qua c¸c to¹ ®é tæng qu¸t (c¸c 

chuyÓn vÞ tæng qu¸t).  

Gäi T lµ ®éng n¨ng vµ  lµ thÕ n¨ng cña hÖ, c¸c qi 

lµ c¸c chuyÓn vÞ tæng qu¸t vµ Qi lµ c¸c lùc tæng qu¸t th× 

ph­¬ng tr×nh Lagrange cã d¹ng: 

,i

iii

Q
qq

T

q

T

dt

d

























(i=1,2,3......,n)                                 

(1.31) 

trong ®ã: 
t

q
q i

i



  lµ vËn tèc cña chuyÓn ®éng. §èi víi mçi 

chuyÓn vÞ qi sÏ cã mét ph­¬ng tr×nh Lagrange. §éng n¨ng T 

trong to¹ ®é tæng qu¸t lµ hµm cña vËn tèc vµ cã thÓ lµ 

hµm cña c¶ chuyÓn vÞ tæng qu¸t.  

 ThÕ n¨ng toµn phÇn cña hÖ bao gåm thÕ n¨ng biÕn d¹ng 

vµ thÕ n¨ng cña lùc cã thÕ (lùc träng tr­êng lµ lùc cã 

thÕ). Qi lµ lùc kh«ng thÕ cã thÓ ®­îc hiÓu lµ c¸c lùc 

ngoµi t¸c dông lªn hÖ (lùc tæng qu¸t).  ¸p dông 

ph­¬ng tr×nh Lagrange ®Ó x©y dùng ph­¬ng tr×nh chuyÓn 

®éng cña dÇm chÞu uèn nh­ sau: 

Gäi yi lµ chuyÓn vÞ (tæng qu¸t) cña ®iÓm i cña dÇm 

vµ qi lµ lùc t¸c dông t¹i ®iÓm i cña dÇm vµ mi lµ khèi 

l­îng. 
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§éng n¨ng cña dÇm 

dxymT
i

n

i

2

1 2

1




    trong ®ã:     
t

y
y i

i



                                      

(1.32) 

ThÕ n¨ng biÕn d¹ng cña dÇm chÞu uèn 

2

2

2

1 2

1

i

i
n

i x

y
EJ 












 



                                                                  

(1.33) 

DÊu tæng lÊy cho tÊt c¶ c¸c ®iÓm i cña dÇm. Ph­¬ng tr×nh 

Lagrange ®èi víi dÇm cã d¹ng 

,i

iii

q
yy

T

y

T

t





























                                                         

(1.34) 

Ta tÝnh hai thµnh phÇn ®Çu cña ph­¬ng tr×nh (1.34)  

ii

i

iii

i

ym
t

y
mym

ty

T

t






























2

2

                                         

(1.35) 

0




i
y

T
 

§Ó tÝnh thÕ n¨ng biÕn d¹ng cã thÓ dïng ph­¬ng ph¸p sai 

ph©n h÷u h¹n, h×nh 1.5. 

         Bëi v× ®é vâng yi cña 

dÇm chØ cã mÆt trong biÓu thøc 

thÕ n¨ng biÕn d¹ng cña ba ®iÓm 

liªn tiÕp i-1, i vµ i+1, cho nªn 

chØ cÇn tÝnh thÕ n¨ng biÕn d¹ng 

cña dÇm (1.33) cho ba ®iÓm nµy, 

x lµ kho¶ng c¸ch gi÷a c¸c ®iÓm. 

 

 

i-2 i-1 i i+1 i+2

 

H×nh 1.4. B­íc sai 

ph©n 
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(1.36) 

Tæng céng ba ph­¬ng tr×nh trªn cho ta thÕ n¨ng cña dÇm 

®Ó tÝnh yi. Ta tÝnh 

i
y


 cña ph­¬ng tr×nh (1.34). 
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(1.37) 

BiÓu thøc (1.37) biÓu thÞ sai ph©n h÷u h¹n cña 

i
x

y
EJ

4

4




. 

Céng (1.35) vµ (1.37) nhËn ®­îc ph­¬ng tr×nh Lagrange 

®èi víi chuyÓn vÞ yi  
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(1.38) 

§iÓm i lµ bÊt kú nªn nhËn ®­îc ph­¬ng tr×nh vi ph©n c©n 

b»ng cña dÇm 
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(1.39) 
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§èi víi bµi to¸n tÜnh T=0 ta cã: q
dx

yd
EJ 

4

4

 

                                              

(1.40) 

Ph­¬ng ph¸p sö dông ph­¬ng tr×nh Lagrange ®Ó nhËn ®­îc 

ph­¬ng tr×nh vi ph©n cña ®­êng ®é vâng cña dÇm tr×nh bµy 

ë ®©y lµ cña t¸c gi¶. 

ë trªn tr×nh bµy bèn ph­¬ng ph¸p chung ®Ó x©y dùng 

bµi to¸n c¬, lÊy bµi to¸n dÇm chÞu uèn lµm vÝ dô ®Ó biÕt 

c¸ch sö dông chóng vµ ®Ó thÊy bèn ®­êng lèi ®ã lµ t­¬ng 

®­¬ng nhau nghÜa lµ ®Òu dÉn vÒ ph­¬ng tr×nh vi ph©n c©n 

b»ng cña hÖ. 

 

2. Bài toán cơ học kết cấu và các phƣơng pháp giải 

Bài toán cơ học kết cấu nhằm xác định nội lực và chuyển vị của hệ thanh, 

tấm, vỏ dƣới tác dụng của các loại tải trọng, nhiệt độ, chuyển vị cƣỡng bức,…và 

đƣợc chia làm hai loại: 

- Bài toán tĩnh định: là bài toán có cấu tạo hình học bất biến hình và đủ liên kết tựa 

với đất, các liên kết sắp xếp hợp lý, chịu các loại tải trọng. Để xác định nội lực và 

chuyển vị chỉ cần dùng các phƣơng trình cân bằng tĩnh học là đủ; 

- Bài toán siêu tĩnh: là bài toán có cấu tạo hình học bất biến hình và thừa liên kết 

(nội hoặc ngoại) chịu các loại tải trọng, nhiệt độ, chuyển vị cƣỡng bức,…Để xác 

định nội lực và chuyển vị ngoài các phƣơng trình cân bằng ta còn phải bổ sung các 

phƣơng trình biến dạng. 

Nếu tính đến tận ứng suất, có thể nói rằng mọi bài toán cơ học vật rắn biến 

dạng nói chung và bài toán cơ học kết cấu nói riêng đều là bài toán siêu tĩnh. 

Đã có nhiều phƣơng pháp để giải bài toán siêu tĩnh. Hai phƣơng pháp truyền 

thống cơ bản là phƣơng pháp lực và phƣơng pháp chuyển vị. Khi sử dụng chúng 

thƣờng phải giải hệ phƣơng trình đại số tuyến tính. Số lƣợng các phƣơng trình tùy 

thuộc vào phƣơng pháp phân tích. Từ phƣơng pháp chuyển vị ta có hai cách tính gần 
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đúng hay đƣợc sử dụng là H. Cross và G. Kani. Từ khi xuất hiện máy tính điện tử, 

ngƣời ta bổ sung thêm các phƣơng pháp số khác nhƣ: Phƣơng pháp phần tử hữu 

hạn; Phƣơng pháp sai phân hữu hạn… 

2.1. Phƣơng pháp lực 

 Trong hệ siêu tĩnh ta thay các liên kết thừa bằng các lực chƣa biết, còn giá trị 

các chuyển vị trong hệ cơ bản tƣơng ứng với vị trí và phƣơng của các lực ẩn số do 

bản thân các lực đó và do các nguyên nhân bên ngoài gây ra bằng không. Từ điều 

kiện này ta lập đƣợc hệ các phƣơng trình đại số tuyến tính, giải hệ này ta tìm đƣợc 

các ẩn số và từ đó suy ra các đại lƣợng cần tìm. 

2.2. Phƣơng pháp chuyển vị 

Khác với phƣơng pháp lực, phƣơng pháp chuyển vị lấy chuyển vị tại các nút 

làm ẩn. Những chuyển vị này phải có giá trị sao cho phản lực tại các liên kết đặt 

thêm vào hệ do bản thân chúng và do các nguyên nhân bên ngoài gây ra bằng không. 

Lập hệ phƣơng trình đại số tuyến tính thỏa mãn điều kiện này và giải hệ đó ta tìm 

đƣợc các ẩn, từ đó xác định các đại lƣợng còn lại. Hệ cơ bản trong phƣơng pháp 

chuyển vị là duy nhất và giới hạn giải các bài toán phụ thuộc vào số các phần tử mẫu 

có sẵn. 

2.3. Phƣơng pháp hỗn hợp và phƣơng pháp liên hợp 

Phƣơng pháp hỗn hợp, phƣơng pháp liên hợp là sự kết hợp song song giữa phƣơng 

pháp lực và phƣơng pháp chuyển vị. Trong phƣơng pháp này ta có thể chọn hệ cơ 

bản theo phƣơng pháp lực nhƣng không loại bỏ hết các liên kết thừa mà chỉ loại bỏ 

các liên kết thuộc bộ phận thích hợp với phƣơng pháp lực; hoặc chọn hệ cơ bản theo 

phƣơng pháp chuyển vị nhƣng không đặt đầy đủ các liên kết phụ nhằm ngăn cản 

toàn bộ các chuyển vị nút mà chỉ đặt các liên kết phụ tại các nút thuộc bộ phận thích 

hợp với phƣơng pháp chuyển vị. Trƣờng hợp đầu hệ cơ bản là siêu tĩnh, còn trƣờng 

hợp sau hệ cơ bản là siêu động. 

 Trong cả hai cách nói trên, bài toán ban đầu đƣợc đƣa về hai bài toán độc lập: 

Một theo phƣơng pháp lực và một theo phƣơng pháp chuyển vị. 

2.4. Phƣơng pháp phần tử hữu hạn 
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 Thực chất của phƣơng pháp phần tử hữu hạn là rời rạc hóa bản thân kết cấu 

(chia kết cấu thành một số phần tử có kích thƣớc hữu hạn). Các phần tử liền kề liên 

hệ với nhau bằng các phƣơng trình cân bằng và các phƣơng trình liên tục. 

 Để giải quyết bài toán cơ học kết cấu, có thể tiếp cận phƣơng pháp này bằng 

đƣờng lối trực tiếp, suy diễn vật lý hoặc đƣờng lối toán học, suy diễn biến phân. Tuy 

nhiên bằng cách nào đi chăng nữa thì kết quả thu đƣợc là một ma trận (độ cứng hoặc 

độ mềm). Ma trận đó đƣợc xây dựng dựa trên cơ sở cực trị hóa phiếm hàm biểu diễn 

năng lƣợng.  Trong phạm vi mỗi phần tử riêng biệt, các hàm chuyển vị đƣợc xấp xỉ 

gần đúng theo một dạng nào đó, thông thƣờng là các đa thức. 

2.5. Phƣơng pháp sai phân hữu hạn 

Phƣơng pháp sai phân hữu hạn cũng là thay thế hệ liên tục bằng mô hình rời rạc, 

song hàm cần tìm (hàm mang đến cho phiếm hàm giá trị dừng), nhận những giá trị 

gần đúng tại một số hữu hạn điểm của miền tích phân, còn giá trị các điểm trung 

gian sẽ đƣợc xác định nhờ một phƣơng pháp tích phân nào đó.  Phƣơng pháp này 

cho lời giải số của phƣơng trình vi phân về chuyển vị và nội lực tại các điểm nút. 

Thông thƣờng ta phải thay đạo hàm bằng các sai phân của hàm tại các nút. Phƣơng 

trình vi phân của chuyển vị hoặc nội lực đƣợc viết dƣới dạng sai phân tại mỗi nút, 

biểu thị quan hệ của chuyển vị tại một nút và các nút lân cận dƣới tác dụng của 

ngoại lực. 

2.6. Phƣơng pháp hỗn hợp sai phân – biến phân 

 Kết hợp phƣơng pháp sai phân với phƣơng pháp biến phân ta có một phƣơng 

pháp linh động hơn: Hoặc là sai phân các đạo hàm trong phƣơng trình biến phân 

hoặc là sai phân theo một phƣơng và biến phân theo một phƣơng khác (đối với bài 

toán hai chiều). 
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CHƢƠNG 2.  

PHƢƠNG PHÁP NGUYÊN LÝ CỰC TRỊ GAUSS 

 

Trong chƣơng 1 đã trình bày bốn đƣờng lối xây dựng bài toán cơ học và các 

phƣơng pháp giải hiện nay thƣờng dùng trong các giáo trình, tài liệu trong và ngoài 

nƣớc. Khác với chƣơng 1, chƣơng này trình bày nguyên lý Gauss, sau đó trình bày 

phƣơng pháp mới dựa trên nguyên lý cực trị Gauss để xây dựng và giải các bài toán 

cơ học dƣới dạng tổng quát, chủ yếu là của cơ hệ vật rắn biến dạng. Để đạt mục tiêu 

trên, trong chƣơng còn giới thiệu các khái niệm ứng suất và biến  dạng của cơ hệ 

môi trƣờng liên tục và của cơ học kết cấu. Cuối cùng, để làm ví dụ, trình bày việc áp 

dụng phƣơng pháp mới để nhận đƣợc  các phƣơng trình vi phân cân bằng của cơ hệ. 

2.1. Nguyên lí cực trị Gauss  

   Năm 1829 nhà toán học ngƣời Đức K.F. Gauss đã đƣa ra nguyên lý sau đây 

đối với cơ hệ chất điểm [1,tr. 171]:  

“Chuyển động thực của hệ chất điểm có liên kết tùy ý chịu tác động bất kì ở 

mỗi thời điểm xảy ra một cách phù hợp nhất có thể với chuyển động của hệ đó khi 

hoàn toàn tự do, nghĩa là chuyển động thực xảy ra với lượng cưỡng bức tối thiểu 



27 

 

nếu như số đo lượng cưỡng bức lấy bằng tổng các tích khối lượng chất điểm với 

bình phương độ lệch vị trí chất điểm so với vị trí khi chúng hoàn toàn tự do”. 

 Gọi 
i

m  là khối lƣợng chất điểm, Ai là vị trí của nó, 
i

B  là vị trí sau thời đoạn 

vô cùng bé do tác động lực ngoài và do vận tốc ở đầu thời đoạn gây ra, iC  là vị trí có 

thể ( bị ràng buộc bởi liên kết) thì lƣợng cƣỡng bức đƣợc viết nhƣ sau:                      

                                       MinCBmZ
ii

i

i


2  
                                        (2.1) 

Dấu tổng trong (2.1)  lấy theo số chất điểm. 

  Sử dụng nguyên lý vận tốc ảo và nguyên lý D ‘Alembert, xét hệ ở trạng thái 

cân bằng và cho rằng có lực với độ lớn tỉ lệ với độ dài  
ii

CB  tác dụng theo chiều từ  

i
C  đến 

i
B , Gauss đã chứng minh nguyên lý của mình  [1,tr. 172] . 

  Để có thể sử dụng nguyên lý Gauss cần biết đại lƣợng biến phân của nó. 

Theo [1,tr. 889], Gibbs (năm 1879) và Appell  (năm 1899) đi từ các lập luận khác 

nhau đều nhận đƣợc nguyên lý Gauss và chỉ ra rằng đại lƣợng biến phân của nguyên 

lý này là gia tốc. Điều này có nghĩa là: 

                                ri = 0 ;     r i = 0 ;      r i    0                                              (2.2)      

ở đây  là kí hiệu biến phân ( lấy vi phân khi cố định thời gian ), ri , r i  và r i lần 

lƣợt là vectơ toạ độ, vectơ vận tốc và vectơ gia tốc của điểm  i.  Chuyển dịch của 

chất điểm của hệ có liên kết dƣới tác dụng của lực Fi  sau thời đoạn  dt  tính theo 

công thức sau đây:  

                                               
2

2

1
dtrdtrr

iii
                                                       (2.3) 

 Vì   ri = 0 và   r i = 0  nên chuyển dịch của chất điểm hoàn toàn tự do (có thể hình 

dung ở đầu thời đoạn dt liên kết đƣợc giải phóng nhƣng vẫn giữ lực tác dụng) sau 

thời đoạn dt là : 

                                               2

2

1
dt

m

F
dtrr

i

i

ii
                                                      (2.4) 

Hiệu của (2.4) và (2.3) cho ta độ lệch vị trí của chất điểm có liên kết so với vị trí của 

nó khi hoàn toàn tự do. 
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Có thể xem dt là hằng thì lƣợng cƣỡng bức Z theo (2.1) đƣợc viết dƣới dạng lực nhƣ 

sau (với độ chính xác bằng thừa số dt
4 
/ 4) : 

                                            Minr
m

F
mZ

i

i

i

i

i











2

                                 (2.5) 

hoặc  

                                           Z   =  
i

i
m

1
 iF - im ir )

2
      Min                            (2.5a)                                           

     Khi  tính lƣợng cƣỡng bức theo (2.5) cần xem gia tốc là đại lƣợng biến phân    

(biến phân kiểu Gauss theo cách nói của Boltzmann ). Nhƣ vậy, phƣơng pháp tìm 

cực tiểu của các bài toán cơ học đƣợc xây dựng theo nguyên lý (2.5) không thể  là 

bất kỳ mà phải là (khi không có ràng buôc nào khác): 

                                                0




i
r

Z


                                                            (2.6) 

Điều kiện (2.6) sẽ cho ta phƣơng trình cân bằng. Thật vậy, áp dụng (2.6) vào (2.5) ta 

nhận đƣợc phƣơng trình cân bằng của hệ ( ở đây lực tác dụng bằng lực quán tính).  

Appell và Boltzmann (năm 1897)  còn cho biết nguyên lý Gauss đúng cho hệ liên 

kết holonom và cả hệ liên kết không holonom [1,tr. 890].  

 Nguyên lý Gauss (2.1) hoặc (2.5) có dạng của phƣơng pháp bình phƣơng tối thiểu 

là phƣơng pháp cũng do Gauss đƣa ra và đƣợc dùng rộng rãi trong toán học hiện đại, 

trong giải tích cũng nhƣ trong lời giải số. Có lẽ vì vậy nguyên lý Gauss thu hút sự 

chú ý của nhiều nhà khoa học, thí dụ, Hertz (năm 1894) dựa trên ý tƣởng lƣợng 

cƣỡng bức đƣa ra nguyên lý đƣờng thẳng nhất (đƣờng có độ cong nhỏ nhất) hoặc 

Prigogine (năm 1954) và Gyarmati (năm 1965) đã xây dựng đƣợc lƣợng cƣỡng bức 

của các quá trình không hồi phục trong nhiệt động lực học [2]. 

   Các tài liệu giáo khoa về cơ học thƣờng giới thiệu nguyên lý Gauss dƣới dạng 

(2.5) là dạng dùng đƣợc để tính toán. Nhƣng nguyên lý (2.5) với đại lƣợng biến 

phân là gia tốc  chỉ là một biểu thị của  nguyên lý Gauss (2.1)  bởi vì  đại lƣợng biến 

phân trong cơ học  còn có thể là chuyyển vị và vận tốc nhƣ trình bày sau đây. 

2.2. Phƣơng pháp nguyên lý cực trị Gauss 
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  Trong bài viết của mình Gauss nêu nhận xét rằng nguyên lý vận tốc ảo biến 

vấn đề tĩnh học thành vấn đề toán học thuần tuý, còn nguyên lý D’Alembert đưa bài 

toán động lực học về bài toán tĩnh học và mọi nguyên lý của cơ học hoặc nhiều hoặc 

ít đều có thể trực tiếp rút ra từ hai nguyên lý trên. Dƣới đây trình bày phƣơng pháp 

dựa trên nguyên lý chuyển vị ảo để nhận đƣợc biểu thức (2.1) của nguyên lý Gauss. 

  Xét hệ chất điểm có liên kết tuỳ ý ở một thời điểm bất kì nào đó có nghĩa là 

phải đƣa lực quán tính fi của hệ tại thời điểm đó tác dụng lên hệ. Đối với hệ hoàn 

toàn tự do lực quán tính f0i của nó bằng với ngoại lực (chỉ số ‘0’ ở chân  kí tự chỉ 

rằng kí tự đó thuộc hệ so sánh, trƣờng hợp này là hệ hoàn toàn tự do có cùng khối 

lƣợng và cùng chịu tác dụng lực ngoài giống nhƣ hệ có liên kết). Nhƣ vậy, các lực 

tác dụng lên hệ có liên kết gồm các lực fi= mi r i và các lực f0i  =  mi r 0i  (thay cho 

ngoại lực). Theo nguyên lý chuyển vị ảo đối với liên kết giữ (liên kết dƣới dạng 

đẳng thức) và không giữ (liên kết dƣới dạng bất đẳng thức) điều kiện cần và đủ để 

hệ ở trạng thái cân bằng là [1,tr. 887] : 

                                      0
0


i

iii
rff                                                  (2.7)  

Biểu thức (2.7) cũng đƣợc  Fourier (năm 1798 ) và Ostrogradsky ( năm 1838) độc 

lập đƣa ra. 

Có thể nhận xét ngay rằng phần trong ngoặc đơn của (2.7) biểu thị  lực tác dụng lên 

hệ nên phải bằng không để hệ ở trạng thái cân bằng.     

Trong biểu thức (2.7) cần xem các chuyển vị ri độc lập đối với lực tác dụng. Cho 

nên từ (2.7) có thể viết: 

                                      MinrffZ
i

iii
 0

                                      (2.8)           

Trong (2.8) ri là các biến độc lập cần tìm để bảo đảm cho Z cực tiểu. Vì chuyển vị  

r0i của hệ hoàn toàn tự do  đã biết nên biểu thức (2.8) tƣơng đƣơng với các biểu thức 

dƣới đây: 

                                     Z   = 
i

 ii ff 0  ii rr 0            Min                           (2.8a) 

hoặc                        

                                     Z   = 
i

im 







 i

i

i r
m

f
0
  ( ii rr 0 )      Min                         (2.8b) 
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Dễ dàng nhận thấy (2.8b) là tích của khối lƣợng mi với bình phƣơng độ lệch vị trí 

chất điểm  và do đó Z xác định theo (2.8) là lƣợng cƣỡng bức của nguyên lý Gauss 

(với độ chính xác bằng thừa số dt
2
/ 2 ).  So với (2.5), lƣợng cƣỡng bức Z xác định 

theo (2.8)  biểu thị đầy đủ và rõ ràng tƣ tƣởng của nguyên lý Gauss  thể hiện ở chỗ, 

thứ nhất, nó cho phép so sánh hệ có liên kết với hệ hoàn toàn tự do, thứ hai, đại 

lƣợng không biết (đại lƣợng biến phân) trong (2.8) là chuyển vị giống nhƣ trong 

(2.1). Cực tiểu của (2.8) cần và phải đƣợc tìm từ điều kiện (khi không có các ràng 

buộc nào khác): 

                                                    
ir

Z




 = 0                                                                (2.9) 

Điều kiện (2.9) áp dụng vào (2.8) cho ta phƣơng trình cân bằng của cơ hệ. 

Ví dụ 1  Ví dụ này lấy từ [3,tr. 64]. Viết phƣơng trình chuyển động của khối lƣợng 

m chạy trên đƣờng cong y= bx
2
  trong mặt phẳng (xy), không có lực ma sát,  dƣới 

tác dụng của trƣờng gia tốc g  (Hình 1.1).   

 

Hình 1.1   

Các lực tác dụng lên khối lƣợng m bao gồm: lực quán tính theo chiều y, lực trọng 

trƣờng theo chiều âm của y, lực quán tính theo x. Chọn hệ so sánh là hệ có cùng 

khối lƣợng m nằm trong trƣờng gia tốc g nhƣng hoàn toàn tự do.   Lƣợng cƣỡng bức 

đƣợc viết theo (2.8) nhƣ sau: 

                                    Z   = xxmymgym )()(          Min                                    (a) 

Thế 2bxy   vào (a) ta có 

                                    Z   = xxmbxmgym )()( 2         Min                                  (b) 

Xem chuyển vị x  là biến độc lập và từ điều kiện  0




x

Z
  nhận đƣợc: 
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                                   022  xbgxybx                                                                 (c) 

Thay y  = 222 xbxbx    vào (c)  nhận đƣợc phƣơng trình chuyển động của khối lƣợng  

m 

                                 024)14( 2222  bgxxxbxxb                                                (d)  

Phƣơng trình (d) là kết quả cần tìm.  

Nhƣ nhận xét của Gauss nêu trên, có thể nói biểu thức (2.7) đã biến vấn đề tĩnh học 

(cân bằng lực) thành vấn đề toán học thuần tuý. Thật vậy, nếu ta dùng gia tốc là đại 

lƣợng biến phân thì  tƣơng tự nhƣ (2.7) có thể viết  

                                         
i

 ii ff 0   r i        0                                         (2.10) 

với điều kiện gia tốc r I là  đại lƣợng độc lập đối với lực tác dụng.   

Từ (1.10) có thể viết  

                                 Z  = 
i

 ii ff 0 r i       Min                                             (2.11)                 

Trong (2.11) cần xem gia tốc  r i  là  đại lƣợng biến phân để bảo đảm cho Z cực tiểu. 

Vì gia tốc  r 0i  của hệ hoàn toàn tự do  đã biết  nên  biểu thức (2.11) tƣơng đƣơng 

với các biểu thức dƣới đây: 

                                 Z  = 
i

 ii ff 0 ( r i- r 0i)             Min                          (2.11a) 

hoặc                         Z   = 
i

im 









 i

i

i r
m

f
0
 ( r i- r 0i)       Min                 

                            Z  =  
i

  2

0 .. iii rrm                          Min                         (2.11b) 

Ta thấy (2.11b) trùng với (2.5). Các gia tốc ir  phải thỏa mãn các liên kết nếu có và 

điều kiện cực tiểu của (2.11) là biểu thức (2.6).  

Ví dụ 2 . Làm lại ví dụ 1 (Hình 1) theo nguyên lí (2.5) hoặc biểu thức (2.11)   

Khối lƣợng m vừa chuyển động theo x, vừa chuyển động theo y, nhƣng do có 

liên kết  y= bx
2
  nên chỉ có một bậc tự do, thí dụ là x. Các lực tác dụng lên m bao 
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gồm: Lực quán tính theo chiều y, lực trọng trƣờng theo chiều âm của y, lực quán tính 

theo x. Lƣợng cƣỡng bức  Z viết theo (2.5) là: 

                                  Z  =   22)( xmy
m

mg
m              Min                                        (a)        

 Lấy đạo hàm ràng buộc  y=bx
2 
  theo thời gian  hai lần ta có : 

                                 222 xbxbxy  
 
                                                                          (b)  

  Thay y  trong (a) bằng (b), nhận đƣợc 

                                 Z = 222 )22( xxbxbxg           Min                                         (c)                  

 Xem gia tốc x  là biến độc lập và từ  điều kiện 0/  xZ   ta có phƣơng trình chuyển 

động của khối lƣợng m nhƣ sau : 

                               024)14( 2222  bgxxxbxxb                                                       (d) 

Phƣơng trình (d) là kết quả cần tìm.  

Tƣơng tự, cũng có thể dùng vận tốc ir  là đại lƣợng biến phân, khi đó lƣợng cƣỡng 

bức  Z  đƣợc viết :  

                               Z   = 
i

 ii ff 0 ir         Min                                          (2.12)   

với điều kiện vận tốc ir  là biến độc lập và thoả mãn các liên kết nếu có. Trong 

trƣờng hợp này điều kiện cực tiểu của nguyên lý(2.12) sẽ là (khi không có ràng buộc 

nào khác) : 

                                                
ir

Z




  = 0                                                                 (2.13) 

Làm lại bài toán của ví dụ 1 với đại lƣợng biến phân là vận tốc (biểu thức 2.12) cũng 

cho ta kết quả đúng đắn.   

Tóm lại, các nguyên lý (2.5) hoặc (2.11) với đại lƣợng biến phân là gia tốc độc lập 

đối với lực tác dụng, nguyên lý (2.8) với đại lƣợng biến phân là chuyển vị độc lập 

đối với lực tác dụng và nguyên lý (2.12) với đại lƣợng biến phân là vận tốc độc lập 

đỗi với lực tác dụng đã biến phƣơng trình cân bằng lực (vấn đề cơ học ) thành các 

bài toán toán học thuần tuý và có thể đƣợc phát biểu nhƣ sau : Chuyển động thực 

của cơ hệ xảy ra khi lượng cưỡng bức Z   



33 

 

- xác định theo (2.5) thì được tìm theo gia tốc , điều kiện (2.6 ) 

- xác định theo (2.8) thì được tìm theo chuyển vị,  điều kiện (2.9) 

- xác định theo (2.12) thì được tìm theo vận tốc, điều kiện (2.13) 

là cực tiểu. 

 Đƣơng nhiên, các đại lƣợng biến phân gia tốc, chuyển vị và vận tốc phải 

thỏa mãn các điều kiện liên kết của hệ.  

 Để có thể áp dụng cho cả các bài  toán tĩnh của môi trƣờng liên tục ta sẽ 

dùng nguyên lý (2.8) với đại lƣợng biến phân là chuyển vị và điều kiện cực tiểu là 

(2.9). Nguyên lí (2.5) không cho phép giải các bài toán tĩnh. Do đó, cách trình bày 

nguyên lý  Gauss dƣới dạng này đã  hạn chế việc sử dụng nguyên lý trong cơ học.                    

 Có thể mở rộng nguyên lý Gauss bằng cách so sánh hệ cần tính với hệ có 

liên kết tuỳ ý chịu tác dụng của lực giống nhƣ hệ cần tính mà lời giải của nó đã biết. 

Khi đó thay cho lực ngoài ta dùng lực liên kết và lực quán tính của hệ so sánh với 

dấu ngƣợc lại để tác động lên hệ cần tính. Điều này là hiển nhiên  bởi vì ngoại lực 

luôn cân bằng với nội lực. Xét ví dụ minh họa sau  

Ví dụ 3 Hệ cần tính là  khối lƣợng m có liên kết lò xo độ cứng k và liên kết nhớt với 

hệ số nhớt c chịu tác dụng lực p(t) (Hình 2.2). Xét dao động thẳng đứng u(t) của m 

so với vị trí cân bằng tĩnh của nó. Bài toán có một bậc dao động tự do. Ta chọn hệ so 

sánh có khối lƣợng m0 và liên kết lò xo độ cứng k0 cùng chịu lực p(t) (Hình 2.2.b).  

 

Hình 2.2  a) Hệ cần tính; b) Hệ so sánh. 

Dao  động u0(t) của hệ so sánh (so với vị trí cân bằng tĩnh của nó) xác định từ 

phƣơng tình cân bằng sau : 

                                           )(0000 tpukum                                                         (a) 
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Lực tác dụng lên khối lƣợng m gồm có: lực quán tính um  , lực cản lò xo ku , lực cản 

nhớt uc   và lực p(t) đƣợc thay bằng nội lực của hệ so sánh. Lƣợng cƣỡng bức theo 

(2.8) viết đƣợc: 

                                 Z  = uukumkuucum )( 0000        Min                            (b) 

Phần trong dấu ngoặc đơn của (b) biểu thị lực tác dụng và theo nguyên lý chuyển vị  

(2.8) cần xem chuyển vị u là biến độc lập đối với lực tác dụng thì từ điều kiện  

Z/u  = 0  nhận đƣợc phƣơng trình cân bằng của hệ cần tính    

                                     0000 ukumkuucum                                                     (c) 

hay chú ý tới (a) ta có 

                                       )(tpkuucum                                                                  (d)   

Nhìn vào (c) và (d) thấy rằng thay cho việc giải phƣơng trình vi phân cân bằng (d) 

của hệ cần tính ta có thể giải phƣơng trình (c) ứng với từng thời điểm. Vế phải của 

(c) có thể là nghiệm riêng hoặc nghiệm cơ bản (trƣờng hợp p(t) là xung đơn vị) của 

(d) hoặc, một cách tổng quát, là thể hiện của p(t) trên hệ bất kì nào khác (lời giải của 

hệ bất kì  khi chịu tác động của p(t) ). Nhận xét này rất hữu ích bởi vì nó cho ta một 

phƣơng pháp nữa để giải các phƣơng trình vi phân phức tạp, đặc biệt là đối với các 

bài toán có điều kiện biên ở vô hạn hoặc là khi giải bằng số. 

Lƣợng cƣỡng bức Z theo (b)  có thể viết dƣới dạng sau: 

                                         321 ZZZZ         Min                                           (e) 

                Z1 = 2

00 )(
1

ukku
k

 ,    Z2= uuc 2 ,     Z3 = uuum )(2 0
                               (f) 

Ở đây Z1 viết dƣới dạng bình phƣơng tối thiểu. Vì  Z1 đƣợc viết dƣới dạng bình 

phƣơng tối thiểu nên các đại lƣợng Z2 và Z3 phải nhân với hệ số 2.  Các biểu thức 

lƣợng cƣỡng bức (b) và (e), (f)  là tƣơng đƣơng.  

Những nhận xét rút ra từ ví dụ minh họa nêu trên áp dụng đúng cho bất kì hệ nào 

khác.  
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Trình bày trên cho thấy có thể dùng hệ có liên kết bất kì để làm hệ so sánh cho nên 

có thể mở rộng biểu thức (2.8) nhƣ sau : 

                                      Z  = 
i

 ii ff 0 ir          Min                                       (2.14)                

với  f i  là  nội lực bao gồm lực quán tính và lực liên kết nếu có của hệ cần tính, f0i là 

nội lực và lực liên kết đã biết của hệ so sánh bất kỳ chịu tác dụng lực ngoài giống 

nhƣ hệ cần tính. 

Chú ý rằng khi sử dụng biểu thức (2.14) cần xem chuyển vị  ri   là đại lƣợng độc lập 

đối với lực và  phải thỏa mãn các điều kiện liên kết nếu có. Bởi vì cực tiểu của 

lƣợng cƣỡng bức Z  phải đƣợc tìm  theo (2.9) (khi không có các ràng buộc nào khác 

) nghĩa là phải giải phƣơng trình cân bằng của cơ hệ nên bài toán luôn có nghiệm và 

nghiệm là duy nhất     

Phương pháp của nguyên lý (2.14) cho phép dùng hệ so sánh bất kì. Đại lượng biến 

phân của (2.14) là chuyển vị, điều kiện cực tiểu của nó là biểu thức (2.9). Phƣơng 

pháp này do GS. TSKH Hà Huy Cƣơng đề xuất và đƣợc gọi là phƣơng pháp nguyên 

lý cực trị Gauss.  

Biểu thức  (2.7) trong các giáo trình cơ học thƣờng mang dấu bằng, nghĩa là chỉ xét 

trƣờng hợp liên kết giữ và khi đó từ (2.7) sẽ nhận đƣợc nguyên lý công ảo. Có thể 

nói biểu thức (2.7) với dấu nhỏ thua hoặc bằng là sự khác biệt  cơ bản giữa nguyên 

lý cơ học của Gauss với cơ học dựa trên nguyên lý công ảo hiện dùng.      

2.3. Cơ hệ môi trƣờng liên tục: ứng suất và biến dạng    

Trong mục này trình bày phƣơng pháp nguyên lý Gauss đối với cơ hệ môi 

trƣờng liên tục. Muốn vậy cần biết khái niệm ứng suất và biến dạng của môi trƣờng 

liên tục. Để trình bày gọn dƣới đây dùng các đại lƣợng tenxơ với cách hiểu nhƣ sau 

[4 ,tr.196]: 

                                             
2

3

2

2

2

1 aaaaa ii                    

                                               332211 aaaakk   

và hệ số Kronecker  

                                          i j     =    1      khi    i = j      

                                          i j     =    0      khi    i   j       
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với  i = 1,2,3 ;  j = 1,2,3 ; k = 1,2,3   đối với không gian  3 chiều. 

Có thể nói đối tƣợng nghiên cứu của cơ hệ môi trƣờngliên tục trong toạ độ vuông 

góc là phân tố khối chữ nhật (ba chiều, kích thƣớc vô cùng bé ) hoặc phân tố chữ 

nhật (hai chiều, kích thƣớc vô cùng bé )  đƣợc tách ra từ môi trƣờng (hình 2.3 ).   

 

 

Hình 2.3. Trạng thái ứng suất phân tố 

Khi đó lí thuyết ứng suất cho thấy ngoài các lực thông thƣờng (lực gây các chuyển 

vị tịnh tiến trong cơ hệ chất điểm) trên bề mặt phân tố còn có các ứng suất tác dụng . 

Có 9 ứng suất ij  tác dụng lên bề mặt phân tố. Thứ nguyên cuả ứng suất bằng  lực 

chia cho đơn vị diện tích.  

Từ điều kiện cân bằng lực và momen  sẽ nhận đƣợc phƣơng trình cân bằng  tĩnh của 

phân tố  

                                                     jij , +   bi   =   0                                                (2.15)                                           

Trong  (2.15)  ij  là ứng suất ,  jij ,  biểu thị  đạo hàm của ứng suất theo toạ độ 

không gian, ij /xj =  jij , , bi là lực khối (lực khối xem nhƣ là lực cản). Nếu không 

có lực momen khối thì từ phƣơng trình  cân bằng  sẽ có : 

                                                        ij = ji                                                           (2.16)                                                     

Số ứng suất độc lập  tác dụng  lên bề mặt phân tố chỉ còn 6 . Lí thuyết ứng suất cho 

thấy khi biết trạng thái ứng suất phân tố  thì sẽ xác định  đƣợc trạng thái lực tại điểm 

đó của môi trƣờng và ngƣơc  lại . 

Khi chịu tác dụng ngoại lực, phân tố chuyển động và biến hình. Lý thuyết biến dạng 

cho thấy ngoài các chuyển vị ui  phân tố còn chịu các biến dạng i j . Nếu xem biến 



37 

 

dạng là bé (bình phƣơng hoặc tích  hai biến dạng là nhỏ so với chính nó ) thì các 

biến dạng đƣợc xác định theo các phƣơng trình sau: 

                                                i j     =    
2

1
 (  ui,j  +   uj ,i  )                                    (2.17) 

  Các  ij  là các đại lƣợng không thứ nguyên. Tƣơng tự nhƣ tenxơ ij, tenxơ  ij 

đối xứng và có 6 biến dạng độc lập tƣơng ứng với  6  ứng suất.  

Từ (2.17) thấy rằng trạng thái chuyển vị xác định duy nhất trạng thái biến 

dạng, nhƣng ngƣợc lại không đúng bởi vì có những chuyển vị không gây biến dạng 

(chuyển vị của vật rắn tuyệt đối). Ngoài các phƣơng trình nêu trên, để bảo đảm tính 

liên tục của môi trƣờng còn có các các phƣơng trình về điều kiện không bị gián 

đoạn.     

Tùy theo tính chất cơ học của vật liệu môi trƣờng mà có các liên hệ khác nhau 

giữa ứng suất và biến dạng. Do có 6 ứng suất và 6 biến dạng nên một cách tổng quát 

cần biết 36 thông số tính chất vật liệu.  Tuy nhiên từ điều kiện biểu thị năng lƣợng 

biến dạng phải giống nhau con số 36 rút xuống còn 21. Đối với vật liệu đẳng hƣớng 

chỉ còn 2 thông số tính chất vật liệu độc lập đƣợc chọn trong số các thông số sau: hai 

hằng số Lamé   và  , môđun Young  E , môđun trƣợt G và hệ số Poisson  , giữa 

chúng có các liên hệ sau đây :     

                                    =  
)21)(1( 





E
    ,        =  G   =   

)1(2 

E
                    (2.18)                               

Đối với vật liệu đồng nhất , đẳng hƣớng, tuân theo định luật  Húc (Hooke) thì  

liên hệ giữa ứng suất  và biến dạng  sẽ là :       

                                            ij   =   2G (ij  +  




21
 kk ij )                                (2.19) 

  Từ công thức (2.19) thấy rằng ứng suất ij không những phụ thuộc vào biến 

dạng ij theo phƣơng của nó mà còn phụ thuộc vào các biến dạng theo các phƣơng 

khác thông qua hệ số Poisson  . Hệ số 2G để tiện trình bày sau này sẽ đƣợc gọi là 

độ cứng của biến dạng.  

   Những trình bày trên cho thấy đối với cơ hệ môi trƣờng liên tục cần xem các 

biến dạng  ij  là độc lập đối với nhau và đƣợc xác định theo phƣơng trình (2.17), cần 

xét các phƣơng trình về điều kiện không bị  gián đoạn của môi trƣờng  và liên hệ 
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giữa ứng suất và biến dạng. Đối với môi trƣờng đàn hồi, đồng nhất, đẳng hƣớng liên 

hệ ứng suất - biến dạng lấy theo (2.19) và điều kiện không bị gián đoạn của môi 

trƣờng tự động thoả mãn khi biểu thị ứng suất qua chuyển vị. 

   Tóm lại, khác với cơ hệ chất điểm, trong môi trƣờng liên tục ngoài lực khối 

và lực quán tính là các lực tác dụng gây chuyển vị, còn phải xét thêm các  ứng suất 

ij  gây ra các biến dạng  ij .  

Từ nhận xét vừa nêu, có thể sẽ có ích đối với nhận thức khi đƣa ra các nhận 

định tổng quát về mối tƣơng quan giữa cơ học chất điểm và cơ hệ môi trƣờng liên 

tục nhƣ sau: 

- Khái niệm cơ bản của cơ chất điểm là chất điểm, các lực tác dụng lên chất điểm 

gây ra các chuyển vị, đặc trƣng của chất điểm là khối lƣợng; 

- Khái niệm cơ bản của cơ hệ môi trƣờng liên tục là mặt cắt phân tố, các ứng suất 

gây ra các biến dạng, các đặc trƣng của mặt cắt phân tố là các độ cứng biến dạng 

tƣơng ứng với các ứng suất. Các độ cứng này xác định tùy theo tính chất vật liệu 

môi trƣờng. Trong cơ hệ môi trƣờng liên tục còn có lực khối và lực quán tính gây 

chuyển vị giống nhƣ trong cơ hệ chất điểm. Do đó, có thể  tóm tắt mối tƣơng quan 

vừa nêu dƣới dạng: 

                                          Chất điểm                 Mặt cắt phân tố 

                                          Lực                           Lực 

                                                                               Các ứng suất 

                                         Chuyển vị                 Chuyển vị 

                                                                               Biến dạng 

                                         Khối lượng               Khối lượng 

                                                                               Các độ cứng biến dạng 

         Kí hiệu   chỉ sự tƣơng đƣơng giữa các khái niệm. Với cách hiểu này cũng 

dễ dàng xây dựng phiếm hàm lƣợng cƣỡng bức tƣơng tự nhƣ (2.14) đối với cơ hệ 

môi trƣờng liên tục bất kỳ đƣợc trình bày sau đây. 

Trƣớc tiên, ta dùng hệ so sánh là hệ chất điểm có cùng khối lƣợng, cùng chịu 

tác dụng lực ngoài và hoàn toàn tự do. Đối với môi trƣờng liên tục cần xét thêm ứng 

suất và biến dạng nên lƣợng cƣỡng bức Z của hệ viết tƣơng tự (2.14) nhƣ sau: 
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                                      21...... ZZZ    Min  

                        
V

ijij dVZ 1   ,    
V

iiiiii dFuuubuuZ )(2 0
                               (2.20) 

Trong  (2.20)  V  là thể tích vật thể,  là khối lƣợng đơn vị. Lực quán tính là lực cản 

nên trong (2.20)  mang dấu cộng. Lƣợng cƣỡng bức Z1 xét ứng suất của môi trƣờng 

liên tục cần tính, hệ chất điểm so sánh không có ứng suất. Lƣợng cƣỡng bức Z2  xét 

lực khối và lực quán tính của môi trƣờng liên tục, lực quán tính của hệ chất điểm so 

sánh. Các lực này đều gây chuyển vị  u.     

  Theo phƣơng pháp nguyên lý cực trị Gauss, trong (2.20) cần xem các biến 

dạng ij là độc lập đối với các ứng suất ij  và các chuyển vị  u i là độc lập đối với lực 

tác dụng (ở đây là lực khối và lực quán tính) và độc lập đối với nhau. Điều kiện cực 

tiểu của (2.20)  là  

                                             0
21











iij u

ZZ


                                                        (2.21.a) 

Nếu biến dạng ij  biểu thị qua chuyển vị (công thức  (2.17)) thì điều kiện cực tiểu 

của (2.20) đƣợc viết nhƣ sau: 

                                          0
21















ii

ij

ij u

Z

u

Z 


                                                     (2.21.b)                             

Từ  điều kiện (2.21.a)  nhận đƣợc 

                                    jij , +  bi + u i  -  u 0i   =   0                                             (2.22)                                                   

Phƣơng trình (2.22) là phƣơng trình vi phân cân bằng của cơ hệ môi trƣờng liên tục 

dƣới dạng ứng suất.  

Nếu tại điểm đang xét không có lực ngoài tác dụng thì yu0
 bị triệt tiêu, 

phƣơng trình (2.22)  là phƣơng trình cân bằng động lực học thƣờng gặp của cơ hệ 

môi trƣờng liên tục. Trƣờng hợp bài toán tĩnh, iu  cũng  bằng không, phƣơng trình 

(2.22) khi đó trùng với (2.15). 

Dễ dàng nhận đƣợc phƣơng trình vi phân cân bằng dƣới dạng chuyển vị bằng 

cách đƣa liên hệ ứng suất - biến dạng vào phƣơng trình (2.22) hoặc vào  phiếm hàm  

(2.20).Trong mục (2.5) dƣới đây sẽ trở lại vấn đề này.  



40 

 

  Cần nêu nhận xét rằng biểu thức (2.20) cho phép so sánh cơ hệ môi trƣờng 

liên tục với cơ hệ chất điểm hoàn toàn tự do khi hai hệ cùng chịu lực ngoài nhƣ 

nhau. Trong (2.20) không chứa các thông số tính chất vật liệu của môi trƣờng nên 

nó đúng với  môi trƣờng bất kỳ.  

Xét các trƣờng hợp khác của phiếm hàm  lƣợng cƣỡng bức (2.20): 

- Trƣờng hợp không dùng hệ so sánh  thì  phải đƣa lực ngoài  pi vào (2.20). Lực pi  

thƣờng tác dụng lên bề mặt    của vật nên ta viết 

                     Z  =   



V

iiiiiijij dupdvubuu )(        Min                              (2.23)                            

-  Có thể dùng hệ so sánh cũng là cơ hệ môi trƣờng liên tục có liên kết  bất kỳ với 

điều kiện hai hệ cùng chịu lực ngoài giống nhau:    

                     Z  =   dvubbuuu
V

iiiiiiijijij  )()()( 0000
    Min                 (2.24) 

Giống nhƣ đã trình bày ở ví dụ 3, thực chất của phƣơng pháp nguyên lý cực trị 

Gauss là dùng nội lực của hệ so sánh tác dụng lên hệ cần tìm.  

- Đối với bài toán tĩnh, lực quán tính triệt tiêu, khi không xét lực khối, biểu thức  

(2.24) có dạng:     

                                       Z  =  
V

ijijij dv )( 0      Min                                         (2.25)   

-  Đối với bài toán tĩnh, không xét lực khối, không dùng hệ so sánh, từ (2.23) ta có: 

                                       Z  =  


 dupdv ii

V

ijij      Min                                   (2.26) 

Các chuyển vị ui và biến dạng ij  (xác định theo (2.17))  trong các phiếm hàm (2.20, 

2.23, 2.24, 2.25) và (2.26) là những đại lƣợng độc lập đối với lực tác dụng và ứng 

suất và phải thoả mãn các điều kiện liên kết nếu có.  Chuyển động thực của cơ hệ 

môi trƣờng liên tục xảy ra khi cực tiểu các phiếm hàm lƣợng cƣỡng bức vừa nêu 

theo điều kiện (2.21) nếu không có các điều kiện liên kết nào khác.   

Đối với môi trƣờng đàn hồi, quan hệ ứng suất – biến dạng xác định theo 

(2.19), ta có thể viết lƣợng cƣỡng bức dƣới dạng bình phƣơng tối thiểu nhƣ nhận xét 

đã nêu ở ví dụ 3: 

                   Z  =   
V

ijij dv
G

2

0 )(
2

1
 +  

V

imimi dvuff )(2 0      Min                         (2.27a) 
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hoặc           Z  =   
V

ijij dvG 2

0 )(2    + dvuuum
V

iiii  )(2 0
         Min  

Tƣơng tự, khi không dùng hệ so sánh thì phải xét lực ngoài, có thể viết lại (2.26) 

nhƣ dƣới đây 

                    Z  =   



V V

iiimiij dupdvufdv
G

22)(
2

1 2       Min                           (2.27b) 

 hoặc           Z   =  



V

ii

V

iiiij dupdvuumdvG 2)(2)(2 2      Min    

Trong (2.27)  iimi umf    và   iimi umf 000
    là lực quán tính của hệ cần tính và hệ so 

sánh, liên hệ giữa ứng suất và biến dạng xác định theo biểu thức (2.19). Trong 

(2.27), cần xem các biến dạng ij  là các đại lƣợng biến phân độc lập đối với các ứng 

suất ij , các chuyển vị iu  là độc lập đối với lực tác dụng p và lực quán tính.  

Tích phân thứ nhất trong (2.27) liên quan đến ứng suất đàn hồi có trọng số là 

2G, Trở lên trình bày các phiếm hàm lƣợng cƣỡng bức, đối với cơ hệ chất điểm là 

các biểu thức (2.14),   đối với môi trƣờng liên tục là biểu thức (2.20)  và các trƣờng 

hợp khác của nó là các biểu thức (2.23), (2.24), (2.25), (2.26) và (2.27).  Trong các 

phiếm hàm này cần xem các biến dạng  ij  xác định theo (2.17) và các chuyển vị ui  

là các đại lƣợng không biết độc lập đối với ứng suất và lực tác dụng,  thỏa mãn các 

điều kiện liên kết nếu có và các điều kiện không bị gián đoạn (riêng đối với môi 

trƣờng liên tục). Cực tiểu các phiếm hàm này theo điều kiện (2.21) cho ta chuyển vị 

thực của cơ hệ cần tính. 

   Phƣơng pháp nguyên lí cực trị Gauss là phƣơng pháp mới trong cơ học môi 

trƣờng liên tục.  

2.4. Cơ học kết cấu  

      Môn sức bền vật liệu và cơ học kết cấu nghiên cứu trạng thái ứng suất biến 

dạng của dầm, thanh, tấm, khung, dàn v.v…là những kết cấu có một hoặc hai kích 

thƣớc nhỏ thua nhiều  lần  so với các kích  thƣớc còn lại.  Trong trƣờng hợp này để 

đơn giản nhƣng kết quả tính vẫn bảo đảm độ chính xác đủ dùng trong thực tế (kiểm 

tra bằng thí nghiệm), có thể dùng mặt cắt kết cấu thay cho mặt cắt phân tố và các 

ứng suất  tác dụng lên mặt cắt đƣợc qui về thành các nội lực tác dụng lên mặt trung 
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bình (đƣờng trung bình đối với dầm) nhƣ lực dọc N,  momen uốn M, lực cắt Q  

v.v… Muốn vậy cần đƣa vào các giả thiết sau đây: 

-  Khi chịu lực dọc trục, ứng suất pháp đƣợc xem là phân bố đều trên tiết diện.  

-  Khi chịu lực ngang (tác dụng thẳng góc với mặt trung bình) có các giả thiết sau 

đây: 

      Mặt trung bình của tấm và trục trung bình của dầm không có nội lực và do đó  

không bị biến dạng. 

Giả thiết tiết diện phẳng: tiết diện sau khi biến dạng vẫn phẳng.                                  

      Không xét ứng suất nén giữa các lớp theo chiều cao tiết diện, nghĩa là xem các 

lớp song song với mặt trung bình (tấm) làm việc ở trạng thái ứng suất phẳng.           

                          

Hình 2.4. Nội lực của phân tố tấm 

 Sử dụng các giả thiết trên, các momen uốn và xoắn và lực cắt tác dụng lên 

mặt cắt kết cấu xác định theo các biểu thức dƣới đây (hình 2.4):    

            




2/

2/

331111

h

h

dxxM  ,  




2/

2/

332222

h

h

dxxM  ,   




2/

2/

33122112

h

h

dxxMM   

                         




2/

2/

31311

h

h

dxQ  ,  




2/

2/

32322

h

h

dxQ                                                       (2.28) 

ở đây h là chiều cao tiết diện. 

 Để có thể áp dụng phƣơng pháp nguyên lý cực trị Gauss cần biết các ‘biến 

dạng’ của tiết diện do momen uốn gây ra. Với các giả thiết nêu trên chỉ cần biết 

chuyển vị thẳng đứng w của trục hoặc mặt trung bình của kết cấu (còn gọi là đƣờng 
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độ võng, đƣờng đàn hồi) thì trong trƣờng hợp uốn thuần tuý có thể tính đƣợc các 

chuyển vị theo các phƣơng còn lại và dùng các phƣơng trình (2.17) để xác định các 

biến dạng. Kết quả cho thấy các biến dạng trong mặt phẳng tấm (hoặc thớ dầm) phân 

bố tuyến tính theo chiều cao và tỉ lệ với độ cong  ij  của mặt võng (i=1,2; j=1,2):   

                                       ij     =     x3  i j    ; 

               11 = -w, 11    ,       22 =  -w, 22   ,        12 = -w, 12  .                              (2.29) 

  Dấu trừ trong công thức xác định độ cong (2.29) là do xem chuyển vị w có chiều 

dƣơng hƣớng xuống dƣới và dấu nội lực nhƣ trên hình 2.4. Nhƣ vậy, độ cong  ij 

của các lớp song song với mặt trung bình là giống nhau và đó là ‘biến dạng’ do 

momen  M ij gây ra. Biết đƣợc biến dạng ij  xác định theo (2.29) sẽ tính đƣợc 

momen Mij theo (2.28). Liên hệ giữa momen uốn và ‘biến dạng uốn’ của tiết diện 

nhƣ  sau: 

               )( 221111   DM ,  )( 112222   DM ,  1212 )1(  DM                     (2.30) 

ở đây D là độ cứng uốn 

             đối với dầm  D  = EJ =  
12

3Eh
 ,      đối với tấm  D =  

 2

3

112 

Eh
 

và  D (1 -  )  đƣợc gọi là độ cứng xoắn (độ cứng của biến dạng xoắn).   

(ở đây cần chú ý rằng do có liên kết gối tựa nên  mặt trung bình có thể bị biến dạng 

trong mặt phẳng của nó, giả thiết  mặt trung bình là mặt trung hoà nêu trên không 

đƣợc thoả mãn.Trong trƣờng hợp này độ võng phải là bé so với chiều cao dầm hoặc 

chiều dày tấm để có thể bỏ qua ứng suất tác dụng trong mặt trung bình). 

Trong trƣờng hợp có lực cắt Qii  thì chúng đƣợc xác định từ điều kiện cân bằng phân 

tố, ta có:   

              Q11   = 
1

11

x

M




  +  

2

12

x

M




     ,        Q22     =    

2

22

x

M




  +  

1

21

x

M




   

hay   Q11  = D [(  11),1 +(  12 ),2 ] ,    Q22 = D[ (  12 ),1  +  (  22 ),2 ]                       (2.31)     
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 Từ công thức (2.28)  có thể thấy độ cứng chịu cắt cuả tiết diện là Gh  và biến dạng  

trƣợt 11  và 22   tƣơng ứng với lực cắt sẽ bằng góc xoay của đƣờng đàn hồi:  

                             
1

1,11
x

w
w




   ,       

2

2,22
x

w
w




                                            (2.32)  

Trong lý thuyết kết cấu chịu uốn nêu trên, độ võng của kết cấu chỉ do mo-men uốn 

gây ra, không xét biến dạng trƣợt do lực cắt gây ra.    

 Đối với các lực Ni j tác dụng lên mặt trung bình của tiết diện thì các biến dạng 

ij  (i=1,2;j=1,2) vẫn xác định theo (2.17). Độ cứng của tiết diện chịu nén kéo sẽ là 

Eh. 

 Trong các công thức vừa nêu  lấy i=1,j=1 đối với bài toán một chiều (thanh, 

dầm), chiều rộng dầm bằng đơn vị.  

 Do sử dụng momen uốn của tiết diện nên phải đƣa thêm các liên kết về xoay 

để mô tả các điều kiện biên của nó: liên kết khớp cho phép tiết diện xoay tự do, 

momen bằng không; liên kết ngàm không cho tiết diện xoay, momen khác không.  

 Sau khi đã biết  ‘các biến dạng’  tƣơng ứng với các nội lực của tiết diện 

(momen uốn, lực cắt, lực dọc trục  v.v..) và độ cứng của chúng thì dễ dàng xây 

dựng các bài toán cơ học kết cấu theo phƣơng pháp  nguyên lí cự trị Gauss.  

 Ta có thể viết một cách tổng quát lƣợng cƣỡng bức Z của bài toán cơ học kết 

cấu dƣới dạng tƣơng tự nhƣ (2.25) (bài toán tĩnh): 

            Z=  V  ijijij MM )[( 0 + iiiiii QQ )( 0 + ijijij NN )( 0 }dv      Min             (2.33a) 

hoặc dƣới dạng bình phƣơng tối thiểu 

   Z=  V 
Docung

1  (Nội lực hệ cần tính- Nội lực hệ so sánh)
2 
dv    Min          (2.33b) 

và trong trƣờng hợp không dùng hệ so sánh ta có 

                Z=  V 
Docung

1 ( Nội lực hệ cần tính) 2 dv - 


dwp ii2      Min            (2.33c) 
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ở đây V là chiều dài dầm hoặc diện tích tấm,   là chiều dài hoặc diện tích phạm vi 

đặt lực. Trong (2.33) cần xem các độ cong  ij là các đại lƣợng độc lập đối với nội 

lực momen uốn M ij , các biến dạng trƣợt  11   và 22   là các đại lƣợng độc lập đối 

với lực cắt  Q11  và Q22, các biến dạng trong mặt trung bình  ij   là các đại lƣợng độc 

lập đối với Nij và đều là các đại lƣợng biến phân của bài toán. Điều đó chỉ ra rằng 

cực tiểu của lƣợng cƣỡng bức Z , biểu thức(2.33) , chỉ có thể tìm từ điều kiện: 

                               0































W

Z

W

Z

W

Z

W

Z ij

ij

ii

ii

ij

ij












                                   (2.34) 

 Bởi vì các biến dạng uốn, biến dạng cắt v.v…là hàm của độ võng và độ võng 

là hàm của tọa độ nên điều kiện (2.34) đƣợc tính bằng phép tính biến phân và sẽ cho 

ta phƣơng trình cân bằng tĩnh của kết cấu (xem mục 2.5 dƣới đây).  

Phƣơng pháp nguyên lý cực trị Gauss với biểu thức lƣợng cƣỡng bức Z viết theo 

(2.33) và điều kiện cực tiểu (2.34) là phƣơng pháp mới, tổng quát trong cơ học kết 

cấu.      

2.5. Phƣơng pháp nguyên lý cực trị Gauss và các phƣơng trình cân bằng của 

cơ hệ 

Theo phƣơng pháp nguyên lý cực trị Gauss, nếu nhƣ biết đƣợc các  lực và nội lực 

của cơ hệ và các chuyển vị  và biến dạng do chúng gây ra thì có thể viết đƣợc lƣợng 

cƣỡng bức  Z của hệ. Dùng phép tính biến phân với đại lƣợng biến phân là các 

chuyển vị độc lập đối với lực tác dụng và biến dạng độc lập với ứng suất sẽ nhận 

đƣợc phƣơng trình vi phân cân bằng của hệ (phƣơng trình Ơ-le (Euler) của phiếm 

hàm Z ).  Sau đây trình bày các ví dụ sử dụng phƣơng pháp vừa nêu để tìm phƣơng 

trình cân bằng.  

2.5.1. Phƣơng trình cân bằng tĩnh đối với môi trƣờng 

đàn hồi, đồng nhất, đẳng hƣớng 

 Ba phƣơng trình vi phân cân bằng của cơ hệ dƣới dạng ứng suất là phƣơng 

trình (2.22).  Thế các ứng suất ij xác định theo (2.19) vào (2.22) sẽ có các phƣơng 

trình vi phân cân bằng của cơ hệ đàn hồi đồng nhất đẳng hƣớng dƣới dạng chuyển 
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vị. Ở đây trình bày cách tính trực tiếp để nhận đƣợc các phƣơng trình đó (trƣờng 

hợp bài toán tĩnh).  

 Liên hệ biến dạng - chuyển vị (2.17) và ứng suất -  biến dạng (2.19) đƣợc viết 

lại trong hệ tọa độ (x,y,z)  dƣới dạng thƣờng dùng với  u ,v và  w là các chuyển vị  

tƣơng ứng theo các chiều (x,y,z) nhƣ sau:   

                                      x  =  
x

u




  ,     y  =   

y

v




   ,       z  =   

z

w




     ,  

                   xy =  
y

u




 + 

x

v




,      xz  = 

z

u




+ 

x

w




,    yz  =   

z

v




 +  

y

w




   , 

  x = 2G(
x

u




+ 





21
 ),  y= 2G(

y

v




+





21
 ) ,   z = 2G (

z

w




+





21
 )   

                xy= G  xy,   xz= G  xz   ,     yz  = G  yz                                             (2.34) 

ở đây    =   x  +  y  +   z   -  biến dạng thể tích của phân tố. 

Ta viết lƣợng cƣỡng bức Z theo (2.25) cho mỗi ứng suất và lực khối  b: 

         Z1 = 
V

2G(
x

u




 + 





21
 )

x

u




 dV,     Z2 = 

V

2G(
y

v




 +  





21
 ) 

y

v




 dV , 

        Z3 =  
V

2G (
z

w




+  





21
 )

z

w




 dV,     Z4 =  

V

 G  xy (
y

u




 +  

x

v




)dV , 

        Z5 =  
V

 G  xz (
z

u




 +  

x

w




)dV  ,          Z6 =  

V

 G  yz (
z

v




 +  

y

w




)dV 

       Z7 =   
V

bxu dV,       Z8= 
V

byv dV,     Z9 =  
V

bzw dV                            (2.35) 

Lƣợng cƣỡng bức Z bằng tổng  các lƣợng cƣỡng bức thành phần : 

                   Z    =  Z1+Z2+Z3+Z4+Z5+Z6+Z7+Z8+Z9              Min  

Từ điều kiện cực tiểu (1.21) của phiếm hàm  Z  viết lại dƣới dạng    

                   0













u

Z

u

Z ij

ij




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
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Z ij
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







w

Z

w

Z ij
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


                       (2.36) 
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sẽ nhận đƣợc ba phƣơng trình vi phân cân bằng tĩnh. Bởi vì u, v và w là các hàm của 

tọa độ (x,y,z), không phải là biến độc lập , nên phép tính (2.36) là phép tính biến 

phân.  Phƣơng trình cân bằng thứ nhất với u là hàm chƣa biết nhận đƣợc với chú ý 

rằng   

- đại lƣợng biến phân của Z1 (ứng với  x ) là x  hay 
x

u




, nhƣ vậy 

             
x

Z



 1
 = - 

x


 2G(

x

u




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



21
 )   = - 2G ( 

2
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x

u




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



21
 

x


  ) 

 - đại lƣợng biến phân của Z4 (ứng với   xy ) là   xy có thành phần  
y

u




, nên 

             
xy

Z



 4
 = - G 

y


 xy =  -G (

2

2

y

u




 + 

yx

v



 2

) 

 - đại lƣợng biến phân của Z5 (ứng với   xz ) là   xz có thành phần  
z

u




, nên 

               
xz

Z



 5
 = -G 

z


 xz   = - G ( 

2

2

z

u




 + 

xz

w



 2

)       

 - đại lƣợng biến phân của Z7 là u, nên  

                                           
u

Z



 7
 =  bx                               

Tổng cộng   

                              
u

Z



 1
 + 

u

Z



 4
+

u

Z



 5
+

u

Z



 7
  =   0 

sau khi rút gọn  sẽ là : 

                             G(
2

2

x

u




+

2

2

y

u




+

2

2

z

u




)+

21

G
(

x


 )+bx=0                                 (2.37) 

 Phƣơng trình cân bằng thứ hai nhận đƣợc với v là hàm chƣa biết. Trong (2.35) 

các đại lƣợng biến phân của v có ở  Z2, Z4, Z6 và Z8.  Phƣơng trình cân bằng thứ ba 

nhận đƣợc với w là hàm chƣa biết. Trong (2.35) các đại lƣợng biến phân của w có ở  
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Z3, Z5, Z6 và Z9. Bằng cách tính biến phân tƣơng tự sẽ có thêm hai phƣơng trình 

cân bằng sau: 

                              G(
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


+

2
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+

2
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
 )+by =  0                              (2.38) 

                              G(
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
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21

G
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z


 )+bz=  0                             (2.39) 

 Ba phƣơng trình (2.37), (2.38) và (2.39)  là các phƣơng trình vi phân cân bằng 

của cơ hệ đàn hồi, đồng nhất và đẳng hƣớng và đƣợc gọi là phƣơng trình Navier [4]  

Dƣới dạng tenxơ các phƣơng trình này đƣợc viết gọn nhƣ sau:  

                              Guj,kk + 
21

G
 uk,kj + bj = 0                                                     (2.40) 

 

 

2.5.2. Phƣơng trình vi phân của mặt võng của tấm chịu 

uốn 

   Xét tấm có chiều dày không dổi Viết lại các biểu thức (2.30) đối với các nội 

lực momen uốn và xoắn và (2.31) đối với lực cắt tác dụng lên phân tố tấm trong hệ 

tọa độ (x,y) ta có : 

      Mx =  -D (
2

2

x

w




 + 
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             Qx= -D(
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)                                           (2.41) 

 Biết đƣợc các lực tác dụng lên phân tố thì đễ dàng viết đƣợc lƣợng cƣỡng bức  

Z, thí dụ, dƣới dạng bình phƣơng tối thiểu theo (2.33.b) (khi không có ngoại lực): 

          Z1 =   
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ở  đây  Ω là diện tích tấm. Lƣợng cƣỡng bức Z   bằng tổng các lƣợng cƣỡng bức do 

mỗi thành phần nội lực momen uốn và xoắn gây ra : 

                            Z    =   Z1   +   Z2   +   Z3     Min                                        (2.43) 

 Chú ý rằng trong (2.43) ta chỉ xét nội lực momen, chƣa xét tới lực cắt , phân 

tố không có lực ngoài tác dụng. Hệ số 2 trong Z3 để xét momen xoắn tác dụng bằng 

nhau lên hai chiều x,y. Các ‘biến  dạng’ tƣơng ứng với các nội lực momen  xác định 

theo (2.29) : 

                        xx = -
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                                      (2.44) 

Các ‘biến dạng’ này cần đƣợc xem là độc lập đối với các nội lực momen uốn và 

xoắn và là các đại lƣợng biến phân của bài toán.  Do đó từ điều kiện cực tiểu (2.36) 

ta có : 
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Tổng cộng các thành phần của (1.45) nhận đƣợc phƣơng trình vi phân độ võng của 

tấm chịu uốn : 

                     D 
4

4

x

w




  +  2D 

22

4

yx

w




  +  D 

4

4

y

w




      =   0                                      (2.46)   

Phƣơng trình (2.46) thƣờng đƣợc gọi là phƣơng trình Sophie Germain (năm 1811).   

Khi xây dựng lƣợng cƣỡng bức Z (biểu thức 2.43) không xét tới lực cắt bởi vì lý 

thuyết kết cấu chịu uốn trình bày trên không xét biến dạng của lực cắt.Tuy nhiên, 

trong phạm vi của lý thuyết này, nếu dùng lực cắt xác định theo (2.31) và biến dạng 

trƣợt theo (2.32) thì lƣợng cƣỡng bức Z đƣợc viết nhƣ sau 
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                                
 










 Mind

y

w
Qd

x

w
QZ yyxx )()(                                     (2.47) 

Xem các góc xoay 
x

w




  và 

y

w




 là các đại lƣợng biến phân độc lập đối với lực cắt Qx 

và  Qy và bằng phép tính biến phân lại nhận đƣợc  phƣơng trình vi phân (2.46). 

Đối với dầm, lƣợng cƣỡng bức viết theo (2.33.a) sẽ là : 

                                   Z  =  - 
l

EJ
2

2

x

w




( xx ) dl   - 

ql

qw qdl                                   (2.48) 

 Trong (2.48) l  là chiều dài dầm, xx = -
2

2

x

w




  là biến dạng uốn (độ cong) của dầm, 

ql là chiều dài đoạn dầm có lực q  tác dụng. Phƣơng trình vi phân đƣờng độ võng của 

dầm: 
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CHƢƠNG 3.  

PHƢƠNG PHÁP SO SÁNH TRONG CƠ HỌC KẾT CẤU 

 

Trong chƣơng này trình bày lý thuyết dầm có xét biến dạng trƣợt và phƣơng 

pháp mới – Phƣơng pháp dùng hệ so sánh để nghiên cứu nội lực và chuyển vị của hệ 

dầm, khung chịu uốn có xét biến dạng trƣợt ngang do lực cắt Q gây ra.  

Hệ so sánh trong phƣơng pháp nguyên lý cực trị Gauss là hệ có liên kết bất kì, 

chịu tác dụng lực ngoài giống nhƣ hệ cần tính. Dùng hệ so sánh ở đây có nghĩa là 

giải phóng các liên kết của hệ so sánh để biến nó thành hệ tự do hoàn toàn và đƣa 

nội lực và các lực liên kết của hệ so sánh tác dụng lên hệ cần tính. Lực liên kết là lực 

do ngoại lực tác dụng lên liên kết, có dấu ngƣợc lại với phản lực liên kết. 

Có hai đƣờng lối giải bài toán tìm cực tiểu phiếm hàm lƣợng cƣỡng bức của 

phƣơng pháp nguyên lý cực trị Gauss: Giải các phƣơng trình vi phân cân bằng 

(phƣơng trình Ơ-le) nhận đƣợc từ phiếm hàm hoặc giải trực tiếp trên phiếm hàm. 

Bậc đạo hàm của phƣơng trình vi phân cao gấp hai lần bậc đạo hàm của các thành 
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phần tƣơng ứng trong phiếm hàm cho nên cách giải trực tiếp trên phiếm hàm có ƣu 

điểm hơn ở chỗ số ẩn sẽ ít hơn và đặc biệt là nó cho phép áp dụng một cách trực tiếp 

các phƣơng pháp, các thuật toán của toán học tối  ƣu (hay rộng hơn, của vận trù học) 

để giải các bài toán cơ học. Điều này làm cho phƣơng pháp giải các bài toán cơ kết 

cấu càng trở nên phong phú hơn. 

Cuối cùng để làm sáng tỏ nội dung phƣơng pháp, tác giả trình bày các ví dụ 

tính toán cụ thể nhƣ tính toán các dầm một nhịp với các điều kiện biên hai đầu khác 

nhau, dầm liên tục hai nhịp, dầm liên tục ba nhịp, khung một tầng một nhịp và 

khung một tầng nhiều nhịp chịu các loại tải trọng khác nhau. 

Có thể nhận biết những đặc diểm trên của phƣơng pháp nguyên lí cực trị 

Gauss qua tính toán các dạng kết cấu cụ thể trình bày dƣới đây. 

3.1. Lý thuyết dầm có xét biến dạng trƣợt 

 Lý thuyết xét biến dạng trƣợt trong dầm do Timoshenko đƣa ra và thƣờng 

đƣợc gọi là lý thuyết dầm Timoshenko. Khi xây dựng lý thuyết này vẫn sử dụng giả 

thiết tiÕt diÖn ph¼ng của lý thuyết dầm thông thƣờng, tuy nhiên do có biến 

dạng trƣợt, trục dầm sẽ xoay đi một góc vµ kh«ng cßn th¼ng gãc víi 

tiÕt diÖn dÇm n÷a. 

Lý thuyết xét biến dạng trƣợt đƣợc dùng phổ biến trong phƣơng pháp phần tử 

hữu hạn hiÖn nay là dùng hàm độ võng y và hàm góc xoay   do momen uốn 

gây ra là hai hàm chƣa biết. Trong trƣờng hợp này biến dạng trƣợt tại trục trung hòa 

đƣợc xác định nhƣ sau, ví dụ nhƣ [28, trg 5]. 

 

Từ đó ta có các công thức xác định M và Q 
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Trong các công thức trên EJ là độ cứng uốn,GF  là độ cứng cắt của tiết diện, 

G  là mođun trƣợt của vật liệu, F là diện tích tiết diện,   là hệ số xét sự phân bố 

không đều của ứng suất tiếp trªn chiều cao tiết diện.  

Các tác giả [28, trg 5] cho rằng khi môđun trƣợt G→∞ thì từ (3.2) suy ra  

 

nghĩa là trở về lý thuyết dầm không xét biến dạng trƣợt: Góc xoay của đƣờng độ 

võng là do mômen gây ra. Theo tác giả, lập luận trên không đúng bởi vì khi thỏa 

mãn phƣơng trình (3.3) thì từ phƣơng trình (3.2) suy ra lực cắt Q = 0, dẫn về trƣờng 

hợp uốn thuần túy của dầm. Vì lý do đó nên lý thuyết xét biến dạng trƣợt dùng y và 

 làm ẩn không hội tụ về lý thuyết dầm thông thƣờng và khi áp dụng vào bài toán 

tấm, nó cũng không hội tụ về lý thuyết tấm thông thƣờng (lý thuyết tấm Kierchhoff, 

[36, trg 71], [33, trg 404]. Phƣơng hƣớng chung để khắc phục thiếu sót vừa nêu là 

bổ sung thªm các nút xét lực cắt Q trong các phần tử dầm hoặc phần tử tấm [33, 34, 

36]  hoặc dùng phần tử  có  hàm dạng  là đa thức bậc thấp (bậc nhất) [ 39,trg 126]. 

VÊn ®Ò t×m phÇn tö cã hµm d¹ng kh«ng bÞ hiÖn t­îng biÕn 

d¹ng tr­ît bÞ khãa, shear locking, vÉn ®ang ®­îc tiÕp 

tôc nghiªn cøu, [40]. T×nh hình chung hiện nay về lý thuyết xét biến 

dạng trƣợt trong dầm và tấm là nhƣ trên. 

 Khác với các tác giả khác, trong [27, 28] lý thuyết xét biến dạng trƣợt đƣợc 

xây dựng trên cơ sở hai hàm chƣa biết là hàm độ võng y và hàm lực cắt Q. Trong 

trƣờng hợp này biến dạng trƣợt xác định theo  

                                           
GF

Q
                                                                         (3.4) 

 là hệ số xét sự phân bố không đều của ứng suất cắt tại trục dầm.  

Góc xoay do momen uốn sinh ra bằng hiệu giữa góc xoay đƣờng độ võng 

với góc xoay do lực cắt gây ra. 
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GF

Q

dx

dy

dx

dy 
                                                      (3.5) 

Momen uốn sẽ bằng 

                                  )(
2

2

dx

dQ

GFdx

yd
EJ

dx

d
EJM


                                  (3.6) 

Biến dạng uốn    

                                  
dx

dQ

GFdx

yd 
 

2

2

                                                            (3.7) 

Dựa trên lý thuyết này ta sẽ xây dựng phƣơng trình cân bằng và các điều kiện 

biên của dầm nhƣ sau. Theo phƣơng pháp nguyên lý cực trị Gauss ta viết phiếm hàm 

lƣợng cƣỡng bức (chuyển động) nhƣ sau: (giả sử dầm có lực phân bố đều q). 

                           MinqydxdxQdxMZ
l l l

   
0 0 0

                                          (3.8) 

Các hàm độ võng y , hàm biến dạng trƣợt   và hàm biến dạng uốn   là các đại 

lƣợng biến phân, nghĩa là điều kiện cần và đủ để hệ ở trạng thái cân bằng là  

 

Hay          (3.9) 

Trong phƣơng trình tích phân  (2.9)  hai đại lƣợng cần tìm là y(x) và Q(x) do đó  có 

thể tách ra thành hai phƣơng trình sau: 

 

 

Lấy tích phân từng phần phƣơng trình (3.10) 
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Tích phân từng phần thành phần cuối của biểu thức trên ta có  

 

Phƣơng trình (3.10) sau khi lấy tích phân từng phần có dạng 

 

Bởi vì các đại lƣợng  và  là nhỏ và bất kỳ nên từ (2.12) ta có  

 

 

 

Tích phân từng phần phƣơng trình (3.11): 

 

Sau khi lấy tích phân từng phần 

 

Bởi vì biến phân là nhỏ và bất kỳ nên từ (2.13) ta có 
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Sử dụng công thức (3.6), hai phƣơng trình vi phân cân bằng của dầm (3.12a) và 

(3.13a) có dạng. 

 

 

Phƣơng trình (3.14a) và (3.15a) có thể viết lại dƣới dạng 

 

 

Để nhận đƣợc các điều kiện biên của dầm thì kết hợp (3.12b) và (3.13b) ta có 

 

Chú ý tới phƣơng trình (3.13a), phƣơng trình (3.12c) viết lại nhƣ sau 

 

Tóm lại, lý thuyết xét biến dạng trƣợt cho ta hai phƣơng trình vi phân (3.14) 

và (3.15) đối với hai hàm y và Q:  phƣơng trình (3.14) là phƣơng trình vi phân cân 

bằng giữa nội lực và ngoại lực, phƣơng trình (3.15) là phƣơng trình liên hệ giữa 

mômen uốn và lực cắt. Các phƣơng trình (3.16) và (3.17) là các điều kiện biên ở hai 

đầu thanh.  

Ta xét điều kiên biên (3.16)  

Nếu nhƣ tại x=0 hoặc x=l, góc xoay θ do mômen uốn gây ra có biến phân 
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Nếu nhƣ góc xoay θ không có biến phân  

 

Đối với điều kiện (3.17), nếu nhƣ chuyển vị y tại x=0 hoặc x=l có biến phân. 

 

Nếu nhƣ    

Khi không xét biến dạng trƣợt, G→∞ hoặc h→0 thì các phƣơng trình (3.14) 

và (3.15) cũng nhƣ các phƣơng trình về điều kiện biên (3.16) và (3.17) hoặc 

(3.18) đều dẫn về lý thuyết dầm Euler- Bernoulli. Cho nên có thể nói lý thuyết 

xét biến dạng trƣợt nêu trên (xem hµm y vµ hµm Q lµ hai hµm ch­a 

biÕt) là lý thuyết đầy đủ về dầm. 

Cuối cùng cần lƣu ý rằng khi xét tính liên tục về góc xoay giữa hai đoạn dầm 

là nói đến tính liên tục của góc xoay do mômen gây ra  xác định theo công thức 

(3.5),  không phải liên tục của góc xoay . 

Hệ số   

Hệ số  là hệ số tập trung ứng suất cắt tại trục dầm.  

Đối với tiết diện chữ nhật =1.5, đối với tiết diện tròn =4/3. Tuy nhiên khi xét 

biến dạng trƣợt các trị trên thay đổi tƣơng ứng bằng 1.2 và 1.11 [31, trg 132, 60, trg 

492].Trong tính toán sau này tác giả dùng hệ số =1.2 đối với tiết diện chữ nhật. 

Phƣơng pháp chung để xác định hệ số ỏ là cân bằng tổng theo chiều cao dầm công 

của ứng suất cắt thực hiện trên biến dạng trƣợt tƣơng ứng với công lực cắt thực hiện 

trên biến dạng trƣợt tại trục dầm, vấn đề này đã đƣợc nhiều tác giả nghiên cứu [31] 

[33, trg 400].      

3.2. Phƣơng pháp so sánh tính toán khung có xét đến biến dạng trƣợt ngang 
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3.2.1 . Phƣơng pháp sử dụng hệ so sánh 

Chuyển vị thực của dầm hoặc khung đƣợc tìm từ cực tiểu lƣợng cƣỡng bức Z 

đƣợc viết nhƣ (3.19): 
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Trong công thức  trên dấu tổng lấy theo các đoạn i của dầm, dấu tích phân lấy 

theo chiều dài 
i

l  của đoạn thứ i, 
i

M , 
i

y , 
i

Q  là momen uốn, độ võng và lực cắt của 

đoạn thứ i của hệ cần tính;  
i

M
0

, 
i

y
0

, 
i

Q
0

 là momen uốn, độ võng và lực cắt của đoạn 

thứ i của hệ so sánh cùng chịu lực ngoài giống nhƣ hệ cần tính.  

       Nếu nhƣ các hàm 
i

y  thoả mãn các điều kiện biên thì từ điều kiện cực tiểu của  

Z theo (3.20): 
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     (3.20)    

sẽ nhận đƣợc hệ phƣơng trình đại số để xác định các ẩn 
i

 , 
i

 . Nhƣ trên đã trình 

bày, 
i

 , 
i

  có thể là các hệ số của đa thức xấp xỉ, chuyển vị và góc xoay của phần 

tứ hữu hạn khi dùng phƣơng pháp phần tử hữu hạn, hoặc chuyển vị tại các nút của 

phƣơng pháp sai phân hữu hạn. Các chuyển vị và biến dạng theo phƣơng pháp 

nguyên lý cực trị Gauss phải đƣợc xem là độc lập đối với lực và ứng suất (chuyển vị 

và biến dạng ảo). Các phƣơng trình nhận đƣợc từ điều kiện (3.20) là các phƣơng 

trình đại số, không phải là các phƣơng trình vi phân, biểu thị điều kiện cân bằng lực 

của kết cấu. Bởi vì giải hệ phƣơng trình cân bằng nên bài toán luôn có nghiệm và 

nghiệm là duy nhất. 

       Nếu nhƣ các hàm 
i

y  chƣa thoả mãn đầy đủ các điều kiện biên thì ta phải đƣa 

các điều kiện biên chƣa thỏa mãn đó vào điều kiện ràng buộc của bài toán (3.19). 

Giả sử 
i

y  có k điều kiện biên chƣa thỏa mãn ta có k điều kiện ràng buộc. Cuối cùng 

bài toán dẫn về tìm cực trị của (3.19) với k điều kiện ràng buộc đó. 
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 Đƣa bài toán tìm cực trị (3.19) với k điều kiện ràng buộc về bài toán tìm cực 

trị không có ràng buộc bằng cách xây dựng phiếm hàm mở rộng F nhƣ sau: 

MingZF
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                                                         (3.21) 

Trong đó: 
k

  là các thừa số Lagrange và cũng là các ẩn của bài toán. 

Từ điều kiện cực trị của bài toán (3.21), ta có hệ các phƣơng trình đại số (3.22).  

 

   




















































)0(

;0)()(

)0(;0)(

0

0

10

0

10

0

ni

dxQQgdxMMf

nigdxMMh

i

i

i

li

ii

n

k

kk

i

i

i

il

iii

i

n

k

kk

i

i

i

il

iii


















  (3.22)    

Giải hệ (3.22), ta sẽ nhận đƣợc các ẩn cần tìm là 
i

 , 
i

 và 
k

 . 

3.2.2 . Các ví dụ tính toán 

Ví dụ 3.1: Tính khung một tầng một nhịp 

Xác định nội lực và chuyển vị của khung một tầng một nhịp chịu tải trọng nhƣ 

hình 3.1a, độ cứng uốn EJ=Const. Tiết diện dầm chữ nhật, có chiều cao h , hệ số 

ứng suất trƣợt 2.1 . Chọn hệ so sánh là dầm đơn giản, hình 3.1b. 

 
a. Khung cần tính 

 
b. Dầm so sánh 

Hình 3.1. Khung một tầng một nhịp 

Chia khung thành ba đoạn, đoạn một và đoạn ba thẳng đứng, đoạn hai nằm ngang 

tọa độ các thanh nhƣ hình 3.2b, các đoạn có chiều dài tƣơng ứng là  l1= l2= l3= l. 
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Giả thiết đƣờng độ võng y1, y2, y3, và đƣờng lực cắt  Q1, Q2, Q3,  của khung có dạng 

đa thức nhƣ sau: 
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                 (a) 

Trong đó: ai(i=14), bi(i=03), ci(i=14), di(i=03), ei(i=14), ni(i=03),  là các ẩn 

của bài toán. Theo các biểu thức từ (3.4) đến (3.7) tính đƣợc: Biến dạng trƣợt γ1, γ2, 

γ3,; góc xoay 1, 2, 3; biến dạng uốn 1, 2, 3 và momen uốn Mx1, Mx2, Mx3, tƣơng 

ứng với các đoạn 1, 2 và 3, cụ thể là: 
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Trong đó:  là hệ số xét sự phân bố không đều của ứng suất cắt tại trục dầm; 

GF là độ cứng cắt của dầm 

                   
2

6

2 h

EJ
F

E
GF   

Chọn dầm tĩnh định cùng chịu lực phân bố đều q  làm hệ so sánh (hình 3.23b). 

Momen uốn và lực cắt của dầm so sánh xác định theo công thức: 
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                                                            (b) 

Phản lực gối tựa trái  tR0  và gối tựa phải  pR0  của dầm so sánh không gây mô men  

lên khung cần tính mà chỉ gây ra lực nén trong hai cột, cho nên từ biểu thức (3.19) 

lƣợng cƣỡng bức Z của dầm đƣợc viết nhƣ sau 
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              (c) 

Hàm độ võng yi phải thoả mãn các điều kiện ràng buộc sau: 





























































































;;

;0

;0

3
3

1
16

2
25

3

33

2

22

4

0

22

1

11

3

0

33

2

0

11

1

lxlxlx

lxlx

xlx

x

x

yygyg

GF

Q

dx

dy

GF

Q

dx

dy
g

GF

Q

dx

dy

GF

Q

dx

dy
g

GF

Q

dx

dy
g

GF

Q

dx

dy
g









                                 (d) 

Đƣa bài toán tìm cực trị (c) với các ràng buộc (d) về bài toán cực trị không ràng 

buộc bằng cách xây dựng phiếm hàm mở rộng Lagrange F nhƣ sau: 

 MingZF
k

kk
 
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6

1

                                                              (e) 

với   k(k=16) là các thừa số Lagrange cũng là các ẩn của bài toán. Nhƣ vậy có 

tổng cộng 30 ẩn ai(i=14), bi(i=03), ci(i=14), di(i=03), ei(i=14), ni(i=03),  và 6 

thừa số  i,). Từ điều kiện cực trị của biểu thức (e) ta nhận đƣợc hệ phƣơng trình 

sau: 
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      (f) 

nhận đƣợc 30 phƣơng trình bậc nhất để tìm 30 ẩn số. Giải các phƣơng trình trên ta 

nhận đƣợc kết quả tính đƣờng độ võng  yi, Mi và  lực cắt  Qi nhƣ  sau:  

- Phƣơng trình đƣờng đàn hồi cho các đoạn khung 
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- Hàm mômen uốn cho các đoạn khung 
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- Hàm lực cắt cho các đoạn khung 
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Khi không xét biến dạng trƣợt (cho h/l=1/1000), ta có biểu đồ mô men uốn M, biểu 

đồ lực cắt Q của khung một tầng một nhịp nhƣ hình 3.24: 
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a. Biểu đồ M 

 
 

b. Biểu đồ Q 

Hình 3.2. Biểu đồ nội lực khung một tầng một nhịp 

Ví dụ 3.2: Tính khung một tầng hai nhịp 

Xác định nội lực và chuyển vị của khung một tầng hai nhịp chịu tải trọng nhƣ 

hình 3.3a, độ cứng uốn EJ=Const. Tiết diện dầm chữ nhật, có chiều cao h , hệ số 

ứng suất trƣợt 2.1 . Chọn hệ so sánh là dầm đơn giản, hình 3.3b. 

 
a. Khung cần tính 

 
b. Dầm so sánh 

Hình 3.3. Khung một tầng hai nhịp 

Chia khung thành năm đoạn, đoạn một, đoạn ba và đoạn năm thẳng đứng, đoạn hai 

và đoạn bốn nằm ngang tọa độ các thanh nhƣ hình 3.2b, các đoạn có chiều dài tƣơng 

ứng là  l1= l2= l3= l4= l5= l. 

Giả thiết đƣờng độ võng y1, y2, y3, y4, y5,  và đƣờng lực cắt  Q1, Q2, Q3, Q4, Q5,   của 

khung có dạng đa thức nhƣ sau: 
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                (a) 

Trong đó: ai(i=14), bi(i=03), ci(i=14), di(i=03), ei(i=14), ni(i=03), ji(i=14), 

wi(i=03), ii(i=14), vi(i=03), là các ẩn của bài toán. Theo các biểu thức từ (3.4) 

đến (3.7) tính đƣợc: Biến dạng trƣợt γ1, γ2, γ3, γ4, γ5,; góc xoay 1, 2, 3 4, 5; biến 

dạng uốn 1, 2, 3, 4, 5  và momen uốn Mx1, Mx2, Mx3, Mx4, Mx5,  tƣơng ứng với 

các đoạn 1, 2, 3, 4 và 5, cụ thể là: 
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Trong đó:  là hệ số xét sự phân bố không đều của ứng suất cắt tại trục dầm; 

GF là độ cứng cắt của dầm 
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Chọn dầm con xon cùng chịu lực phân bố đều q  làm hệ so sánh (hình 3.25b). 

Momen uốn và lực cắt của dầm so sánh xác định theo công thức: 

                                         













)(

2

)(

0

2

0

xlqQ

xlq
M

                                                            (b) 

Phản lực gối tựa trái  tR0  của dầm so sánh không gây mô men  lên khung cần tính, 

cho nên từ biểu thức (3.19) lƣợng cƣỡng bức Z của dầm đƣợc viết nhƣ sau 

Min

dxQdxQdxEJdxQ

dxEJdxxlqQdx
xlq

EJZ

l lll

lll





















 


4

0

5

0

5544

3

0

33

2

0

22

2

0

22

1

0

11

1

0

1

2

1

)()()()(

)())(()
2

)(
(





           (c) 



65 

 

Hàm độ võng yi phải thoả mãn các điều kiện ràng buộc sau: 
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  (d) 

Đƣa bài toán tìm cực trị (c) với các ràng buộc (d) về bài toán cực trị không ràng 

buộc bằng cách xây dựng phiếm hàm mở rộng Lagrange F nhƣ sau: 

 MingZF
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                                                              (e) 

với   k(k=111) là các thừa số Lagrange cũng là các ẩn của bài toán. Nhƣ vậy có 

tổng cộng 51 ẩn. Từ điều kiện cực trị của biểu thức (e) ta nhận đƣợc hệ phƣơng trình 

sau: 
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    (f) 

nhận đƣợc 51 phƣơng trình bậc nhất để tìm 51 ẩn số. Giải các phƣơng trình trên ta 

nhận đƣợc kết quả tính đƣờng độ võng  yi, Mi và  lực cắt  Qi nhƣ  sau:  

- Phƣơng trình đƣờng đàn hồi cho các đoạn khung 
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- Hàm mômen uốn cho các đoạn khung 
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- Hàm lực cắt cho các đoạn khung 
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Khi không xét biến dạng trƣợt (cho h/l=1/1000), ta có biểu đồ mô men uốn M, biểu 

đồ lực cắt Q của khung một tầng hai nhịp nhƣ hình 3.30: 

 

Hình 3.4. Biểu đồ mômen khung một tầng hai nhịp 

 

Hình 3.5. Biểu đồ lực cắt khung một tầng hai nhịp 

 



68 

 

KẾT LUẬN  

Qua kết quả nghiên cứu từ các chƣơng, chƣơng 1 đến chƣơng 3 khi dùng 

phƣơng pháp so sánh để nghiên cứu bài toán kết cấu khung chịu uốn có xét đến ảnh 

hƣởng của biến dạng trƣợt ngang. Tác giả rút ra các kết luận sau: 

1. Tác giả đã áp dụng thành công phƣơng pháp nguyên lý cực trị Gauss do GS. 

TSKH Hà Huy Cƣơng đề xuất để nghiên cứu nội lực và chuyển vị của hệ khung 

phẳng chịu uốn, chịu tác dụng của tải trọng tĩnh. 

2. Tác giả đã xây dựng đƣợc phƣơng pháp so sánh để nghiên cứu nội lực và chuyển 

vị của hệ khung có xét đến biến dạng trƣợt ngang do lực cắt Q gây ra. Cách đặt bài 

toán đơn giản và nhận đƣợc kết quả chính xác. Khi không kể đến biến dạng trƣợt 

ngang nhận đƣợc kết quả trùng khớp với kết quả giải bằng các phƣơng pháp khác.  

3. Bài toán xác định nội lực và chuyển vị của hệ khung có xét đến biến dạng trƣợt 

ngang tỏ ra rất đơn giản vì có thể so sánh cả hệ phức tạp với một hệ đơn giản. Hiệu 

quả của cách làm này càng cao khi hệ cần xét càng phức tạp.  

4. Phƣơng pháp giải bài toán kết cấu bằng cách sử dụng hệ so sánh mở ra khả năng 

nhận đƣợc dữ liệu thực nghiệm của một kết cấu từ việc nghiên cứu thực nghiệm kết 

cấu khác. Đây là một phƣơng pháp mới và có hiệu quả.  
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KIẾN NGHỊ VỀ NHỮNG NGHIÊN CỨU TIẾP THEO 

1. Đây là một phƣơng pháp mới và đúng nên có thể dùng nó nhƣ một công cụ phục 

vụ công tác giảng dạy và học tập.  

2. Phƣơng pháp cho phép nhận đƣợc giữ liệu thực nghiệm từ việc thực nghiệm kết 

cấu khác nên có thể ứng dụng trong việc xây dựng mô hình mô phỏng.  

3. Dùng lý thuyết đã xây dựng ở trên để nghiên cứu nội lực và chuyển vị của các 

kết cấu chịu uốn khác nhƣ tấm, vỏ vv...có xét đến biến dạng trƣợt ngang do lực cắt 

Q gây ra.  
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