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LêI c¶M ¥N 

 

          Trong quá trình học tập nghiên cứu và thực hiện Luận văn Thạc sĩ, tôi đã 

nhận đƣợc sự giúp đỡ, tạo điều kiện nhiệt tình và quý báu của nhiều cá nhân và 

tập thể. 

           Trƣớc tiên, tôi xin bày tỏ lòng biết ơn sâu sắc nhất tới thầy giáo                    

GS. TS. NGƢT Trần Hữu Nghị đã tận tình hƣớng dẫn trong suốt thời gian 

nghiên cứu hoàn thành luận văn. 

        Tôi xin chân thành cảm ơn các thầy cô giáo trong khoa đào tạo Sau đại 

học đã tận tình giảng dạy, hƣớng dẫn, truyền đạt kiến thức trong suốt quá trình 

học tập và thực hiện luận văn. 

         Tôi cũng xin chân thành cảm ơn bạn bè, đồng nghiệp thuộc lớp cao học 

MC 01 đã giúp tôi tìm kiếm tài liệu, tìm kiếm nguồn tham khảo để hoàn thành 

Luận văn này. 

         Mặc dù tôi rất cố gắng hoàn thành luận văn bằng tất cả sự nhiệt tình và 

năng lực của mình, tuy nhiên không thể tránh khỏi những thiếu sót hoặc có 

những phần nghiên cứu chƣa sâu. Rất mong nhận đƣợc sự chỉ bảo và thông 

cảm của các thầy cô. 

        Tôi xin trân trọng cảm ơn !  

 

 

                                                                           Hải Phòng, ngày 20 tháng 11 năm 2015 

                                                                               Tác giả luận văn 

 

 

 

                                                                                 Bùi Văn Dũng 
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LêI CAM §OAN 

 

    

           Tôi xin cam đoan luận văn tốt nghiệp cao học ngành kỹ thuật xây dựng 

công trình dân dụng và công nghiệp với đề tài : “ Nghiên cứu ổn định đàn hồi 

của hệ thanh có tiết diện ngang thay đổi “ là luận văn do cá nhân tôi thực hiện. 

Các kết quả tính toán, các mô hình tuân thủ theo tiêu chuẩn xây dựng hiện 

hành. Kết quả tính toán này không sao chép bất kỳ tài liệu nào khác. 

 

 

                                                              Hải Phòng, ngày 20 tháng 11 năm 2015 

                                                                             Tác giả luận văn 

 

 

 

                                                                                Bùi Văn Dũng 
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MỞ ĐẦU 

 

1.  Lý do chọn đề tài 

          Trong những năm gần đây, do kinh tế phát triển, ngày càng xuất 

hiện nhiều công trình cao tầng, công trình công nghiệp, công trình đặc 

biệt. Trong những công trình đó, nhất là công trình công nghiệp ngƣời 

ta thƣờng dùng các thanh có tiết diện ngang thay đổi có chiều dài lớn, 

tấm, vỏ chịu nén và do đó điều kiện ổn định trong trong miền đàn hồi có 

tầm quan trọng đặc biệt, đòi hỏi phải nghiên cứu đầy đủ cả về mặt lý 

thuyết và thực nghiệm.  

 Vấn đề nghiên cứu ổn định của kết cấu thanh thẳng có tiết diện 

ngang không đổi đã có nhiều tác giả nghiên cứu, nội dung nghiên cứu 

tƣơng đối đầy đủ. Tuy nhiên, bài toán ổn định của thanh có tiết diện 

ngang thay đổi ít đƣợc đề cập đến, mặc dù kết cấu thanh có tiết diện 

ngang thay đổi đƣợc áp dụng rộng rãi trong xây dựng công trình vì có 

nhiều ƣu điểm về mặt kinh tế và kỹ thuật. Trong nhiều trƣờng hợp, hợp 

lý hơn cả là sử dụng hệ thanh trong đó các cấu kiện có tiết diện thay 

đổi. Đặc biệt trong kết cấu thép, kết cấu đƣợc xếp vào loại thanh mảnh 

thì vấn đề ổn định là một trong những nội dung cần đƣợc quan tâm.  

2. Đối tƣợng, phƣơng pháp và phạm vi nghiên cứu của luận văn. 

Nghiên cứu ổn định của thanh và hệ thanh thẳng có tiết diện 

ngang thay đổi, chịu tác dụng của tải trọng tĩnh theo phƣơng pháp sử 

dụng chuỗi nguyên. Kiểm tra ổn định của khung phẳng theo phƣơng 

pháp chuyển vị. 

3. Mục đích nghiên cứu luận văn. 

      Nghiên cứu ổn định đàn hồi của hệ thanh có tiết diện ngang thay 

đổi. 

4. Nhiệm vụ nghiên cứu của luận văn. 

- Sử dụng chuỗi nguyên để giải bài toán thanh thẳng đàn hồi có tiết diện ngang 

thay đổi chịu nén - uốn, do tác dụng của tải trọng tĩnh gây ra. 
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-  Áp dụng phƣơng pháp chuyển vị kiểm tra ổn định của khung phẳng với các 

phần tử thanh có tiết diện thay đổi, có các điều kiện biên khác nhau, chịu 

chuyển vị cƣỡng bức gối tựa và lực nén dọc trục. 

5. Ý nghĩa khoa học và thực tiễn của đề tài  nghiên cứu. 

     Vấn đề ổn định đàn hồi của hệ thanh đã đƣợc nhiều tác giả trong và ngoài 

nƣớc quan tâm nghiên cứu, kể cả bài toán có xét đến lực trƣợt ngang Q . Tuy 

nhiên, ý nghĩa khoa học của luận văn này nằm ở chỗ nghiên cứu ổn  định của 

thanh và khung  có tiết diện thay đổi. 
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CHƢƠNG 1: 

TỔNG QUAN VỀ QUÁ TRÌNH NGHIÊN CỨU 

SỰ ỔN ĐỊNH CỦA THANH CÓ TIẾT DIỆN THAY ĐỔI 

1.1 Ý NGHĨA THỰC TẾ CỦA BÀI TOÁN ỔN ĐỊNH THANH CÓ TIẾT 

DIỆN THAY ĐỔI 

Vấn đề ổn định của các thanh có mặt cắt không đối đã đƣợc 

nghiên cứu đầy đủ. Tuy nhiên, trên thực tế công trình, thanh có mặt cắt 

không đổi chƣa phải là cấu kiện chịu uốn - nén kinh tế nhất. Trong 

nhiều trƣờng hợp, hợp lý hơn cả là sử dụng hệ thanh trong đó các cấu 

kiện có tiết diện thay đổi. Đặc biệt trong kết cấu thép, kết cấu đƣợc xếp 

vào loại thanh mảnh thì vấn đề ổn định là một trong những nội dung cần 

đƣợc quan tâm. Trong kết cấu thép, các cột có tiết diện thay đổi đƣợc sử 

dụng rất phổ biến: cột rỗng đƣợc ghép từ các thép cơ bản bởi các thanh 

xiên, bản giằng; cột hình chóp cụt, nón cụt; cột làm từ các thép tổ hợp... 

Ngay cả trong kết cấu bê tông và bê tông cốt thép, thanh có tiết diện 

thay đổi cũng đƣợc sử dụng nhiều nhƣ ở kết cấu cột điện, tháp... Khi 

nghiên cứu các loại thanh này thì bài toán ổn định trở nên phức tạp hơn 

nhiều so với thanh có tiết diện không thay dổi. Nguyên nhân là ở quá 

trình tích phân các phƣơng trình vi phân, các hệ số của các phƣơng trình 

này là những đại lƣợng thay đổi . 

Để giải dạng bài toán này, đã có nhiều phƣơng pháp nghiên cứu, 

gồm các phƣơng pháp chính xác và các phƣơng pháp gần đúng. 

Luận văn đề cập đến một phƣơng pháp nghiên cứu ổn định của hệ 

thanh trong đó tiết diện các cấu kiện thanh thay đổi, nhằm tìm ra lực tới 

hạn của công trình. Hƣớng cụ thể: nghiên cứu các cấu kiện cơ bản có 

tiết diện thay dổi và vận dụng phƣơng pháp chuyển vị để kiểm tra ổn 

định của hệ thanh. 

 

1.2 TỔNG QUAN VỂ CÁC PHƢƠNG PHÁP TÍNH 

1.2.1 Phƣơng pháp chính xác 

Các phƣơng pháp áp dụng cho một số trƣờng hợp thanh có tiết 
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Hình 1.2 

diện thay đổi theo những quy luật tƣơng đối phổ biến trong thực tế: 

1.2.1.1Thanh có tiết diện thay dổi theo hình bâc 

thang {3}{5} 

Thanh gồm nhiều đoạn, trong mỗi đoạn, độ 

cứng của thanh là không đổi, mặt cắt ngang của 

thanh biến đổi theo từng nấc. Loại thanh này 

thƣờng gặp ở cột bậc (hình l.la) trong kết cấu 

kim loại, có thể gặp những thanh có liên kết 

khớp ở hai đầu chịu nén dọc trục, thanh sẽ chịu 

ổn định tốt hơn khi tiết diện thay đổi nhƣ trên 

hình 1.lb. 

Để tìm lực nén tới hạn, cần lập phƣơng trình vi phân cho từng 

đoạn và tìm nghiệm của các phƣơng trình này. Thiết lập các điều kiện 

chập giữa các đoạn và sử dụng các điều kiện biên. Ta sẽ đƣợc phƣơng 

trình ổn định để xác định lực tới hạn theo điều kiện tồn tại nghiệm ở 

trạng thái lệch khỏi dạng ban đầu. 

1.2.1.2 Thanh có măt cắt biến đổi liên tục {3}{5} 

Ơle đã lập ra phƣơng trình vi phân của trục võng cho các thanh có 

mặt cắt biến đổi liên tục với nhiều loại hình dáng khác nhau. Thanh có 

độ cứng thay đổi theo luật luỹ thừa 

thƣờng đƣợc sử dụng rộng rãi trong 

thực tế. 

A.N.Dinnik là ngƣời đầu tiên 

nghiên cứu sự ổn định của những loại 

thanh có mômen quán tính của tiết diện 

thay đổi tỷ lệ với khoảng cách tính từ 

điểm o nào đó (hình 1.2a) theo luật luỹ 

thừa: 

J(z) =J1( n

a

z
)       (1.1) 

trong đó, J1 là mômen quán tính của tiết diện ở đầu trên của thanh, số 
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mũ n phụ thuộc hình dạng cụ thể của thanh. 

* Khi n=1, tiết diện thanh có bề cao h không đổi còn bề rộng b thay đổi 

bậc nhất dọc theo chiều dài thanh, khi mất ổn định thanh bị uốn quanh 

trục y (hình 1.2 b) 

*Khi n=2, tiết diện thanh gồm 4 thanh thép góc ghép với nhau bởi các 

thanh xiên (hình 1.2c). 

*Khi n=4, thanh có tiết diện đặc thay đổi theo hình chóp cụt hay hình 

nón cụt. 

Chọn trục toạ độ nhƣ trên hình lẳ3, và lập phƣơng trình vi 

phân đƣờng đàn hồiẼ Phƣơng trình này có các hệ số thay đổi. 

Ta có thể tìm nghiệm dƣới dạng chuỗi vô hạn hay dƣới dạng 

hàm số Betxen. Khi n=2  và n=4, các nghiệm này có thể viết 

dƣới dạng các hàm số sơ cấp. Sử dụng các điều kiện biên và 

thiết lập các điều kiện tồn tại các hằng số tích phân ta sẽ   

đƣợc phƣơng trình ổn định để suy ra lực tới hạn. 

1.2.2 Phƣơng pháp gần đúng 

1.2.2.1 Phƣơng pháp sai phân [3] 

Trong phƣơng pháp này, việc giải phƣơng trình vi phân đƣợc thay 

thế bằng việc giải hệ phƣơng trình đại số thiết lập dƣới dạng sai phân. 

Thứ tự thực hiện: 

- Thay phƣơng trình vi phân cân bằng ở trạng thái lệch bằng các 

phƣơng trình sai phân. 

- Tại một số điểm chia của hệ ở trạng thái lệch, lập các phƣơng 

trình sai phân. Vận dụng các điều kiện biên sẽ thiết lập đƣợc hệ phƣơng 

trình đại số với các ẩn số là chuyển vị. Do tính chất phân nhánh của bài 

toán, hệ phƣơng trình là thuần nhất. 

- Thiết lập phƣơng trình ổn định bằng cách cho định thức các hệ 

số của hệ phƣơng trình đại số bằng không. 

- Giải phƣơng trình ổn định để tìm lực tới hạn. 

Áp dụng phƣơng pháp này có hiệu quả với những hệ có tiết diện 
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thay đổi theo quy luật phức tạp. 

l.2.2.2. Phƣơng pháp dây xích [3] 

Đây là một hình thức khác của phƣơng pháp sai phân, do H.Henki 

đề xuất. Chia thanh thành n đoạn bằng nhau và bằng Az, coi hệ nhƣ một 

dây xích có n đốt liên kết với nhau bằng khớp đàn hồi. Viết phƣơng 

trình vi phân tại mắt i dƣới dạng số gia và tìm đƣợc các phƣơng trình 

liên hệ giữa các độ võng tại các mắt xích. Sử dụng các điều kiện biên, 

ta sẽ lập đƣợc phƣơng trình để xác định lực tới hạn. 

Phƣơng pháp này đƣợc áp dụng cho các thanh có tiết diện thay đổi 

mà không cần khai triển định thức. 

1.2.2.3 Phƣơng pháp Bupnốp - Galoockin [31 

Phƣơng pháp đƣợc xây dựng trên cơ sở tìm nghiệm gần đúng của 

phƣơng trình vi phân thông qua hệ phƣơng trình đại số tuyến tính . 

Thứ tự: 

- Thiết lập phƣơng trình vi phân của đƣờng biến dạng của hệ ở 

trạng thái lệch khỏi trạng thái ban đầu và biểu thị theo dạng: 

L(z,y,y',y''....)=0 

- Giả thiết dạng gần đúng nghiệm của phƣƣng trinh dƣới dạng 

chuỗi gồm p số hạng với p là số nguyên bất kỳ: 





p

i

ii zgazgazgay
1

2211 )()()(     (1.2) 

trong đó: ai : các hệ số chƣa biết; 

gi(z): các hàm độc lập thoả mãn điều kiện biên. Sau đó thiết lập 

các phƣơng trình xác định các hệ số trong chuỗi có dạng: 

   
 

0)().....()(,,
1 1

''' dzzgzgazgazL k

p

i

p

i

iiii      (1.3) 

với k= 1, 2,......p 

- Phƣơng trình ổn định của hệ là định thức các hệ số của các 

phƣơng trình trên bằng không. 
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- Giải phƣơng trình ổn định, có đƣợc lực tới hạn. 

1.2.2.4 Phƣơng pháp giải theo từng điểm {3} 

Đày là một hình thức trung gian giữa phƣơng pháp sai phân và 

phƣơng pháp Bupnôp - Galoockin. 

Giả sử chọn nghiêm phƣơng trình vi phân dạng chuỗi:  





p

i

ii zgay
1

)(       (1.4) 

trong đó: gi (z) là các hàm độc lập thoả mãn điều kiện biên. 

Các thông số a l đƣợc xác định sao cho sau khi thay (1.4) vào 

phƣơng trình vi phân cơ bản của bài toán thì phƣơng trình vi phân phải 

đƣợc thỏa mãn với p giá trị của biến số độc lập tức là với p điểm trên 

hệ. Áp dụng phƣơng trình vi phân tại n điểm, đƣợc n phƣơng trình đại 

số thuần nhất với ẩn ai Từ điều kiện định thức các hệ số của hệ phƣơng 

trình thuần nhất bằng không (các điều kiện a i khác không), suy ra lực 

tới hạn. 

1.2.2.5. Phƣơng pháp đúng dần [3] 

Nội dung phƣơng pháp là giải phƣơng trình vi phân hay các 

phƣơng trình đại số theo cách giải gần đúng tiệm cận dần tới kết quả 

chính xác. 

Trƣớc tiên, giả thiết dạng gần đúng của phƣơng trình biến dạng 

căn cứ vào đƣờng biến dạng này và các phƣơng trình vi phân của hệ xác 

định đƣờng biến dạng thứ hai và tải trọng tới hạn tƣơng ứng. Lại căn cứ 

vào đƣờng biến dạng, thứ hai để tìm tải trọng tới hạn và đƣờng biến 

dạng thứ ba... Tiếp tục cho đến khi các đƣờng biến dạng và tải trọng tới  

hạn của các lần liên tiếp trùng nhau hoặc xấp xỉ thì ngừng. Giá trị tới 

hạn trong lần cuối là kết quả cần tìm. 

1.2.2.6. Phƣơng pháp Ritz [3] 

Cơ sở của phƣơng pháp là nghiên cứu thế năng toàn phần của 

hệ ở trạng thái lệch. Tải trọng tới hạn đƣợc xác định từ điều kiện cân 

bằng dƣới dạng thế năng (thế năng cực trị) và điều kiện tồn tại dạng 

cân bằng lệch đó. 
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Thứ tự thực hiện: 

- Cho trƣớc đƣờng biến dạng y của hệ dƣới dạng chuỗi: 

- 



p

i

ii zgay
1

)(      (1.5) 

- Xác định các đạo hàm y y "  rồi thiết lập biểu thức của thế năng 

u. 

- Thiết lập các phƣơng trình của điều kiện cân bằng dƣới dạng thế 

năng cực trị. Ta đƣợc một hệ phƣơng trình đại số tuyến tính thuần nhất.  

- Cho định thức các hệ số của hệ phƣơng trình thuần nhất bằng 

không, ta đƣợc lực tới hạn cần tìm. 

1.2.2.7. Phƣơng pháp Timôsenkô [3] 

Theo phƣơng pháp này, ta cần chọn đƣờng biến dạng giả thiết theo 

một số thông số có khả năng làm thay đổi đƣờng biến dạng khi các 

thông số đó thay đổi, đồng thời chọn những thông số này sao cho lực tới 

hạn xác định theo phƣơng pháp năng lƣợng có giá trị cực tiểu. Phƣơng 

pháp sẽ cho lực tới hạn nhỏ nhất cần tìm. 

1.2.2.8 Phƣơng pháp phẩn tử hữu han [2], [3] 

Phƣơng pháp giải bài toán ổn định theo mô hình chuyển vị. Tài 

liệu [21 trình bày một phƣơng pháp kiểm tra độ ổn định của một công 

trình làm việc theo quy luật tuyến tính hoặc phi tuyến, từ đó xác định 

thông số tới hạn của hộ. Phƣơng pháp cho phép giải bài toán ổn định 

của những hệ tƣơng đối phức tạp. 

 

1.3 MỘT SỐ KẾT QUẢ NGHIÊN CỨU VỂ ỔN ĐỊNH CỦA 

THANH CÓ TIẾT DIỆN THAY ĐỔI 

Trong tài liệu [7], [8], đã giải quyết đƣợc bài toán ổn định cho 

nhiều loại thanh có các liên kết hai đầu khác nhau, tiết diện biến đổi 

dạng hình côn, chịu lực nén dọc trục. Dạng thanh điển hình nhƣ trên 

hình (1.4).
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Mômen quán tính của tiết diện 

n

A

z
JzJ 










1
)1(1)(        (1.6) 

trong đó: 
B

A

d

d
  

A.F.Smirnôv{8} đã giải bà toán ổn định khi: 

4;
3

8
;

5

12
;

7

16
;

9

20
;2;

11

20
;

9

16
;

7

12
;

5

8
;

3

4
n  

 

Trong tài liệu {7}, Petersen cũng đã cung cấp kết quả cho các 

trƣờng hợp cụ thể khi n nhận các giá trị: 1;2;2,1 3;8,2;6,2 ;3,2;3,6;3,8;4 

Trong các tài liệu {9}.{10}, S.P. Leites đã giải bài toán ổn định của 

thanh có liên kết khác nhau ở hai đầu, tiết diện thay đổi theo luật: 

J(z)=I0( n

l

z
)        (1.7) 

với n= 4;
2

7
;3;

2

5
;2;

2

3
;1;

2

1
  

 

Đối với thanh có tiết diện thay đổi không theo riêng một quy luật 

trên mà biến đối trên từng đoạn (hình 1.5), trong [7] cũng đã cung cấp 

các kết quả cho từng loại thanh có liên kết khác nhau ở hai đầu. 

Trong tính toán thực hành, ngƣời ta thƣờng sử dụng khái niệm chiều 
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dài tính toán hay chiều dài quy đổi của thanh khi kiểm tra ổn định. Trong 

tiêu chuẩn Mỹ AISC đã đƣa ra cách tính chiều dài của cột vát - cột có tiết 

diện thay đổi Lee, Moerrell và Ketter (1972) đã xác định chiều dài tính 

toán của cột vát dựa trên ý tƣởng cơ bản là lục nén tới hạn Faỵ của cột 

vát chịu nén dọc trục theo lực nén tới hạn của cột thẳng có cùng tiết diện 

với đầu nhổ của cột vát nhƣng với chiều dài quy đổi tƣơng đƣơng. Từ đó 

tính đƣợc hệ số chiều dài tính toán Kỵ tƣơng đƣơng cho cột vát chịu nén 

dọc trục. Tuy nhiên phƣơng pháp này chí áp dụng với khung có dầm tiết 

diện không đổi. 

1.4. GIẢI BÀI TOÁN ỔN ĐỊNH TRONG CHƢƠNG TRÌNH 

PHÂN TÍCH KẾT CẤU SAP 2000 

Để giải bài toán ổn định, ta có thể vận dụng một số chƣơng trình 

phân tích kết cấu hiện có nhƣ: p - FRAME, STRAND 6. Tuy nhiên các 

chƣơng trình này chỉ làm việc với các cấu kiện có tiết diện không đổi, để 

nghien cứu các cấu kiện có tiết diện thay đổi ta cần rời rạc hoá thành 

nhiều đoạn mà trên mỗi đoạn, tiết diện là không đổi . 

SAP2000 đƣợc sử dụng rất rộng rãi ở Việt Nam hiện nay đã giải 

quyết đƣợc những hạn chế trên của các chƣơng trình trƣớc. Chƣơng trình 

này có thể phân tích đƣợc thanh có tiết diện thay đổi với  độ cứng chống 

uốn Eỉ biến đối theo bậc 1, 2, 3  Việc tính ổn định đƣợc thực hiện thông 

qua sự khai báo hiệu ứng P-delta. Ý nghĩa của nó là điều khiển chƣơng 

trinh phân tích kết cấu, trong đó có kể tới tác dụng của lực dọc trục cũng 

nhƣ hiệu ứng uốn dọc do lực này gây ra Khi lực dọc p< Pth, chƣơng trình 

sẽ cho ra kết quả phân tích nội lực, chuyển vị của bài toán. Ngƣợc lại khi 

p> Pth, chƣơng trinh sẽ báo lỗi hệ bị mất ổn định và không cho ra kết quả 

nội lực, chuyển vị. Với cách gia tăng dần lực tác dụng trên công trình cho 

tới khi hệ mất ổn định, ta có thể tìm đƣợc lực tới hạn của bài toán.  

 

1.5. NỘI DUNG CHÍNH CỦA LUẬN VĂN VÀ HƢỚNG GIẢI 

QUYẾT  
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Luận văn nghiên cứu ổn định của hệ thanh trong đó các cấu kiện có 

tiết diện thay đổi. Thuật toán để giải là vận dụng chuỗi nguyên. Quy luật 

thay đổi của tiết diện thanh đƣợc mô tả dƣới dạng chuỗi:  




n

i

i

i

n

n

i

i bIbbbbbII
0

0

3

3

2

210 )..........1(    (1.8) 

với 1,
1

0  b
z

  

  Thuật toán này có thể áp dụng cho trƣờng hợp các thanh có 

tiết diện thay đổi theo luật bất kỳ sau khi đƣa về dạng lũy thừa. 

Đối tƣợng nghiên cứu của luận văn là hệ thanh, trong đó có trƣờng 

hợp riêng là thanh đơn. Khi kiểm tra ổn định cho hệ thanh, luận văn sử 

dụng phƣơng pháp chuyển vị đã quen biết, cơ sở của phƣơng pháp là các 

cấu kiện mẫu có tiết diện thay đổi. Do đó, các cấu kiện mẫu này cũng là 

một nội dung nghiên cứu của luận văn. Các kết quả thu đƣợc đã đối chiếu 

với các tài liệu tham khảo, các chƣơng trình phân tích kết cấu dựa trên 

phƣơng pháp Phần tử hữu hạn. 
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CHƢƠNG 2 

ỔN ĐỊNH CỦA THANH CÓ TIẾT DIỆN THAY ĐỔI 

 

Hƣớng thực hiện của luận văn là vận dụng chuỗi nguyên để giải bài 

toán ổn định, bài toán uốn ngang cùng với uốn dọc của thanh có tiết diện 

thay đổi, chuẩn bị cơ sở để kiểm tra ổn định của khung trong đó có các 

cấu kiện có tiết diện thay đổi. 

Giả thiết quy luật thay đổi của tiết diện thanh đƣợc mô tả dƣới dạng 

chuỗi: 




n

i

i

i

n

n

i

i bIbbbbbII
0

0

3

3

2

210 )..........1(    (2.1) 

với 1,
1

0  b
z

  

 

2.1. THIẾT LẬP VÀ TÌM NGHIỆM CỦA PHƢƠNG TRÌNH VI PHÂN 

Xét thanh có liên kết bất kỳ ở hai đầu, chịu lực nén dọc trục P, tải 

trọng ngang phân bố bất kỳ (hình 2.1). 

 

 

 

Biểu thức mômen uốn trong thanh: 

)()()( 000  qMyyPlQMM      (2.2) 

Mq( )  là biểu thức mômen uốn do riêng các tải trọng ngang q gây ra. 

Trong trƣờng hợp tổng quát, ta có thể biểu thị: 





r

j

jjqM
2

)(   
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với j  là hệ số thứ j của biểu thức mômen uốn do tải trọng ngang gây ra. 

Từ phƣơng trình vi phân của đƣờng đàn hồi: El,y''=-M, sau khi thay các biểu 

thức (2.1) và (2.2), ta đƣợc: 











 r

j

j

j

n

i

i

i Cy
d

yd
b

0

2

2

2

0




      (2.3) 

trong đó: 0

0

3

10

0

2

00

0

2
2 ,, Q

EI

l
cM

EI

l
tyc

EI

Pl
t   

Ta sẽ tìm nghiệm của phƣơng trình vi phân (2.3), rồi từ đó có thể xác định 

nội lực trong thanh theo phƣơng trình đƣờng đàn hồi 

Nghiệm tổng quát của phƣơng trình (2.3) có dạng: 

y 1y1 + 2y2 +y3     (2.4) 

trong đó, y1 và y2 là các nghiệm độc lập tuyến tính của phƣơng trình vi phân 

không vế phải còn y3  là nghiệm riêng của phƣơng trình vi phải có vế phải 

2.1.1 Tìm nghiệm y1 và y2 của phƣơng trình vi phân không có vế phải 

02

2

2

0












y
d

yd
b

n

i

i

i 


    (2.5) 

Đặt nghiệm của (2.5) dƣới dạng: 

y=


00i

i

ia       (2.6) 

Điều kiện hội tụ của (2.6) là  <R, với R là bán kính hội tụ đƣợc xác định bằng 

nghiệm của đa thức: 

P( 



n

i

i

ib
0

0)   

Vì P( ) biểu thị độ cứng của thanh nên P( 0)   khi 0<z<l tức là khi 0< 1 . 

DO đó, nghiệm R của P( ) chỉ xảy ra với R>1. Suy ra R . Nhƣ vậy chuỗi 

nghiệm (2.6) sẽ hội tụ 

 

Từ (2.6) ta có  








 
1 2

2

2

2
1 )1(,

i i

i

i

i

i aii
d

yd
ia

d

dy






 

 Sau khi thay vào (2.5) đồng nhất hai vế ta sẽ lập đƣợc công thức xác định các 

hệ số ai 

  niniiii abniniabiiabiitabii
ii

a  


 )1)((...)4)(3()3)(2()2)(1(
)1(

1
332211

Đó là công thức truy hồi, có thể xác định đƣợc tất cả các hệ số ai theo a0 và a1. 
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Mặt khác, nếu biểu thị ai theo hàm luỹ thừa của i thì: 

ai=- 


 1)1(

1

s

s

situ
ii

   (2.7) 

với i=1,2,3,... và s=
2

1i
 
















)3)(2(

)(...)1(
)2)(1(

)2(21
ii

u
niububiubu

is

nissi   (2.8) 

Từ (2.7) và (2.6) ta có thể tìm đựơc nghiệm y1 và y2 

 

 Nghiệm y1 ứng với a0=1 và a1 =0 

 

....)(...)()()(1 3

3

2

211  s

s tgtgtgtgy     (2.9) 

trong đó 


 


si

i

sis u
i

g
2 )1(

1
)(       (2.10) 

với u12=1 và usi=0 khi i 12  s . Cụ thể: 


























































6

939838737636
33

4

727626525424
22

2

616514313212
11

...
8.97.86.75.6)1(

1
)(

....
6.75.64.53.4)1(

1
)(

...
1.63.42.31.2)1(

1
)(

i

i

i

i

i

i

i

i

i

uuuu
u

ii
g

uuuu
u

ii
g

uuuu
u

ii
g







 

 

Nhƣ vậy, để tính các hệ số gs( ) , ta cần xác định các hệ số usi theo 

công thức (2.8) và chú ý rằng u12=1 và usi=0 khi i 2s-1. Ví dụ: 

u13=-(b1u12) 

u14=-(b1u14+b2u13+b3u12) 

u16=-(b1u15+b2u14+b3u13+b4u12) 

... 

u24=- 








1.2

12u
     










3.4

24
36

u
u  

u25=- 









2.3

13
241

u
ub     










4.5

25
36137

u
ubu   

......

3.4

14
24225126 










u
ububu

   

......

5.6

26
36237138 










u
ububu

 

 Nghiệm y2 ứng với a0= 0 và a=1 

....)(...)()()( 3

3

2

212  s

s twtwtwtwy     (2.11) 

trong đó    i

si

sis u
ii

w  


 


12 )1(

1
)(      (2.12) 
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với u13=1 và usi=0 khi i s2 . CỤ thể: 



















3

717616515414313
11 ....

6.75.64.53.42.3)1(

1
)(

i

i

i

uuuuu
u

ii
w   



















3

626525
22 ...

5.64.5)1(

1
)(

i

i

i

uu
u

ii
w   

Để tính các hệ số ws( ) , ta cũng xác định các hệ số usi theo công thức 

(2.8) và chú ý rằng u13=1 và usi=0 khi i 2s. Ví dụ: 

u14=-(b1u13) 

u15=-(b1u14+b2u13) 

u16=-(b1u15+b2u14+b3u13) 

.... 

u25=-( )
2.3

13u
     )

4.5
( 25

37

u
u   











3.4

14
25126

u
ubu     

5.6
( 26

37138

u
ubu   

)....
4.5

( 15
25226127

u
ububu     )

6.7
( 27

37238139

u
ububu   

....       .... 

2.1.2 Tìm nghiệm y3 của phƣơng trình vi phân có vế phải (2.3) 

Đặt nghiệm riêng y3 dƣới dạng: 







0

3

k

k

kvy        (2.13) 

Thay (2.13) vào (2.3) thực hiện đồng nhất hai vế, ta có thể xác định 

các hệ số vk của nghiệm (2.13) theo biểu thức sau: 

V= (BD+ 2 )
-1

C     (2.14) 

Nếu lấy chuỗi (2.13) tới p+1 số hạng (k=0,1,2,....p) với p r  thì ý nghĩa 

và cấu trúc của các ma trận trong công thức (2.14) nhƣ sau: 

V- ma trận cột có p+1 hàng, các phần tử của ma trận V là các hệ số vi 

cần xác định 

V=  pi vvvvvv .........,,, 3210  

C- ma trận cột có p+1 hàng, các phần tử là cj đã biết\ 
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C=  pi cccccc ...........,,, 3210  

U - Ma trận đơn vị có kích thƣớc  )1()1(  pxp  

B- ma trận vuông có kích thƣớc  )1()1(  pp .  Các phần tử của B là 

các hệ số của quy luật biến thiên tiết diện: 

B=





























 1,.....

.........................................

.........................................

1

1

1

1321

123

12

1

bbbbb

bbb

bb

b

pppp

 là ma trận tam giác dƣới  

D- ma trận vuông có kích thứơc  )1()1(  pp . Cấu trúc của D nhƣ sau: 







































0...................000000

0..................000000

)1.........(000000

..............................

..............................

0..............5.400000

0.............04.30000

0............003.2000

0..........0002.100

pp

D  

Nhƣ vậy, để tìm vk ta cần nghịch đảo một ma trận vuông kích thƣớc 

 .)1()1(  pp  Sau khi biết các vk ta có thể dễ dàng tìm đƣợc nghiệm y3 

theo (2.13) 

2.1.3 Nghiệm tổng quát của phƣơng trình vi phân (2.3) 

Thay (2.9),(2.11) và (2.13) vào (2.4) ta đƣợc nghiệm tổng quát: 

y=   ....)()()(1 3

3

2

21 tgtgtg    





0

3

21 ....)()(
k

k

kvtwtw 

 (2.15) 

Các đại lƣợng chƣa biết trong (2.15) đƣợc xác định từ các điều kiện 

biên. 

2.2 Thuật toán giải bài toán ổn định của thanh có tiết diện thay đổi 

Sau khi thiết lập đƣợc các biểu thức của các nghiệm y1, y2 và y3, ta 
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đƣợc phƣơng trình đƣờng đàn hồi của một thanh bất kỳ theo biểu thức 

(2.15). Trong phƣơng trình đƣờng đàn hồi này còn tồn tại những hằng số 

chƣa biết 1 và 2 cần đƣợc xác định theo các điều kiện biên của thanh. 

Tiếp đó có thể tìm nội lực, biến dạng tại một điểm bất kỳ trên thanh. 

Phƣơng trình đƣờng đàn hồi: 

y= 1y1+ 2y2+y3 

trong đó 

y1=1- t
uuuuu









 ....

5.64.53.42.31.2

616515414313212  - 

....
8.97.86.75.6

...
6.75.64.53.4

39398387376362727626525424 
















 t

uuuu
t

uuuu
 (2.16) 

y2=

)17.2...(...
10.119.108.9

.....
8.97.86.7

....)
6.75.64.5

(...)
6.75.64.53.42.3

(

411411104109493939838737

27.2762625717616515414313






















t
uuu

t
uuu

t
uuu

t
uuuuu





 

Trong bài toán ổn định, vế phải của phƣơng trình vi phân (2.3) là 




1

0j

j

jc  ( do không có tải trọng ngang tác dụng), trong đó: 

c0=ty0- 0

0

3

10

0

2

, Q
EI

l
cM

EI

l
  

Do đó, ma trận C =  10 ,cc . Ở đây r=1, lấy chuỗi nghiệm của (2.13) tới 

p+1 số hạng sao cho p  r, nếu chọn p+1=5, thì kích thƣớc ma trận B, D, U 

là 5 x 5 

B=







































































00000

00000

00000

00010

00001

,

00000

00000

4.30000

03.2000

002.100

,

1

01

001

0001

00001

1234

123

12

1

UD

bbbb

bbb

bb

b

 

Dễ dàng giải ra đựơc 

V=(BD+








 000
11

1)() 10

12 c
t

c
t

CtUBDCU  

Vậy y3=  10

0

11
c

t
c

t
v

k

k

k 




    (2.18) 
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Đến đây ta đã có đủ các nghiệm của (2.4) hay (2.15), viết hoàn chỉnh 

là: 

y= 1 



 t

uuuuu
...)

5.64.53.42.31.2
(1 6515414313212 16   

......)
8.97.86.75.6

(....)
6.75.64.53.4

( 39398387376362727626525424  t
uuuu

t
uuuu



+ 2 














2
727626525717616515414313 ..)

6.75.64.5
(...

6.75.64.53.42.3
t

uuu
t

uuuuu
  

-(   10

411411104109493939838737 11
.....)

10.119.108.9
(...)

8.97.86.7
c

t
c

t
t

uuu
t

uuu
  

(2.19) 

  

Trong bài toán ổn định thì đại lƣợng chƣa biết chính là lực P hay thông số t, 

giữ vai trò là ẩn số. Cách giải bài toán này nhƣ sau: 

Khi đã biết quy luật biến thiên của tiết diện và điều kiện liên kết ở hai đầu 

thanh, ta có thể thiết lập hệ phƣơng trình tìm các đại lƣợng M0, Q0, 1, 2. Hệ 

phƣơng trình này là thuần nhất nên muốn cho thanh bị mất ổn định thì định thức 

các hệ số của hệ phƣơng trình 

này phải bằng không. Từ đây ta 

lập đƣợc phƣơng trình ổn định 

biểu thị dƣới dạng phƣơng trình 

luỹ thừa với ẩn số là t. Giải 

phƣơng trình ổn định đƣợc 

nghiệm t, lấy nghiệm dƣơng 

nhỏ nhất ta suy ra lực tới hạn 

cần tìm. Có thể diễn giải quá 

trình này theo sơ đồ trên hình 

2.2 

2.3 KIỂM TRA ỔN ĐỊNH THEO PHƢƠNG PHÁP CHUYỂN VỊ 

2.3.1 Nội dung phƣơng pháp chuyển vị 

Trong bài toán ổn định, hệ cơ bản và hệ phƣơng trình chính tắc của 

phƣơng pháp chuyển vị tƣơng tự nhƣ khi kiểm tra bền. Tuy nhiên, do tải 
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trọng chỉ đặt tại các nút nên khi hệ chƣa mất ổn định thì trong các thanh 

của hệ chỉ xuất hiện những lực nén hoặc kéo tự cân bằng mà không xuất 

hiện mômen uốn. Nhƣ vậy, biểu đồ ( 0

PM ) do tải trọng gây ra trong hệ cơ 

bản sẽ không tồn tại và do đó các số hạng tự do RkP của hệ phƣơng trình 

chính tắc đều bằng không. Lúc đó, hệ phƣơng trình chính tắc trở thành hệ 

phƣơng trình thuần nhất. Khi xác định các hệ số của hệ phƣơng trình 

chính tắc, khác với bài toán kiểm tra độ bền, các hệ số rkm không phụ 

thuộc tải trọng, nhƣng khi kiểm tra ổn định, rkm phụ thuộc lực nén hoặc 

kéo trong các thanh. Phƣơng trình ổn định là định thức các hệ số của hệ 

phƣơng trình chính tắc bằng không. 

2.3.2. Các vấn đề cần chuẩn bị  

Để áp dụng phƣơng pháp chuyển vị đã quen biết, ta cần thiết lập sẵn 

các kết quả phản lực và nội lực trong những phần tử mẫu là các thanh có 

liên kết hai đầu cho trƣớc, chịu chuyển vị cƣỡng bức ở các liên kết tựa. 

Với bài toán ổn định, ta còn phải kể tới ảnh hƣởng của lực dọc trục trong 

phần tử mẫu. 

2.4 THIẾT LẬP CÁC CẤU KIỆN MẪU TRONG PHƢƠNG PHÁP 

CHUYỂN VỊ 

Để chuẩn bị cho các tính toán sau này, ta tìm đạo hàm các hàm y1,y2,y3  

theo  : 

Các đạo hàm cấp 1 của y1,y2,y3 theo  : 

t
uuuuu

y 







 ......

54321

51641531421312'

1   

..........
8765

......
6543

38397386375362627526425324 
















 t

uuuu
t

uuuu
  

(3.1) 


















 2627526425516415314213'

2 ......
654

......
5432

1 t
uuu

t
uuuu

y 

...........
876

3839738637 t
uuu









   

(3.2) 
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1

'

3

1
c

t
y   (3.3) 

Các đạo hàm cấp 2 theo   của y1, y2 , y3: 

25

27

4

26

3

25

2

24

4

16

3

15

2

141312

''

1 ....)(.....)( tuuuutuuuuuy    

.........)( 37

39

6

38

5

37

4

36  tuuuu   

(3.4) 

 25

27

4

26

3

25

5

17

4

16

3

15

2

1413

''

2 ....)(.....)( tuuutuuuuuy   

.........)( 37

39

6

38

5

37 tuuu    (3.8) 

0'''

3 y  (3.9) 

2.4.1. Thanh có hai đầu ngàm 

2.4.1.1. Đầu ngàm xoay một góc bằng đơn vị (hình 3.1) 
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Thế (a) và (b) vào phƣơng trình này đƣợc:  
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Trong đó E,I0,l,t  lần lƣợt là môđun đàn hồi khi kéo hoặc nén của vật liệu, 
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0), l là chiều dài thanh và t là đại lƣợng phụ thuộc lực nén p. Khi cho biết 

quy luật biến thiên của tiết diện, ta có thể tính đƣợc tất cả các hệ số Usi . 

Từ hai phƣơng trình (c) và (d), ta có thể tìm đƣợc các phản lực ở đầu 

thanh M0 và Q0 . 
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Thế (a) và (b) vào phƣơng trình này đƣợc:  
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Từ hai phƣơng trình (c) và (d), ta có thể tìm đƣợc các phản lực đầu thanh M0 

và Q0. 

2.4.1. Thanh có một đầu ngàm, một đầu khớp 
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2.4.2.1 Đầu ngàm xoay một góc bằng đơn vị (hình 3.3) 
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Thế (a) và (b) vào phƣơng trình này đƣợc:  
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


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23103837272625151413
1 t

uuu
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uuuuuu
c  


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
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
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

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
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




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
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8.97.86.7
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6.75.64.5
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4.53.42.3
1 331038372272625151413 t

uuu
t

uuu
t

uuu
l  

Lại thay 0

0

2

0 M
EI

l
c  , 0

0

3

1 Q
EI

l
c  , phƣơng trình trên, đƣợc:  










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

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..
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uuu
t

uuuuuu
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
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






 .......

8.97.86.7
...

6.75.64.5
..
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23103837272625151413
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uuu
t

uuuuuu
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= 



































 .......

8.97.86.7
...

6.75.64.5
..

4.53.42.3
1 3310383722726251514130 t

uuu
t

uuu
t

uuu

l

EI
 

Theo (3.4), (3.5), (3.6) có:  

 0)1(0)( ''''

ylyz  

1[-(u12+u13+u14+u15+....)t - (u24+u25+u26+u27+....)t
2
- (u36+u37+u38+u39+....)t

3
-....] 

+ 2[-(u13+u14+u15+u16....)t - (u25+u26+u27+....)t
2
- (u37+u38+u39+....)t

3
-....] = 0 

 ......)(...)(...)( 2

3938373627262524151413120  tuuuutuuuuuuuuc  

 ......)(...)(...)( 2

393837272625161514131  tuuutuuuuuuuc  

 ......)(...)(...)( 3

393837

2

27262516151413  tuuutuuutuuuul  

 ......)(...)(...)( 2

3938373627262524151413120  tuuuutuuuuuuuuM  

  ......)(...)(...)( 2

393837272625161514130 tuuutuuuuuuulQ  

  ......)(...)(...)( 3

393837

2

27262516151413
0 tuuutuuutuuuu

l

EI
 

Từ hai phƣơng trình (c) và (d), ta có thể giải đƣợc nghiệm M0 và Q0. 

2.4.2.2. Đầu khớp chuyển vị thẳng một đoạn bằng đơn vị (hình 3.4) 

 

Điều kiện biên:  

0)('',1)(  lyly  

Do )0)( lM  

 

Theo (2.19), ta có:  

 0)0( y  1 +  00

t

c
1=

t

c0  (a) 

Theo (3.1), (3.2), (3.3): 

 0)0(' zy  0)0('

y 2 +  01

t

c
2=

t

c1  (b) 

Theo (2.19) ta có: 

 1)1(1)(  ylyz   

1 


































 .......

7.86.75.6
...

5.64.53.4
..

3.42.31.2
1 33837362262524141312 t

uuu
t

uuu
t

uuu  
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+ 2 


































 .......

8.97.86.7
...

6.75.64.5
..

4.53.42.3
1 331038372272625151413 t

uuu
t

uuu
t

uuu
 

+ 110 
t

c

t

c
 

Thế (a) và (b) vào phƣơng trình này đƣợc:  


















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
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






 .......

7.86.75.6
...

5.64.53.4
..

3.42.31.2

2383736262524141312

0 t
uuu

t
uuuuuu

c  

1.......
8.97.86.7

...
6.75.64.5

..
4.53.42.3

23103837272625151413
1 








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






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





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


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hay M0 

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



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
























 .......

7.86.75.6
...

5.64.53.4
..

3.42.31.2

2383736262524141312 t
uuu

t
uuuuuu

 

2

023103837272625151413
0 .......

8.97.86.7
...

6.75.64.5
..

4.53.42.3 l

EI
t

uuu
t

uuuuuu
lQ 



































  

Theo (3.4), (3.5), (3.6): 

 

 0)1(0)( ''''

ylyz  

1[-(u12+u13+u14+u15+....)t - (u24+u25+u26+u27+....)t
2
- (u36+u37+u38+u39+....)t

3
-....] 

+ 2[-(u13+u14+u15+u16....)t - (u25+u26+u27+....)t
2
- (u37+u38+u39+....)t

3
-....] = 0 hay 

 ......)(...)(...)( 2

3938373627262524151413120  tuuuutuuuuuuuuc  

 ......)(...)(...)( 2

393837272625161514131  tuuutuuuuuuuc =0 hay 

 ......)(...)(...)( 2

3938373627262524151413120  tuuuutuuuuuuuuM  

  ......)(...)(...)( 2

393837272625161514130 tuuutuuuuuuulQ 0 (d) 

Từ 2 phƣơng trình (c) và (d), ta có thể tìm đƣợc các phản lực đầu thanh M0 và 

Q0 

2.4.2. Thanh có một đầu ngàm, một đầu ngàm trƣợt 

2.4.2.1. Đầu ngàm xoay một góc bằng đơn vị (hình 3.5) 

Điều kiện biên:  

y(0)=0, Y'(0)=1 

0)(' ly ; Q0=Q1=0 
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 00 Q 01  c    

Theo (2.19), ta có:  

 0)0( y  1 +  00

t

c
1=

t

c0  (a) 

Theo (3.1), (3.2), (3.3): 

 1)0(' zy  ly .1)0('

 2 +  l
t

c1
2= 11 

t

c
l  (b) 

 0)1(0)('  ylyz   
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
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
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t
uuu
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t
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EI

M  

2.4.3  Hai đầu thanh chuyển vị thẳng tƣơng đối theo phƣơng vuông góc 

với trục thanh một giá trị bằng đơn vị 

Nếu đầu ngàm chuyển vị thì đầu ngàm trƣợt chuyển vị theo, trong hệ không 

phát sinh phản lực và nội lực. 
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Nếu đầu ngàm trƣợt chuyển vị thì thanh làm việc nhƣ thanh có hai đầu bị 

ngàm. 

2.4.4.2 Thanh có hai đầu khớp (hình 3.6) 

Tìm phản lực ở hai đầu khi cho 

chuyển vị thẳng tƣơng đối giữa là 

hai đầu 1. 

Xác định đƣợc ngày: M(0) 

= M(l) = 0 

Để tính Q(0), ta dùng phƣơng trình cân bằng: 

 )(lM =0, ta đƣợc 
l

P

l

lP
Q 

.
0  

Ta thấy công thức này không phụ thuộc sự thay đổi của tiết diện cũng nhƣ vật 

liệu. 

2.4.4. Thanh có một đầu ngàm, một đầu tự do (hình 3.7) 

Đầu ngàm chịu chuyển vị xoay bằng đơn vị. 

Điều kiện biên:  

y'(0)=l 

M(l)=0 

Q0=Q1=0 

 

 00 Q 01  c   (a) 

Theo (3.1), (3.2), (3.3), ta có:  

 1)0(' zy  ly .1)0('

 2 +  l
t

c1
2= 11 

t

c
l  (b) 

Theo (3.4), (3.5), (3.6), ta có:  

  0)(''0 lyMl  

1   .......)(....)(....)( 3

383736

2

262524141312 tuuutuuutuuu  

2   0.......)(....)( 2

272625151413  tuuutuuu  

Đƣợc 1= 
 

.......)(....)(....)(

.......)(....)(
3

383736

2

262524141312

2

272625151413





tuuutuuutuuu

tuuutuuul
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Ta có: y"(0)= 1[-(u12)t]+ 2.0= 1(-u12.t) 

Mà M(0) =-EIz . y"(0)= - .)0(".
2

0

2

0

l

EI
y

l

EI
 1(-u12.t)= 2

0

l

EI
. 1.u12.t 

Vậy 

M(0)= 

2

0

l

EI
.u12.t.

 
.......)(....)(....)(

.......)(....)(
3

383736

2

262524141312

2

272625151413





tuuutuuutuuu

tuuutuuul
 

2.5. SƠ ĐỒ THUẬT TOÁN TÌM LỰC TỚI HẠN TRONG HỆ THANH CÓ 

TIẾT DIỆN THAY ĐỔI VÀ CHƢƠNG TRÌNH TÍNH TN01. 

 

SƠ ĐỒ THUẬT TOÁN TÌM LỰC TỚI HẠN 

TRONG HỆ THANH CÓ TIẾT DIỆN THAY ĐỔI 

 

 

 

 

 

 

 

Bắt đầu 

b[i], 1, I0, m, a, E 

 

usi 

 

gs, ws 

 

Biểu thức tổng quát của y, y', y", y''' 

 

Điều kiện biên 

 

A 
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Trên cơ sở sơ đồ thuật toán trên, chƣơng trình tính TN01 đƣợc xây 

 

A 

1 2 

 

 

i= i+1 

 

t[i] 

 

M0,Q0 

 

Biểu thức cụ thể của y, y', y'', y'''.... 

 

ll QM ,  

Xác định các hệ số rki 

Lập hệ phƣơng trình ổn định det=0 

Kết thúc 

det=0 

Phƣơng pháp chuyển vị cho các khung phẳng 

 

t[i]-ttới hạn 

 

Ptới hạn 



 

 36 

dựng, có tính chất liên hoàn, thực hiện toàn bộ các quá trình trên sơ đồ: từ 

tìm các số hạng của chuỗi đến tìm đƣợc lực tới hạn. Chƣơng trình này 

đƣợc viết theo ngôn ngữ Turbo PASCAL, thực hiện các nội dung đặc 

trƣng bởi các chƣơng trình con tƣơng ứng: 

1 Nhập dữ liệu và tính các số hạng của chuỗi nghiệm y, tìm các hệ 

số của đạo hàm cấp 1 , 2 , 3  của nó. 

2 Tính các phản lực đầu thanh của các loại cấu kiện mẫu sử dụng 

trong phƣơng pháp chuyển vị. 

3 Tính các hệ số trong phƣơng trình chính tắc và giải phƣơng trình 

ổn định. Các hệ số này đƣợc lập cho một số khung tiêu biểu: khung 1 tầng 

- 1 nhịp, khung 1 tầng - 2 nhịp, chân cột liên kết ngàm hoặc khớp, đỉnh 

cột và dầm liên kết hàn hoặc khớp. Các khung này đƣợc giới thiệu ở phần 

ví dụ (mục 3.4). 

Đối với bài toán kiểm tra ổn định của một thanh đơn có tiết diện 

thay đổi, chƣơng trình đã thực hiện kiểm tra cho thanh có một đầu ngàm, 

một đầu tự do. Dữ liệu vào cũng tƣơng tự nhƣ bài toán khung. 

Kết quả chƣơng trình đƣa ra là giá trị tmin, P th , và hê số quy đổi 

chiều dài của thanh tƣơng đƣơng  . (đối với bài toán thanh đơn). Chƣơng 

trình đã đƣợc vận hành với các bài toán khung có số ẩn là 1, 2, 3 và 4 

theo phƣơng pháp chuyển vị. Phƣơng trình ổn định đƣợc thiết lập tƣơng 

ứng với các định thức cấp 1, 2, 3 và 4. Khi gặp một bài toán có nhiều ẩn 

hơn, hình dạng phức tạp hơn, ta sẽ thiết lập thêm một đoạn chƣơng trình 

con tƣơng ứng mà không đòi hỏi nhiều thời gian, thuật toán hoàn toàn 

tƣơng tự nhƣ các bài toán đã giải nhƣng định thức sẽ lớn hơn.  
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PROGRAM TN01;  

USES  crt ;  

Var ff: text;  

 filename: string [20];  

 i ,j ,s,m,n,a,h:integer;  

 b, gg, ww, GP, G2 , G3, WP, W2, W3 : array [0..30] of real; 

 D,DMo,DQo,Dl,DM1,DQ1,c,CMo,CQo,cĩ ,CM1,CQ1,TT:array 

;   [0..70] of real; 

 u, g, V, w : array [ 1. . 25 , 1. . 8 0 ] of real; 

 q,L,Jo,min,F,tuM,mau,tuQ,tuMl,maul,tuQl, z,t,pl,p2, 

 k,yl,y2,yyl,yy2,beta,qk,mk,rkk,  

 r11,r22,r33,r 4 4,rl2,rl3,r 14,r23,r24,r34, : real;  

PROCEDURE DULIEU;{VAO DU LIEU VA TINH CAC SO HANG CUA 

CHUOI}  BEGIN 

 write ( 
'  
ten file: ');  readln(filename);  

 assign (ff, filename) ; reset (ff) ,  

 readln (ff,n);  readln(ff,m) ;  readln(ff,a) ;  

 readln (ff,  L); readln (ff, Jo) ;  

 for i:=l to n do readln(ff,b[i]);  close(ff);  

 {tinh cac so hang u cua yl}  

 u [1, 2 ] :=l, 

 s:=l;  while i<=2*s-l do u[s,i]:=0; 

 for i:=2*s to 2*s+a do begin 

 u [s,i]:=- (b[l]*u[s,i -l]+b[2]*u[s,i -2]+b[3]*u[s,i -3] 

+b[4]*u[i,s,i-4]) ;  

end;  

 for s  :  =2 to m do  

 for i:=2*s to 2*s+a do begin  

 u [s,i := -(b[l]*u[s,i -l]+b[2]*u [s,i -2]+b[3]*u[s / i-3] 

   +b[4]*u[s,1-4]+u[s-1,i-2]/((1-2)*(i-3))); end;  

 

 while i<=2*s-l  do u[s,i]:=0;  

 for s:=l to m do begin   

 for i:=2*s to 2*s+a do begin  

 writeln ( 'u [ ',s , ',  ', i , ']  =',u [s,i]);  
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end;  

end;  

 for s:=l to m do begin  

 for i:=2*s to 2*s+a do begin   

 g [s, i]  :=-u [s, i]  /  (i* (i -1) ) ;   

 writeln ( 'g[ ' ,s, ' , ' , i ,  
1
] =',g[s,i]);  

end;  

 gg[s]:=0;GP[s]:=0;G2[s]:=0;G3[s]:=0;  

 for i:=2*s to 2*s+a do begin  

 {he so cua yl}  gg [s]   :=gg [s] +g[s, i]  ;  

 {he so cua y'l}  GP [s]   :=GP [s ]-u[s,i]/(i -1),   

 {he so cua y"l}  G2 [s]   :=G2 [s]-u[s,i]  ;  

 {he so cua y" 'l}  G3 [s]   :=G3 [s] - (i-2) *u [s,i]  ,  

end;  

 writeln( 'gg [ '  ,  s,  ']  =',gg [s]) ;  

writeln ('GP[',s,']  = ',GP[s]);  

writeln ( 'G2',s, ']    = ' ,G2[s]);   

writeln ( 'G3 [ ' ,s, ']  = ',G3[s]);  

end;  

{tinh cac so hang V cua ỵ2}  

v[l,3]:=1; 

s:=l,while i<=2*s do v[s,i]:=0;  

for i:=2*s+2 to 2*s+a+l do begin 

v[s,ii:= -(b[l]*v[s,i -l]+b[2]*v[s,i -2]+b[3]*v[s,1-3]             

         +b[4]*v[s,i-4]);  

end;  

for s:=2 to m do 

for i:=2*s+l to 2*s+a+l do begin  

 v[s,i]:= -(b[l]*v[s,i-l]+b[2]*v[s,i -2]+b[3]*v[s,i -3]                 

                +b[4]*v[s,i-4]+v[s-l,i-2]/((1-2)*(i-3))); 

end;  

while i<=2*s do v[s,i]:=0;  

for s:=l to m do    begin 

for i:=2*s+l to 2*s+a+l do begin  

writeln ('v[',s,',',i,'] = w[s,i]); 
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end; end;  

for s:=l to m do begin  

for i:=2*s+l to 2*s+a+l do begin  

w[s,i]:=-v[s,i]/(i*(i -l) ) ;   

writeln ('w[',s, 
1
,i,'] ='/w[s,i]); 

end;  

ww[s]:=0,WP[s]:=0;W2 [s]:=0;W3 [s]:=0;  

for i:=2*s+l to 2*s+a+l do begin  

{he so cua y2}  ww[s] = ww [s] +w [s,i];  

{he so cua y'2}  WP[s] = WP[s]-v[s,i]/(i-1); 

{he so cua y"2}  W2[s] = W2[s]-v[s,i] ;  

{he so cua y" '2} W3[s] = W3[s]-V[s,i]*(i-2);   

end;  

writeln('ww[',s,']=',ww[s]); writeln( 'WP 

[ ',s, ']  =',  WP [s]) 

writeln('W2[',s,']=',W2[s]); 

writeln( 'W3[ ',s , ']  =',W3 [s]);  

end;  

q:=2e4*Jo/L; writeln( 'q=',q:12:5);  

End;  

PROCEDURE N_N_DELTA;  Begin 

{HAI DAU NGAM,tinh cac he so cua t bac n-nguỵen  

nhan cv thang} 

D[i-1]:=0; begin 

for i:=l to m do begin for s:=l to i do begin  

D[i-1]:=D[i-l]+gg[s]*WP[-s+i+l] -GP[s]*ww[-s+i+l];end;  

end;  

for i:=m+l to 2*m-l do begin for s:=i -(m-l) to m do  

begin 

D [i-1 ] :-=D[i-l]+gg[s] *WP [-s+i+l]-GP[s] *ww [-s+i+1] ; end; 
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end; 

end; 

for i: =1 to m do begin  DMo  : = WP ; 

end; 

while  i > m do DMo begin DQo  1i  : = GP  i ; 

end; 

while i > m do DQo  1i  : = 0; End;  

PROCEDURE   N_K_DELTA;            begin 

 { dau ngam dau khop-tinh cac he so cua t bac n- nguyen nhan cv thang} 

c [i-1] : =0; begin 

for i : =1 to m do begin for s : =1 to i do begin 

c [ i-1] : =c [i-1] + gg [s] * W2 [-s +i + 1] - G2 [s] *ww [-s + i + 1]; end;                                         

end; 

for i : =m+1 to 2*m-1 do begin for s : = i - ( m-1)     to m do  

begin 

c [i-1] + gg [s] * W2 [ -s +i + 1] - G2 [ s ] * ww [ -s + i + 1]; 

end;                               end; 

end; 

for i: =1 to m do begin    CMo [ i-1] : = W2 [i]; end;  

while i>m do CMo [i-1] : =0; 

for i : =1 to m do begin CQo [i-1] : = -G2 [I] ; end; 

while i>m do CQo [i -m] : = 0; end; 

PROCEDURE N_N_phi; Begin  

{ HAI DAU NGAM - tinh cac he so cua t bac n-nguyen nhan cv xoay} 

D1[i-1] : =0;  begin 
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CHUƠNG 3 

ỔN ĐỊNH CỦA KHUNG PHẲNG 

VỚI CÁC CẤU KIỆN CÓ TIẾT DIỆN THAY ĐỔI  

 

Nhƣ đã biết, khi nghiên cứu ổn định của các khung phẳng, để đơn 

giản hóa việc xác định lực tới hạn, ta có thể chấp nhận một  số giả thiết 

sau: 

4 Vật liệu của khung làm việc trong giới hạn đàn hồi.  

5 Các nút của khung đƣợc xem là tuyệt đối cứng, chuyển vị của các 

đầu thanh quy tụ vào mỗi nút đều nhƣ nhau. 

6 Bỏ qua biến dạng dọc trục và biến dạng trƣợt so với biến dạng 

uốn. Trƣớc và sau biến dạng, chiều dài theo phƣơng ban đầu của các 

thanh không đổi. 

7 Khi xác định chuyển vị trong khung chỉ kể đến ảnh hƣởng của 

biến dạng uốn và do lực dọc xuất hiện trƣớc biến dạng gây ra. Ảnh hƣởng 

của gia số lực dọc xuất hiên sau khi hệ mất ổn định bỏ qua. 

8 Tải trọng tác dụng lên khung chỉ đặt ở các nút. Những tải trọng 

này chỉ gây hiện tƣợng kéo hoặc nén mà không gây ra hiện tƣợng uốn 

ngang trong các thanh của khung khi hệ chƣa mất ổn định. 

 

Đặc trƣng cho sự thay đổi tiết diện của thanh có các thông số 

.;3;3 3

3

2

21 kbkbKb   

* n=4 (Hình 3.10d): Tiết diện tròn hoặc hình vuông. 

;)1( 2k
d

d

I

I
A

B

A

B

A 









 

Cho tiết diện tròn: 64
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Đặc trƣng cho sự thay đổi tiết diện của thanh có các thông số 

.;4;6;4 4

4

3

3

2

21 kbkbkbkb   

Để thực hiện vẽ toán đồ xác định hệ số quy đổi chiều dài cho cột ở hình 3.9, ví 

dụ thực hiện tính toán trên một loạt các thanh với tiết diện thay đổi, n nhận các 

giá trị 1, 2,3,4 tỷ số
A

B

d

d
 biếnđổi từ 1 đến 6. Chƣơng trình đòi hỏi khai báo tỷ số 

này, từ đó chƣơng trình tính đƣợc các hệ số đặc trƣng cho sự thay đổi tiết diện 

bi. Thuật toán thực hiện nhƣ trên hình 2.2. Với mỗi số một cặp 








A

B

d

d
n, , chƣơng 

trình tính TN01 tìm đƣợc một giá trị tmin, Pth,  . Nhận đƣợc các giá trị của , ta 

thực hiện vẽ toán đồ cho cột. 

Kết quả tính toán , đƣợc thể hiện ở bảng 3.1 

Bảng 3.1 

dB/dA n=4 n=3 n=2 n=1 

1 2 2 2 2 

1.5 1.14136 1.303 1.4699 1.726 

2 0.77426 0.9608 1.21 1.5469 

2.333 0.623 0.8255 1.0876 1.4587 

3 0.457 0.62459 0.89058 1.3157 

4 0.32072 0.4607 0.71196 1.167 

5 0.247 0.36456 0.5963 1.0613 

6 0.2018 0.30123 0.5196 0.9805 
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Thực hiện vẽ toán đồ bằng phƣơng pháp vẽ đồ thị trong chƣơng trình EXCEL. 

Với các thanh có liên kết khác ở hai đầu, tuỳ thuộc điều kiện biên, ta cũng thực 

hiện tƣơng tự nhƣ ví dụ trên sẽ vẽ đƣợc toán đồ tƣơng ứng. 

So sánh với tài liệu [7], ta có nhận xét sau: 

Tại hữu hạn điểm đã khảo sát, giá trị của hệ số quy đổi chiều dài tính đƣợc có 

thể coi trùng khít với các giá trị ở [7] cung cấp, cho thấy kết quả từ trƣơng trình 

tính TN01 là đáng tin cậy. 

3.1.1. Ví dụ về khung với các thanh có tiết diện thay đổi 

Ví dụ 3.1: Tìm lực tới hạn của hệ khung một tầng một nhịp: 
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Cột có tiết diện thay đổi, thép tổ hợp hình chữ I nhƣ ở hình vẽ 3.13. Tiết diện ở 

đỉnh cột và các thanh ngang là Io. 

Chiều cao tiết diện cột là thay đổi tuyến tính theo chiều dài thanh; các kích 

thƣớc khác không đổi. 

Thì có môđun đàn hồi: E=20000kN/cm
2
. 

Phân tích bài toán với hai trƣờng hợp:  

a) 2  

b) 4  

Xét thanh đứng 9cootj), tìm quy luật biến thiên của tiết diện: 

Gọi chiều cao của bụng là j(z). 

 

 2030.
.2
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l
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Vậy, thanh đứng có Io = 25785,92cm
4
, b1= 1,31607; b2= 0,4654; b2= 0,02. 

Theo phƣơng pháp chuyển vị, hệ có 3 ẩn số:  

 

Trong đó: 

M01 là phản lực mômen uốn tại đầu thanh đứng bên trái khi hệ cơ bản chịu 

chuyển vị xoay z1 = 1. 

M02 là phản lực mômen uốn tại đầu thanh đứng bên trái khi hệ cơ bản chịu 

chuyển vị xoay z2 = 1. 

Q01, Q02, và M
*
01, Q

*
02 là phản lực vuông góc với trục thanh ban đầu và mômen 

uốn tại đầu thanh đứng bên trái và bên phải khi hệ cơ bản chịu chuyển vị thẳng 

z3 = 1. 

Phƣơng trình ổn định: 

0

333231

232221

131211



rrr

rrr

rrr

 

Giải phƣơng trình ổn định trên với ẩn số là t, ta sẽ tìm đƣợc lực tới hạn P. 
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a) Giải khi 2  

Áp dụng trƣơng trình tính TN01, ta tính đƣợc t = 5,592603, hay Pth = 5566,3kN. 

So sánh với kết quả tính từ phƣơng pháp Phàn tử hữu hạn, thể hiện trong bảng 

3.2.  

Bảng 3.2 

Theo TN01 
Theo phƣơng pháp Phần tử hữu hạn 

Theo SAP2000 Theo STRAND6 

Pth = 5566.3kN Pth = 5545kN Pth = 5690kN 

Độ lệch  (%) 0.995 2.7% 

 

b) Giải khi 4  

Áp dụng chƣơng trình tính TN01 tìm đƣợc t=3.334939, hay Pth = 3317,7kN. So 

sánh với kết quả tính từ phƣơng pháp Phần tử hữu hạn, thể hiện trong bảng 3.3 

Bảng 3.3 

Theo TN01 
Theo phƣơng pháp Phần tử hữu hạn 

Theo SAP2000 Theo STRAND6 

Pth = 3317.7kN Pth = 3285kN Pth = 3410kN 

Độ lệch  (%) 0.995% 2.7% 

 

Ví dụ 3.2: Tìm lực tới hạn cho hệ khung 1 tầng 2 nhịp:  
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Phƣơng trình ổn định: 
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Áp dụng chƣơng trình TN01 đƣợc t=5.4199276, hay P = 5381,89kN. So sánh 

với kết quả tính từ SAP2000, ta đƣợc lực tới hạn P = 5345kN hay t = 5.37279, 

sai số là 0,877 %. 

Ví dụ 3.3: Tìm lực tới hạn cho khung đã xét ở ví dụ  3.1, các thanh bằng thép có 

tiết diện hình ống (hình 3.16). 

Tìm quy luật biến thiên của tiết diện: Gọi đƣờng kính ngoài của tiết diện là 

D9z). 
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Tại tiết diện  có hoành độ z, đƣờng kính trong là: 
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32 145391102,0576039546,11(984,2700)(  I  

Nhƣ vậy, các hệ số của quy luật biến tiết diện nhƣ sau: 



 

 49 

145391102,0;828729281,0;576039546,1;984,2700 321

4

0  bbbcmI  

Thực hiện các bƣớc tƣơng tự trong ví dụ 1,chỉ thay đổi các  lƣợng Io, b1, b2,b3. 

Kết quả từ TN01 cho t = 6,3098387013, tƣơng đƣơng với P= 669,7kN. So sánh 

với kết quả tính từ SAP2000, ta đƣợc lực tới hạn P=655,5kN hay 

t=6,290516775, sai số là 0,3%. 

Ví dụ 3.4: Tìm lực tới hạn của khung có dạng đã xét ở ví dụ 3.1, vật liệu và tiết 

diện thanh nhƣ sau: 

 

Thanh có tiết diện đặc hình vuông. 

Tiết diện đầu thanh: 24x24(cm) 

Tiết diện cuối thanh: 36x36 (cm) 

Vật liệu bê tông có môđun đàn hồi: E=2500kN/cm
2
. 
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Vậy, thanh có Io = 27648cm
4
;   b1=2,   b2=1,5,   b3=0,5;   b4=0,0625 

Giải các bƣớc giống nhƣ ví dụ 3.1, chỉ thay đổi các lƣợng Io, b1, b2, b2, b3, b4.  kết 

quả từ TN01 cho t = 7,587496286, tƣơng đƣơng P=1011,6kN. So sánh với kết 

quả tính từ SAP2000, ta đƣợc lực tới hạn P=1006kN hay t = 7,545, sai số là 0,56 

%. 

Ví dụ 3.5: Tìm lực tới hạn cho hệ khung 1 tầng 1 nhịp kích thƣớc đã xét ở ví dụ 

1, đỉnh cột liên kết khớp với dầm ngang (hình 3.18). 

Trong trƣờng hợp này, các thông số liên quan đến các tiết diện đã tìm đƣợc 

trong ví dụ 1 nhƣ: Io, E, b1, b2, b3. 
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Vận dụng chƣơng trình TN01, ta đƣợc t = 3,356728235165 hay Pth = 

3339,36kN. So sánh với kết quả từ phƣơng pháp phần tử hữu hạn: t = 3,3475161 

hay pth = 3330,kN ta thấy sai số là 0,2%. 

Ví dụ 3.6: Tìm lực tới hạn cho hệ khung một tầng một nhịp với các chân cột liên 

kết khớp (hình 3.20). 

Ta sẽ giải bài toán này với hai trƣờng hợp:  

4)

2)









b

a
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Tìm quy luật biến thiên của tiết diện: Gọi chiều cao của bản bụng là h(z). 
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Vậy, thanh trên có  

Io = 72255,2533cm
4
; b1= -0,82396777; b2 = 0,188221608; b3 = -0,007381193. 

Theo phƣơng pháp chuyển vị, hệ có 3 ẩn số:  
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Giải phƣơng trình ổn định trên với ẩn số là  t, ta sẽ tìm đƣợc lực tới hạn P.  

a) Khi 2  

Áp dụng chƣơng trình tính trong TN01, ta tính đƣợc t=0,645027789, hay 

pth1798,lkN. So sánh với kết quả tính từ phƣơng pháp phần tử hữu hạn (ứng 

dụng SAP2000), ta đƣợc lực tới hạn Pth = 1769,5kN hay t=0,634769244, sai số 

là 1,6%. 

b) Khi 4  

Áp dụng TN01 đƣợc t=0,3861792216, hay Pth = 1059,4kN hay t= 0,3800367, sai 

số là 1,6%. 
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CHUƠNG 4 

KẾT LUẬN 

 

I. NHỮNG KẾT QUẢ ĐẠT ĐƢỢC  

1. Luận văn đã sử dụng chuỗi nguyên để giải bài toán uốn ngang cùng với uốn 

dọc, bài toán ổn định của hệ thanh với các phần tử thanh có tiết diện thay đổi. 

Các chuỗi nguyên đƣợc dùng để biểu đạt cho quy luật thay đổi của tiết diện 

thanh, các nghiệm của phƣơng trình vi phân đƣờng đàn hồi. 

2. Để áp dụng phƣơng pháp chuyển vị kiểm tra ổn định của khung phẳng với các 

phần tử thanh có tiết diện thay đổi, trong luận văn đã phân tích các cấu kiện 

mẫu. Đó là thanh có tiết diện thay đổi, tƣơng ứng với các dạng liên kết khác 

nhau ở hai đầu, chịu chuyển vị cƣỡng bức gối tựa và lực nén trục. 

Từ biểu thức dƣới dạng chuỗi của các nghiệm là phản lực tại các đầu thanh, lập 

phƣơng trình ổn định cho khung bất kì để tìm lực tới hạn. Đã lập chƣơng trình 

TN01 để thực hiện tính toán liên tục từ khâu xác định phản lực đến giải phƣơng 

trình ổn định. Chƣơng trình đã đƣợc vận hành để tìm lực tới hạn cho các khung 

1 tầng 1 nhịp, 1 tầng 2 nhịp trong đó các thanh có độ cứng thay đổi theo luật bậc 

2, 3, 4, liên kết ở đầu thanh khác nhau. Độ chính xác của chƣơng trình đƣợc 

đánh giá thông qua kết quả so sánh với các bài toán tƣơng ứng thực hiện trên 

SAP2000 và STRAND6. 

 

II. KHẢ NĂNG ỨNG DỤNG CỦA PHƢƠNG PHÁP 

Qua kết quả đã trình bày trên đây cho thấy: 

- Cách tính có thể áp dụng cho các hệ thanh với các phần tử có mặt cắt biến đổi 

liên tục bất kì sau khi vận dụng chuỗi Taulor để đƣa quy luật biến thiên của I về 

dạng chuỗi nguyên. 

- Bƣớc đầu, chƣơng trình TN01 có thể áp dụng để kiểm tra ổn định cho 1 số 

thanh và khung điển hình thƣờng gặp trong thực tế. Khi gặp bài toán khung có 

hình dạng mới, liên kết mới thì việc lập chƣơng trình con để tìm nghiệm của 
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phƣơng trình ổn định cũng dễ dàng không đòi hỏi nhiều thời gian, bổ sung vào 

chƣơng trình chính cho phong phú thêm. 

- Thuật toán và chƣơng trình nguyên dụng TN01 kiến nghị đã đƣợc vận hành 

thuận lợi và đƣợc kiểm chứng thông qua một số ví dụ. Do đó hy vọng là đủ độ 

tin cậy để đƣợc áp dụng trong thực tế 

- Có thể lập bảng hoặc toán đồ để xác định lực tới hạn cho các bài toán thanh 

đơn có tiết diện thay đổi thƣờng gặp. 

 

III. HƢỚNG PHÁT TRIỂN SAU LUẬN VĂN  

Do thời gian và khuôn khổ của luận văn, một số vấn đề sau cần đƣợc tiếp tục 

nghiên cứu và phát triển trên cơ sở các kết quả đạt đƣợc: 

1. Xây dựng thêm các toán đồ hoặc bảng tra thực hành để tìm hệ số quy đổi 

chiều dài tƣơng đƣơng    cho một số loại thanh đơn thƣờng gặp trong thực tế 

thiết kế kết cấu công trình. 

2. Đối với bài toán ổn định của hệ thanh với các thanh có tiết diện thay đổi, 

nghiên cứu việc áp dụng phƣơng pháp Phần tử hữu hạn để xây dựng chƣơng 

trình tính tổng quát có thể tính cho hệ thanh bất kỳ. 

Tài liệu tham khảo 



 

 55 

TÀI LIỆU THAM KHẢO 

Tiếng Việt 

1.EMPrEP M.A Mr iAHOBKO %.r. (1977), Số tay cơ học, bản dịch cảu Nguyễn Thành 

Bang, Phạm Nguyên Long, Trần Trung Tiến, NXB Khoa học kỹ thuật Hà Nội. 

2. Lê Văn Mai (1991), '' Một phƣơng pháp giải bài toán ổn định các công trình'', 

Tuyển tập báo cáo Hội nghị Khoa Học Toàn quốc Cơ học vật rắn biến dạng, 

tr.136-144. 

3. Lê Thọ Trình - Đỗ Văn Bình (2002), ổn định công trình, NXB Khoa học và 

Kỹ thuật, Hà nội. 

4. Lều Thọ Trình - Đỗ Văn Bình (1980),  '' ổn định của thanh có tiết diện thay 

đổi'',  Tuyển tập các công trình của Hội nghị Cơ học toàn quốc lần thứ hai, Viện 

Khoa học Việt Nam, tr.96-103 

5. Xtiphen P. Timôsenko (1976), ổn định đàn hồi, Bản dịch của Phạm Hồng 

Giang, Vũ Thành Hải, Nguyễn Khải , Đoàn Hữu Quang, NXB Khoa học Kỹ 

thuật, Hà nội. 

Tiếng Anh 

6. CSI- Computers and structures, Inc.(1998),SAP2000 Analysis Reference 

Volume 1, Computers and structures, Inc., University of Calornia, Berkeyley, 

USA. 

Tiếng Đức 

7. Petersen, C.(1992), Statik und Stabilitaet der Baukonstructionen, Vieweg. 

Tiếng Nga 

 

 

 


