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LOI CAM ON

Vi tat ca su kinh trong va biét on siu sic nhét, t6i xin chan thanh bay to
10ng biét on ctia minh t&i sy hudng dan tan tinh va chu ddo cua thdy hudéng dan
TS. Poan Vian Duén, cac thiy co trong khoa Sau dai hoc, khoa Xay dung va toan
thé cac thay co gido truong Pai hoc Dan Lap Hai Phong nhitng ngudi da tao diéu
kién cho t61 hoan thanh luan van nay.

Do nhiing han ché vé kién thire, thoi gian, kinh nghiém va tai li¢u tham
khao nén thiéu sot va khuyét diém 1a didu khong thé tranh khoi. Vi vay, toi rat
mong nhin dugc su gop ¥, chi bao ciia cac thiy ¢o gido d6 chinh 1a su gitp d& quy
bau ma t6i mong mudn nhat dé cd gang hoan thién hon trong qua trinh nghién ciru
va cong tac sau nay.

Xin tran trong cam on!

Tac gia luan van

Pham Minh Tuén
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MO DAU

Nhitng ndm gan déy, do kinh té phét trién, ngdy cang xuat hién nhiéu cong
trinh cao tang, cong trinh c6 khau d6 16n, cong trinh dic biét. Trong nhirng cong
trinh d6 nguoi ta thuong dung cac thanh c6 chiéu dai 16n, tAm - vo chiu nén va do
d6 diéu kién 6n dinh trong mién dan hdi co tam quan trong dac bi¢t, doi1 hoi phai
nghién ctru day du ca vé mat 1y thuyét va thuc nghiém.

Bai toan on dinh ctia két cau da duoc giai quyét theo nhiéu huéng khac nhau,
phan 16n xuét phat tir nguyén 1y ning luong ma theo d6 két qua phu thudc rat
nhiéu vao cach chon dang cua hé & trang thai 1éch khoi dang can bang ban dau.

Phuong phép nguyén 1y cuc tri Gauss do GS.TSKH. Ha Huy Cuong dé xuat
1a phuong phap cho phép ap dung nguyén 1y cuc tri Gauss - von dugc phat bicu
cho hé chat diém - dé giai cac bai todn co hoc vat ran bién dang noi riéng va bai
toan co hoc méi trudng lién tuc ndi chung. Pic diém ciia phuwong phap nay 1a bang
mot cai nhin don gian luén cho phép tim dugc két qua chinh xac ciia cac bai toan.
Poi twong, phwong phap va pham vi nghién ciru ciia ludn vin

Trong ludn van nay, tac gia st dung phuong phép nguyén 1y cuc tri Gauss
noi trén dé xay dung va giai bai toan 6n dinh dan hdi ciia thanh thang chiu udn doc

Do su can thiét cua viéc nghién ctru 6n dinh ctia thanh théng chiu udn doc,
muc dich va nhiém vu nghién ctru cua luan van nay la:

Muc dich nghién ctru cia ludn van

“Nghién cuu on dinh cong dan hoi ciia thanh thcfng chiu uon doc”

Nhiém vu nghién ctru cia luan van

1. Tim hiéu khai niém vé 6n dinh cong trinh va cac phwong phap giai bai toan on
dinh cong trinh.

2. Trinh bay phuong phap nguyén ly cuc tri Gauss.

3. Dung phuong phap nguyén Iy cuc tri Gauss dé xay dung va giai cic bai toan 6n
dinh dan hoi cua thanh thang chiu udn doc.

4. Lap chuong trinh may tinh dién tir cho cac bai todn néu trén.

Y nghia khoa hoc va thue tién ciia dé tai nghién ciru
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Van dé 6n dinh dan hoi cia két cau thanh da dugc nhiéu tac gia trong va
ngoai nudc quan tim nghién ciru, ké ca bai toan co xét dén luc cat ngang Q. Tuy
nhién, ¥ nghia khoa hoc cta lun van ndy ndm & chd dung phuong phap nguyén 1y
cuc tri Gauss do GS. TSKH. Ha Huy Cuong dé xut dé nghién ctru 6n dinh dan

hdi cta thanh thing dan hdi tuyén tinh chiu uén doc.
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LOI CAM DOAN

T6i xin cam doan day 1a cong trinh nghién cttu cua ban than, dugc thuc hién
trén co s& nghién cuu, tinh toan dudi sy hudng dan khoa hoc cia TS. Poan Vin
Duan.

Cac s6 liéu trong luan van c6 ngudn trich dan, két qua trong luan vian 1a trung

thuec.

Tac gia luan van

Pham Minh Tuén
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DANH MUC KY HIEU

Ky hiéu Pai lwgng

P Luc tai han.

P Luc tap trung

M Momen uén

N Luc doc

Q Luc cat

o Ung suat phép

T Ung suit tiép

F Dién tich mat cat

E moddun Young

G Modun truot

J M6 men quan tinh tiét dién

EJ Do cang ubn cua tiét dién dam
V Chiéu dai dam hoic dién tich tam
U* Thé nang toan phan

U Thé ning bién dang cua noi luc
Up Thé ning ciia ngoai luc

m Khéi luong chat diém

Khoi luong don vi

Chiéu dai hoac dién tich pham vi dat luc

Ii Vecto toa do

I Vecto van toc

I Vecto gia toc

z Luong cudng buc

k Do cang 10 xo

X Do cong cua thanh
A(X) Nhan tir Lagrange

£ Bién dang cua vat liéu

J Bién phan

g Bién dang thé tich

x Bién dang uén (d6 cong dudng dan hoi)
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4% Hé s6 Lamé
v Hé sb Poisson
u Chuyén vi theo truc x
Z Luong cudng buc
D Do cirng udn
D(1- v) Do cirng x04n
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CHUONG 1. TONG QUAN VE ON PINH CONG TRINH

1. Swra doi va tinh hinh nghién ciru n dinh cong trinh trén Thé giéi va Viét
nam
1.1. Su ra doi

Vén dé 6n dinh két ciu duoc bat dau tir cdng trinh nghién cau bang thuc
nghiém do Piter Musschenbroek cong bb nam 1729, da di d¢én két luan rang “luc
t6i han ty 1& nghich véi binh phuong chiéu dai thanh”. Nguoi dat nén méng cho
viéc nghién ctu ly thuyét bai toan 6n dinh 1a Leonhard Euler qua cong trinh cong
bd dau tién vao nam 1744. Tuy nhién, cho mai dén cudi thé ky XIX van dé cong
trinh méi duoc phét trién manh mé qua nhiing cong hién caa cac nha khoa hoc nhu
Gido su F.s. laxinski, Vién sy A. N. Pinnik, Vién sy V. G. Galerkin... Cho dén
nay, da co6 rat nhiéu cong trinh nghién ciu vé linh vuc ndy va da giai quyét tét
nhitng yéu cau co ban cua thyuc té. Mac di vay, ciing ton tai nhiéu van dé chua
daoc giai quyét dén cling va con tiép tuc 16i cudn su quan tam cia cac nha nghién
cuu.
1.2. Tinh hinh nghién ctru on dinh két ciu cong trinh trén Thé gioi va Viét
Nam

1.2.1. Tinh hinh nghién citu én dinh két cdu cong trinh trén Thé gigi

Céch day khoang gan 300 niam, Euler da tim ra cong thirc xac dinh lyc téi han
va da gial nhitng bai toan dau tién vé hién tuong mat 6n dinh xay ra khi udn doc
cac thanh chiu nén va trong mot thoi gian dai n6 1a dé tai cua cac cudc thao luan.
Cac cudc tranh luan kéo dai gan 70 nam. Mot trong nhitng nguy@n nhan chinh cua
cac cudc tranh luan 1a trong mot sé trudong hop cong thire Euler khong duoc thi
nghiém xé&c nhan. Biéu d6 ¢ thé giai thich 1a khi xac dinh cdng thite xac dinh luc
t6i han Euler d3 gia thiét 1a vat liéu 1am viéc trong mién dan hoi va tuan theo dinh
luat Hook.

Trong trudng hop thanh 1am viéc ngoai mién dan hoi, viéc xac dinh ng suat toi
han bang Iy thuyét vd cung phuc tap. Vi vay ngudi ta phai tién hanh cac nghién

ctru thuc nghiém. Trén co sd cac két qua thuc nghiém F.s. Tasinski da dua ra cong
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thire thuc nghiém dé xac dinh ung suat toi han cho truong hop nay.

Ngoai L.Euler, F. s. lasinski nghién ciru 6n dinh cho thanh chiu nén lam viéc
trong va ngoai mién dan hdi con c6 A. M. Liapunov ciing dua ra dinh nghia toan
hoc vé 6n dinh chuyén dong duoc xem 12 tong quét va bao trim cho moi linh vuc.

Euler- Lagrange dua ra dinh nghia vé 6n dinh cong trinh, doc 1ap véi dinh nghia
vé 6n dinh chuyén dong cua Liapunov va ciing du dé giai quyét phan 16n cac bai
toan 6n dinh cong trinh. Ching ta dic biét quan tim dén dinh nghia vé 6n dinh
chuyén dong cua Liapunov khi gip cac bai toan 6n dinh caa hé khdng bao toan, on
dinh dong va 6n dinh khong dan hoi.

1.2.2. Tinh hinh nghién cizu én dinh két cdu cong trinh tei Viét nam

Trude day do nén kinh té con nghéo nan nén céc cong trinh xay dung khi d6
cha yéu duogc xay dung bang céc loai vat liéu nhu gd, da vi cuong do caa nhiing
loai vat liéu nay twong ddi thap, cac cau kién can phai cd tiét dién 16n nén viéc tinh
toan 6n dinh chua phai 12 van dé cap thiét dbi voi nguoi k¥ su thiét ké va chua thu
hat duoc sy quan tdm cua cac nha nghién cau.

Ngay nay, cac can bo khoa hoc nghién cuu va giang day dong luc hoc, dao
d6ng va on dinh cong trinh, cac k¥ su co khi, xay dung, giao thdng van tai cong
tdc ¢ cac vién nghién cau, cac nha may lén da tich cuc tham gia cac hoat dong
khoa hoc trong linh vuc dao dong va 6n dinh.

1.3. Y nghia va tim quan trong ciia viéc nghién ciru n dinh cong trinh

1.3.1. ¥ nghia ciia vigc nghién ciru on dinh cong trinh

Thuc té cho thay, cong trinh chi 1am viéc an toan khi dong thoi thoa man ba
diéu kién: Diéu kién bén, diéu kién cimg va diéu kién 6n dinh. Do vay, bai toan on
dinh va phan tich 6n dinh cua két cau ludn ludn c6 ¥ nghia rat 16n va dong vai tro
rat quan trong trong linh vuc nghién cau, phan tich két cau va thiét ké. Tuy thuoc
vao nhiing dac tinh caa vat liéu, moi truong lam viée, phuong phap va qua trinh
chat tai, ... ma nguoi nghién ctu dit ra cac bai toan on dinh sau :

- On dinh caa két ciu vat liéu dan hdi

- On dinh ctia két cau vat liéu dan - déo

- On dinh cua két cau vat liéu tir bién
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Trong bai toan 6n dinh dan hoi, can tim tai trong téi han, ma khi tai trong bé
hon tai trong téi han thi hé ludn 6n dinh. Cac phwong phap nghién cttu 6n dinh cua
hé dan hoi di dugc nhiéu tac gia nghién ctru theo cac huéng khac nhau. Co thé
phan loai theo cac huéng khéc nhau, chang han phan loai theo toén hoc (phuong
phap giai tich, phuong phap nira giai tich, phwong phép sé) hodc phan loai theo
trang thai truéc khi hé mat 6n dinh (c6 xét dén sy léch ban dau va xét hé 1y tuong
chiu cac kich dong v.v...)

1.3.2. Tam quan treng cia viéc nghién citu én dinh cong trinh

Néu cong thiic ctia Euler don thuan mang tinh han 1am, thi van d& mat 6n dinh
ctia cau kién chiu nén c6 tim quan trong to 16n trong thuc té ddi véi két cau cong
trinh (tir khoang nam 1880) cua rat nhiéu cau duong sat. Viéc sir dung thép tat yéu
dan dén céac cau kién thanh mong chiu nén, tim va vo mong. Nhiéu céng trinh bi
sap d6 va nhitng tai nan khung khiép da xay ra (tir chiéc cau duong sat dau tién &
Kevda (Nga) 14 cau dan ho di bi pha huy nam 1875 do hé thanh bién trén bi mat
6n dinh, cau Menkhienxtain ¢ Thuy si bi pha huy nim 1891 do mat 6n dinh, Cau
dan Quebec ¢ Canada 1907, bé chua khi & Hamburg 1907, cau dan Mojur ¢ Nga
1925 bi phé huy do thanh ghép chiu nén bj mét 6n dinh cho dén su pha huy cua 24
chiéc cau 6 Phap ciing do nguyén nhan mat on dinh) cho thay van dé mat 6n dinh
khé ma tdm quan trong cua nod 16n dan hang nam, sy mat 6n dinh c6 mat & moi
noi, tir cot hay vom sup d6 do udn trong mat phang caa no, dén dam va vom bj sup
d6 boi mat 6n dinh xoan ngang ra ngoai mit phang cua ching. Trong nhiing
trudng hop vo méng, tim quan trong vé quan sy caa né hién nhién I3 to 16n, sy
phan tich tuyén tinh lic ban dau cho két qua thuc té c6 thé chap nhan duoc .

Theo nam thang tam quan trong tang 1én cta on dinh cong trinh c6 dugc 1a nho
mét vai yéu té phu gilp :

- Su tang (ng suat cho phép

- Su giam chiéu day do str dung céc loai thép cuong d6 cao hay hop kim
nhom

- Sy tang cuong st dung tam dic biét trong cau thay cho thép hinh can san

Tam quan trong hién nay cua 6n dinh cong trinh duoc thé hién bing ba yéu té:
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- S6 ¢cong trinh khoa hoc danh cho linh vuc ndy mé rong theo ham sé mil

. Céc ky su két cau khdng con thoa man véi cac mé hinh phan nhanh dan hoi
cua thoi ky 1744-1930 hay véi cong thic thue nghiém vé mat on dinh cua cot nira.
Ho str dung toan bo nhitng kha ning ctia may tinh dién tir dé xac 1ap nhiing gia tri
thuc té cua tng suat téi han cua cau kién hay két ciu bi anh huong boi su khiém
khuyét vé hinh hoc va cau trc.

- Nhiing t6 chac khac nhau cua cac qubc gia va qudc té phat trién nhanh
chéng (Hbi ddng nghién ciru 6n dinh két ciu My, uy ban vé 6n dinh cua cac quy
wdc Chau Au cho két cau thép (1955), uy ban nghién ctu cot caa Nhat Ban ). Ba
uy ban nay cong véi uy ban thir tu dai dién cho cac nudc khdi Comecom té chic
tir thang 9/76 dén 10/77 cudce “hoi dam du lich”. B6 1a nd luc nghién ciru dau tién
duoc thé hién pho bién trén toan thé gidi trong linh vuc 6n dinh Céng trinh [31].
1.4. Khai niém co ban va cac phwong phap nghién ctru on dinh cong trinh

1.4.1. Khai niém vé én dinh va mdt én dinh

1.4.1.1. Dinh nghia vé én dinh
» Theo Euler - Lagrange :

On dinh 1a kha niang ctia cong trinh bao toan dwoc vi tri ban dau cua no ciing
nhu dang cin bang ban dau twong (ng Vi tai trong trong trang thai bién dang,
lubn ludn giir, khi c6 cac nhidu loan tuy y tir bén ngoai gan vai trang thai khong
bién dang ban dau va hoan toan tré vé trang thai do trong giai doan dan hoi, con
trong giai doan dan déo thi theo thuong 18, sé tro vé trang thai d6 mot cach ting
phan, néu nhu cic nguyén nhan ngau nhién gay ra nhiéu loan cong trinh bi triét
tiéu [4].

NGi cach khéc, on dinh 1a tinh chat caa cong trinh chéng lai cac tac nhan ngau
nhién tir bén ngoai va tu nd khdi phuc hoan toan hoic mot phan vi tri ban dau va
dang can bang cuaa no trong trang thai bién dang, khi cac tdc nhan ngau nhién bi
mat di.[4]

» Theo Liapunov [31]
“Trang thai can bang cia mot hé 12 6n dinh néu khi va chi khi hé tré lai hinh

dang nay sau mét nhidu loan nho tam thoi nao d6. Nhidu loan nhu thé c6
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thé sinh ra bai mot luc nho tac dong 18n hé trong mot thai gian rat ngan va bo ra
sau do”.

Dinh nghia nay duoc hiéu trong ¥ nghia dong luc : Diéu ndy 4m chi 1a dao dong
cua hé tit dan do dong ning dua vao nho nhiéu loan tiéu tan nhanh. Bgi vy sau
mét thoi gian ngin chuyén dong dung lai va su can bang tinh ban dau duoc phuc
hoi.

Nhu vay theo hai dinh nghia trén ta di dén két luan: Vi tri caa cdng trinh hay
dang can bang ban dau trong trang thai bién dang cua cong trinh duoc goi 1a 6n
dinh hay khéng 6n dinh dudi tc dung cua tai trong néu nhu sau khi gay cho cong
trinh mot do 1éch rat nho khoi vi tri ban dan hoac dang can bang ban dau bang mot
nguyén nhan bat ky nao dé ngoai tai trong da co (con goi 1a nhidu) roi bo
nguyén-nhan dé di thi céng trinh s& c6 hay khong c¢6 khuynh huéng quay tro vé
trang thai ban dau.

Budc qua do ciia cdng trinh tir trang thai 6n dinh sang trang thai khong on dinh
goi 1 mat 6n dinh. Gidi han dau caa budc qua do6 d6 goi la trang thai ti han cua
cong trinh. Tai trong twong tng Vi trang thai téi han goi la tai trong téi han.

1.4.1.2. Cdc trwong hep mat én dinh

« Truong hop 1: Mat 6n dinh vé vi tri [31]

Hién twong mat 6n dinh vé vi tri xay ra khi toan bd cong trinh duoc xem 14 tuyét
di cling, khong giir nguyén duoc vi tri ban dau ma budc phai chuyén sang vi tri
can bang méi khéc vi tri ban dau.

Su minh hoa cua truong hop nay nhu sau:

L ‘u-'.\\\"":‘\“ b
(a) /WW (®)

Hinh1-1
Xét mot vién bi cang trén mot bé mat cang (Hinh 1-1).
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RO rang 1a trong truong hop (a) su can bang cua vién bi 12 6n dinh. Sau mot
nhidu loan nho cudi ciing nd sé& tré vé day cdc, tuy vay su suy giam nho cé thé xay
ra.

Trong truong hop (b) su can bang 1a khéng 6n dinh, bai vi sau mot nhidu loan
nhé vién bi s& khdng bao gid ¢ thé phuc hdi vi tri ban dau caa no.

Trong truong hop (c) su can bang 1a 6n dinh duoc tudn tha khi mét gay nhiéu
nho theo phuong s, va 1a khong on dinh theo phuong t, bai vay trang thai can bang
(c) 1a khéng 6n dinh bai vi su 6n dinh cua trang thai can bang phai la that dung ddi
véi nhiéu loan nho nao do.

Trong trudng hop (d) sau mot nhidu loan vién bi lan trén mat phang ngang bang
dén khi sy suy giam ngung chuyén dong, béi vay dat tai mot vi tri can bang méi
n6 khéc biét vai trang thai ban dau (do vay 1a khdng 6n dinh ), nhung néu sy nhiéu
loan 14 du nho vi tri can bang maéi s& gan mot cach tuy y véi trang thai ban dau.
Trong truong hop ndy ta ndi rang trang thai can bang ban dau la phiém dinh .

Trong truong hop (e) trang thai A 1a khéng 6n dinh mét nhiéu loan nho cé thé
]am vién bi 1an xudng va mot trang thai can bang mai 1a B dat dugc. Nhung néu ¢6
thé c6 mot nhidu loan nho thi trang thai can bang méi nay s& khéng bao gio co thé
gan véi trang thai ban dau caa nd cho nén né la khdng on dinh chir khéng phai 1a
phiém dinh.

« Truong hop 2: Mét 6n dinh vé dang can bang [1 1]

Hién twong mat on dinh vé dang can bang & trang théi bién dang xay ra khi
dang bién dang ban dau cua vat thé bién dang tuwong (ng véi tai trong con nho,
bugc phai chuyén sang dang bién dang méi khac truge vé tinh chat néu tai trong
dat dén maot gid tri nao d6 hodc xay ra khi bién dang cua vat thé phat trién nhanh
ma khdng xuat hién dang bién dang mai khéac trudc vé tinh chat néu tai trong dat
dén mot gid tri nao d6. Trong nhimg truong hop ndy, su can bang giita cac ngoai
luc va ndi luc khdng thé thuc hién dugc twong tng vai dang bién dang ban dau ma
chi c6 thé thuc hién duogc trong tng véi dang bién dang méi khac dang ban dau vé
tinh chat hoic chi c6 thé thuc hién duoc khi giam tai trong. Hién twong nay khac
vé6i hién tugng mat 6n dinh vé vi tri ¢ cac diém sau: Ddi teong nghién ciu 13 vat
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thé bién dang chir khdng phai tuyét ddi cung, su can bang can duoc xét vai ca
ngoai luc va noi luc.

Mat 6n dinh vé dang can bang gom hai loai:

Mat 6n dinh loai mot (mat 6n dinh Euler), ¢6 cac dic trung sau:

Dang can bang c6 kha ning phan nhanh

- Phét sinh dang can bang méi khéac dang can bang ban dau vé tinh chéat Trudc
trang thai toi han dang can bang ban dau 1a duy nhat va 6n dinh; sau trang thai toi
han dang can bang I1a khéng 6n dinh.

Sy minh hoa cua truong hop nay thé hién qua cac vi du sau:

Vi du 1: On dinh caa thanh mét dau ngadm mét dau tu do [11]

Khi p <Py, thanh van thang, trang thai chiu nén caa thanh Ia trang thai ban dau;
duy nhat va 1a dang c&n bang 6n dinh. Trang thai can bang 6n dinh nay duoc mé ta

boi doan OA trén db thi lién hé giita chuyén vi A va tai trong p (Hinh 1-2¢)

P Pth P>Pin
P
| B
| D C
\ j/
A
(@) (b) (c)

Khi p = Py, , thanh ¢ trang thai toi han. Lic nay, ngoai trang thai can bang chiu
nén con c6 kha niang phat sinh phat sinh déng thoi trang thai can bang uén doc,
nghia 13 thanh & trang thai can bang trung tinh. Nhu vay, dang can bang bi phan
nhanh thanh hai dang bién dang. Trang thai nay twong ¢tng véi diém phan nhanh A
trén d thi (hinh I-2c).

- Khi P > Pth, trang thai can bang chiu nén van c6 kha ning tiép tuc ton tai song
khong 6n dinh vi néu néu dua hé ra khoi dang can bang ban dau bang mot nguyén
nhan nao d6 roi bo nguyén nhan d6 di thi hé s& khéng c6 kha ning tro vé dang

thang ban dau. Dang can bang khdng 6n dinh nay tuong tng véi nhanh AB trén do
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thi (nhanh c6 diém thém céc dau cham trén hinh 1-2c). Trong hé ciing phat sinh
ddng thoi trang thai can bang ubn doc khi bién dang cua thanh Ia hiru han (hinh 1-2
b). Dang can bang nay 1a 6n dinh va dugc md ta bai nhanh AC hozc AD trén d6 thi
(hinh 1-2c).

- Néu tiép tuc tang luc P thi vé mat ly thuyét trong thanh s& phét sinh nhiing
dang can bing mai dudi dang udn doc twong ung véi nhiing luc toi han bac cao.
Tuy nhién, ngoai dang can bang thtr nhat twong @ng vai luc tdi han nho nhat,
nhitng dang can bang tuong ung véi luc t6i han bac cao déu 1a khéng 6n dinh,
hiém khi xay ra va khong c6 y nghia thyc té. Boi vay trong thuc té ta chi can tim
lwc tGi han nho nht.

Hién twong mat on dinh loai mot ¢d thé xay ra twong (g voi cac dang sau:

- Mét 6n dinh dang nén dung tam. Ngoai vi du vira xét, trén (hinh 1-3) giéi
thiéu mot s6 vi du khac vé mat 6n dinh dang nén dtung tAm nhu : Vanh tron kin
(hinh 1-3a) chiu &p luc phan bd déu huéng tdm (4p luc thuy tinh); vom parabol
chiu tai trong phan bé déu theo phuong ngang (hinh I-3b). D6 1a nhitng hé chi chiu
nén dung tim néu bo qua anh hudng cua bién dang nén dan hoi khi hé con 6n dinh.
Néu tai trong q vuot qua gy, thi trong hé s& phét sinh dang can bang mai theo
duong dat nét. Trong truong hop khung chiu tai trong nhu trén (hinh 1-3c): khi p
<Py, khung ¢6 dang can bang chiu nén ; khi p > Py, dang can bang chiu nén khdng
6n dinh va khung cé dang can bang méi chiu nén ciing véi udn theo dudng dut nét
trén hinh v&.

q
=
JIRNNNGRERRNRNNNNENY

Hinh 1-3.
- Mat 6n dinh dang bién dang d6i xtmg: Dé 1am vi du, ta xét khung dbi xtang

chiu tai trong tac dung ddi xtng nhu trén
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Hinh 1-4 Hinh 1-5

Khi p <pm, khung c6 dang can bang 6n dinh 1a ddi xtng (duong lién nét ):khi

p > p, dang can bang dbi xang khdng 6n dinh va khung c6 dang can bang méi
khong ddi xtng (dudng dit nét).

- Mt 6n dinh dang ubn phang. Bé lam vi du, ta xét dam chix | chiu udn phang
do tai trong p (hinh 1-5). Khi p <Py, dam c6 dang can bang 6n dinh 1a dang udn
phang; khi P >P,, dang uén phang khéng 6n dinh va dam cé dang can bang méi la
dang uén cuing vai xoin (dudng dut nét).

Vi du 2: 6n dinh thanh hai d4u khép - Cong thic Euler

Ta s& xac dinh tai trong nén toi han cho thanh truc thang, mat cat ngang khong
d6i theo chiéu dai thanh.

Gia sur dau o cua thanh c6 géi tua cb dinh, dau kia a ¢ géi tua di dong. Ta sé& coi

lyc nén dit ding trong tm mit cat va ludn thang ding
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Véi céc gia tri nho caa p, truc thanh van git 1a thang va trong thanh xuét hién
rng SUat nén o = P/F . Trong ltc tang dan tri s, luc P dat gia tri toi han, thi ngoai
dang can bang thang con c6 mot dang can bang khac, dang cong nhu Hinh 1-6. Ta
gia thiét rang P khong thay d6i khi chuyén tir dang thang sang dang cong, nghia 13
chiéu dai duong truc khong thay doi song khi d6 diém a c6 chuyén vi A nao do,
nén ta c6 thé noi rang, voi cac do vong A nho, A ti 1é bac 2 véi mili tén vdng cua
duong dan hdi va nhu vay, A 1a dai lugng nho bac 2.

Sau nay trong cac hinh vé& ta quy uéc rang diém a ndi chung khéng chuyén vi

theo phuong thang ding.
Ta s& viét biéu thirc d6 cong cua truc cong cua thanh :
M
X=+—(11
- EJ (1)

Biéu thuc tong quat cua thanh cong co dang:

d2
X2

X =47

(]

Voi V:V(X)

& déy ta sé& coi cac do vong cac do vong 1a nhé so vai chiéu dai thanh.
d 2

Truc cong s¢€ l1a duong cong 16i; cho rang 42 << 1, khi d6 c6:

dz
X=+ gy (1-3)

Phuong trinh vi phan c6 dang:
d 2
EJ 42 =-Py (1-4)

Nhu hinh 1-6 khi thanh bj ubn (duong lién nét), d6 vong V duong, va dao ham
Cap 2 am ; nhu vay, trong phuong trinh dang (1-5) 6 vong va dao ham cap 2
mang dau khac nhau. Tir d6 theo quy wdc dau X va M, ta di dén chinh phuong
trinh (1-5).
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Trong céac gido trinh SBVL, nguoi ta tién hanh viéc giai tiép theo bai toan xuét
phat tir phuong trinh cap 2 dang (1-5). & day chung ta chuyén tir (1-5) dén mot
phuong trinh cp 4 boi vi diéu d6 lam cho 15i giai ¢6 tinh chét tong quat hon va
cho phép mo rong bai toan cho cac diéu kién bién khac.

Chap nhan EJ=Const, dao ham hai lan (1-5) theo X ta co:

d* g2
EJ gx* =-P 4,2 (1-6)

Quan hé nay ciing c6 thé nhan duoc truc tiép tir phuong trinh quen biét cua

duong dan hoi:

d 4
E) ad=q  (1-69)

Bang cach dua vao tai trong gia tao cudng do q.

Xét phuong trinh bién dang cua thanh chiu cac luc nén p

> X
dv
: *’u\éﬁzﬁ}:
P%;-‘V,dx ,
A
(a) (b)

Hinh 1-7.

Pa

Hop ctia cac luc nay phuong phap truyen, theo ( Hinh 1-7b) bang - (£ ) dx dan

dén (1-6)
dat K? = P 1-7
a - EJ ( - )
a4 a2
Tur (1-6) — id g2 = (1-8)

Phuong trinh vi phan tuyén tinh thuan nhét (1-6) twong ang véi phuong trinh
dat trung:
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S*(S*+Kk*) =0
$1=5,=0; S3=S5= + 2k

Do d6 tich phan (1-6) s€ la:

v=Asinkx + Bcoskx + Cx + D (1-9)

Gia thiét rang cac nghiém S;41a 40 d6 1a do cac dai luong v va % tham gia
phuong trinh dang (1-5) véi cac dau khac nhau, nghiém (1-9) phai thoa méan cac
diéu kién bién:

42
v=0; ¢4y2 =0khix=0,1 (1-10)
B+D=0.B=0
—Vv=Asinkx + Bcoskx + Cx + D=0 (1-11)
Asinkx + Bcoskx =0
—B=C=D=0véi A=0 — sinkl=0 — kl =k (n 1a s6 nguyén tuy ).

Loai nghiém k1=0 vi khéng phu hop vai céc sé liéu ban dau cua bai toan, ta

2_2

n
duoc k2 If n=123..

Hoac theo (1-6 ):

n°z*EJ
p= Tz (1-12)

Thay doi s6 n, ta c6 mot loat cac gia tri caa luc p, twong ung véi cac dang can
biang cong khéac nhau.

Ta quy u6c goi luc téi han 13 luc ma Gng véi n6 dang can bang thang caa thanh
khong con 12 6n dinh nita. Do d6, trong tat ca cac gia tri ¢ thé cua luc p, phai chon
gia tri nho nhat va lay n=lI.

Ta cho riang uén doc cd thé xay ra trong mit phang c6 do ciing nho nhat caa
thanh, nén J 12 mémen quan tinh cuc tiéu cua mat cat ngang

n’z*EJ min

P = ST (1-13)

Tré lai phuong trinh truc cong cua thanh :
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_ . nax
v =Asin kx = Asin I_

DPay 1a hinh sin n6i chung ¢ n nira budc song. Luc téi han tuong rng vaéi hinh
sin c6 mot nira budce sang (n=I):

v= Asin nl_7zx: [sin n|_7zx

véi n=2,3... ta dugc hinh sin véi 2,3... nira budc séng trong pham vi chiéu dai
thanh. Khi d6 luc p s& gap 4,9... 1an luc téi han.

Cac dang can bang nay, néi chung 1a khong 6n dinh, nhung ¢ thé thuc hién
ching néu chuyén sang mot hé méi sau khi thém cac lién két khép bd sung tai cac
diém udn cua hinh sin.

Ta ngam dinh riang luc nén trong thanh nam trong pham vi tac dung cta dinh
luat Hook nghia 14 khong vuot qué gidi han dan hoi cua vat liéu; do d6 cong thic
Euler chi dugc thyuc hién véi diéu kién nay. Ta ciing nhd lai rang ta sir dung biéu
thirc gan dung (1-2) d6i v6i do cong caa truc diéu nay chi dung véi cac do vong
kh& nho so véi chiéu dai thanh. Chinh vi thé ma gia tri ciia mili tén vong f trong
tinh todn cudi cung 1a khong xac dinh. Ta thay rang : néu di tir phuong trinh
“chinh x4c” ctia dudng dan hoi thi két qua nhan duoc s& khac : mdi gia tri luc
P>Py, s& twong wng véi cac dang can bang véi cac do vong hoan toan xac dinh.
Tuy nhién, trong 1an can diém phan nhanh cac trang thai can bang thi cac dang
cong caa thanh gan véi dang thang bao nhiéu ciing dugc, chinh vi thé khi xac dinh
lyc t6i han ta c6 quyén xuat phat tir biéu thirc gan dung cua do cong.

Theo quan diém toan hoc, vé céc tri riéng caa phuong trinh thuan nhét tuyén
tinh dang (1-5), nghiém tam thuong V = 0 thudc vé trang thai can bang ban dau,
khong cong cua thanh. Nghiém khong tim thuong twong Gng Vi céi goi 1a cac
ham riéng cua bai toan ma trong truong hop da cho c6 dang (1-14).

Cac luc toi han thir nhat va tiép theo (1-12) la cac gia tri riéng cua thong s6 p ma
g Vi nd phuong trinh nay c¢6 nghiém khong tim thuong thoa man tat ca cac
diéu kién bién cua bai toan.

< Mat 6n dinh loai hai, co cac dic trung sau:
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- Dang can bang khéng phan nhanh
- Bién dang va dang can bang cua hé khong thay d6i vé tinh chat.

®

[¢]

(c)

Hinh 8.

Dé don gian ta xét mot vi du 1a trudng hop dan Mises c6 ba khép A, B, ¢ chiu
luc p dat tai khop ¢ nhu trén (hinh 8a). B4 thi lién hé gitra luc Pva chuyén vi thang
dung f tai ¢ nhu trén (hinh 8b).

Pé dyng d6 thi nay ta can tim toa do cia cac diém trén duong cong p = P(f) tng
véi mdi diém ta thuc hién nhu sau: twong Gng vai mdi gid tri cua chuyén vi fl ta dé
dang tim duoc bién dang doc truc caa cac thanh AC, BC; tiép do tir bién dang da
biét tim duoc gié tri luc doc NI trong céc thanh va suy ra gia tri P1 twong (ng theo
tong hinh hoc ciia cac luc NI. Ta nhan thay ¢ giai doan dau lyuc p ting 1én cing voi
d6 vong f nhung khi f= h tc 1a khi bakhép A, B, ¢ nam trén ciing duong thang thi
p= 0. Sy lién hé giira p va chuyén vi f 1a lién tuc nén dudng cong p = P(f) phai c6
dang nhu trén (hinh 8b).

Gia tri lyc p twong ung vai khi d6 vong ting ma khong can ting tai trong goi 12
luc téi han. Khi p = Pth , su can bang gitta ngoai luc va noi luc dat dén trang thai
gidi han. Khi p > Pth , su can bang chi c6 thé xay ra khi giam tai trong p. Trang
thai gigi han dugc xac dinh tir diéu kién: dp/df = 0.

D6 1a hién twgng mat on dinh loai hai hay hién twong mat kha ning chiu luc
theo trang thai gi¢i han thir nhat. Trong trudng hop nay ta thay bién dang cia hé
phat trién nhung khong thay d6i vé tinh chat, khéng phan nhanh. Su mat 6n dinh
loai hai c6 thé xay ra khi vat liéu l1am viéc trong gidi han dan hoi cling nhu ngoai
giéi han dan hoi.

Trong thuc té, cac cau kién caa cong trinh thuong khong don thuan chiu nén ma

chiu uén cting véi nén nén cac cau kién nay thuong bi mat 6n dinh loai hai véi tai
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trong nho hon tai trong tai han loai mot . Tuy vay, khi xac dinh kha nang chiu lyc
ctia cac cAu kién chiu uén cuing véi nén ta van can biét gia tri toi han caa luc doc
trong céc cau kién d6 twong (ng véi su mét én dinh loai mot. Do d6 su nghién ctu
su mat 6n dinh loai mot khdng nhiing chi cé y nghia 1y thuyét ma con ¢ y nghia
thyc té.

1.4.1.3. Céc tiéu chudn vé én dinh

Co hoc giai tich Lagrange cling nhu co hoc két cau duoc xay dung dua trén hai
khai niém , dong ning va thé ning. Cho nén khi giai quyét c4c bai toan 6n dinh
cua két cau thuong dung dinh ly cia Lagrange - Dirichlet.

Pinh ly Lagrange - Dirichlet: (Tiéu chuan 6n dinh )

“Gia st tai mot vi tri nao d6 ctia hé bao toan ma thé nang cua né la mot ham caa
chuyén vi g. Néu ham dé c6 cuc tiéu riéng biét (tai mot diém) thi vi tri d6 1a vi tri
can bang” Binh Iy trén chi cho duoc diéu kién du cua hé can bang cta hé bao toan,
né tuong GNg Véi cuc tri cua ham thé nang, nhitng diéu kién can va da cua on dinh
can bang cua hé bao toan cho dén nay chua dugc tim ra. Nguoi ta dua ra nhiing
tiéu chi khong on dinh cua hé bao toan.

Pé xét 6n dinh cua co hé két cu thi dinh ly ndi tiéng caa Liapunov 1a dinh ly
chung nhat d6i véi mdi tieu chuan dinh 1y nay duoc phat biéu nhu sau:

m Tiéu chuan khong on dinh [3]

Pinh Iy 1: “Néu nhu thé ning cua hé bao toan ¢ trang thai can bang khéng c6
cuc tiéu va néu nhu diéu d6 duoc xac dinh bang cach chi xét tir dao ham bac hai
tré di cua thé niang theo chudi Taylor... thi vi tri d6 1a vi tri can bang khong 6n
dinh”.

Dinh Iy trén chi cho duoc diéu kién du cua hé can bang cua hé bao toan, nd
tuong &g Véi cuc tri cia ham thé nang, nhitng diéu kién can va du cua 6n dinh
can bang cua hé bao toan cho dén nay chua dugc tim ra. Nguoi ta dua ra nhiing
tiéu chi khéng on dinh caa hé bao toan.

Pé xét 6n dinh ciia co hé két cau thi dinh 1y néi tiéng ciia Liapunov 1a dinh Iy
chung nhat ddi véi mdi tiéu chuan dinh 1y nay duoc phat biéu nhu sau:

m Tiéu chuan khdng 6n dinh [3]
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Pinh 1y 1: “Néu nhu thé ning cua hé bao toan ¢ trang thai can bang khéng c6
cuc tiéu va néu nhu didu d6 duogc xac dinh bang cach chi xét tir dao ham bac hai
tré di cua thé niang theo chudi Taylor... thi vi tri d6 1a vi tri can bang khong 6n
dinh”.

Dinh 1y 2: “Néu nhu & vj trf can bang caa hé bao toan ma ham thé ning theo
chuyén vi V(q) c6 I Max I dugc xét khi m*2 (m 1a khai trién caa ham V(q) theo
chuyén vi) thi vi tri d6 12 khong 6n dinh”.

m Tiéu chuan 6n dinh (ddi véi hé tuyén tinh) [3]

Néu nhu tat ca cac nghiém ciia phuong trinh dac tinh caa phuong trinh vi phan
tuyén tinh hda c6 cac phan thuc 1a &m (hinh 1-9) thi vi tri can bang ban dau 1a 6n
dinh. Néu du chi mét nghiém nao d6 cua phuong trinh dic tinh c6 phan thyc 1a
duong thi vi tri can bang d6 1a vi tri can bang khéng 6n dinh (P 1a nghiém cua
PTDT: p>0 thi hé mat 6n dinh).

Hinh 1-9. (truc toa d¢ thuc-ao)

Pinh ly cua Liapunov tong quat:
Tim'nghiém 6n dinh cia hé phuong trinh vi phéan trang thai sau:
= X(x) (i=l = N) toa do (1-16)

X 12 bat ky (1a mot ham caa chuyén vi), tat ca cac phuong trinh co hoc déu

dan vé( 1-16).

Néu nhu ¢6 thé tim dugc mot ham V(x) ndo d6 ma:

a) Ham d6 c6 gia tri dwong & 1an can géc toa do va chi bang khdng ¢ gdc toa
do.

b) Pao ham toan phan cua ham 4y theo thoi gian tinh nhu sau:

dV[x(t)] iavx_i_x - 17)

|l |l
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khong am trong tat ca cac diém lan can goc toa do thi vi tri can bang d6 1a 6n
dinh. Néu nhu dao ham d6 ma am trong tat ca cac diém lan can gbc toa do va chi
bang khéng & gdc toa do thi vi tri can bang d6 1a vi tri can bang tiém can(tac 12 khi

t — oo thi vi tri Ay triing véi vi tri can bang) [3].

1.4.2. Cdc phwong phdp nghién ciru 6n dinh cong trinh

1.4.2.1. Phwong phdp tinh (Phwong phdp Euler)

Theo phuong phap nay tai trong t6i han s& 12 tai trong nho nhat dé xay ra phan
nhanh dang can bang, tic 12 bén canh dang can bang ban dau tontaidangcanbang
lan can. Dé xac dinh tai trong nay chi can nghién cau sy can bing cua hé & trang
thai 1an can khi cho hé chuyén vi bé va di tlm tai trong bé nhat twong ang vai dang
can bang lan can do.

Khao sét can bang caa mot hé & trang théi Iéch khoi dang can bang ban dau.
Tinh gia tri caa luc & trang thai léch dé ddi chiéu véi gia tri cua luc d cho & trang
thai can bang ban dau.

Gia st P 12 lyc da cho ¢ trang thai can bang ban dau

P* I3 luc (ing véi trang thai léch khoi dang can bang ban dau (lyc can co dé giir
hé & trang thai léch).

- Néu P < * thi hé can bang 6n dinh

- Néu P = P* thi hé can bang phiém dinh

- Né&u P > P* thi hé can bang khéng 6n dinh

Xét hé mot bac tu do, mot dau ngam dan hdi, mot dau ty do

Sau khi khao sét can bing cua hé ¢ trang thai can léch ta co:

P :$ do do:
V6P < IE thi hé can bing én dinh
~V6i P =$ thi hé can bing bing phiém dinh

- Vi p:%

hé can bang khong o6n dinh
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(b) .

EJ=00

Hinh 1-10

1.4.2.2.Phwong phdap nang luong

Phuong phép nay dua trén viéc nghién ctu nang lugng toan phan cua hé. Khi
n6 dat' cuc tiéu thi hé ¢ trang thai can bang on dinh. Sy Iéch khoi trang thai can
bang 6n dinh s& lam tang nang luong. Tai trong téi han tng voi nang luong cuc
tieu.

Nguyén ly Larange - Dirichlet:

“Néu hé ¢ trang thai can bang 6n dinh thi thé ning toan phan dat cyc tiéu so véi
tat ca cac vi tri 1an can vo cuing bé ké tir trang thai can bang do.

Néu hé & trang thai can bang khdng 6n dinh thi thé ning toan phan dat cuc dai
SO VGi tat ca cac vi tri 1an can vo ciing bé keé tir trang thai can bang do.

Néu hé & trang thai can bang phiém dinh thi thé ning toan phan khong doi”.

Thé ning toan phan U* caa hé & trang thai bién dang gom:

- Thé ning bién dang caa néi luc u

- Thé niang ctia ngoai luc Up= -T (trai dau véi cong caa ngoai luc T)

U=U+Up=U-T

Do bién thién s U* cua thé nang toan phan cta hé khi chuyén tir trang thai dang
Xét sang trang thai 1an can s¢ la

oU*=5U-6T

Trong d6: 5 LP- bién thién cua thé ning toan phan

5 U - do bién thién cua thé nang bién dang & T - d6 bién thién cua cong cac

ngoai luc Nhu vay, theo nguyén ly Lagrange - Dirichlet:
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Néu OU > OT thi hé & trang théi can bang 6n dinh Néu 5U < OT thi hé & trang

thai can bang khong 6n dinh Néu.6U = OT thi hé & trang thai can bang phiém dinh
1.4.2.3. Phwong phdp dong luc hgc

Pay 1a phuong phap chung nhét, dua trén viéc nghién ciu chuyén dong caa hé
sau khi c¢6 kich dong ban dau. Néu chuyén dong 1a dao dong co bién do ting
khong ngirng theo thai gian thi dang can bang ban dau la khong 6n dinh. Nguoc
lai, néu hé ludn dao dong bé quanh trang thai can bang ban dau hoic tat dan thi do
la dang can bang 6n dinh.
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CHUONG 2. PHUONG PHAP NGUYEN LY CUC TRI GAUSS

Chuong nay trinh bay nguyén ly Gauss, sau d6 trinh bay phuong phap mai
dwa trén nguyén 1y cuc tri Gauss dé xay dung va giai cac bai toan co hoc, cha yéu
1a ctia co hé vat ran bién dang. Pé dat muc tiéu trén, trong chuong con gidi thi¢u
cac khai niém Ung suét va bién dang cua co h¢ moi truong lién tuc va ctia co hoc
két cau. Cudi cung, dé 1am vi du, trinh bay viéc ap dung phuong phap méi dé nhan
dugc cac phuong trinh vi phan can bang cta co hé.

2.1. Nguyén li cwe tri Gauss

Nam 1829 nha toan hoc nguoi DPuc K.F. Gauss da dua ra nguyén 1y sau day
d6i v4i co hé chat diém [1,tr. 171]:

“Chuyén dong thuc ciia hé chat diém c6 lién két tiry y chiu tdc ddng bat ki &
mai thoi diém xdy ra mét cach phir hop nhdt cé thé véi chuyén dong ciia hé do khi
hoan toan tw do, nghia la chuyén dong thuwc xdy ra véi lwong cudng bike toi thiéu
néu nhw s6 do lrong cwdng birc ldy bang tong cdc tich khéi eong chat diém véi
binh phwong do léch vi tri chdt diém so véi vi tri khi chung hoan toan tw do”.

Goi m. la khoi luong chat diém, A, 14 vi tri caa no, B, 1a vi tri sau thoi doan
v cung bé do tac dong luc ngoai va do van tde & dau thoi doan gay ra, C, 1 vi tri

c6 thé ( bi rang budc bai lién két) thi luong cudng birc duge viét nhu sau:

z=Ym(BCJ - Min (2.1)

Dau tong trong (2.1) 14y theo s chat diém.

Str dung nguyén 1y van tdc 4o va nguyén 1y D ‘Alembert, xét hé ¢ trang thai
can bﬁng va cho ré‘mg cO luc vé1 do 16n ti 1€ vo do dai E tac dung theo chiéu tir
C. dén B, Gauss da chimg minh nguyén 1y ciia minh [1,tr. 172].

Dé c6 thé sir dung nguyén 1y Gauss can biét dai luong bién phan ciia né.
Theo [1,tr. 889], Gibbs (ndm 1879) va Appell (ndm 1899) di tir cac 1ap ludn khac
nhau déu nhan dugc nguyén 1y Gauss va chi ra rang dai lugng bién phan cua
nguyén 1y ndy 1a gia tbc. Diéu nay co nghia la:
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ori=0; or;j=0; dr;= 0 (2.2)
& day & 1a ki hiéu bién phan ( 1dy vi phan khi ¢6 dinh thoi gian ), ri, ¥; va [ 1an
luot 14 vecto toa d0, vecto van toe va vecto gia tdc ctia diém i. Chuyén dich cua
chit diém cta hé co lién két dudi tac dung cua luc F; sau thoi doan dt tinh theo

cong thuc sau day:
ri+r'idt+%r’idt2 (2.3)

Vi 8r,=0va &r;=0 nén chuyén dich ctia chat diém hoan toan tu do (c6 thé hinh
dung & dau thoi doan dt lién két duoc giai phong nhung van giir luc tic dung) sau
tho1 doan dt 1a :

ri+|‘idt+lidt2 (2.4)
2m,

Hiéu ctia (2.4) va (2.3) cho ta d6 1éch vi tri ctia chat diém c6 lién két so véi vi tri
cua no khi hoan toan tu do.
C6 thé xem dt 13 hang thi lwong cudng bic Z theo (2.1) dugc viét dudi dang luc

nhu sau (v6i d6 chinh xac bang thira s dt*/ 4) :

Z:Zmi(%—ﬁj — Min (2.5)
hoac
7 = Zmi(ﬁ- mt)E = Min (2.5a)

Khi tinh luong cudng buc theo (2.5) can xem gia toc 1a dai luong bién phan
(bién phan kiéu Gauss theo cach néi ctia Boltzmann ). Nhu vay, phuong phap tim
cuc tiéu ctia cac bai toan co hoc dugc xay dung theo nguyén 1y (2.5) khong thé 1a
bat ky ma phai 1a (khi khong c6 rang budc nao khac):

oz

8_r =0 (2.6)
Diéu kién (2.6) s& cho ta phuong trinh cin bang. Thét vay, ap dung (2.6) vao (2.5)
ta nhan dugc phuong trinh cin bang cta hé ( & day luc tac dung bang luc quan
tinh). Appell va Boltzmann (ndm 1897) con cho biét nguyén 1y Gauss dung cho
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hé lién két holonom va ca hé lién két khong holonom [1,tr. 890].

Nguyén Iy Gauss (2.1) hodc (2.5) c6 dang ctua phuong phap binh phuong t6i thiéu
la phuong phap ciing do Gauss dua ra va dugc dung rong rai trong toan hoc hién
dai, trong giai tich cling nhu trong 10 giai s6. C6 18 vi vay nguyén 1y Gauss thu hit
su chu y cua nhiéu nha khoa hoc, thi du, Hertz (ndm 1894) dua trén y tudng luong
cudng birc dua ra nguyén Iy dudng thing nhat (duong co do cong nhé nhét) hoic
Prigogine (nam 1954) va Gyarmati (nam 1965) da xay dung duoc lugng cudng
btic clia cac qua trinh khéng hoi phuc trong nhiét dong luc hoc [2].

Céc tai liéu gido khoa vé co hoc thudng gidi thiéu nguyén Iy Gauss dudi dang
(2.5) 1a dang dung dugc dé tinh toan. Nhung nguyén 1y (2.5) véi dai luong bién
phén 13 gia tbc chi 1a mot biéu thi ctia nguyén Iy Gauss (2.1) béi vi dai luong
bién phan trong co hoc con ¢o thé 1a chuyyén vi va van toc nhu trinh bay sau déy.
2.2. Phuwong phap nguyén ly cwe tri Gauss

Trong bai viét ctia minh Gauss néu nhan xét rang nguyén Iy vin toc do bién
van dé tinh hoc thanh véan dé todn hoc thuan tuy, con nguyén 1y D’ Alembert dira
bai toan dong luc hoc vé bai todn tinh hoc va moi nguyén ly cua co hoc hodac
nhiéu hodc it déu cé thé truc tiép rit ra tiv hai nguyén 1y trén. Dudi day trinh bay
phuong phap dua trén nguyén 1y chuyén vi 40 dé nhan duoc biéu thic (2.1) caa
nguyén ly Gauss.

Xét hé chat diém co lién két tuy ¥ & mot thoi diém bat ki nao dé c6 nghia 1a
phai dua luc quan tinh f; ctia hé tai thoi diém d6 tac dung 1én hé. B6i voi hé hoan
toan tu do luc quan tinh fy; ciia no6 béng vo1 ngoai luc (chi s6 ‘0’ & chan ki tu chi
réng ki tu do thudc hé so sanh, truong hgp nay 1a h¢ hoan toan tu do c6 cung khdi
luong va cung chiu tac dung luc ngoai gidng nhu hé c¢6 lién két). Nhu vay, cac luc
tac dung 1én hé co lién két gém cac luc fi= m;i; va cac luc f; = m; i (thay cho
ngoai luc). Theo nguyén 1y chuyén vi do dbi véi lién két giir (lién két dudi dang
dang thuc) va khong giir (lién két dudi dang bat dang thirc) diéu kién can va du dé
hé & trang thai can bang 1a [1,tr. 887] :

Z(fu - f0i )é‘ru <0 (27)

Biéu thure (2.7) cling duge Fourier (ndm 1798 ) va Ostrogradsky ( nim 1838) doc
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1ap dua ra.

C6 thé nhan xét ngay rang phan trong ngoic don cia (2.7) biéu thi lyuc tac dung
1én hé nén phai bang khong dé hé ¢ trang thai can bang.

Trong biéu thuc (2.7) cAn xem cac chuyén vi i doc 1ap ddi vai luc tac dung. Cho
nén tir (2.7) co thé viét:

Z=>(f-f,)r —>Min (2.8)

Trong (2.8) r; 1a cac bién ddc 1ap can tim dé bao dam cho Z cuc tiéu. Vi chuyén vi
rei ctia hé hoan toan ty do da biét nén biéu thic (2.8) twong duong voi cac biéu
thue duoi day:

Z => (f-fy)(r-ry) — Min (2.8a)

hodc Z => m {%—‘r‘oi (r,-r;) — Min (2.8b)

D& dang nhén thay (2.8b) 1a tich cta khéi lwong m; v6i binh phuong do 1éch vi tri
chat diém va do d6 Z xac dinh theo (2.8) 12 lugng cudng birc ciia nguyén 1y Gauss
(v6i do chinh x4c bang thira s6 dt”/ 2). So véi (2.5), luong cudng birc Z xac dinh
theo (2.8) biéu thi ddy du va rd rang tu tuong ctia nguyén Iy Gauss thé hién & chd,
thtr nhat, né cho phép so sanh hé c6 lién két v6i hé hoan toan tu do, thi hai, dai
luong khong biét (dai lugng bién phan) trong (2.8) 1 chuyén vi gidong nhu trong
(2.1). Cyc tiéu cua (2.8) can va phai duoc tim tir diéu kién (khi khong co cc rang
budc nao khéac):

oz _
ol (2.9)

Piéu kién (2.9) ap dung vao (2.8) cho ta phuong trinh can bang cta co hé.
Vidu 1 Viduynay lay tir [3,tr. 64]. Viét phuong trinh chuyén dong ctia khéi luong
m chay trén dudng cong y=bx® trong mit phang (xy), khong c6 lyc ma sat, dudi

tac dung cta truong gia toc g (Hinh 1.1).
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Hinh 1.1
Céc luc tac dung Ién khéi luong m bao gém: luc quan tinh theo chiéu y, luc trong
truong theo chiéu Am cua y, luc quan tinh theo x. Chon hé so sanh la h¢ c6 cung
khéi luong m nam trong trudng gia tbc g nhung hoan toan tu do. Luong cudng
buic dugc viét theo (2.8) nhu sau:
Z = (my+mg)y+(m)x — Min (@)
Thé y =bx? vao (a) ta co

Z = (my+mg)bx®+(mX)x — Min (b)

. LA AA 1A o n asA 1ea. OL n
Xem chuyén vi X 1a bi€n doc 1ap va tir di€u kién i 0 nhan duoc:
X

2bxy +2bgx + X =0 (c)

Thay § = 2bxx+2bx> vao (c¢) nhan dugc phuong trinh chuyén dong cia khi
luong m

(4b*x? +1)X +4b*xx* + 2bgx = 0 (d)
Phuong trinh (d) 1a két qua can tim.
Nhu nhan xét ciia Gauss néu trén, c6 thé néi biéu thic (2.7) di bién van dé tinh
hoc (can bang luc) thanh van dé toan hoc thuan tuy. That vy, néu ta dung gia tdc
1a dai luong bién phan thi tuong tu nhu (2.7) c6 thé viét

> (fi—fy)8Fi < 0 (2.10)

v6i diéu kién gia téc ¥, 1a dai luong doc 1ap d6i voi luc tac dung.
Tir (1.10) c6 thé viét
zZ=> (fi-fy)Fi - Min (2.11)

Trong (2.11) can xem gia toc ; 1a dai luong bién phan dé bao dam cho Z cuc
tiéu. Vi gia tbc ¥ cua hé hoan toan tu do da biét nén biéu thirc (2.11) tuwong
duong véi cac biéu thirc dudi day:
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=> (fi—fo)( Fi- Foi) — Min (2.11a)

hoac Z 22 mi(%—i’bij(fi- Foi) — Min

Z =Y mr-iy)? —  Min (2.11b)

Ta thiy (2.11b) tring v&i (2.5). Céc gia toc ¢ phai thoa min cac lién két néu co va

diéu kién cuc tiéu cua (2.11) 1a biéu thire (2.6).

Vidu2.Lam lai vi du 1 (Hinh 1) theo nguyén li (2.5) hodc biéu thirc (2.11)
Khéi lwong m vira chuyén dong theo x, vira chuyén dong theo y, nhung do

c6 lien két y=bx? nén chi c6 mot bac tu do, thi du la x. Cac luc tac dung 1én m bao

gém: Luc quan tinh theo chiéu y, luc trong truong theo chiéu am cua y, luc quan

tinh theo x. Luong cudng birc Z viét theo (2.5) la:
Z = m(%-i- )2 +mx? — Min (@)

Lay dao ham rang budc y=bx* theo thoi gian hai lan ta ¢ :

¥ = 2bxX + 2bx* (b)

Thay y trong (a) bang (b), nhan duoc

Z= (g+2bxx+2b%x*)* +%* — Min (c)
Xem gia tbc ¥ 1a bién doc lap va tur diéu kién 6Z/6%=0 ta c6 phuong trinh
chuyén dong ctia khéi lvgng m nhu sau :

(4b*x* +1)%X + 4b*xx* + 2bgx =0 (d)

Phuong trinh (d) 14 két qua can tim.
Tuong tu, cling c6 thé dung van tdc r, 1a dai lugng bién phan, khi d6 luong cudng
biic Z dugce viét :

zZ => (fi-fy)r, — Min (2.12)
véi diéu kién van tc rola bién doc l1ap va thoa man cac lién két néu co. Trong
truong hop nay diéu kién cuc tiéu cua nguyén 1y(2.12) sé& 1a (khi khong c6 rang
budc nao khac) :

oz
— =0 2.13
or, ( )
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Lam lai bai toan ctia vi du 1 véi dai lugng bién phan 13 van tc (biéu thirc 2.12)
cling cho ta két qua dang dén.
Tom lai, cac nguyén 1y (2.5) hodc (2.11) véi dai lugng bién phan 1a gia tbe doc 1ap
d6i voi luc tac dung, nguyén 1y (2.8) véi dai lugng bién phan 1a chuyén vi doc 1ap
d6i véi luc tac dung va nguyén 1y (2.12) vé6i dai lugng bién phan 1a van tde doc 1ap
ddi voi luc tac dung da bién phuong trinh can bang luc (van dé co hoc ) thanh cac
bai toan toan hoc thuan tuy va c6 thé dugc phat biéu nhu sau : Chuyén dong thuc
cua co hé xay ra khi lwong cuong buc Z

xdc dinh theo (2.5) thi dwoc tim theo gia toc , diéu kién (2.6 )

xdc dinh theo (2.8) thi duoc tim theo chuyén vi, diéu kién (2.9)

xdc dinh theo (2.12) thi dwoc tim theo vin toc, diéu kién (2.13)
la cuc tiéu.

Puong nhién, cac dai luong bién phan gia tdc, chuyén vi va véan toc phai
thoa man cac diéu kién lién két cia hé.

Dé c6 thé ap dung cho ca cc bai toan tinh ctia moi trudong lién tuc ta s&
dung nguyén 1y (2.8) véi dai luong bién phan 14 chuyén vi va diéu kién cyc tiéu 1a
(2.9). Nguyén li (2.5) khong cho phép giai cac bai toan tinh. Do do, cach trinh bay
nguyén Iy Gauss duéi dang nay da han ché viéc st dung nguyén 1y trong co hoc.

C6 thé mo rong nguyén Iy Gauss bang cach so sanh hé can tinh véi hé c6
lién két tuy ¥ chiu tac dung cua lyc giéng nhu hé can tinh ma 10i giai cia nd da
biét. Khi d6 thay cho luc ngoai ta dung luc lién két va luc quan tinh cua hé so sanh
v6i dau nguoc lai dé tac dong 1én hé can tinh. Piéu nay 14 hién nhién boi vi ngoai
luc Iudn can b.%mg vo1 no1 luc. Xét vi du minh hoa sau
Vi du 3 Hé can tinh 13 khéi lwong m ¢6 lién két 16 xo d ctng k va lién két nhét
v6i hé s6 nhdt ¢ chiu tac dung luc p(t) (Hinh 2.2). Xét dao dong thiang dimg u(t)
cua m so v&i vi tri can béng tinh ctia n6. Bai todn c6 mot bac dao dong tu do. Ta
chon hé so sanh c6 khéi luong mg va lién két 10 xo do cting ko cung chiu luc p(t)
(Hinh 2.2.b).
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Hinh 2.2 a) Hé can tinh; b) Hé so sanh.
Dao ddng ug(t) ctia hé so sanh (so véi vi tri can bang tinh ctia né) xac dinh tir
phuong tinh can bang sau :
m,U, +K,u, = p(t) (a)
Luc tac dung 1én khoi luong m gém cO: luc quan tinh md, luc can 10 xo ku, luc
can nhot cu va luc p(t) dugc thay br?mg noi luc cua hé so sanh. Luong cudng birc
theo (2.8) viét dugc:
Z = (md+cu+ku—myl, —k,u,)u — Min (b)
Phan trong ddu ngoic don cta (b) biéu thi luc tic dung va theo nguyén 1y chuyén
vi (2.8) can xem chuyén vi u 1a bién doc 1ap ddi véi luc tac dung thi tir diéu kién
dZ/6u =0 nhan duoc phuong trinh cin bang cta hé can tinh
mU + cu + ku = myU, +k,u, (©)
hay chu y t61 (a) ta co
mu +cu + ku = p(t) (d)
Nhin vao (c) va (d) thdy rang thay cho viéc giai phuwong trinh vi phan can bang (d)
ctia hé can tinh ta c6 thé giai phuong trinh (c) (g véi timg thoi diém. VE phai cia
(c) c6 thé 1a nghiém riéng hodc nghiém co ban (truong hop p(t) 1a xung don vi)
ctia (d) hodc, mot cach téng quat, 1a thé hién ctia p(t) trén hé bat ki nao khac (10
giai cuia hé bat ki khi chiu tac dong cta p(t) ). Nhan xét nay rat hiru ich béi vi no
cho ta mot phuwong phap nira dé giai cac phuong trinh vi phan phuc tap, dic biét 1a
d6i véi cac bai toan co diéu kién bién ¢ v6 han hoic 1a khi giai bang s6.
Luong cudng bic Z theo (b) c6 thé viét dudi dang sau:

Z=71+22+Z3 — Min (e)

Z1= %(ku—kouo)z, 72=2ciu, Z3= 2m(i—i,)u )
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O day Z1 viét dudi dang binh phuong tdi thiéu. Vi Z1 duoc viét dudi dang binh
phuong t6i thiéu nén cac dai lugng Z2 va Z3 phai nhan voi hé s6 2. Céc biéu thirc
luong cudng burc (b) va (e), (f) 1a tuong duong.

Nhiing nhan xét rat ra tr vi du minh hoa néu trén ap dung dung cho bt ki hé nao
khac.

Trinh bay trén cho thiy c6 thé dung hé c6 lién két bat ki dé 1am hé so sanh cho nén
c6 thé md rong biéu thie (2.8) nhu sau :

Z=Y (f-f,)r — Min (2.14)

voi fi 1a noi luc bao gém luc quan tinh va luc lién két néu c6 cua hé can tinh, fy;
1a noi luc va luc lién két da biét cua hé so sanh bat ky chiu tac dung luc ngoai
gidng nhu hé can tinh.

Chu ¥ rang khi sir dung biéu thirc (2.14) can xem chuyén vi r; 1a dai luong doc 1ap
d6i voi luc va phai thoa man cac diéu kién lién két néu co. Bai vi cuc tiéu cua
luong cudng buc Z phai dugc tim theo (2.9) (khi khong c6 cac rang budc nao
khac ) nghia 1a phai giai phuong trinh cAn bang cia co hé nén bai toan ludn co
nghiém va nghiém 1a duy nhét

Phuwong phdp ciia nguyén Iy (2.14) cho phép dimg hé so sanh bat ki. Pai lwong
bién phan cua (2.14) la chuyén vi, diéu kién cuc tiéu ciia né la biéu thirc (2.9).
Phuong phap nay do GS. TSKH Ha Huy Cuong dé xuit va dugc goi 1a phuong
phap nguyén 1y cuc tri Gauss.

Biéu thirc (2.7) trong cac gido trinh co hoc thudng mang dau bang, nghia 1a chi
xét trudong hop lién két gitr va khi d6 tir (2.7) s& nhan duoc nguyén 1y céng d0. Co
thé noi biéu thuc (2.7) voi dau nho thua hodc bang 1a sy khac biét co ban giita
nguyén 1y co hoc cua Gauss véi co hoe dua trén nguyén ly cong 4o hién dung.
2.3. Co hé mdi truong lién tuc: &ng suit va bién dang

Trong muyc ndy trinh bay phuong phap nguyén 1y Gauss ddi v6i co hé méi trudng
lién tuc. Muébn vay can biét khai niém ung suét va bién dang ctia mo1 truong lién
tuc. Dé trinh bay gon dudi day dung cac dai luong tenxo véi cach hiéu nhu sau [4

,tr.196]:
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aa =a +a, +a,
Ay =y, +ay, +a,,
va hé sb Kronecker
dj = 1 khi i=j
Sij = 0 khi i#j
véi i=1,23; j=1,23;k=1,2,3 ddi v6i khong gian 3 chiéu.
C6 thé néi d6i twong nghién ctru ctia co hé méi trudnglién tuc trong toa do vudng
goc 1a phan t6 khéi chir nhét (ba chiéu, kich thudc vo cing bé ) hodc phén td chir

nhat (hai chiéu, kich thudc v6 ciing bé ) duoc tach ra tir moi truong (hinh 2.3 ).

/\ i
&X
- >
B e
Ciz

S 21

Oz

A7)
Xsls

%
Aot 11

a1ty

.

dx2

Hinh 2.3. Trang théi tmg sut phan t6
Khi d6 1i thuyét Gmg suat cho thay ngoai cac luc thong thudng (luc gdy cac chuyén
vi tinh tién trong co h¢ chét diém) trén bé mit phan td con co cac ung suét tac
dung . Co 9 tng suét o; tac dung 1én bé mat phan td. Thir nguyén cua tng sut
bang luc chia cho don vi dién tich.
Tir diéu kién cén bang luc va momen s& nhan duoc phuong trinh cén bang tinh
ctia phan td

o + b =0 (2.15)

]

Trong (2.15) oy la Gmg sudt, o, bicu thi dao ham cua tng suat theo toa do

khong gian, 80, /0x; = o ;, b; 1a lyc khdi (lyc khéi xem nhur 1a lyc can). Néu

i, j o
khéng c6 luc momen khdi thi tir phuwong trinh can bang s& ¢6

0. = o (2.16)

1) n
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S6 ing suat doc 1ap tac dung 1én bé mat phan t6 chi con 6 . Li thuyét tmg suat cho
thay khi biét trang thai (mg suat phan t& thi s& xac dinh duoc trang thai luc tai
diém d6 cua moi trudng va nguoc lai .

Khi chiu tic dung ngoai lyc, phan t6 chuyén dong va bién hinh. Ly thuyét bién
dang cho thiy ngoai cac chuyén vi ui phan t6 con chiu cac bién dang & j - Néu xem
bién dang 1a bé (binh phuong hodc tich hai bién dang 13 nhé so véi chinh né ) thi

cac bién dang dugc xac dinh theo cac phuong trinh sau:
1
gj = 5 (Uij+ Upi) (2.17)

Cac i la cac dai lugng khong thtr nguyén. Tuong ty nhu tenxo cjj, tenxo &j;
d6i xtmg va c6 6 bién dang doc 1ap twong Gmg voi 6 Ung suat.

Tir (2.17) thay rang trang thai chuyén vi xac dinh duy nhat trang thai bién
dang, nhung nguoc lai khong dung boi vi c6 nhitng chuyén vi khong gay bién
dang (chuyén vi ciia vat ran tuyét doi). Ngoai cac phuong trinh néu trén, dé bao
dam tinh lién tuc cia moi trudng con cé cc cic phuong trinh vé didu kién khong
bi gian doan.

Tuy theo tinh chit co hoc cua vat liéu méi truong ma co cac lién h¢ khac
nhau gitra Grng suét va bién dang. Do c6 6 ng suét va 6 bién dang nén mot cach
tong quat can biét 36 thong so tinh chat vat liéu. Tuy nhién tir diéu kién biéu thi
nang lugng bién dang phai giong nhau con sé 36 rat xudng con 21. Pdi vai vat
liéu déng huong chi con 2 thong s6 tinh chat vat liéu doc 1ap duoc chon trong sb
cac thong s6 sau: hai hang s6 Lamé pva A, médun Young E , médun truot G va
hé s Poisson v, giita chiing co cac lién hé sau day :

_ Ev _ _ E
My 0 MTC T

(2.18)
Déi voi vat liéu dong nhat , dang hudng, tuan theo dinh luat Huc (Hooke)
thi lién hé giira img suat va bién dang s&1a:

|4

Cijj = 2G (Sij + 1 gkksij) (219)

—cZV
Tir cong thirc (2.19) thiy rang tng suat cij khong nhiing phy thudc vao bién

dang & theo phuong cuia n6 ma con phu thugce vao cac bién dang theo cac phuong
Trang 39



khac thong qua hé s6 Poisson v. Hé s6 2G dé tién trinh bay sau nay s€ duogc goi la
dé cirng cua bién dang.

Nhitng trinh bay trén cho thiy d6i voi co hé méi trudng lién tuc can xem cdc
bién dang &j 1la doc lap d6i v6i nhau va duoc xac dinh theo phwong trinh (2.17),
can xét cac phuong trinh vé diéu kién khong bi gian doan ctia mdi trudng va lién
hé giita tng suat va bién dang. Pi voi méi truong dan hoéi, dong nhat, dang
huéng lién hé Gmg suit - bién dang 14y theo (2.19) va diéu kién khong bi gian doan
ctia méi truong tu dong thoa man khi biéu thi tng suit qua chuyén vi.

Tém lai, khac véi co hé chét diém, trong moi truong lién tuc ngoai luc khoi
va lyc quan tinh 1a cac luc tic dung gay chuyén vi, con phai xét thém cac Ung suat
cij gy ra cac bién dang Eij -

Tl nhén xét vira néu, c6 the s& c6 ich doi véi nhan thire khi dua ra cac nhan
dinh tong quat vé mdi twong quan giira co hoc chat diém va co hé moi trudng lién
tuc nhu sau:

Khai niém co ban cta co chit diém 1a chit diém, cac luc tac dung lén chit diém
gdy ra cac chuyén vi, dic trung cua chat diém 1a khéi luong;
Khai ni¢ém co ban ctia co hé¢ mdi truong lién tuc 1a mat cat phan td, cac ung suét
gdy ra cac bién dang, cac dic trung clia mat cat phan t6 13 cac do ctng bién dang
tuong Gmg voi cac ung suat. Cac do cting nay xac dinh tiiy theo tinh chat vat liéu
moi trudng. Trong co hé moi trudng lién tuc con co luc khdi va luc quan tinh gay
chuyén vi gidng nhu trong co hé chat diém. Do d6, c6 thé tom tat mdi twong quan
vira néu dudi dang:
Chat diém < Mat cat phén té
Lyc < Lwc
Cdc iing sudt
Chuyén vi < Chuyén vi
Bién dang
Khoi lwong < Khéi lwong

Cdc dj citng bién dang
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Ki hiéu < chi su twong duong giita cac khai niém. V&i cach hiéu nay ciing
dé dang xay dung phiém ham lugng cudng birc trong tu nhu (2.14) ddi véi co hé
moi trudng lién tuc bat ky dugc trinh bay sau day.

Trude tién, ta dung hé so sanh 1a hé chat diém c6 cung khdi luong, cling
chiu tdc dung luc ngoai va hoan toan tu do. DPdi véi moi truong lién tuc can xét
thém Gng suit va bién dang nén luong cudng buc Z cta hé viét tuong tu (2.14)
nhu sau:

Z...=.Z1+722 — Min
Z1=[oye,dv , Z2=[(pliy, +bu; - pligu,)dF (2.20)
v v

Trong (2.20) V 1a thé tich vat thé, p 1a khéi luong don vi. Luc quan tinh 1a luc
can nén trong (2.20) mang diu cong. Luong cudng bic Z1 xét img suit cia moi
truong lién tuc can tinh, hé chat diém so sanh khong c6 ung suit. Lugng cudng
blrc Z2 xét luc khoi va luc quan tinh cua moi1 truong lién tuc, luc quan tinh ctia hé
chat diém so sanh. Cac luc nay déu gay chuyén vi u.

Theo phuong phap nguyén 1y cuc tri Gauss, trong (2.20) cidn xem cac bién
dang ¢, 1a doc 1ap ddi vé6i cac img suat o va cac chuyén vi u; 1a doc 1ap doi véi
luc tac dung (¢ day 1a luc khéi va luc quan tinh) va doc 1ap dbi véi nhau. Piéu kién
cuc tiéu cia (2.20) 1a

01 072
+ =

—+—=0 21,
o o (2.21.9)

Néu bién dang &, biéu thi qua chuyén vi (cong thirc (2.17)) thi diéu kién cyc tiéu

ctia (2.20) dugc viét nhu sau:

os..
071 5” 4 022 -0 (221b)
og; ou; oy,

T diéu kién (2.21.a) nhan duoc

ot bitplj-plg =0 (2.22)
Phuong trinh (2.22) 12 phuong trinh vi phan can bang cta co hé méi truong lién
tuc dudi dang tmg suét.

Néu tai diém dang xét khong c6 luc ngoai tac dung thi pli;, bi triét tiéu,

Trang 41



phuong trinh (2.22) 14 phuong trinh can bang dong luc hoc thuong gip cia co hé
mdi truong lién tuc. Trudng hop bai toan tinh, pi, ciing bang khong, phuong
trinh (2.22) khi do6 trung voi (2.15).

D& dang nhan dugc phuong trinh vi phan can bang dudi dang chuyén vi
bang cach dua lién hé Gng suat - bién dang vao phuong trinh (2.22) hodc vao
phiém ham (2.20).Trong muc (2.5) duédi day sé& tro lai van dé nay.

Can néu nhan xét rang biéu thirc (2.20) cho phép so sanh co hé méi truong
lién tuc vé6i co hé chét diém hoan toan tu do khi hai hé cung chiu lyc ngoai nhu
nhau. Trong (2.20) khong chira cic thong sb tinh chét vat liéu cia moi truong nén
né dung voi moi trudng bat ky.

Xét cac trudng hop khac ctia phiém ham luong cudng bire (2.20):

Truong hop khong dung hé so sanh thi phai dua lyc ngoai pi vao (2.20). Luc pi
thuong tac dung 1én bé mat Q cia vat nén ta viét

Z = j(aijgij + pli,u; —biui)dv—jp u,dQ — Min (2.23)
\Y Q

C6 thé dung hé so sanh ciing 14 co hé méi truong lién tuc c6 lién két bat ky voi
diéu kién hai hé cung chiu lyc ngoai giéng nhau:

Z = H(Gij —0g;)&;; + (AU — polig )u; — (b, _bOi)ui}jV — Min (2.24)

v
Gidng nhu di trinh bay ¢ vi du 3, thuc chat cua phuong phap nguyén 1y cuc tri
Gauss 13 dung ndi lyc ctia hé so sanh tac dung 18n hé can tim.
Déi v6i bai toan tinh, luc quan tinh triét tidu, khi khong xét luc khéi, biéu thuc
(2.24) c6 dang:

Z =[(0y~0g)e,0v — Min (2.25)

\
Déi v6i bai toan tinh, khong xét luc khéi, khong dung hé so sanh, tir (2.23) ta co:
Z = [oye,0v—[pud — Min (2.26)
\ Q

Céac chuyén vi u;va bién dang gjj (xac dinh theo (2.17)) trong cac phiém ham
(2.20,2.23,2.24, 2.25) va (2.26) 1a nhitng dai luong doc lap ddi vai lyc tac dung
va g suat va phai thoa man cac diéu kién lién két néu c6. Chuyén dong thuc cua

co hé moi truong lién tuc xay ra khi cuc tiéu cac phiém ham luong cudng birc vira
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néu theo diéu kién (2.21) néu khong co cac diéu kién lién két nao khac.
Pbi voi moi truong dan hoi, quan hé ung suit — bién dang xac dinh theo
(2.19), ta co thé viét luong cudng bic dudi dang binh phuong tdi thiéu nhu nhan

xét da néu o vi du 3:

1 .
Z = \J;E(Uij—GOij)de+2\J/.(fmi—mei)uidV — Min (2.27a)
hoiic Z = [2G(g —&q) v +2[m, (U, —tg)udv  — Min
\Y \Y

Tuong tu, khi khong dung hé so sanh thi phai xét luc ngoai, c6 thé viét lai (2.26)

nhu dudi day
1 i
Z= \J;E(aij)zdv+2\! fmiuidv—Zi p,u;dQ — Min (2.27b)
hodc Z =I26(5ij)2dv+Zj(miui)uidv—zjpiuidQ — Min
\ \ Q

Trong (2.27) f =mu, v f, =myi, Ialuc quan tinh ctia hé can tinh va hé so
sanh, lién hé gitta ing sut va bién dang xac dinh theo biéu thirc (2.19). Trong
(2.27), can xem cac bién dang g; la cac dai luong bién phan doc 1ap ddi voi cac
g suat o, , cdc chuyén vi u; 1a doc 1ap ddi véi luc tac dung p va luc quan tinh.
Tich phan thr nhat trong (2.27) lién quan dén (mg suat dan hoi co trong so
14 2G, Tré 1én trinh bay cac phiém ham luong cudng birc, dbi voi co hé chét diém
1a cac biéu thirc (2.14), d6i v6i moi trudng lién tuc 13 biéu thire (2.20) va cac
truong hop khac cta no 1a cac biéu thuc (2.23), (2.24), (2.25), (2.26) va (2.27).
Trong céc phiém ham nay can xem cac bién dang gij xac dinh theo (2.17) va cac
chuyén vi U; 1a cac dai lugng khong biét doc lap ddi voi ung suat va luc tac dung,
thoa man cac diéu kién lién két néu c6 va cac diéu kién khong bi gian doan (riéng
d6i v6i méi trudng lién tuc). Cuc tiéu cac phiém ham nay theo diéu kién (2.21)
cho ta chuyén vi thue cta co hé can tinh.
Phuong phap nguyén i cuc tri Gauss la phuong phép mai trong co hoc moi

truong lién tuc.
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2.4. Co hoc két cau
MBoén strc bén vat lidu va co hoc két cau nghién ctru trang thai ung suat bién

dang cua dam, thanh, tim, khung, dan v.v...1a nhitng két cdu c6 mot hodc hai kich
thude nho thua nhidu 1an so voi cac kich thude con lai. Trong trudng hop nay dé
don gian nhung két qua tinh van bao dam d6 chinh xac du dung trong thuc té
(kiém tra bang thi nghiém), c6 thé dung mit cat két cdu thay cho mit cit phan td
va cac Umg suat tac dung 1én mat cat dugc qui vé thanh cac ndi luc tac dung 1én
mat trung binh (dudng trung binh ddi véi dﬁm) nhu lye doc N, momen ubén M, luc
cit Q v.v... Mudn vy can dua vao cac gia thiét sau day:
Khi chiu lyc doc truc, itmg sudt phap dugc xem la phan bd déu trén tiét dién.
Khi chiu lyc ngang (tac dung thang goc v4i mit trung binh) co cac gia thiét sau
day:

Mait trung binh cua tdm va truc trung binh cua dam khong c6 noi luc va do do
khong bi bién dang.

Gia thiét tiét dién phang: tiét dién sau khi bién dang van phang.

Khéng xét img suat nén gitta cac 19p theo chiéu cao tiét dién, nghia 1a xem cac
16p song song v6i mit trung binh (tdm) lam viéc ¢ trang thai ing sudt phang.

A3z

X2

T | A

1 M,

Hinh 2.4. Noi luc ctia phan t6 tam
Str dung céc gia thiét trén, cd&c momen udn va xodn va luc cat tdc dung 1én

mit cit két cau xac dinh theo cac biéu thuc dudi dy (hinh 2.4):

hi2 hi2 hi2
M, = J.O-llx3dx3 , M, = J622X3dx3 , My =M, = IO-12X3dX3

-h/2 -h/2 -h/2

h/2 h/2

Q= _[GlSdX31 Q= _[0-23dX3 (228)

-h/2 -h/2
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& day h 1a chiéu cao tiét dién.

Pé co thé ap dung phuong phap nguyén 1y cuc tri Gauss can biét cac ‘bién
dang’ ca tiét dién do momen udn gy ra. Véi cac gia thiét néu trén chi can biét
chuyén Vi théng ding w cua truc hoac mat trung binh cua két cdu (con goi la
duong d6 vong, duong dan hoi) thi trong trudng hop udn thudn tuy co thé tinh
dugc cac chuyén vi theo cic phwong con lai va dung cic phuong trinh (2.17) dé
xéc dinh cac bién dang. Két qua cho thiy cac bién dang trong mit phang tim (hoic
thd dam) phan bé tuyén tinh theo chiéu cao va ti 1¢ v6i d6 cong y ij cua mat vong
(1=1,2; j=1,2):

&j =  X3xij
u=-W,u1 ,  x2o=-W,»n , X12="W,12 . (2.29)
DAu trir trong cong thirc xac dinh do cong (2.29) la do xem chuyén vi w ¢6 chiéu
duong hudng xudng dudi va ddu nodi lyc nhu trén hinh 2.4. Nhu vay, do cong y i
clia cac 16p song song voi mat trung binh 1a gidng nhau va d6 1a “bién dang’ do
momen M giy ra. Biét dugc bién dang &; xac dinh theo (2.29) sé& tinh dugc
momen M;; theo (2.28). Lién hé giita momen udn va ‘bién dang uén’ ciia tiét dién
nhu sau:

My, =D(yy, +v2,), My, =D(y,, +vr,), M, =D1-V)x, (2.30)

& day D 1a do cimg udn

. 5 3 Lo e X ’
divoidim D =EJ= E | divoithm D= _E"
12 12‘1—1/ )

va D (1-v) dugc goila d6 cimg xoan (d6 climg cua bién dang xodn).

(6 day can chu ¥ rang do co lién két gbi tya nén mit trung binh c6 thé bi bién dang
trong mit phang ctia no, gia thiét mit trung binh 13 mit trung hoa néu trén khong
dugc thoa man.Trong truong hop ndy do vong phai 1a bé so véi chiéu cao dam
hodc chiéu day tam dé c6 thé bé qua g suat tic dung trong mit trung binh).
Trong trudng hop ¢ luc cat Q;i thi ching duoc xac dinh tir didu kién can bang
phan t6, ta co:

My, My,

Qu = OX, OX,

) Qxn = +
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hay Qu =D [(ru)it(r12)2], Q2=D[(r12)i+ (r22)2] (2.31)
Tir cong thirc (2.28) ¢6 thé thay d6 cung chiu cit cua tiét dién 1a Gh va bién dang
truot 5, VA y,, twong tng voi luc cit s& bang goc xoay ciia dudng dan hoi:

ow ow

= W, = — 2.32
ox, ’ Voo =W, ox, ( 3)

Vi1 =W,

Trong 1y thuyét két cau chiju udn néu trén, 46 vong cta két cau chi do mo-men udn
gay ra, khong xét bién dang truot do luc cat gay ra.

DPdi véi cac luc N; j tac dung 1én mat trung binh cua tiét dién thi cac bién dang
gij (i=1,2;7=1,2) van xéc dinh theo (2.17). P9 cing cua tiét dién chiu nén kéo s& 1a
Eh.

Trong cac cong thic vira néu lay i=1,j=1 dbi v&i bai toan mot chiéu (thanh,
dam), chiéu rong dam bang don vi.

Do str dung momen udn cua tiét dién nén phai dua thém cac lién két vé xoay
dé mo ta cac diéu kién bién cua no: lién két khép cho phép tiét dién xoay tu do,
momen bang khong; lién két ngam khong cho tiét dién xoay, momen khac khong.

Sau khi dd biét ‘cac bién dang’ twong ung v&i cac ndi luc cua tiét dién
(momen udn, luc cat, luc doc truc v.v..) va d cung clia chiing thi dé dang x4y
dung cac bai toan co hoc két ciu theo phuwong phap nguyén i cy tri Gauss.

Ta c6 thé viét mot cach tong quat luong cudng bic Z ciia bai toan co hoc két
cau dudi dang tuong tu nhu (2.25) (bai toan tinh):

Z= [y [My -Mg) 2+ Qi —Qu)7i + (N = Ng)g; Ydv — Min - (2.33a)

hodc duéi dang binh phuong tdi thiéu

Z=1Iy - 1 (Noi luc hé cin tinh- N§i luc hé so ssnh)’dv — Min  (2.33b)
ocung

va trong truong hop khong dung hé so sanh ta co

Z= [y 1 (Noilychécantinh)®dv-2[ pwda — Min  (2.33c)
Docung o

& day V 1a chiéu dai dam hoic dién tich tAm, Q 1a chiéu dai hodc dién tich pham
vi dit luc. Trong (2.33) can xem cac do cong y ij la cac dai luong doc lap dbi voi

ndi lyc momen uén M ij » cac bién dang trugt 5, Va y,, 13 cac dai luong doc lap
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ddi voi lue cét Q1 va Qy, cac bién dang trong mat trung binh ¢; la cac dai
luong doc lap ddi voi Nj va déu 1a cac dai luong bién phan cua bai toan. Diéu d6
chi ra rang cuc tiéu cta lugng cudng bic Z , biéu thie(2.33) , chi c6 thé tim tir

diéu kién:

ox; . o&;
Oy W Oy, W  de; W W

B6i vi céac bién dang udn, bién dang cit v.v...1a ham cua do vong va do vong
1a ham cta toa d6 nén diéu kién (2.34) duoc tinh bang phép tinh bién phan va s&
cho ta phuong trinh can bang tinh ciia két cau (xem muc 2.5 dudi dy).
Phuong phap nguyén 1y cuc tri Gauss véi biéu thic luong cudng buc Z viét theo
(2.33) va diéu kién cuc tiéu (2.34) 1a phwong phap moi, tong quat trong co hoc két
cau.
2.5. Phuong phap nguyén 1y cuc tri Gauss va cac phwong trinh cin bang ciia
co hé
Theo phuong phap nguyén 1y cuc tri Gauss, néu nhu biét duoc cac luc va noi luc
ctia co hé va cac chuyén vi va bién dang do chung gay ra thi c6 thé viét duoc
luong cudng birc Z cua hé. Dung phép tinh bién phan véi dai luong bién phan 1a
cac chuyén vi doc lap ddi véi luc tac dung va bién dang doc lap véi ting suat sé
nhan duoc phuong trinh vi phan can bang cua hé (phuong trinh O-le (Euler) cua
phiém ham Z ). Sau day trinh bay cac vi du str dung phuong phap vira néu dé tim
phuong trinh cén bang.

2.5.1. Phuwong trinh cdn bang tinh d6i Véi méi trwong dan hoi, dong nhat,

ding hwéng

Ba phuong trinh vi phan can bang cta co hé dudi dang Gmg sut 13 phuong
trinh (2.22). Thé céac tmg sut cijj xac dinh theo (2.19) vao (2.22) s€ c6 cac phuong
trinh vi phan can bang cta co hé dan hdi ddng nhét dang hudéng dudi dang chuyén
vi. O day trinh bay cach tinh truc tiép dé nhan duoc cac phuong trinh d6 (trudng

hop bai toan tinh).
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Lién hé bién dang - chuyén vi (2.17) va img suit - bién dang (2.19) duoc viét
lai trong hé toa dd (x,y,z) dudi dang thuong dung véi u,vva wla cac chuyén Vi

tuong tng theo cac chiéu (x,y,z) nhu sau:

Ex — 8_U &y = @ = 5_W
X 6x ’ y 8y 1 z 82 1
_aL e v, aw
7y oy  ox’ e = o Tt T oz oy
5= 26(%+ Y _0), 6,=26(Y+—Y_0), 0,226 (M+_Y_g)
ox 1-2v oy 1-2v 0z 1-2v
T xy— G Vxyr Txz— G Vxz v Tyz =G Vyz (234)

0day 0= & + g + g - bién dang thé tich ciia phan t6.

Ta viét luong cudng birc Z theo (2.25) cho mdi tmg suat va luc khdi b:

z1=] 26(& + )M v, z2=[ 26(Z + ~_9) X av,
v ox 1-2v " ox v oy 1-2v " oy

_ ow v ow _ ou ov
z3= | ZG(E+ 9)5 dv, z4= | nyy(@+ &)dv,

v 1-2v v
- u , ow = o, oW
25_\'/[ G7xz(az+ ax)dV’ Z6 \J/- GJ/yz(az+ ay)dv
Z7= [ budv, Z8=[ bydV, Z9= [ bwdV (2.35)
" \ Vv

Luong cudng birc Z bang tong cac luong cudng birc thanh phan :
Z = Z1+72+473+Z4+75+Z76+27+728+7Z9 — Min
Tur diéu kién cuc tiéu (1.21) cta phiém ham Z viét lai dudi dang

o¢, o¢, o,
OZ 98y (0L _o 02 0% 0L _ 02 0z _, (2.36)
de, U QU ds; v ds; oW ow

s& nhan duoc ba phuong trinh vi phan can bang tinh. Béi vi u, v va w 13 cac ham
ctia toa do (x,y,z), khong phai 1a bién doc 1ap , nén phép tinh (2.36) 1a phép tinh
bién phan. Phuong trinh can bang th& nhit v&i u 1a ham chua biét nhan duoc véi
chu y ring

- dai lwong bién phan cta Z1 (ing voi oy) 1a & hay Z—i , nhu vay
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2
-2 26(S+ 0) =-26 (S5 L

0Z1 _ a
OX 1-2v ox?  1-2v ox

o€

0)

X

- dai lwgng bién phan clia Z4 (ng v&i ) 13 7y co thanh phan Z—u , Nén
y

04 _

2 2
—'Gij/xy: _G(Gu 4+ oV
07wy oy

oy oxdy

)

- dai lwong bién phan cta Z5 (ing voi 74 ) 1d 7 6 thanh phan g_u , Nén
z

0Z5 0 o%u . o0*w
=G~y =-G(_7 + )

0y, oz oz* 070X

- dai lwong bién phan cua Z7 13 u, nén

oZ7
= =D
ou X

Tong cong

o0Z1 + 8Z4+8Z5+GZ7

=0
ou ou ou ou
sau khi rat gon s¢€ la :
2 2 2
G+ 20Uy, G (D gy4p,=0 (2.37)

ox* oy? oz®’ 1-2v ox
Phuong trinh cén bang tht hai nhan duoc véi v 1a ham chua biét. Trong
(2.35) cac dai luong bién phan cua v ¢6 & Z2, Z4, Z6 va Z8. Phuong trinh can
bang thtr ba nhan dugc véi w 13 ham chua biét. Trong (2.35) cac dai luong bién
phan ciia w ¢6 & Z3, Z5, Z6 va Z9. Bang cach tinh bién phan tuong tu s& co thém

hai phuong trinh can bang sau:

o%v  o%v . d%v G 0
+ + + — 0)tby=
G(ax2 o 822) 1—2v(ay 6)+by= 10 (2.38)

o*w  o°w , o*w G ,0

G + + + —0)+b,= 0 2.

(8x’Z oy’ oz’ ) 1—21/(62 )*b: (2:39)
Ba phuong trinh (2.37), (2.38) va (2.39) la cac phuong trinh vi phan can

bang cta co hé dan hoi, ddng nhat va dang hudng va duoc goi 1a phuong trinh

Navier [4] Duéi dang tenxo cac phuong trinh ndy dugc viét gon nhu sau:

G
GUjkx +
W oy

Ugkj+b;j=0 (2.40)
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2.5.2. Phwong trinh vi phdn ciia mdt vong cia tém chiu uén
Xét tAm c6 chiéu day khong dbi Viét lai cac biéu thirc (2.30) d6i voi cac ndi
lwc momen udn va xodn va (2.31) d6i véi luc cit tic dung 1én phan t tAm trong hé

toa dd (x,y)taco:

2w o°w _ 62w
+ v ay_Z) y My - ayZ ) Mxy 'D(l V)
o*w - Pw
i + == .
(ax axa 2) Q=- (8y3 6x26y) (2.41)

Biét duoc cac lyc tac dung 1én phan t6 thi d& dang viét dugc luong cudng birc

Z, thi du, dudi dang binh phuong tdi thiéu theo (2.33.b) (khi khong ¢ ngoai luc):

2
D(8W+

z1= | 2= | D(Z

Q Q

(2.42)

& day Q1a dién tich tim. Luong cudng buc Z bang tong cac luong cudng birc do
mdi thanh phan ndi lwrc momen udn va xodn gy ra :
Z =71 + Z2 + Z3 —Min (2.43)
Chuy réng trong (2.43) ta chi xét ndi lyc momen, chua xét to1 luc cat , phan
t6 khong c6 luc ngoai tac dung. Hé s6 2 trong Z3 dé xét momen xodn tac dung
bang nhau 1én hai chiéu x,y. Cac ‘bién dang’ tuong Gmg vdi cac ndi luc momen
xac dinh theo (2.29) :

0w 0*w R
=- , =-_ =- 2.44
X xx oxC Xyy 8y2 X xy oxdy ( )

Cac ‘bién dang’ nay can dugc xem la doc 1ap doi véi cac ndi luc momen udn va

xoan va la cac dai luong bién phan cua bai toan. Do d6 tur di€u kién cuc ti€u (2.36)

taco:
a 2 2 2 4 4
0Z1 Oy, - 2D 62(8\2’""/8\2/): 2D(a‘f’+v azwz)’
O OW OX® ~ OX oy OX oX“oy
2 2 2 4 4
azz%yzma (aw+ aw)= 2D(8W+ aw)’

oy, oW % ‘o2 ok oyt oxoy?
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a 2 2
0Z8 %y~ 4p(1e,) O (2W

o'w
= 4D(1-v) 2V 2.45
0, oW oxdy axay) (1-v) ox20y? (245)

Téng cong cac thanh phan cta (1.45) nhan duogc phuong trinh vi phan d6 vong cta
tdm chju uén :
o'w o'w o'w

+ 2D +D =0 (2.46)

D oW
ox* ox*oy? oy’

Phuong trinh (2.46) thuong dugc goi la phuong trinh Sophie Germain (nam
1811).

Khi xay dung luong cudng birc Z (biéu thire 2.43) khong xét toi luc cat bai vi Iy
thuyét két cau chiu uén trinh bay trén khong xét bién dang cua luc cat. Tuy nhién,
trong pham vi ctia 1y thuyét nay, néu dung luc cit xac dinh theo (2.31) va bién

dang truot theo (2.32) thi lugng cudng birc Z duoc viét nhu sau

Z= i Q, (aa—‘:(v)dm g[ ny(%’\/)dQ —5 Min (2.47)

Xem cAc goc xoay ;ﬂ va Z—W la cac dai lugng bién phan doc lap dbi véi luc cht
X y

Qxva Qyva bang phép tinh bién phén lai nhan dugc phuong trinh vi phan (2.46).
Dbi v6i dam, lugng cudng birc viét theo (2.33.a) sé 14 :

82
aVZV(ZXX)ou -[ qwal, (2.48)

X [

Z:-j EJ

q

2

Trong (2.48) | 1a chidu dai ddm, g, =- 2"

Ve 1a bién dang udn (do cong) cua dam,
X

|, 1a chiéu dai doan dam c6 luc q tac dung. Phuong trinh vi phan duong do vong

cua dam:

4
T atraso =
ZXX
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CHUONG 3. ON PINH PAN HOI CUA THANH THANG CHIU UON
DOC

3.1. Phuwong phép nguyén Iy cwe tri Gauss dé giai bai toan 6n dinh cong trinh

Xét mot thanh chiu tai trong doc truc p, dam cé chiéu dai 1, do cang mat cit
la EJ,.

Phuong trinh dudng dan hoi caa thanh ¢6 dang: y = y(x) phai thoa mén diéu
kién bién va diéu kién ban dau (néu co).

Khi tai trong doc truc p ting 1én dén mot gid tri nao d6 thi trong thanh xuat
hién déng thoi hai thanh phan ¢ng suat, do udn va do nén.

Luong cudng biac do mémen udn

L1 )
Z =[— d

Luong cudng birc do luc nén
1
EF

Z:

2

(N dx

[ ——

Luong cudng bic toan bo Z = Z,+ Z,
3.1.1. Bai toan thanh chju nén uén déong thoi
Xét mot thanh chiu tai trong doc truc P, dam c6 chiéu dai I, ¢6 cing mat cat
la EJ,.

Luong cudng bic cua cot chiu nén udn ddng thoi duoc viét nhu sau:
2=l 2 my éL(NZﬂdx (31)
0 EF '

Chuyén dong ctia dam dang xét s& rat gan véi chuyén dong tu do néu nhu luong
cudng birc dat cuc tiéu (Z —min) hay 6Z =0
3.1.2. Bai toan thanh chju nén uén va cdt dong thoi
Xét mot cot chiu tai trong doc truc P, dam c6 chiéu dai 1, do cang mit cat 1a EJ,
Luong cudng birc cua cot chiu nén udn va cat dong thoi duoc viét nhu sau
|

1 ) 1 )
J[ (M) + 2= Q) +EE{NZiPX (3:2)

0
Chuyén dong ctuia dam dang xét s& rat gan véi chuyén dong tu do néu nhu luong
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cudng b dat cuc tiéu (Z —min) hay 6Z =0
3.2. Str dung phwong phap nguyén ly cwe tri Gauss thiét 1ap phwong trinh vi
phén cin bing
3.2.1. Cac vi du tinh toan
Vi du 1: Thanh dau ngam dau tw do
Xét thanh thang c6 chiéu dai 1, do cang mat cat 1a EJ, va 6 lién két mot
dau ngadm mét dau tu do, chiu tai trong doc truc P nhu ( hinh 3.1a)

X

P P P P
YO

3
3J
v W

y(x)

U3
5

(a) (b) () (d)
Hinh 3.1. Thanh d4u ngam dau tw do
Hé so sanh duoc chon 1a mot thanh khong cd lién két, co tai trong va do
crng mit cat nhu thanh dang xét. Theo (3.1) ta co:

1 0%y |
Z=[—|—-EJ +P(y, — dx + [— P?dx 3.3
g EJX( Ox? (yo y)J £ EF (3:3)

Chuyén dong cua thanh dang xét s& rat gan véi chuyén dong tu do néu
nhu luong cudng buc dat cuc tiéu (Z —min) hay 6Z =0. Vay véi y = y(x) thoa

mén diéu kién bién dong hoc ban dau ta cé

| 82y ’ 11
O =04[—| —EJ +P(y, - dx-EJ+[—P?’dx};=0

hay

OX Ox* X°

I N B N | N e o A | I
oL = 8)(2{( EJ, v P(Y, y)ﬂ PH EJXaXZ P(Y, y)j}—0(3-4)

5Z=2[—EJXa Y p? y+Paa{°}+2{—EJg y+P(y0—y)}(—P):0
X
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Nhgn xét: Trong (3.4) tai trong P la bat ky, dé cho 6Z =0 thi

o’y
|:(_ * X2 - P(yo - y)j:|

Phai bang “0” do d6 phuong trinh vi phan cén bang Ia:

=19 oy _w
K EJ, v P(Y, y)ﬂ—

Vi du 2: Thanh hai dau khop
Xét thanh hai dau co chiéu dai 1, d6 cing mat cit 14 EJ, va chiu tai trong

doc truc P nhu, Hinh 3.2a.

P

4ay 4

(a)

Hinh 3.2. Thanh hai dau khép
Hé so sanh dugc chon 14 mot thanh khéng co lién két, c6 tai trong va do

crng mit cat nhu thanh dang xét. Theo (3.1), ta co:

62y ? 1 82y 2 11 )
_1 Py, | dx+ ] - Py, | dx+]——(P) dx
£ EJ ( ox? le IleJ X( ox? % £ EF( )

w1 0%y S| 0%y i

=[—|-EJ=—L-Py, | dx+]— -EJ=2L—-Py, | d

£ ( ox’ ylj X+|I1EJX( ox’ yzj o
xll ]

Chuyén dong caa thanh dang xét s& rat gan voi chuyén dong tu do néu nhu

luong cudng bire dat cyuc tiéu ( Z — min) hay 6Z =0. Vay véi y = y(x) thoa man

— min

L1
L (Prax+2
1 (PyaxAly,

diéu kién bién dong hoc ban dau ta co:
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1 2 2 2 2
P e %Y py k]t -3z _py | dx+
EJ ox? ! ox* 2
Z=57"5" " X =0
!
+£E(P)de+ﬂ‘[y1‘ -1 y0]
hay:
n 1 0 i
z,=[—|-E3 <Y Pylj dx+ Ay, =]
o EJ
o* | 2 o0’y
5, = EJ —2t_P +
oox? EJ( * ox? ylj( )}
2 o0’y
+—||-EBJ, —+-P +1=0

Ox?
oz =gy DY pdY P A @)
ox’ o B3
Ay, —,)=0 (b)
z ot gy %Yo _py ix
nEJ, Ox?

o' [ 2 o’y 2 0%y
02, = | S B Py, (B |+ | B Py, - P) =0

2
5z,-2€3, 2 Ve 2P8y2 Zp(ayupyzj:o

ox* ox>  EJ\ ox?
o'y oy, P?
=z, =E), "2 4opZla Ty —0 c
2 * ox* ox>  EJ Y. ©)

Hé a,b,c 12 hé phuong trinh vi phan can bang cua bai toan thanh 2 dau khép ( co

kich dong y,.
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3.2.2. Nhdn xét va két ludn:

Nhu vay, qua 2 vi du trén ta thay, tir phuong trinh st dung nguyén Iy cuc tri
Gauss, ta cd thé thiét 1ap dugc phuong trinh vi phan cin bing cia co hé gidng nhu
viéc ap dung cac phuong phap khac.

3.3. Cac bude thue hién khi tim lwc téi han bing phwong phap nguyén Iy cue
tri Gauss
Trong qué trinh todn, ta sir dung cac gia thiét sau:
— Vat liéu 1am viéc trong giai doan dan hoi, do d6 qua trinh tang tai va giam tai 1a
hoan toan thuan nghich, ddng thoi vat liéu tudn theo quy dinh luat Hook, tac 1a c6
quan hé tuyén tinh giira (ng xuat va bién dang. Trong qué trinh chiu tai, ning
luong caa hé duoc bao toan.
— Vit liéu 1a d6ng nhat tai tat ca cac diém trong vat thé va dang hudng, tac tinh
chat co 1y theo cac phuwong nhu nhau. Dong thoi vat liéu duoc coi 12 lién tuc, tic 12
trong vat thé khong c6 chd trong, trudce cling nhu sau khi bién dang.
— Vit thé & trang ty nhién truéc khi chiu lyc, tic 1a trong vat thé khong co tng
suat ban dau.
— Bién dang cua vat thé 1a nho. N6i cach khac chuyén vi cac diém cua vat thé do
bién dang gay ra la nho so véi kich thuéc cia no.

3.3.1. Cac bwdrc thuc hign
Buocl: Chon hé so sanh.

Hé so sanh 1a hé hoan toan khdng c6 lién két nhung c6 cung do cang mat
cit va cling tai trong vai hé dang xét.

Buéc 2: Gia thiét dudong do vdng ciia dam dang xét vai biéu thiuc dudong do vang
phai thoa méan diéu kién bién.

Chang han, biéu thtrc duong do véng c6 thé viét dudc dang da thic chudi luong
giac don.

Dang da thuc: y=37,a,Z =a, +aX+a,x+a,x+a,xX,+...

Dang ham Iugng giac theo Timosehnko: y = a, cos(ks)+ b sin(ks)+c x +d,
Budéc 3: Viét biéu thire luong cudng buc cua hé theo (3.1),(3.2).

Buwéc 4: Viét cac diéu kién bién dong hoc thé hién su sai khac giira hé cho va hé so
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sanh. Diéu kién bién chinh 14 cac rang budc dudc dang dang thuc. Ngoai ra, ra
phai dua thém rang budc, d6 1a diéu kién c6 nghiém (ttc 1a hé phai co kich chuyén
Vi y,).

Buwéc 5: Cuyc tiéu hoa lugng cudng bic.

Péi véi bai toan cuc tri co cac diéu kién rang budc, ra st dung phuong phap
nhan tir Langrange dé dwa vé bai toan cuc trj khong rang bugc.

Goi A, la nhén tu Langrange dé dua bai toan cuc tri ¢o diéu kién ran budc
vé bai toan cuc tri khong rang budc. Sau khi cuc tiéu hoa luong cudng bic theo
cac thanh phan co ban, nhan duoc biéu thic A, ¢6 chia luc téi han P, .

Buéc 6: Cho A,=0 nhan duoc cac gia tri P,,. Ung véi cac gia tri (i=1,2,3....n), ta
CO CacC Py, Py «oe Py

Gidi thich: Xét dam don gian AB chiu luc tap trung nhu P nhu hinh (3-3).

P
A \L EJ=const B
Jo NG 7) 3
[ £ T T I
T T
Hinh3-3

Viét biéu thirc duong dan hoi cho cac doan dudi dang da thuc:

4 .
y,=Xax=ax+ ax* +a,x° +a,x* VO (0<x<1))
4 ; .
y,=>b.x' =b +bx+b,x+bx+b,x" véi (0<x<1,)

=0
Chon hé so sanh giéng dam dang xét nhung hoan toan khéng c6 lién két.
Khi khong ké dén anh huong caa luc cit, luong cudng bic dugc viét nhu sau:
N , N2
Z=1E) E%j dx + [E3 (%j dx—2Py| *)
Chuyén dong thuc ciia dam cho sé rat gan véi chuyén dong tu do néu luong
cudng bac cuc tiéu hay 6Z = 0.
Dam cho khac dam so séanh ¢ chd c6 cac lién két goi tua tai hai dau dam.
Tir d6 ta co cac diéu kién rang buoc:
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Yol =0 — g,=bl+b,IZ +b,I>+b,l} =0

Vil = Yal o - g,=al,+al’+al’+al’-b =0

2’(1| :?ﬂ - ¢,=a +2al+3a,li+4a,l’—b =0
x=11 x=0

Ta dua bai toan tim cuc tri cta (*) c6 3 diéu kién rang budc vé bai toan cuc

tri khéng c6 rang budc bang cach dua vao cac nhén tir Lagrange nhu sau:

e (Y Y o e (O,
z-] EJ{@—XZJ dx + [ EJX(a—X{) dx— 2Py, +A4,0, + 4,0,+A4,0,

Ta thay hai dai luong: (2Py1\x =1)va(2 % g,) twong tu toan hoc nhu nhau:

Ty

.., Lachuyen vi cua mat cat co dat luc tap trung P.

+ g, la chuyén vi cua goi B. Vay, dai luong % c6 tha nguyén giong luc tap trung

P va n6 chinh 1a phan luc lién két tai g6i B.
3.3.2. Nhdn xét va két lugn

+ Nguyén ly cuc tri Gauss khéng phai 1a nguyén ly nang lugng. Nguyén ly
xét dieu kién ding cua phiém ham luong cudng bic &Z = 0 nhung lay bién phan
theo bién dang va xem luc 1a doc 1ap vai bién dang.

+ Nguyén ly cuc tri Gauss c6 thé hiéu don gian 1a thay vi di xét hé thuc (hay
goi 1a hé cho), ta di xét mot hé khéc (goi la hé so sanh) hoan toan giéng hé cho
nhung khong c6 lién két. Hai hé nay s& chuyén dong lai gan nhau khi luong cudng
buc cuc tiéu.

+ Khi ldy cyc tiéu phiém ham biéu dién lugng cudng birc ddi véi cac thanh
phan co ban, ta ludn cé thé dan biéu thuc ciia nguyén 1y dang xét vé phuong trinh
can bang.

+ Khi giai bai toan 6n dinh cong trinh theo phuong phap nguyén 1y cuc tri
Gauss, ta giai truc tiép dao ham cap hai cua duong d6 véng trén luong cudng bic
(véi gia thiét da biét duong do vong) ma khéng can phai giai phuong trinh vi phan
bac 4.
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+ Phuong phap nguyén 1y cuc tri Gauss phét trién tir nguyén ly cuc tri Gauss
dé dua ra 10i giai cho bai toan co hoc vat ran bién dang. Luc nay, "gia téc" trong
nguyén Iy cuc tri Gauss chinh 1 dao ham cép hai cia duong do vong.

+ Hé so sénh cd thé chiu lién két khac voi hé cho nhung phai giéng hé cho vé
tai trong.

+ Luong cudng birc thé hién su sai khac vé lién két giira hai hé: hé cho va hé
so sanh.

+ V§i cach xay dung bai toan va dua ra 10i giai cho bai toan 6n dinh nhu bai
toan c6 dang bién dang thong thuong nén sir dung phuwong phap nguyén Iy cuc tri
Gauss dé giai bai toan on dinh cong trinh ¢6 cach 1am va cach nghi don gian, hoan
toan mai so véi cac phuong phap khac.

Trong luan vian nay, tac gia sit dung phan mém Matlab dé thyc hién viéc tinh
toan.

3.4. C4c vi du tinh toan
3.4.1. Xdc dinh lyc té1 han caa thanh
Vi du 1 - Thanh mgt ddu ngam mét dau tw do
X1\

P P P P

yo

y(x)

U3

ys

(a) (b) y (©) (d)

Hinh 3.3.a. Thanh dau ngam dau tw do
Xac dinh lyc téi han cho thanh thang chiu nén dang tam (thanh Euler), do
ctng udn caa thanh 1a EJ, nhu (hinh 3.3a). Biét thanh hoan toan dan hoi va ang
suat chua vuot qué giGi han ty Ié.

Truong hop 1: Viét biéu thae duong d6 vong cho thanh dudi dang da thuc:

M~

y=>ax =a,+ax+a,x*+a,x’a,x'ax’+ax’+ax’ véi (0<x<l) (3.6)

T
o

trong d6 a; 1a cac hé sb can xac dinh.
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Chon hé so sanh gidng thanh cho nhung khong c6 lién két. Lugng cudng birc

duoc viét nhu sau

7t Lg% py - 2dx+}iP2dx (3-7)
0 EJX Oox? Yo~ ¥ o EF
1 & ’ ,
Trong do6 : £ ( EJ. > Z+ P(y,—v,) | lalugng cudng bic do mémen uon
} i la lwvong cudng bic do luc nén
o EF

Chuyén dong thuc cua thanh cho sé rat gan véi chuyén dong tu do néu luong
cudng bac cuc tiéu hay 6Z = 0.

Thanh cho khéc thanh so séanh ¢ chd c6 lién két ngam tai dau dudi tir d6 ta c6
cac diéu kién rang budc

Yx=0) = 0 - =0

=y,—>0,=a,+al +al*+al’+al‘+al’+al°+al —y,=0 (3.8)

Yl
Céc diéu Kién bién nay ciing chinh 1a ciing chinh 1a cac diéu kién rang budc
cua (3.7).
Ta dua bai toan tim cuc tri cua (3.7) c6 mot diéu kién rang budc vé bai toan
cuc tri khong c6 diéu kién rang budc bang cach dua vao nhan tir Lagrange nhu

sSau.

1@y o1,
VA _g - EJ pv +P(y, - yl)j dx+£EP dx+ 4.9, (3.9)

Thay (3.6), (3.8) vao (3.9) nhan dugc biéu thuc luong cudng buc Z. Cho
Z — min (phiém ham c6 cuc tri), ta ¢6 hé phuong trinh:
2, 2, 610
0a, oA,
Trong d6: (1=2+7, k=1)
Giai hé phuong trinh tuyén tinh (3.10), xac dinh duoc céc hé sb chua biét a;
va nhan tir Lagrange L. Trong d6 A, chinh Ia phan luc lién két tai vi tri c6 kich
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dong chuyén vi y, hay tai Yy, ma trén thuc té né 1a dau tu do nén phan luc lién
két phai bang khong, nghia 1a A,=0. Giai phuong trinh dic trung A,=0 theo P ta
nhan duoc cac luc téi han Py, cia co hé.
Déi vai bai todn nay la nhan duoc két qua nhu sau:
EJ EJ EJ
Plth = 2,4674I—2 P2th = 22,208I—2 th = 21,9435I—2 ..........

P, = 2,4674% |l lyc téi han bé nhat dbi vé6i thanh ddu ngam dau khép (Hinh

3.3a), tic 1a luc doc bé nhét cd kha ning lam cho thanh bi cong di va dudng do
vong ung vai ba luc téi han dau tién, nhu hinh 3.3.b.c.d.
Bang 1: So sanh két qua tinh theo phuong phap NLCT Gauss véi két qua

chinh x&c nhan dugc tir cac phuong phap khac.

Thir tw Pt (theo Gauss) P (chinh x&c) Sai s0( %)
1 2,4674 2,4674 0
2 22,2080 22,2066 0,0063
3 61,9435 61,6850 0,419

Truong hop 2: Viét biéu thirc duong do6 vong cho thanh dudi dang ham
luong giac theo Timoshenko [2] nhu sau:

y, = cos(kx) + b, sin(kx) + ¢, x +d, véi (0<x<1) (3.11)
trong d6: a;, b, ¢, d; 1a cac hé sb can xac dinh, k = "E_Ff]

Chon hé so sanh giéng hé cho nhung khéng co lién két. Luong ciing btc duoc
duoc viét nhu sau:

2

A8 by -y ) dxs | Lp
Z_gEJX( EJ6x2+P(y° yl)j dX+£EFP dx (3.12)

Chuyén ddng thuc cua thanh da cho s& rat gan véi chuyén dong tu do néu

lugng cudng buc cuc tiéu hay 6Z =0.
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Thanh d3 cho khac thanh so sanh & chd ¢ lién két ngam tai dau dudi tir do ta
c6 cac diéu kién rang budc

Yie) =0 — gi=ar+d;

% =0 —> g,=bk+c =0
x=0
Y., =Y, —9;=acoskl) +bsin(kl)+cl+d -y, =0 (3.13)

Céc diéu kién bién nay ciling chinh 1a cac diéu kién rang budc cua (3.12).

Ta dua bai toan tim cuc tri cua (3.12) ¢ ba diéu kién rang budc vé bai toan
cuc tri khong co diéu kién rang budc bing cach dwa vao thira sé Lagrange nhu
sau:

1 o’y i 1, 3
=]—/ - - — 14
JEJX( EJ—+P(y, yl)J dx+£ EFP dx+kz:lﬂbkgk (3.14)

0 OX
Thay (3.11), (3.13) vao (3.14) nhan dugc biéu thire luong cudng bic Z. Cho
Z — min (phiém ham c6 cuc tri), ta c6 hé phuong trinh:

%:o, oz _ -0, oz o,gzo, E:o (3.15)
0a, ob, ac od, oA,

Trong d6: ( k=1+3)

Giai hé phuong trinh tuyén tinh (3.15), xac dinh duoc cac hé sb chua biét ay,
bs, €1, d; va nhan tir la Lagrange A4, Ay, A3 . Trong d6 A3 chinh la phan luc lién két
tai vi tri c6 kich dong chuyén vi y, hay tai Y=, ma trén thuc té né 1a dau tu do nén
phan lyc lién két phai bang khong, nghia 13 A3=0. Giai phuong trinh dic trung
A3=0 theo P ta nhan duoc cac luc téi han Py, cia co hé.

Az=cos(k)=0 (3.16)

cos(kl):0<:>klzz, 3—7[, x

2" 2 2
2 2
klzz—>k:£<:>/£:£—>l3m_( jEJ— '523—24674'5—2J
2 21 EJ 2l 2l 41 |

2
KM= k=T | P57 p (3”j £) =275 _ 292066 =
2 a2 Ves " a ] 4l E
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kl

k="
2 2 EJ

2 2
5t _57 P 5z :(5270 EJ:@=61,6850E—2‘]

- E — Fin
Két lugn: Véi cac Py, vira tim duoc ta thiy ching déu c6 gia tri dwong nén
theo dinh Iy Liapunov thi hé s& bi mat én dinh theo cac dang khéc nhau tng voi
moi Py, trén.
Bdng 2: So sanh két qud tinh theo phwong phdp NLCT Gauss véi két qud

chinh xac nhédn dworc tir cac phwong phdp khdc.

Thir tw P, (theo Gauss) P:, (chinh x&c) Sai s6( %)
1 2,4674 2,4674 0
2 22,2066 22,2066 0
3 61,6850 61,6850 0

Nhgn xét: Khi dung duong dan hoéi c6 dang lugng giac theo ham cua
Timoshenko va ding phuong phap nguyén 1y cuc tri Gauss dé xay dung va giai
bai toan, ta ludn nhan duogc két qua hoan toan chinh xac so vai két qua nhan duoc
khi giai bang cac phuong phap khac.

TOm lgi: Bai toan tim luc téi han cua thanh thang dan hoi tuyén tinh dugc
giai quyét nhu sau:

- Cho kich tai mot diém bat ky nao d6 trén thanh (dwa vé bai toan cé dang bién
dang thong thuong). Giai bai toan nay (xem nhu luc P da biét).

- Tir két qua ctia bai toan tinh cho ta biéu thic A. Giai phuong trinh A=0 theo P ta
nhan duoc c4c luc t6i han. Phuong trinh A=0 chinh 13 phuong trinh dic trung dé

xac dinh lyc tai han.

Trang 63




Vi du 2. Bai toan thanh hai ddu khép
Xac dinh luc téi han cho thanh chiu nén dung tim hai dau lién két khép va
chiu luc P tadc dung nhu hinh 3.4a

P

t
-y
1

Hinh 3.4. Thanh hai dau khép
Loi gidi:
a) Truong hop 1: Chia thanh thanh 2 doan (1 va 2) nhu hinh v& 3.4c va viét

biéu thirc duong d6 vong cho cac doan thanh dudi dang da thuc sau:

5 i ) , . i
ylzigoaix =a,+aX+a,Xx +ax +ax +ax (0<x<l)
2

y, =2b,(x- 1)) =b, +b (x=1)+b,(x-1) + (3-18)
+b,(x—1)°+b,(x—=1)* +b,(x-1)° (x—=1, <x<1)

Trong do: a;; bj la cac hé sb can xac dinh
Chon hé so sanh giéng hé da cho nhung khong c6 lién két. Lugng cudng buc

duoc viét nhu sau:
o1 1 )
Z=[— (M) +—=—=(NS)|dx 3.19
(ErURE=IUR] (3.19)
hay:

i 0’ ! 0’ oo
Z=]—|-B0S Y _py | dx+[——| -EIZ 2 _py, | dx+[—P%dx (3.20)
) EJ. ox EJ. ox ) EF

[ 1 8 | 1 0’ i \
T do: —| —EJ. -P dx + [| —| — EJ. -P X la

luong cudng bic do mémen ubn
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j EP dx La lugng cudng buc do luc nén
0

Chuyén dong thuc caa hé cho s& rat gan véi chuyén dong tu do néu luong
cudng buc cyc tiéu hay &Z =0.

Hé d3 cho khac hé so sénh & chd co lién két khop ¢b dinh & dau dudi va gbi di
dong & dau trén tir d6 ta co cac diéu kién rang buoc

V=0 =0 —>a,=0

oy, _ oy,
OX OX

—
(x-h)

x=Iy
a, +2al +3al’+4a,l’+5al’' —b,(1-1)-3b,(1-1)*—4b,(1-1)°-b.(1-1)*=0
You =0 = 01 = Yo +b(I-1) +b,(l 1) +b,(1-1)°+b,(I1-1)* +b.(1-1)°*=0

Vily =>02= 3, +al, + al’+al’+al’+al -y, =0 (3.21)

Céc diéu kién rang budc nay ciing chinh 1a diéu kién rang buoc cua (3.20)
Ta dua bai toan tim cuec tri caa (3.20) ¢6 2 diéu kién rang budc vé bai toan cuc tri

khong c6 rang budc bang cach dwa vao thira sé6 Lagrange nhu sau:

h EJ Ox?

1 52 i 11 o

gE—(— = i’—Pylj dx+f—( g %Y Pyzj dx+j—P2 +22,0,
(3.22)

Thay (3.18), (3.21) vao (3.22) nhan duoc biéu thic luong cudng buc Z

Cho Z — min (phiém ham c6 cuc tri) ta c6 hé phuong trinh:

o, g (1205 k=1+2;]=0+5)
oa &b on

(3.23)

Giai hé phuong trinh tuyén tinh (3.23) x4c dinh dwoc cc hé s6 chua biét a;, b; va
cac nhan tu Lagrange A .

Tur két qua tinh todn co duoc cho A,=0. Tir d6 tim ra lyc t&i han Py, ctia hé

P =9.8712 IIEJ Pan = 39.4884 IIEJ Psn = 89. 4229?

2
P = ”I—E‘] _ 9.8712% 12 Iuc t6i han bé nhét déi véi hé trén (hinh 3.4a)
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day 1a trudong hop hay gia thiét hon ca trong thyc té. Ta goi truong hop co ban vé
hién twong mat on dinh cta thanh lang tru.
2°r’E 2 2 . i n
Poi = T—ZJ; Pap = ?”II—ZEJ .. . . lanhting luc téi han 1an can 16n hon
Pin 120 Tuot 12 9 1an va 25 lan, truc vong tuong tng trong cc trudng hop nay la
(hinh 3-5a,b,c).

l2

| g5

(®) (©)

Hinh 3.5. Cac dang mét 6n dinh ciia thanh hai dau khép
Bdng 3. So sanh két qud tinh
theo phwong phdp NLCT Gauss vdi két qud chinh xac

Thu ty Pin(theo Gauss) Pw(chinh x&c) Sai so (%)
1 9.8712 9.8696 0.0162
2 39.4884 39.4784 0.025
3 89.4229 88.8264 0.671

Chia thanh thanh 3 doan (1, 2 va 3) nhu hinh vé 3-6b .

i T

L

a

(a) (b)
Léi gidi:
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Viét biéu thirc duong do vong cho cac doan thanh duéi dang da thirc nhu sau:
_ 3 1 _ 2 3 4 5 6
Y, = zaiX =apta X+taX +aX +ax +aX + agX
10

voi (0<x<1)
Y, = ibixl =
j=0
=ho + b|(X-lp)+ ba(X-15)%+ ba(x-1,)%+ ba(x-1)*+ bs(x-1,)>+ bg(x-11)+b7(x-1,)’
Véi (x—1, <x<1))
Y, = 2C,(x—1,)? =¢, +6,(x—,) + ¢, (x—1,)* +¢,(x—1,)* +
n=0
+e,(x=1) +c,(x—=1) +c,(x=1)
Vai (x—1, <x<I) (3.24)
Trong d6 a,; b, ; ¢, 1a cac hé so can xac dinh.

Chon hé so sanh giéng cho nhung khong ¢ lién két. Luong cudng buc dugc viét

nhu sau:
2
I 1 1
71 (MY +——N |dx 3.25
Q(Eax( Y j (3.25)
Hay
n 1 o’y i
Z = |— —E l_P d
: £EJX( T ylj "
2
Z, - 'fi(— £ Y Pyz] dx
nEJ, OX Z=2+Z,+7Z,+Z, (3.26)
1 o’y ’
Z = | — —E 3_P d
’ .IZEJX[ r% ygj ”
11
Z,=[—P4d
=l

Chuyén ddng thuc caa hé cho s& rat gan véi chuyén dong tu do néu luong cudng
birc cuc tiéu hay &Z =0.
Hé cho khac hé so sanh & chd c6 lién két khép ¢ dinh & dau dudi va gbi di dong &

dau trén tir d6 ta co cac diéu kién rang budc.
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_ 2 3 4 5 6 _
yl(x:ll)_ bo _)alll +a2|1 +a3|1 +a4|1 +a5|1 +a6|l - bo_O

% \x =l,=b, >a,+2a,1,+a, +2a,1 +a, +2a,1 +a, +2al +a, +2a,1
Yol =G> Yo +b( = 1) + b (I, = L) + by(l, = 1,)° + b,(1, ~1)* + bs(l, ~1,)° +
b,(l,-1)°+b,(l,-1)" —c,=0

¥,
OX

+5b, + (I, —1,)*6b, + (I, 1) +7b, +(I, —1,)° —c, =0

=c¢, —>b+2b +(I,—1)+30,+ (I, - 1,)*+4b, + (I, - 1,)’

x=I

Y. |, =0->0,=c,+ c,(I —L)+c,(I —1,)"+c,(1 —1,)°+

Cs(l - |2)3+C4(| - |2)4+C5(| - |2)5+C6(I - |2)6: bo =Yi—0,= bo'yo (327)
Céc diéu kién rang budc nay ciing chinh 1a diéu kién rang buoc cua(3.26)
Ta dua bai toan tim cuc tri cua ( 3.26) co 2 diéu kién rang budc vé bai toan cuc tri

khong c6 rang budc bang cach dwa nhan tir Lagrange nhu sau:

L=0+Z,+L AL, =
w1 0%y oon1 0%y

_ ~EJZ2 Py, | dx+ EJ—2z Py, dx+ 3-28
iEJX ox’ ylj I{EJX( ox’ yzj (3-28)
13 1 azy 2 L1 2

+ —BEJ—32-Py, | dx+[—Pdx+ 21
gEJX O’ ygj VEF 50

Thay ( 3.24), (3.27) vao (3.28), nhan duoc biéu thirc luong cudng bic Z. Cho Z
—>min ( phiém ham c6 cyc tri), ta c6 hé phuong trinh
0z 0z 0z 0

—0 %0 %0 % _0(i=126j=0+7:n=0+6k=1+2) (3-29)
oa, ob, oc, oA,

Giai hé phuong trinh tuyén tinh (3.29), xac dinh dugc céc hé s6 chua biét a;
bj, ¢, va cac nhan tir Lagrange A4, .
Tur két qua tinh toan c6 dugc, cho A, =0. T d6 tim ra luc t6i han Py, cua hé

EJ

%, =0=P,, =39.4784-: P, = 83.8258 e

BN
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Bdng 4: So sanh két qud tinh theo phwong phdp NLCT Gauss

Véi két qud chinh xac:

Thi ,
, Pu (Theo Gauss) Pu (chinh x&c) Sai so (%)
u
1 9.8696 9.8696 0
2 39.4784 39.4784 0%
3 88.8258 88.8264 0.0000675

Nhgn xét: Khi chia thanh thanh ba doan ta nhan dugc két qua chinh xac dén Py,
nhu vay khi cang ting s6 luong diém chia thi ta cang tim dwoc nhiéu nghiém
chinh xac.

2°7°El Fr’E) . : . :
_£7 P, = 7ITZ ....la nhitng luc téi han 1an can 16n hon Py, lan luot

P

2th !
IZ

la 4 1an, truc vong tuong g trong cac trudng hop nay la (hinh 3.7a,b,c)
P P P
4 ¢ 4 <,_4

/2

[ U3

(a) (b) (©)

Hinh 3.7
b) Truwong hep 2: Viét biéu thire dudng d6 vong cho thanh dudi dang ham theo
Timosheko [2] nhu sau:
y; = a3 c0s (kx) + by sin (kx) + ¢ix + d;
Y, =8, €0s (kx) + b, sin (kx) + cox + d, (3-30)
Trong d6 ay, by, €y, di, @y, by, Cy, d, 1a cac hé s6 can xac dinh
Chon hé so sanh gidng dam cho nhung khéng c6 lién két. Luong cudng buc duoc

viét nhu sau:
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i1 1
Z=[—(M,)?*+-==(N)* dx 3.31

Q{ij( I () (331)
Hay:

2 2

z, =11 [E3%Y _py | dx

EJ | ox

- 1 o’y ‘
Z, = EJ 2—Py, | dx L=L1+2,+”7 3.32
2 £ E‘]x( o’ yzj 174+ L3 (3.32)
. =1L prx

o EF

Chuyén dong thyc cia hé da cho sé rat gan véi chuyén dong tu do néu luong
cudng bac cuc tiéu hay 6Z = 0.

Hé cho khéc hé so sanh & chd c6 lién két khop ¢b dinh ¢ dau dudi va géi di dong &
dau trén tir d6 ta c6 diéu kién rang bugc:

Yixzo) > 91=a+d; =0

Yalueiony = 0 = 92= a2€0S[K(I-11)] + basin[k(I-13)] + c(I-1;) +d2 =0

Vil = Yalo =0 —> 03 = a;cos[ki] + bysin[kly] +cy(l;) +dy-a,-d, =0
% X<y aayxz (xe0) 04 = ( di k)Sln(kll) + (b]_ k)COS(kIl) +C + bgk c,=0
Vil = Yo—> 05 = a1 cos(kly) + bysin(kly) +cily +di -y, =0 (3.33)

Céc diéu kién rang budc nay ciing chinh 1a diéu kién rang buoc cua (3.32)
Ta dua bai toan tim cuc tri cia (3.32) ¢6 5 dién rang budc vé bai toan cuc tri khdng
c6 rang budc bang cach dua vao nhan tir Lagrnge nhu sau:

=7 +72,+7,=

2 2
Pl (g py dx+'f— “E3 %Y py | dx+ (3.34)
OxX? J, Ox?

L prdx+3a
+£E x+% 0,

Thay (3.30), (3.33), (3.34) nhan duoc biéu thirc luong cudng bucs Z. Cho Z

—min (phiém ham c6 cuc tri) ta c6 hé phuong trinh:
Trang 70



2o 2o P P _o P _p(i=1-2:k=1-5)

oa, ob oc.  od | oA

(3.35)

Giai hé phuong trinh tuyén tinh (3-35) xac dinh dugc céc hé sé chua biét a;, b;; ¢;;
di va cac nhan tu Lagrange 4, .

Tur két qua tinh toan c6 dugc cho A, = 0. Tir d6 tim ra luc téi han Py, caa hé

Giai phuong trinh dac trung (A, = 0) theo P ta nhan dugc:

alE

-0,5 ]

) _
3PI% = PI?sin ‘/il +PI?%cos ‘/il —6IEJ sin ‘/il oS iI +
EJ EJ EJ EJ
EJ ,
—6IEJ1/iIsin1/il +12EJ sin /il
EJ EJ EJ

Nhan xét: Vi k = /% tir biéu thirc trén ra théy dé (3-36) = 0 thi tir sé phai bang

=0(3.36)

khong hay: sin(%klj—le (3.37)

Giai (3.37) ta nhan duoc cac Py,
sinLki)-1=0 87 W= 727,32
2 2 2

2
kl= =>k=|1 PN /% =2 =>Py = [If) EJ:%:QSG%%

2 2

2 2
kl=37r =>k= 37 = P _ 3|_7T => Py = (3T7[] EJ:(37Z'I)2 EJ=88.8264%
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Bdng 4: So sanh két qud tinh theo phwong phdp NLCT Gauss

Véi két qud chinh xac:

Thu tu P (Theo Gauss) Py (chinh xac) Sai 56 (%)
1 0.8696 0.8696 0
2 39.4784 39.4784 0
3 88.8264 88.8264 0

Vi du 3: Bai toan thanh hai ddu ngam
Xac dinh luc t6i cho cot nén dung tAm hai dau lién két ngam va chiu luc P tac

dung tai ddu ngam (dau trén) nhu hinh 3-8a

Hinh 3.8. Thanh hai dau ngam
Loi gidi:
a) Truong hop 1: Chia thanh thanh 3 doan nhu hinh vé& 3.8a. Viét biéu thic
duong b vong cho cac doan thanh dudi dang da thuc:
y, = iaixi =a, X" +a,x’ +a,x" +a,x" +a,x°
i=2
voi (0<x<ly)
y, = ibj(x 1) =y, +b(x—1)+b,(x-1)* +b,(x-1,)* +
j=
+b,(x=1,)" +b,(x—=1)° +b,(x—1)°
VoI (X-13<x<1y)
Yy, = ibn(x —1L)" =b, +b (x—=1L)+b,(x-1)* +b,(x—1,)° +
n=0

b, (x=1,)" +by(x=15)* + b, (x = ;)"
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Vai (X-l,<x<1p) (3.38)
Trong d6 a;; by;; ¢, 12 cac hé s6 can xéac dinh
Chon hé so sanh gidng hé cho nhung khong c6 lién két. Luong cudng birc duoc

viét nhu sau:

[ 1 1
Z =[] == (M.)? + ——(N)? |dx 3.39
i{ax( D )} (3.39)
_n 1 82y1 ?
Zl_EI;E_JX( EJa—Xl P(y, yo)] dx
b 1 0’ i
Z,= [ —EJaTyZ—P(yZ—yO)j dx
P ? Z=Z1+Z+Z3+ 27,
1 8%y 2
Z,=]—|-E3% Y _p(y —y)| dx
o il yo)]
Z, = |-~ Pdx
oEJ
(3.40)

Chuyén dong thuc caa hé cho sé rat gan véi chuyén dong tu do néu luong cudng
birc cyc tiéu hay &Z =0.
Hé cho khac hé so sanh & chd c6 lién két ngam & hai dau tir d6 ta co cac didu kién
rang buoc

- =D al’+al’+al’+al’>+al’-b=0
Yi(x=11) 0> &l 3l 411 501 611 0

%\x =1, =b; —»2a,l, +3a,l’+4a,l’+5al'+5a]l’—b =0
X

w1, = Co—=> Yo+ by(l2 - 11) + by(l2 - 11)? + b3 (I2 - 1) + by(l - 1)* + bs (I, - 1)) +

Y,

be(l2 - |1)6 -C=0

%\x =1, =c¢; —>20,(1; - 1) + 3b,y(I; - 11)* + 4b, (I - 15)® + 5bs(l, - 1)* + 6bs (I - 1;)°
X

-¢c1=0

V|, =0 g1 =co+ ¢y (I-l) + ¢ (I-l)° + 5 (I-)° + ¢4 (1-1)* + ¢5 (I-1)° + ¢ (I-1)

=0

6
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Polx=0—>g2= o+ cal- 1) 42021 - 1) + 305 - L + el - 1) + Ses(l - 1) +
X

6cs(l - 1,)° =0

yl‘ v = Yo ™03 = a2I12 + a3|13 + a4|14 + a5|15 + ae|16 —Y¥, =0

b() =Yo— bo Yo = 0 (341)
Céc diéu kién rang budc nay ciing chinh 1a diéu kién rang buoc cua (3.40)
Ta dua bai toan cuc tri cua (3.40) c6 3 diéu kién rang budc vé bai toan cuc tri

khong c6 rang budc bang cach dwa vao nhan tir Lagrange:

L=0+2,+Z2,+7Z, =

2 2
'fi(— £19 Y _p(y, - yo)j dx +

o EJ, OX,

b 1 o’y i

+ —EJ 2_PpP — dx 3.42

l{EJX ox. (Y, = Yo) (3.42)
2

L1 o’y

+ —EJ : _P(y, - dx

T "B e PO

L gy ¥

+£EJX x+kz:1 0,

Thay ( 3.38), (3.41) vao (3.42), nhan duoc biéu thirc luong cudng birc Z.
Cho Z —smin ( phiém ham c6 cuc tri), ta ¢ hé phuong trinh:

2: 0 : ﬁ: 0 : ﬁ:
oa, ob; oc

] n

. % =0 (i=2+6; j=0+6; n=0+6; k=1+3)
oA,

Giai hé phuong trinh tuyén tinh (3.43), xac dinh dugc cac hé s6 chua biét
a,;b;,c, vacac nhan tir Langnge 2.
Ttr két qua tinh toan c6 duoc , cho A,=0. Ttr d6 tim ra luc gidi han P, ctia hé.

P., 304784 1P, = 8882647 ;P,, = 157.9137 =

1> 1>

Bang 5. So sanh KQ tinh theo phuong phap NLCT Gauss voi két qua chinh xac

Thu tu P, (theo Gauss) P (chinh xac) Sai s6 (%)

1 39.4784 39.4784 0%
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2 88.8264 88.8264 0%

3 157.9137 157.9137 0%

Nhén xét: Khi chia thanh thanh ba doan ta nhan duoc két qua chinh xac dén P,
nhu vay khi cang ting sb luong diém chia thi ta cang tim duoc nhiéu nghiém
chinh xac hon.

b) Trudng hop 2: Viét biéu thirc dudng d6 vong cho thanh duéi dang ham theo
Timosheko [2]:

Chia thanh thanh 2 doan ta c6 :

y,=a, cos (kx) + b,sin(kx) + ¢, x +d, voi (0<x<l,)

y,=a,cos(kx) + b,sin(kx) + c,x +d, voi (0<x<1-1)

trong d6 a,,b,,c,,d, 1a cac hé s6 can xac dinh.

Chon hé so sanh giéng hé cho nhung khong c6 lién két. Lugng cudng birc dugc

y trl 1
et nhu sau: Z= M)?+ —(N)*]dx 3.45
viétnhusau: 2= [ [g-(M)*+ (V)] (3.45)
hay:
L=0+71,+7;=
11 1 62y aZy 2
~EJ—2-P(y,—y,)+EJ—* dx +
-([EJX X, e x|
I 2 2 2 (346)
1 oy o’y
~EJ—2-P(y, - EJ 2 dx
+{ EJ, ( X, ey X’ x—OJ

Pl
+I—P2dx
o EF

Chuyén dong thyuc ctia hé s& rat gan voi chuyén dong tu do néu luong cudng bic
cuc tiéu hay oZ =0.

Hé cho khac hé so sanh & chd co lién két ngém & hai dau tir d6 ta c6 cac diéu kién
rang budc

Yixeoy = 0 »g,=a,+d,=0
oy,
OX

wo =0 >0 = b2k+C1
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Y, x=h -Yo =0 > O3 = a]_COS[kll] + blsin[kll] +Cly+di-a- Yo = 0

% oy = % ooy —> 9a = (-ar K)sin(kl;) + (byk)cos(kly) +c1 + bk - c;=0
Yaleqoy = 0 — 05= a,cos[k(l-1;)] + bosin[k(I-1))] + c(I-Iy) +d, =0

% o = G5 = (-2 K)sin[K(I-1)] + (b2 K)cos[k(I-1,)] + ¢, = 0

Yolio=0—> 7=+ d2-yo=0 (3.47)

Céc diéu kién rang budc nay ciing chinh 14 diéu kién rang budc cua (3.46). Ta dua
bai toan tim cuc tri ctia (3.46) c6 7 diéu kién rang budc vé bai toan cuc tri khong

c6 rang budc bang cach dwa vao nhén tir Langnge nhu sau :

2

J dx +
x=I1

2

] dx
x=0

L=0,+2,+7;,=

11 2
[ _E30py, —yy+ B3N
Vel o

| 2 2
¢ 1 oy oy
+| = | -EI=22-P(y,-y,)+E] 22
) EJXL axz (y2 yO) 8X2

(1
+I—P2dx

o EF
L=0,+2,+1;,=

11 2
[ %% by, -y +EITL
JEl, ox, X

2

J dx +
x=I1

2

] dx
x=0

1 0%y 0%y
B39 Y2 _p(y, —y)+EI L2
) EJX L axz (y2 yO) axz

e 1
+I—P2dx
EF

=2 +72,+7;=

11 2
1 oy 2%y
—EJ=2_p +EJ =2
!EJX( 5 (= ¥o) +EI =5

2
J dx + (3.48)
x=11

} dx+_[ de+z/1kgk

1-11 2
1 oy y
+ -EJ—2%-P +EJ—£
{ EJX[ 5, PO TE)
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Thay (3.44), (3.47) vao (3.48), nhan dugc biéu thic luong cudng bic Z.
Cuc tiéu hoa ludng phiém ham luong cudng birc Z, ta c6 hé phuong trinh:

2 o g P o P (=12 k=1-7) (3.49)
ca b o O oad o on

Giai hé phuong trinh tuyén tinh (3.49), xac dinh cac hé s6 chwa biét a;, b;, ¢;, d; va
cac nhan tir Lagrange Ay.

Tu két qua tinh todn c6 duoc, cho A;=0. tir 6 tim ra lyc t61 han Py, ctia hé.
A . . (1

A7=0 — ta nhan dugc phuong trinh sau: sin 3 kKl |=

Gia1 phuong trinh trén ta dugc:

sin(%klj o@%_ﬂ@m 2w 31 4

2
=27 k= o 1:2—”:%:(2—”) EJ =30,4784 =)
| EJ | | |
=3r k=" [P 3 p _ 37 gy _ 83,8264 =
| EJ | 1 E
kI:47r<:>k:4T”<:> E_PJ:4T7T:>P3‘“ (4”j EJ = 1579137?

Bing 6. So sanh két qua tinh theo phwong phdip NLCT Gauss

v6i két qua chinh xdc

Thu tu P ( Theo Gauss) P.. ( Chinh xac) Sai 56(%)
1 39.4784 39.4784 0
2 88.8264 88.8264 0
3 157.9137 157.9137 0

Nhan xét: Khi dung dudng dan hoi co dang luong giac theo ham ctia Timoshenko
va dung phuong phap nguyén 1y cuc tri Gauss dé giai ta nhan dugc két qua hoan

toan chinh xac.
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KET LUAN VA HUONG NGHIEN CUU TIEP THEO

1. Két luan:

1) Tac gia luan van da ap dung dugc phuwong phap nguyén ly cuc tri Gauss
VAo Viéc giai bai toan 6n dinh cua thanh thang dan hoi chiu udn doc, da giai quyét
dugc van dé quan trong cua bai todn 6n dinh 12 tim lyuc t6i han.

2) Tac gia da xay dung dugc quy trinh xac dinh luc t6i han theo phuwong phap
nguyén ly cuc tri Gauss cho thanh thang dan hoi tuyén tinh trong ca hai truong
hop (dudng dan hi 1a da thirc va duong dan hoi 1a ham luong giac). Diéu nay cho
thay kha nang sir dung cac phuong phéap sd dé giai quyét cac bai toan co hoc két
CAu phtc tap.

3) Bang viéc tim hiéu va 4p dung tinh toan cho cac bai toan cu thé nhu thanh,
c6 cac diéu kién bién khéac nhau, tac gia da chung to dugc sy dung din va hiéu qua
ctia phuong phap nay. Cac két qua nhan duoc pht hop véi nhitng két qua da co6 khi
giai bang cac phuong phap khac.

2. Huéng nghién ciru tiép theo:

1) Giai bai toan 6n dinh theo phuong phap nguyén 1y cuc tri Gauss cho cac
két cau phuc tap hon.

2) Dung thuat toan kich chuyén vi y, tai mot diém bat ky nao do trén thanh
dua vé bai toan tim dang bién dang thong thuong, xem lyc p nhu lyc da biét.

Két qua cua bai toan nay cho ta biéu thuc cua 4. Giai phwong trinh (4=0)
theo p, s& nhan dugc céc tai trong toi han. Pay chinh 1a phuong trinh dic tinh dé

x4c dinh cac tai trong téi han khi nghién ctu 6n dinh cua hé tim, vo.
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