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MỞ ĐẦU 
 

1. Lý do chọn đề tài: 

 Trong thực tế, phần lớn các công trình xây dựng đều chịu tác dụng của 

tải trọng động (đặc biệt là đối với các công trình quân sự). Việc tính toán và 

thiết kế các công trình nói chung (nhất là các công trình cao tầng, công trình 

có khẩu độ lớn, công trình đặc biệt). Trong những công trình đó ngƣời ta 

thƣờng dùng các thanh, tấm - vỏ chịu nén và có chiều dài lớn do đó điều kiện 

ổn định trong miền đàn hồi có tầm quan trọng đặc biệt, đòi hỏi phải nghiên 

cứu đầy đủ cả về mặt lý thuyết và thực nghiệm. Các công trình này không 

những phải đảm bảo điều kiện bền, cứng, ổn định mà không kém phần quan 

trọng là phải phân tích phản ứng của công trình khi chịu các nguyên nhân tác 

dụng động (gió bão, động đất...). Ví dụ nhƣ các công trình biển thƣờng xuyên 

chịu tác động của sóng và gió, các tải trọng đó gây nên trong kết cấu các ứng 

suất thay đổi theo thời gian. Việc nghiên cứu động lực học công trình chính là 

nghiên cứu phản ứng của công trình khi chịu tải trọng động. 

Kết cấu tấm đƣợc sử dụng khá rộng rãi trong công trình xây dựng. Nghiên cứu 

ổn định làm đàn hồi của tấm đã trở nên quen thuộc [1], [3]. Trong nhiều kết 

cấu công trình hiện tƣợng mất ổn định thƣờng xảy ra ngoài giới hạn đàn hồi, 

những tính chất không đàn hồi (dẻo từ biến ... ) đã ảnh hƣởng đáng kể đến ổn 

định cân bằng của kết cấu. Bài toán về ổn định của tấm ngoài giới hạn đàn hồi 

đã đƣợc nhiều tác giả đề cập đến với những lời giải đƣợc coi là chính xác phù 

hợp với giả thiết ban đầu, song phần lớn chƣa có kết quả số và tải tác dụng 

cũng nhƣ điều kiện biên chỉ dƣới dạng đơn giản quen thuộc. Những kết quả 

trên chủ yếu chỉ mang tính lý thuyết nhằm trang bị các phƣơng pháp luận 

phục vụ giải bài toán về ổn định của lý thuyết dẻo. 

Để phần nào khắc phục đƣợc những hạn chế nêu trên, trong luận văn học viên 

cũng sẽ lặp lại các đƣờng lối giải bài toán lý thuyết dẻo theo giải tích với 

những lời giải có kết quả số cụ thể, để phần nào có thể ứng dụng đƣợc trong 

tính toán cũng nhƣ minh chứng cho kết quả theo pháp số khi cần thiết. 
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Một hạn chế thƣờng gặp trong khi chỉ dùng các phép giải tích là khó có thể 

dùng đƣợc ngay trong ứng dụng tính toán kết cấu thực. Lúc này cần thiết phải 

có phƣơng pháp số, mà thông dụng nhất là phƣơng pháp phần tử hữu hạn 

(PTHH). Vì vậy, trong luận văn học viên sẽ dùng cách quy đổi mô đun tiếp 

tuyến theo Timoshenko kết hợp với cách giải bài toán tấm theo nghiệm đàn 

hồi để xét bài toán ổn định của tấm chữ nhật ngoài giới hạn đàn hồi với các 

điều kiện biên khác nhau.  

2. Mục đích nghiên cứu của đề tài: 

- Tìm hiểu, nghiên cứu về sự mất ổn định ngoài giới hạn đàn hồi. 

- Dùng phƣơng pháp giải tích và phƣơng pháp phần tử hữu hạn để giải bài 

toán ổn định công trình. 

3. Phạm vi nghiên cứu của đề tài: 

Trong luận văn này, tác giả giới hạn việc nghiên cứu phân tích và sử dụng 

phƣơng pháp giải tích và phƣơng pháp phần tử hữu hạn để giải bài toán ổn 

định của tấm chữ nhật ngoài giới hạn đàn hồi với các điều kiện biên khác 

nhau. 

4. Phƣơng pháp nghiên cứu của đề tài: 

- Nghiên cứu về mặt lý thuyết. 

- Phân tích và so sánh các phƣơng pháp giải bài toán. 

- Sử dụng những kiến thức lý thuyết và phần mềm tin học để tính toán các ví 

dụ. 

5. Cấu trúc của luận văn:  

Luận văn gồm 3 chƣơng đƣợc trình bày theo cấu trúc nhƣ sau: 

Chƣơng 1: Khái niệm và những phƣơng trình cơ bản 

1.1.    Khái niệm về sự mất ổn định ngoài giới hạn đàn hồi  

1.2.   Các phƣơng trình cơ bản  

Chƣơng 2: Giải bài toán ổn định của bản ngoài giới hạn đàn hồi bằng phƣơng 

pháp giải tích  

2.1.    Cách đặt bài toán về ổn định của bản ngoài giới hạn đàn hồi theo lý 

thuyết dẻo  
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2.2.    Giải bài toán ổn định theo lý thuyết chảy dẻo  

2.3.    Giải bài toán ổn định theo lý thuyết biến dạng đàn dẻo  

2.4.    Giải bài toán ổn định của tấm chữ nhật ngoài giới hạn đàn hồi theo mô 

đun tiếp tuyến  

Chƣơng 3: Giải bài toán ổn định của bản ngoài giới hạn đàn hồi bằng phƣơng 

pháp phần tử hữu hạn. 

3.1.    Cách giải bài toán ổn định bản đàn hồi theo phƣơng pháp phần tử hữu 

hạn. 

3.2.    Cách dùng nghiệm của bài toán đàn hồi để giải bài toán ổn định ngoài 

giới hạn đàn hồi bằng phƣơng pháp phần tử hữu hạn. 

3.3.    Một số ví dụ tính toán. 
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CHƢƠNG 1 

KHÁI NIỆM VÀ NHỮNG PHƢƠNG TRÌNH CƠ BẢN 

1.1. Khái niệm về sự mất ổn định ngoài giới hạn đàn hồi. 
 

Để tìm hiểu về khái niệm mất ổn định ngoài giới hạn đàn hồi, ta xét ví dụ [1] 

một thanh hai đầu khớp, tiết diện chữ I chịu nén đúng tâm (hình 1.1).  

 
 

    Dựa trên lý thuyết của E. Engesser - V. Karman, cho đến trạng thái tới hạn, 

ta coi thanh vẫn thẳng và tính lực Pth nhƣ một lực cần thiết để giữ cho thanh 

hơi bị cong đi so với dạng cân bằng. Hiện tƣợng uốn này làm cho ứng suất 

nén toàn phần tăng thêm chút ít ở phía bên lõm và giảm bớt chút ít ở phía bên 

lồi của thanh. Nếu đƣờng cong OBC (hình 1.2) là đồ thị thí nghiệm nén vật 

liệu của thanh và điểm C tƣơng ứng với điều kiện tới hạn thì mối liên hệ ứng 

suất - biến dạng ở phía bên lõm của thanh, lúc này hơi bị cong đi, đƣợc đặc 

trƣng bởi độ dốc của tiếp tuyến CC' và ta gọi là môdun tiếp tiếp Et. 
 

Ở phía bên lồi là nơi ứng suất nén giảm bớt, mối liên hệ ứng suất - biến dạng 

đƣợc xác định bởi độ dốc của đƣờng thẳng CC” tức là môđun đàn hồi ban đầu 

E của vật liệu. Nếu giả thiết rằng mặt cắt ngang phẳng thì ta tính đƣợc lực tới 

hạn qua mô đun quy đổi Eqd 

 
2

2

l

IE
P

qd

tht


  

Với 
t

t
qd

EE

EE
E




2
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Trong phần trên, ta còn giả thiết rằng lực nén đúng tâm (Pqd) là tác động trƣớc 

đã, rồi nó vẫn tiếp tục đƣợc giữ nguyên trong khi thanh hơi bị cong đi. Nếu 

làm thí nghiệm trên các thanh thật thì thấy chuyển vị ngang tăng lên cùng một 

lúc với lực dọc. Gặp trƣờng hợp này, trong giai đoạn đầu bị uốn, sự giảm ứng 

suất ở bên lồi của thanh có thể đƣợc bù lại bởi phần tăng ứng suất nén trực 

tiếp do lực dọc tăng lên không ngừng xảy ra mà không hề có sự thuyên giảm 

nào về ứng suất ở các thớ phía bên lồi, mối liên hệ ứng suất - biến dạng trong 

toàn thanh đều đƣợc đặc trƣng bởi mô đun tiếp tuyến En và khi đó lực tới hạn. 

                      
2

2

l

IE
P t

tht


                             (1.2) 

Đối với các thanh liên kết khác ở hai đầu chúng ta cũng nhận đƣợc công thức 

tƣơng tự. 

Nhƣ vậy, trong bài toán ổn định của thanh ngoài giới hạn đàn hồi, ta vẫn sử 

dụng đƣợc công thức Euler, công thức đƣợc thiết lập khi vật liệu tuân theo 

định luật Hooke cho những vật liệu không đàn hồi, chỉ cần thay thế môđun 

đàn hồi E bởi mô đun tính đổi Eqd hoặc Er 

Trong bài toán tấm, hiện tƣợng mất ổn định khi vật liệu làm việc ngoài giới 

hạn đàn hồi cũng xảy ra tƣơng tự. Tuy nhiên, việc xác định lực tới hạn có 

phần khác một chút khi giải bằng các phƣơng pháp giải tích (không chỉ thuần 

tuý thay thế môđun đàn hồi E bởi mô đun tính đổi Eqd hoặc E, nhƣ trên), 

ngoại trừ chúng ta có thể dùng trong các phƣơng pháp gần đúng (phƣơng pháp 

PTHT chẳng hạn). Để giải quyết thấu đấu bài toán này, trƣớc tiên chúng ta 

cần sơ lƣợc qua một số các phƣơng trình cơ bản và lý thuyết cơ sở. 

1.2 Các phƣơng trình cơ bản [2]. 

1.2.1. Đặc điểm của biến dạng dẻo. 

Là quá trình không thuận nghịch, quan hệ giữa ứng suất và biến dạng là quan 

hệ không tuyến tính (phi tuyến vật lý). Trên hình vẽ là sơ đồ chung (tổng quát) 

của mối quan hệ này đối với TTƢS đơn nhận đƣợc từ thí nghiệm (hình 1.3). Ở 

đây, đƣờng tăng tải và đƣờng giảm tải không trùng nhau, đƣờng giảm tải là 
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đƣờng bậc nhất. Khi ứng suất trở về không thì biến dạng vẫn còn một lƣợng 

khác không, gọi là biến dạng dƣ hay biến dạng dẻo. 

Biến dạng toàn phần. 

                                       p

e                                                (1.3) 

 

 

 

1.2.2. Những lý thuyết dẻo đơn giản. 

Prager chỉ ra rằng mọi lý thuyết dẻo cơ bản đều xây dựng trên cơ sở hệ thức 

tuyến tính giữa các tenxơ. Các hệ thức này chứa vi phân, tích phân của tenxơ 

lệch ứng suất và biến dạng. 

        L    ijLSij '                                   (1.4) 

 Trong đó L, L' là toán tử tuyến tính của các tenxơ lệch phụ thuộc vào 

một tham số   nào đấy. 

   






0

sCS
d

dS
BASSL ij

ij

ijij   

 






0

.....''')(' deC
d

de
BeAsL ij

ij

ijij  

A, B, C... là các hàm số của bất biến '

3

'

2 , JJ  còn A', B', C' là hàm của các bất 

biến '

3

'

2 , . 

 Nhờ các giả thiết riêng về các hệ số A, B, C và A', B', C' ta nhận đƣợc hệ thức 

của lý thuyết dẻo. Ở đây, ta chỉ khảo sát hai nhóm lý thuyết đƣợc sử dụng 

trong tính toán sau này. 

 

 

(1.5

) 
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1.2.2.1. Lý thuyết chảy dẻo. 

Ứng suất tại một trạng thái nào đấy phụ thuộc vào cả quá trình biến dạng nên 

liên hệ giữa ứng suất và biến dạng nói chung không có dạng hữu hạn, mà có 

dạng vi phân. Lý thuyết chảy dẻo thiết lập hệ giữa gia số biến dạng và ứng 

suất, dựa trên các giả thuyết cơ bản sau đây: 

- Vật liệu đẳng hƣớng ban đầu. 

- Sự thay đổi thể tích tƣơng đối tỷ lệ với áp suất trung bình. 

Ke3  

Hay  

                                 Kded 3                                                   (1.6) 

- Gia số biến dạng toàn phần bằng tổng của gia số biến dạng đàn hồi và gia số. 











 ijij

e

ij d
v

v
d

G
d 

1

3

2

1
 

Hay 

                                  ij

e

ij d
G

d 
2

1
                                                (1.7) 

- Tenxơ lệch ứng suất trùng với tenxơ lệch gia số biến dạng dẻo, tức là trạng 

thái ứng suất xác định gia số tức thời biến dạng dẻo. 

                                           ij

e

ij Sdde                           (1.8) 

Từ các giả thiết trên ta có đƣợc: 

ijijij BdSASdeB '  

Trong đó: 

dAGBB  ,2/1,1'  

d  là hàm số các bất biến ứng suất và biến dạng, tuỳ thuộc vào từng loại vật 

liệu và từng quá trình biến dạng. Từ đó ta có: 

ijijij dS
G

Sdde
2

1
   

hay: 

                            ijijijij d
v

v

G
dd 




1

3

2

1
)(                           (1.9) 
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Hệ phƣơng trình này chƣa đầy đủ, ta bổ sung biển thức công của lực lƣợng 

trong 

peij WWe   ijSKW  

                             22
2

1
TdTT

G
K                                  (1.10) 

Khi đó: 

TT
G

K 
2

1
We   là công thức biến dạng đàn hồi. 

 ddTW up

22

3

2
2   là công thức biến dạng dẻo 

Với vật liệu tái bền đẳng hƣớng Prager - Reuss, thoả mãn điều kiện 

dTTdWp )('  

Với: 

dT
T

T
d

22

)('
   

Và ký hiệu: 

22

)('
)(

T

T
TF


  

Nên hệ thức của lý thuyết chảy dẻo có dạng: 

                )()(
1

3

2

1
ijijijijij dTTFd

v

v
d

G
d  










                   (1.11) 

Trong đó: T là cƣờng độ ứng suất tiếp. 

1.2.2.2. Lý thuyết biến dạng đàn dẻo nhỏ. 

Nếu tại thời điểm đang xét cƣờng độ ứng suất u  có giá trị lớn hơn tất cả các 

giá trị trƣớc nó, thì ta gọi quá trình biến dạng tại thời điểm đó là ''Chủ động'', 

tƣơng ứng với quá trình đặt tải. Trong trƣờng hợp ngƣợc lại có quá trình biến 

dạng là ''bị động'', tƣơng ứng với quá trình cất tải. 

Lý thuyết biến dạng đàn hồi Ilyushin xây dựng trên những cơ bản sau đây: 

- Vật thể đẳng hƣớng hoặc tựa đẳng hƣớng ban đầu. 

- Biến dạng khối là đàn hồi. 

KeK 3   

- Tenxơ chỉ ứng suất và tenxơ chỉ hƣớng biến dạng là trùng nhau: 



12 

ijij e  

)(
3

2
e

e
xx

u

u
xx  


                   '

3

2
xy

u

u
xy

e



   

Hay là: 

                     )(
3

2
e

e
yy

u

u
yy  


                   '

3

2
yz

u

u
yz

e



               (1.13) 

)(
3

2
e

e
zz

u

u
zz  


                     '

3

2
zx

u

u
zx

e



   

- Cƣờng độ ứng xuất u  là hàm của cƣờng độ biến dạng ue  

)( uu e  

                                         )(13 uuu eGe                                  (1.14) 

Hay là: 

u

uu

Ge

Ge

3

)3( 



  

(1.12), (1.13) và (1.14) là hệ đầy đủ biểu diễn liên hệ giữa các thành phần ứng 

suất và biến dạng u  và ue . 
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KẾT LUẬN CHƢƠNG 1 
 

Chƣơng 1 đã nêu khái niệm ổn định ngoài giới hạn đàn hồi thông qua ví dụ 

của một thanh chịu nén đúng tâm nhằm mục đích dễ dàng tiếp cận bài toán về 

ổn định của tấm ngoài giới hạn đàn hồi. Ở đây cũng đƣa ra một số phƣơng 

trình cơ bản, một số đặc điểm và những lý thuyết thƣờng dùng của lý thuyết 

dẻo nhằm phục vụ để giải bài toán về ổn định trong các chƣơng 2 và 3. 
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CHƢƠNG 2 

GIẢI BÀI TOÁN ỔN ĐỊNH CỦA BẢN NGOÀI GIỚI HẠN  

ĐÀN HỒI BẰNG PHƢƠNG PHÁP GIẢI TÍCH 

2.1. Cách đặt bài toán về ổn định của bản ngoài giới hạn đàn hồi theo các 

lý thuyết dẻo (2). 

Giả sử dƣới tác dụng của lực ngoài bản ở vị trí cân bằng. Bản biến dạng đàn 

dẻo trong mặt phẳng ),( yx  của nó. Trạng thái cân bằng hoàn toàn xác định 

theo phƣơng pháp tính toán bản ngoài giới hạn đàn hồi, có nghĩa là chúng ta 

biết ứng suất xyyyxx  ,,  và biến dạng xyyyxx  ,, . Các đại lƣợng này thoả mãn 

những hệ thức cơ bản của lý thuyết dẻo (lý thuyết chảy hoặc lý thuyết biến 

dạng đàn dẻo tuỳ thuộc vào việc ta chọn lý thuyết nào làm cơ sở tình toán). 

Hiện tƣợng ổn định đƣợc thể hiện nhƣ sau: Với giá trị nào đấy của lực ngoài, 

đồng thời với trạng thái cân bằng xuất phát sẽ tồn tại những trạng thái cân 

bằng khác. 

Khi bản bị vồng, tức là bản bắt đầu có biến dạng uốn, biến dạng nhận thêm 

gia số vô cùng nhỏ xyyyxx  ,, . Theo lý thuyết uốn bản của Kirchoff gia số 

biến dạng là hàm tuyến tính của khoảng cách z với mặt giữa. 

1212

22

11







ze

ze

ze

xy

yy

xx







 

Trong đó 1221 ,, eee , là số biến dạng vô cùng nhỏ của mặt giữa: 
































x

v

v

u

y

v ee
x

u
e

2

1
,, 1221 . 

321 ,,  , là biến thiên vô cùng nhỏ của độ cong và độ xoắn mặt giữa. 

yx

w

y

w

x

w
















2

122

2

22

2

1 ,,   

Hàm u, v, w, là hàm của toạ độ wyx ;;  là toạ độ võng của bản khi uốn. 

Tƣơng ứng với gia số biến dạng là gia số ứng suất xyyyxx  ,, ; các đại 

lƣợng này xác định qua số biến nhờ hệ thức của lý thuyết dẻo. 
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Bây giờ ta có thể tính dễ dàng số của lực dãn: 






2/

2/

1 ,

h

h

yydzN   




2/

2/

2 ,

h

h

yydzN   




2/

2/

12 ,

h

h

xydzN   

Và gia số của momen: 






2/

2/

1 ,

h

h

yydzM   




2/

2/

2 ,

h

h

yydzM   




2/

2/

12 ,

h

h

xydzM   

Các đại lƣợng trên thoả mãn phƣơng trình cân bằng: 

                           

































0

0

212

121

y

N

x

N

y

N

x

N





                      (2.1) 

         và:   022 121222112

2

2

12

2

2

1

2


















NNN

y

M

yx

M

x

e
                         (2.2) 

Điều kiện tƣơng thích trong trƣờng hợp này có dạng: 

                            
yx

e

x

e

y

e













 12

2

2

2

2

2

1

2

2                                                             (2.3) 

Để giải quyết bài toán cần biết điều kiện biên: 

Kết hợp với tất cả các hệ thức trình bày trên cần có hệ thức giữa ứng suất và 

biến dạng tuỳ thuộc vào từng lý thuyết dẻo. Vì vậy chúng ta cần xét cụ thể 

hơn cách đặt bài toán theo từng lý thuyết dẻo. 

2.2. Giải bài toán ổn định theo lý thuyết chảy dẻo. 

2.2.1. Phƣơng pháp trực tiếp. 

Để cho đơn giản, ta giả thiết rằng trƣớc khi bản bị vồng trong bản tồn tại trạng 

thái ứng nén thuần nhất theo hai hƣớng trực giao: 

,pxx   ,qyy   0xy  

Theo lý thuyết chảy cho vật liệu tái bền Prager, gia số ứng suất (khi bản bị 

vồng) liên hệ với gia số biến dạng dƣới dạng: 

                   

     

     





















xyxy

xxyyyy

yyxxxx

G

pqTTFv
E

qpTTFv
E







2

1

2
3

11

2
3

11

                                  (2.4) 
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Trong đó:  

   

    

dT

TdW

TT

T
TF

pqqp
T

T

qpqpT

p

yyxx

yyxxyyxx

)(

2

1

2

)('
)(

22
6

1

,
3

1

3

1

2

22222













 

Với )(Wp T  là công biến dạng dẻo, nó là hàm đặc trƣng cho từng vật liệu và 

không phụ thuộc vào dạng của trạng thái ứng suất. Vì vậy có thể xác định hàm 

từ đƣờng biến dạng trong trƣờng hợp dãn đơn giản. Giả sử đƣờng biến dạng 

trong trƣờng hợp dãn đơn giản biểu thị bằng phƣơng trình )( 11 e  khi đó 

công biến dạng dẻo: 

  1111

1

1

111

1
)(

1



 d

E
d

d
ddWp    

Suy ra:                     
EEdT

dW

T

d

t

p 11

3

1

d

W1

1

p

1




 

Ở đây 
 )(

1

1

1

1








d

d
Et  là môđun tiếp tuyến. Nhờ biểu thức này ta xác định 

F(T) 

Từ (2.4) và các biểu thức trên, ta đƣợc: 

                        














xyyy

yyyyxxxyyy

yyxyxxxxxx

G

AAE

AAE







2

                                                   (2.5) 

Trong đó: 

                         

 
















)2(1

)2)(2(

21

2

2

pqA

pqqpavA

ppA

yy

xy

xx





                                                (2.6) 

Với:                







 1

12

1
2

tE

E

T
  

Nếu vật liệu đàn hồi thì 0 , vật liệu dẻo lý tƣởng  . Bây giờ giải 

ngƣợc lại hệ thức (2.5) 
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 

 





















yyxy

yyxxxxxyyy

yyxyxxyyxx

G

AA
B

E

AA
B

E







2

                                      (2.7) 

Trong đó: .
45

108

1

45
1,)1( 22

211

2


















 qpq

v

v
p

v

v
BBvB   

Chúng ta đã giả thiết rằng bản bị vồng trong điều kiện lực nén tăng và không 

có miền chất tải, vì vậy hệ thức (2.7) đúng trong toàn bộ bản. 

Nhờ các hệ thức (2.7) tính các gia số mômen: 

 

 





















1212

21

1

2

21

1

1

)1( 





vDM

AA
B

D
M

AA
B

D
M

xxxy

xyyy

 

Ngoài ra: 






2/

2/

1

h

h

xx phdzN    




2/

2/

2

h

h

yy qhdzN    012 N  

Trong đó: 
)1(12 2

3

v

Eh
D


 là độ cứng của bản đàn hồi, h là độ dày không đổi của 

bản. 

Khi đó phƣơng trình uốn bản (2.2) có dạng: 

         02
2

2

2

2

1

4

4

22

4

114

4


































y

w
q

x

w
p

D

hB

y

w
A

yx

w
AvBB

x

w
A xxxyyy         (2.8) 

Kết hợp với điều kiện biên chúng ta có đủ phƣơng trình để xác định độ võng. 

Do đó việc xác định tải tới hạn dẫn tìm giá trị riêng của bài toán. 

2.2.2. Các ví dụ tính toán. 

1) Ổn định của dải chữ nhật hai cạnh tựa đơn bị nén. 

Giả sử bản vuông có cạnh a và độ dày h tựa đơn tại các biên, bản bị nén đều 

theo phƣơng trục x  bởi lực p (hình 2.1).  

Khi đó: 0,0,  xyyyuxx qp   
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Trong trƣờng hợp này phƣơng trình uốn bản có dạng: 

  02
2

2

2

2

1

4

4

22

4

114

4


































y

w
q

x

w
p

D

hB

y

w
A

yx

w
AvBB

x

w
A xxxyyy  

Điều kiện biến dạng có: 

0,0
2

2







x

w
w  Tại axx  ,0  

0,0
2

2







y

w
w  Tại byy  ,0  

Tìm nghiệm phƣơng trình uốn bản thoả mãn các điều kiện biên dƣới dạng: 

                                   
b

yn

a

xm
aw mn


sinsin                               (2.9) 

Trong đó: mna  là hằng số tuỳ ý; nm,  là số nguyên. Thế (2.9) vào phƣơng trình 

uốn bản ta đƣợc: 

  02

2

2

1

42

11

4

4 




























































a

m

D

hp
B

b

n
A

ab

mn
yAvBB

a

m
Aa xxyymn   

Vì mna  khác 0 nên: 

 















































242

11

2

1

2

2
m

a

b

n
A

b

n
yAvBB

a

m
A

hB

D
p xxyy


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Dƣới đây là đoạn chƣơng trình Maple tìm lực tới hạn: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ta thấy lực tới hạn nhỏ nhất khi 1,1  mn  (bảng 2.1). 

Bảng 2.1 

i = a/h  E(MN/m
2
) Et(MN/m

2
) Pth(MN/m

2
) 

60 0.5 2.0x10
5
 1.85x10

5
 230.89 

 

2) Ổn định của dải chữ nhật bị nén. 

Xét bài toán của bản chữ nhật bị nén theo hƣớng X bởi ứng suất  xx không 

đổi. Bản tựa đơn tại các cạnh x = 0, x = a. Vì bản khá dài (b>a), nên có thể 

xem dạng mất ổn định chính là dạng hình trụ (hình 2.2), tức w=w(x). 

Theo điều kiện đặt lực, ta có: 

 xx = -  =-p yy  = xy =0 

 xx = -1;   yy = xy  = 0 
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Khi đó phƣơng trình uốn bản có dạng: 

,0
D

2

1

4

4


D

dhpB

dx

wd
yy  

Với điều kiện biên: 

w = 0,  0
2

2


xd

wd
  tại x = 0, x = a, 

Lực tới hạn có giá trị: 

Pth = Po
1B

Ayy
 

Trong đó: Po = 
ha

D
2

2
 là lực tới hạn của bản đàn hồi bị nén 

Và hệ số 































t

2

1

E34

1

1

45
1

1
34

1
1

E

v

v

E

E

B

A
tyy  

Kết quả tính cho một số trƣờng hợp đƣợc trình bày ở bảng 2.2 
 

Bảng 2.2 

i  = a/h   E(MN/m
2
) Et (MN/m

2
) pth(MN/m

2
) 

31 0.5 2.0x10
5
 1.83x10

5
 225.02 

32 0.5 2.0x10
5
 1.93x10

5
 216.26 

 

3) Ổn định của bản chữ nhật bốn cạnh tựa đơn bị nén đều theo hai phƣơng 

vuông góc nhau. 

Giả sử bản chữ nhật có cạnh a  và b, độ dày h, bản bị nén đều theo hai phƣơng 

bởi cùng một lực p. 
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Khi đó  xx = -p,  yy = -p,  xy = 0. 

Bản có 4 cạnh tựa đơn (hình 2.3), ta chọn dạng nghiệm độ võng lúc mất ổn 

định theo (2.9): 

b

yn

a

xm
a


 sinsinmin  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Kết quả đƣợc tính toán trên Maple cho một số trƣờng hợp đƣợc trình bày ở 

Bảng 2.2 

 
i = b/h  EMN/m

2
) Et (MN/m

2
) pth(MN/m

2
) 

a=b 44 0.5 2.0x10
5
 1.85x10

5
 106.68 

a = 2b 70 0.5 2.0x10
5
 1.85x10

5
 108.95 

 

2.3. Giải bài toán ổn định theo lý thuyết biến dạng đàn dẻo. 

Giả thiết rằng vật liệu không nén đƣợc  = 0,5, tại mọi mặt phẳng song song 

với mặt giữa đều có trạng thái ứng suất phẳng. Khi đó cƣờng độ ứng suất và 

biến dạng: 

,3 222

xyyyyyxxxxu    

eu=
222

3

2
xyyyyyxxxx    

 

liên hệ với nhau bằng hệ thức:   ueuu eGe
u

  13)( u 
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Theo lý thuyết biến dạng đàn dẻo nhỏ của Ilyushin trong miền biến dạng chủ 

động, tức là đặt tải, ta có hệ thức: 

Sx= ,
2

1
xx

u

u
yyxx

e



   

Sy = ,
2

1
yy

u

u
xxyy

e



   

Sxy = xy

u

u
xy

e





3

2
  

Trong miền biến dạng bị động, tức là cất tải, các hệ thức này có dạng: 

Sx= ,
2

1
xxyyxx E   

Sy =  ,
2

1
yyxxyy E   

Sxy = xyxy E
3

2
  

2.3.1. Thiết lập chính xác bài toán về ổn định của bản ngoài giới hạn đàn 

hồi trên cơ sở lý thuyết biến dạng. 

Giả sử dƣới tác dụng của lực ngoài bản ở trạng thái cân bằng giữ nguyên dạng 

phẳng ban đầu, tƣơng ứng với trạng thái ứng suất đã biết, trong đó su   u 

Nếu tiếp tục thay đổi lực ngoài, bản có thể bị vồng. Để nghiên cứu ổn định 

của bản ngoài giới hạn đàn hồi chúng ta giả thiết rằng bằng cách nào đấy bản 

hơi bị vồng, mà lực ngoài và điều kiện biên không thay đổi (hình 2.4). Cần 

xác định giữa u  và kích thƣớc của bản liên hệ nhƣ thế nào đấy để bản hơi bị 

vồng có thể ở trạng thái cân bằng. Gọi giá trị nhỏ nhất của những ứng suất này 

là ứng suất tới hạn. 
 

 
 

Hình 2.4 

Chuyển tiếp từ trạng thái phẳng sang trạng thái hơi vồng gây ra nén tiếp miền 
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này, đồng thời dãn miền kia của bản. Tại những phần tử bản bị nén tiếp ta có 

quá trình đặt tải, cƣờng độ u , eu tăng. Tại những phần tử bị dãn xảy ra cất tải 

cƣờng độ u , eu giảm. Độ dày của bản chia làm hai miền: tại một miền xảy ra 

đặt tải theo quy luật (2.10), tại miền kia cất tải theo quy luật (2.11). Theo điều 

kiện vừa nêu trên gia số ứng suất, biến dạng và cƣờng độ phải triệt tiêu trên 

biên phân chia hai miền. Trong miền đặt tải ta có: 

,
2

1
u

u

u

u

xxxx

u

u
yyxxx e

ede

d

e
S 





 










  

,
2

1
u

u

u

u

yyyy

u

u
xxyyy e

ede

d

e
S 





 










  













u

u

u

xyxy

u

u
xyxy

ede

d

e
S







3

2

3

2
,ue  

cần kết hợp thêm điều kiện ),( uu e  trong đó: 

.0
1























u

u

u

u

uu

u

u de

d

eeede

d 
 

Trong miền cất tải: 

xS xxyyxx E 
2

1
 

                              ,
2

1
yyxxyyy ES           (2.13) 

.
3

2
xyxyxy ES    

Gia số công lực trên một đơn vị thể tích có dạng: 

W = ,2 uuuuxyxyyyyyxxXX ee    

(vì vật liệu không nén đƣợc   = 0) 

Đặt SW = 0 ta đƣợc phƣơng trình mặt phân chia miền biến dạng đàn hồi và 

miền biến dạng dẻo: 

                 02  xyxyyyyyxxxx                                    (2.14) 

   

Bây giờ đƣa vào các đại lƣợng không thứ nguyên: 
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,*

u

xx
xx




     ,*

u

yy

yy



     ,*

u

xy

xy



        

u

x
y

S
S


* , 

,
2 2

2
*

1
x

h







    ,

2 2

2
*

2
y

h







    ,

2

2
*

12
yx

h







     z z

h

2*  

Đặt các biểu thức của xyyyxx  ,,  vào (2.14), chú ý ở đây z = z0 (tọa độ mặt 

phân chia) và các biểu thức không thứ nguyên cho ta: 

**

0 z  

Trong đó: 

,2 12

*

2

*

1

* eee xyyyxx    

,2 12

*

2

*

1

*  xyyyxx   

h
2

1*   

Tiếp đến đặt các gia số biến dạng vào (2.12), (2.13) và viết các phƣơng trình 

nhận đƣợc qua các đại lƣợng không thứ nguyên: 

Với z > z0: 

   ,*

11

*

0

*** ze
e

zzS
de

d

e
S

u

u
x

u

u

u

u
x 





 








  

   ,**

22

*

0

*** ze
e

zzS
de

d

e

u
S

u

u
y

u

u

u

y 





 







  

   ,**

1212

*

0

** ze
e

zz
e

S
de

d

e
S

u

u

u

u
xy

u

u

u

u
xy 





 








  

                      

Với z < z0: 

 ,**

11 zeESx    

 ,**

22 zeESy    

 ,
3

2 **

1212 zeESxy    

Bây giờ tính các biểu thức của gia số lực dãn và mômen theo ba trạng thái: 

a) Trạng thái đàn hồi: theo (2.16) có thể viết: 

,
2

11
1

2

1 e
N

N
Eh












  
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,
2

11
212 eNN

Eh









   

,
3

21
1212 eN

Eh
  

,
2

1

3

4
121  








 MM

D
 

,
2

1

3

4
1212  








 MM

D
 

 

b) Trạng thái tồn tại hai miền: miền z < z0 biến dạng đàn hồi, miền z > z0 

biến dạng dẻo. Tích phân các biểu thức gia số lực và mômen đƣợc tách làm 

hai: tích phân thứ nhất lấy từ -h/2 đến z0 với hệ thức (2.16), tích phân thứ hai 

lấy từ z0 đến 2 với hệ thức (2.15) ta nhận đƣợc: 

        ,1122
2

14 *2*

0

*

0

*

1

2*

01

*

021  zSzezNN
EH









  

                ,1122
2

14 *2*

0

**

2

2*

02

*

012  zSzezNN
Eh

y 







   (2.17) 

      ,1312)2(4
12 *2*

0

**

12

2*

012

*

012  zSzezN
Eh

xy   

trong đó: 

 
u

u

u

u
u

de

d

EeE
e







1
1,

1
1   

Tuơng tự, ta nhận đƣợc các biểu thức của mômen: 

         1

2*

0

**

0

2*

01

3*

021 1
6

2122
2

1

3

16
ez

h
SzzzMM

D
x 











  

         ,1
6

2122
2

1

3

16
2

2*

0

**

0

2*

02

3*

012 ez
h

SzzzMM
D

x 










  

          ,1
12

21324
16

12

2*

0

*2*

0

2*

012

3

01 ez
h

SzZZM
D

xy 


  

(2.18) 
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c) Trạng thái đặt cải hoàn toàn (toàn miền biến dạng dẻo), theo công thức 

(2.15) có thể viết: 

    ,1
2

11 *

121  xSeNN
Eh









  

    ,1
2

11 *

212  ySeNN
Eh









  

    ,1
3

21 *

1212  xySeN
Eh

  

  ,)1(
2

1

3

4 *

121  xSMM
D









  

  ,)1(
2

1

3

4 *

212  ySMM
D









  

  .)1(
3

2

3

4 *

1212  xySM
D

  

Nếu trƣớc khi mất ổn định biến dạng dẻo nhỏ hơn biến dạng đàn hồi, thì trong 

các hệ thức trên có thể bỏ qua đại lƣợng nhỏ bậc   so với 1, các hệ thức 

(2.16), (2.17) có dạng: 

,
22

11 2*

121 


 xS
h

eNN
Eh









  

                            ,
22

11 2*

212 


 yS
h

eNN
Eh









          (2.19) 

,
23

21 2*

212 


 xyS
h

eN
Eh

  

,)23(
2

1

3

4 2*

121  







 xSMM

D
 

                         ,)23(
2

1

3

4 2*

212  







 ySMM

D
          (2.20) 

.)23(
3

2

3

4 2*

1212   xySM
D

 

trong đó ký hiệu: 

  = ,
2

1 *

0

h

hz p



 

h p là độ dày của miền biến dạng dẻo. 

Lực dãn tại mặt phẳng giữa trƣớc khi mất ổn định xác định nhờ công thức: 
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N 1 = ,*
2

2

xxu

h

h

xx hdz  


 

N 1 = *

2/

2/

yyu

h

h

yy hdz  


, 

N 12 = .*

2/

2/

xyu

h

h

xy hdz  


. 

Tập hợp các phƣơng trình (2.1), (2.2), (2.3) và các hệ thức (2.17), (2.18) kết 

hợp với các điều kiện biên cho ta đầy đủ các phƣơng trình để giải bài toán ổn 

định. Bài toán đƣa về bốn phƣơng trình vi phân với hàm chƣa biết:  

1221 ,, NNN  và w. 

2.3.2.  Giải gần đúng bài toán về ổn định của bản. 

Ilyushin kiến nghị phƣơng pháp giải gần đúng dựa trên giả thiết của gia số lực 

dãn 1221 ,, NNN   bằng không tại mọi điểm. Giả thiết này có cơ sở vì những lẽ 

sau đây: 

- Giá trị lực tới hạn xác định với giả thiết này gần với nghiệm chính xác. 

- Kết quả phù hợp với thực nghiệm. 

- Thoả mãn điều kiện của bài toán là gia số lực ngoài bằng không. 

- Đối với biến dạng đàn hồi của bản nó thoả mãn một cách chính xác.  

Theo giả thiết này, từ (2.19) suy ra; 

h


1  S *

x 0)
2

21
( 20 
 z

 , 

0)
2

21
( 20*

2 



z

S
h

y


  , 


 *

12
3

2
xyS

h
 ( 0)

2

21 20 
 z

. 

Nhân các phƣơng trình với xyyyxx  3,, tƣơng ứng rồi cộng lại ta đƣợc: 

.)
2

21
( 20z

h


 


  

Thế giá trị **

0 z vào đây và giải theo z 0 :  

z 0  = 1)11(
2

 


 ; 





 11
. 
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Từ đây ta đi đến kết luận mặt phân chia song song với mặt giữa, vị trí của nó 

xác định bởi tính chất của vật liệu 
u

u

d

d

E 




1
1 . Nếu trƣớc khi mất ổn định 

trạng thái ứng suất của bản thuần nhất, thì đại lƣợng   là hằng số, vì 
u

u

d

d




 có 

giá trị nhƣ nhau tại mọi điểm của bản. 

Làm một cách tổng quát hơn, cho 1221 NNN   = 0, 

Trong hệ thức (2.17) ta tìm đƣợc liên hệ giữa n  và e n . Đem các giá trị này 

vào phƣơng trình (2.18), kết quả cuối cùng sẽ là: 

               

   

   

    
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
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


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




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1
4

3
1

2

1

1
4

3

2

1
1

1
4

3

2

1
1

12
2

*

21
2

*

21
1

                        (2.12) 

Trong đó: 

 22

4
4

t

t

u

u

u

u
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E
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d

k

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
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




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












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


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
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












k

k
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2

1
11

.
4

3

2

1
1

2

1
1

2

 

Nếu trƣớc khi mất ổn định trạng thái ứng suất của bản không thuần nhất, thì 

các đại lƣợng k,,  và ứng suất phụ thuộc vào toạ độ yx, . Khi đó nhờ (2.21) 

đƣa phƣơng trình (2.2) về phƣơng trình bậc bốn có hệ số thay đổi. 

Nếu trạng thái ứng suất thuần nhất, tức là xyyyxx  ,,  là hằng số, thì ta nhận 

đƣợc phƣơng trình có hệ số hằng số: 
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    
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Trong đó:           
 










1

1

4

3 k
P  

Phƣơng trình ổn định của bản ngoài giới hạn đàn hồi (2.22) do Ilyushin tìm ra 

điều kiện đầu tiên, kết hợp với điều kiện bên ngoài cho phép chúng ta xác 

định lực tới hạn. 

2.3.3. Các ví dụ tính toán. 

1) Ổn định của bản vuông tựa đơn bị nén đều theo một phương (hình 2.1). 

Trong trƣờng hợp này. 

uxx     1* xx   0**  xyyy   

Có thể làm tƣơng tự nhƣ trên để tìm tải tới hạn. 

Dƣới đây là đoạn chƣơng trình Maple tìm lực tới hạn cụ thể. 
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>pth1:=simplify (subs (a=i*h, b=i*h, pi=3.14, n=1, m=1, E=2.0*10^5 , 

Et=1.85*10^5 , v=0 . 05 , omega=0,05 , omega=0,05 , pt1) ) ; > pth:=simplify 

( subs ( i=60 , pth1) ) ; 

Ta thấy lực tới hạn nhỏ nhất khi n=1, m=1. Kết quả đƣợc trình bày ở bảng 2.4 

 

Bảng 2.4 

i=a/h  E(MN/m 2 ) E t (MN/m 2 ) p th (MN/m 2 ) 

60 0,5 2.0x10 5  1.85x10 5  236.85 

 

2) Ổn định của dải chữ nhật bị nén (hình 2.2). 

Phƣơng trình (2.22) đƣa về dạng: 

,0
2

2
2

4

4


dx

wd
y

dx

wd  

Trong đó:                           y=
)31(

2

kEa

u
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




 

Tƣơng tự nhƣ trên, ta tìm đƣợc độ uốn tới hạn: 

u

thth

kE
ay



 )31(

2

1 
  

Với bản lựa đơn, y th  = 
u

th

kE

a 

 )31(

2
,


  

Dùng chƣơng trình Maple tƣơng tự nhƣ trên, ta đƣợc kết quả tính cho một số 

trƣờng hợp đƣợc trình bày ở  

Bảng 2.5 

hai /   )/( 2mMNE  )/( 2mMNEt
 )/( 2mMNpth

 

31 0.5 2.0x10
5 

1.83x10
5 

225.26 

32 0.5 2.0x10
5 

1.93x10
5 

215.98 

 

3) Ổn định của bản chữ nhật bốn cạnh tựa đơn bị nén đều theo hai phương 

vuông góc nhau (hình 2.3). 

Tƣơng tự nhƣ trên, bài toán đƣợc lập trình trên Maple và kết quả thể hiện trên  
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Bảng 2.6 

 i=a/h  )/( 2mMNE  )/( 2mMNEt
 )/( 2mMNpth

 

a = b 44 0.5 2.0x10
5 

1.83x10
5 

109.54 

a = 2b 70 0.5 2.0x10
5 

1.83x10
5 

115.11 

 

2.4. Giải bài toán ổn định của bản chữ nhật ngoài giới hạn đàn hồi theo 

mô đun tiếp tuyến. 

Nhằm mục đích kiểm chứng lại kết quả của phƣơng pháp số ở phần sau, trƣớc 

tiên nêu một ví dụ mà nghiệm giải tích đàn hồi đã có [1]. 

Xét một bản vuông cạnh a, bề dày h có tất cả các cạnh đều tựa đơn chịu nén 

đều theo phƣơng song song với một cạnh của bản với giá trị là p (hình 2.1). 

Với điều kiện biên và dạng hàm độ võng lúc bản bị mất ổn định theo (2.9), 

ứng suất tới hạn trong giai đoạn đàn hồi là: 

  22

2

13 iv

E
Pth





     (a) 

Trong đó:  i = b/h 

Thực nghiệm cho biết rằng khi ứng suất nén đạt tới giới hạn chảy của vật liệu, 

bản sẽ bị mất ổn định với bất kỳ giá trị nào của i, thể hiện qua đƣờng nằm 

ngang BC (hình 2.5). Nếu vật liệu có giới hạn chảy rõ rệt và tuân theo định 

luật Hooke cho đến khi đạt giới hạn chảy thì đƣờng nằm ngang BC cùng với 

đƣờng cong BA sẽ xác định trị số tới hạn của ứng suất nén ứng với i bất kỳ 

(ngoài đàn hồi). Đối với vật liệu nhƣ thép xây dựng, thƣờng có biến dạng dƣ 

khi ứng suất còn thấp hơn giới hạn chảy, nhƣ vậy ta phải có một đƣờng cong 

chuyển tiếp nối đƣờng cong trong giai đoạn hoàn toàn đàn hồi với đƣờng nằm 

ngang biểu thị biến dạng chảy. Muốn vẽ đƣờng cong này, ta giả sử rằng hiện 

tƣợng nén bản theo một phƣơng quá giới hạn tỷ lệ sẽ gây ảnh hƣởng đến tính 

chất cơ học của vật liệu theo mọi phƣơng đều nhƣ nhau. Vậy bản đẳng hƣớng 

và ta có thể dùng mô đun tiếp tuyến của vật liệu. Khi đó, ứng suất tới hạn khi 

bản làm việc ngoài đàn hồi có thể đƣợc tính. 
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  22

2

13 iv

E
P t

th





     (b) 

Với tE  mô đun tiếp tuyến. Đối với thép xây dựng, có giới hạn chảy ch rõ ràng, 

tE đƣợc xác định theo công thức sau [1]: 

                       







c
EE

d

d

ch

ch
t




                 (2.23) 

Trong đó : E = 2.0x10
5 
MN/m

2 

2/240 mMNch   

c = 0.99 (biến dạng bé) 

Cách xác định tt EE : đƣợc tính lặp. Lúc đầu chọn EEt 1 và tính ứng suất tới hạn 

1th theo (b). Thay 1th  vào (2.23) và tính lại 2tE ,so sánh 2tE với 1tE . Cứ tiếp tục 

nhƣ vậy đến khi nào tE đƣợc chọn phù hợp, khi đó tính đƣợc ứng suất tới hạn và tải 

trọng tới hạn. 

 

Kết quả tính toán bằng số đƣợc trình bày trong bảng 2.7 

Bảng 2.7 

hbi /   )/( 2mMNE  )/( 2mMNEt  )/( 2mMNpth  

60 0.5 2.0E+05
 

1.80E+05
 

219.10 

Các dạng bài toán khác nhau cũng đƣợc tiến hành nhƣ trên tƣơng tự bài toán đàn hồi 

đã có trong tài liệu [1]. 

Nhƣ vậy với bản chỉ quan tâm đến vùng tăng tải thì dùng phƣơng pháp giải tích của 

nghiệm đàn hồi theo mô đun tiếp tuyến đơn giản hơn. Tuy vậy, với sự phát triển của 

công nghê thông tin, phƣơng pháp phần tử hữu hạn đƣợc ứng dụng rộng rãi hơn 

trong ứng dụng tính toán cho kết cấu thực. 
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KẾT LUẬN CHƢƠNG 2 

Trong chƣơng 2, bài toán ổn định của tấm ngoài giới hạn đàn hồi đƣợc giải 

theo phƣơng pháp giải tính qua hai hƣớng: 

- Cách 1: Giải theo các lý thuyết dẻo thuần túy (lý thuyết biến dạng đàn dẻo, 

lý thuyết chảy dẻo). 

- Cách 2: Giải theo cách tƣơng tự bài toán đàn hồi khi dùng mô đun tiếp 

tuyến. Kết quả cho thấy là phù hợp. 

Vậy có thể dùng cách thứ 2 để giải bài toán thực tế với việc ứng dụng các 

phƣơng pháp số hiện đại, cụ thể sẽ đƣợc trình bày ở chƣơng 3. 



34 

CHƢƠNG 3 

GIẢI BÀI TOÁN ỔN ĐỊNH CỦA BẢN NGOÀI GIỚI HẠN 

ĐÀN HỔI BẰNG PHƢƠNG PHÁP PHẦN TỬ HỮU HẠN 

3.1 Cách giải bài toán ổn định bản đàn hồi theo phƣơng pháp phần 

tử hữu hạn [3]. 

3.1.1 Khái niệm chung và phƣơng trình cơ bản. 

Bài toán ổn định của bản đàn hồi sử dụng phƣơng pháp phần tử hữu hạn rất 

hiệu quả, cho phép giải bài toán phức tạp về mặt hình học cũng nhƣ về tải 

trọng. Để tiện áp dụng sau này trong việc giải bài toán ổn định của bản ngoài 

giới hạn đàn hồi, ta xét bài toán chỉ có tải trọng dọc tác dụng trong mặt phẳng 

trung bình của bản, không có tải trọng ngang tác dụng. 

Dƣới tác động của tải trọng này, trong bản phát sinh trạng thái ứng suất 

xyyx  ;; , tƣơng ứng với vec tơ chuyển vị  n ;...; 21 . Nếu tải trọng tăng tỷ lệ 

với hệ số  , tồn tại trạng thái ổn định ban đầu của bản: 

              00    dKKd
sss       (3.1) 

Trong đó: 

 s : Tổng hợp của ngoại lực và nội lực. 

 
s

K0 : Ma trận độ cứng của bản ứng với chuyển vị nhỏ. 

 
s

K : Ma trận độ cứng hình học của bản. 

Giải bài toán trị riêng (3.1) xác định đƣợc min , gọi là thông số ổn định. 

3.1.2. Thiết lập ma trận độ cứng của một phần tử bản chữ nhật bất kỳ và 

cho cả bản. 

3.1.2.1. Thiết lập ma trận độ cứng của một phần tử bản chữ nhật bất kỳ. 

Xét một bản chữ nhật vật liệu đàn hồi đẳng hƣớng có các hằng số đàn hồi 

,,vE chiều dày h , kích thƣớc hai phƣơng là a , b . Tại mỗi nút có 3 chuyển vị 

thẳng theo phƣơng x, y,z là zyx  ,, và hai chuyển vị xoay quanh trục x và y là 

yyxx  , .Vậy toàn bộ phần tử sẽ có 20 chuyển vị đƣợc quy ƣớc 

 T

2021 ,....,,  nhƣ hình vẽ (3.1). 
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Hình 3.1 

a) Chọn hàm chuyển vị. 

Chọn hàm Hermit loại I đặc trƣng cho chuyển vị trong bài toán trạng thái ứng 

suất phẳng và đƣợc ký hiệu là iH (i = 1, ..., 8). 

  

  

















)1(

)1(

)1(

)1(

11

11

8

7

6

5

4

3

2

1

















H

H

H

H

H

H

H

H

    (3.2) 

Khi đó hàm dạng của phần tử trong bài toán trạng thái ứng suất phẳng. 

  









8

7

6

5

4

3

2

1 0

0

0

0

0

0

0

0 H

H

H

H

H

H

H

H
N p

e     (3.3) 

Chọn hàm Hermit loại II đặc trƣng cho chuyển vị trong bài toán tấm uốn và 

đƣợc ký hiệu là )20,...,9( iH i  

33322322

9 222332331  H  

)22( 3322

10   bH  

)22( 3322

11   aH  

 332232

12 223323 H  

)( 3232

13   bH  

)2( 32

14   aH  

3322

15 3233  H  

)( 32

16   bH  
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)( 32

17   aH  

 233232

18 322323 H  

)2( 32

19   bH  

)( 3232

20   aH      (3.4) 

Trong đó byax /;/   . Đặt mab   

Khi đó hàm dạng của phần tử trong bài toán tấm uốn. 

 u

eN [H9   H10   H11   H12   H13   H14   H15   H16   H17   H18   H19   H20]     (3.5) 

b) Xác định ma trận [B]. 

[B] là ma trận hàm các tọa độ nút đặc trƣng cho quan hệ giữa biến dạng và 

chuyển vị ở trạng thái biến dạng nhỏ 

   
 








u

p

B

B
B

0

0
     (3.6) 

 pB
 
là ma trận hàm các toạ độ nút trong bài toán trạng thái ứng suất phẳng 

 
























































































x

H

y

H

y

H

x

H

y

H
x

H

y

H

x

H

y

H
x

H

y

H

x

H

y

H

y

H
x

H

x

H

Bp

8

8

76

6

7

54

4

5

321

2

31 0

0

0

0

0

00

0

 

Đoạn chƣơng trình Maple xác định ma trận  pB : 
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a
ma

y




1
 0 

a
ma

y




1
 0 

ma

y
2

  0 
ma

y
2

  
0 

Bp:= 0 
ma

a

x




1
 0 

ma

x
2

  0 
ma

x
2

 0 
ma

a

x
1

 

 

ma
ma

x




1
 

a
ma

y




1
 ma

x
2

  

a

ma

y
1

 ma

x
2

 
ma

y
2

 

ma
a

x
1

 ma

y
2

  

 

 uB là ma trận hàm các toạ độ nút trong bài toán tấm uốn 

 





































































yx

H

y

H
x

H

yx

H

y

H
x

H

yx

H

y

H
x

H

Bu

20

2

2

20

2

2

20

2

10

2

2

10

2

2

10

2

9

2

2

9

2

2

9

2

2...

...

...

22

   (3.8) 


















,0,
126

,
6644

,0,
612126

:

4343323432 ma

xy

ma

y

ma

xy

a

x

ma

y

a
a

ma

y

ma

xy

a

x

a

Bu

 

,
62

,0,
126

,
64

434343 


















ma

xy

ma

y
a

ma

xy

ma

y

ma

xy

ma

y
a  















ma

xy

ma

y

a

x

a
a

ma

xy

ma

y

a

x

a 43324332

6262
,0,

126126
 

,0,
6644

,
126126

3433232234233322 













ma

xy

am

y

ma

x

am
ma

ma

xy

ma

x

am

y

am
 

,0,
6262

,
121266

3423332234332322 









ma

xy

ma

x

am

y

am
ma

ma

xy

am

y

ma

x

am  

,
126

,0,
62

,
126

342334233423 ma

xy

ma

x

ma

xy

ma

x
ma

ma

xy

ma

x











 













 0,

64
3423 ma

xy

ma

x
ma

 

,
341

2,
12

4

1212122
34

2

23234

22

2332 














ma

y

ma

y

ma
ma

ma

y

ma

x

ma

y

ma

x

ma  

,
121212122

,
341

2
4

2

34

2

32324

2

32 ma

x

ma

y

ma

x

ma

y

mama

x

ma

x

ma
a 









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,
341

2,
32

2
4

2

3234

2

23 


















ma

x

ma

x

ma
a

ma

y

ma

y
ma

 

,
32

2,
121212122

34

2

2334

2

4

2

2332 









ma

y

ma

y
ma

ma

y

ma

x

ma

y

ma

x

ma  

,
121212122

,
32

2
4

2

34

2

32324

2

3 ma

x

ma

y

ma

x

ma

y

mama

x

ma
a 










 

























ma

x

ma

x
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ma
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ma
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4
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c) Xác định ma trận đàn hồiD. 

   
 











u

p

D

D
D

0

0
     (3.9) 

Nếu vật liệu đồng chất đẳng hƣớng 

 





















2

1
00

01

01

)1( 2
v

v

v

v

E
Dp

  trong bài toán ứng suất phẳng 

 






















2

1
00

01

01

)1(12 2

3

v
v

v

v

Eh
Du

 trong bài toán tấm uốn                     (3.10) 

d) Xác định ma trận độ cứng  
e

K0  

 
epK là ma trận độ cứng của tấm trong trạng thái bài toán ứng suất phẳng, có 

kích thƣớc 8x8 

      dVBDBK pp

T

v

pep      (3.12) 

Thực hiện phép tích phân trên Maple, ta đƣợc 

 



































8_87_86_85_8

7_76_75_7

6_65_6

5_5

4_83_82_81_8

4_73_72_71_7

4_63_62_61_6

4_53_52_51_5

DX

4_43_42_41_4

3_32_31_3

2_21_2

1_1

KpKpKpKp

KpKpKp

KpKp

Kp

KpKpKpKp

KpKpKpKp

KpKpKpKp

KpKpKpKp

KpKpKpKp

KpKpKp

KpKp

Kp

K
ep  
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Trong đó: 

Kp1_1:=
)1(6

)12(
2

2

vm

vmhE




 

Kp2_1:=
)1(8 v

Eh


  

Kp2_2:=
)1(12

)1(
2

22

vm

vvmmhE




 

Kp3_1:=
)1(12

)14(
2

2

vm

vmhE




 

Kp3_2:=
)1(8

)13(
2v

vhE




 

Kp3_3:=
)1(6

)12(
2

2

vm

vmhE




 

Kp4_1:=
)1(8

)13(
2v

vhE




  

Kp4_2:=
)1(6

)1(
2

22

vm

vmmhE




 

Kp4_3:=
)1(8 v

Eh


  

Kp4_4:=
)1(6

)2(
2

22

vm

vmmhE




 

Kp5_1:=
)1(12

)12(
2

2

vm

vmhE




 

Kp5_2:=
)1(8 v

Eh


  

Kp5_3:=
)1(6

)1(
2

2

vm

vmhE




  

Kp5_4:=
)1(8

)13(
2v

vhE




 

Kp5_5:=
)1(12

)12(
2

2

vm

vmhE




 

Kp6_1:=
)1(8 v

Eh


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Kp6_2:=
)1(12

)2(
2

22

vm

vmmhE




 

Kp6_3:=
)1(8

)13(
2v

vhE




  

Kp6_4:=
)1(12

)4(
2

22

vm

vmmhE




 

Kp6_5:=
)1(8 v

Eh


  

Kp6_6:=
)1(6

)2(
2

22

vm

vmmhE




 

Kp7_1:=
)1(6

)1(
2

2

vm

vmhE




  

Kp7_2:=
)1(8

)13(
2v

vhE




  

Kp7_3:=
)1(12

)12(
2

2

vm

vmhE




  

Kp7_4:=
)1(8 v

Eh


  

Kp7_5:=
)1(12

)14(
2

2

vm

vmhE




 

Kp7_6:=
)1(8

)13(
2v

vhE




 

Kp7_7:=
)1(6

)12(
2

2

vm

vmhE




 

Kp8_1:=
)1(8

)13(
2v

vhE




 

Kp8_2:=
)1(12

)4(
2

22

vm

vmmhE




 

Kp8_3:=
)1(8 2v

Eh


  

Kp8_4:=
)1(12

)2(
2

22

vm

vmmhE




 

Kp8_5:=
)1(8

)13(
2v

vhE




  
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Kp8_6:=
)1(6

)1(
2

22

vm

vmmhE




  

Kp8_7:=
)1(8 2v

Eh


  

Kp8_8:=
)1(6

)2(
2

22

vm

vmmhE




 

[Ku] e là ma trận độ cứng của tấm trong bài toàn tấm uốn, có kích thƣớc 

12x12 

[Ku] e =     dVBDB uu

v

T

u                                                 (3.13) 

Thực hiện phép tích phân trên Maple, ta đƣợc 

[Ku]e =         ĐX 













































12_1211_1210_129_128_127_126_125_124_123_122_121_12

11_1110_119_118_117_116_115_114_113_112_111_11

10_109_108_107_106_105_104_103_102_101_10

9_98_97_96_95_94_93_92_91_9

8_87_86_85_84_83_82_81_8

7_76_75_74_73_72_71_7

6_65_64_63_62_61_6

5_54_53_52_51_5

4_43_42_41_4

2_32_31_3

2_21_2

1_

KulKulKulKulKulKulKulKulKulKulKulKul

KulKulKulKulKulKulKulKulKulKulKul

KulKulKulKulKulKulKulKulKulKul

KulKulKulKulKulKulKulKulKul

KulKulKulKulKulKulKulKul

KulKulKulKulKulKulKul

KulKulKulKulKulKul

KulKulKulKulKul

KulKulKulKul

KulKulKul

KulKul

Kul

 

Trong đó: 

Ku1_1:=
)1(30

)101027(
232

4224

vma

mvmmEh




 

Ku2_1:=
)1(60

)104(
22

224

vam

vmmEh




  

Ku2_2:=
)1(45

)5(
2

224

vm

vmmEh




 

Ku3_1:=
)1(60

)1410(
2

24

vam

vmEh




 

Ku3_2:=
)1(12 2

4

v

Evh


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Ku3_3:=
)1(45

)15(
2

24

vam

vmEh




 

Ku4_1:=
)1(30

)10527(
232

4224

vma

mvmmEh




  

Ku4_2:=
)1(60

)10(
22

224

vam

vmmEh




  

Ku4_3:=
)1(60

)145(
2

24

vam

vmEh




  

Ku4_4:=
)1(30

)101027(
232

4224

vma

mvmmEh




 

Ku5_1:=
)1(60

)10(
22

224

vam

vmmEh




 

Ku5_2:=
)1(180

)10(
2

224

vm

vmmEh




  

Ku5-3:=0 

Ku5_4:=
)1(60

)104(
22

224

vam

vmmEh




 

Ku5_5:=
)1(45

)5(
2

224

vm

vmmEh




 

Ku6_1:=
)1(60

)145(
2

24

vm

vmEh




  

Ku6-2:=0 

Ku6_3:=
)1(90

)425(
2

24

vm

vmEh




  

Ku6_4:=
)1(60

)1410(
2

24

vam

vmEh




 

Ku6_5:=
)1(12 2

4

v

Evh


  

Ku6_6:=
)1(45

)15(
2

24

vam

vmEh




 

Ku7_1:=
)1(30

)5527(
232

4224

vma

mvmmEh




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Ku7_2:=
)1(60

)5(
22

224

vam

vmmEh




 

Ku7_3:=
)1(60

)110(
2

24

vam

vmEh




  

Ku7_4:=
)1(30

)51027(
232

4224

vma

mvmmEh




  

Ku7_5:=
)1(60

)54(
22

224

vam

vmmEh




  

Ku7_6:=
)1(60

)110(
2

24

vam

vmEh




 

Ku7_7:=
)1(30

)101027(
232

4224

vma

mvmmEh




 

Ku8_1:=
)1(60

)5(
22

224

vam

vmmEh




  

Ku8_2:=
)1(180

)5(
2

224

vam

vmmEh




 

Ku8_3:=0 

Ku8_4:=
)1(60

)54(
22

224

vam

vmmEh




  

Ku8_5:=
)1(90

)522(
2

224

vam

vmmEh




  

Ku8_6:=0 

Ku8_7:=
)1(60

)54(
22

224

vam

vmmEh




 

Ku8_8:=
)1(45

)5(
2

224

vam

vmmEh




 

Ku9_1:=
)1(60

)(
2

224

vam

vvmmEh




 

Ku9_2:=0 

Ku9_3:=
)1(180

)15(
2

24

vam

vmEh




 

Ku9_4:=
)1(60

)110(
2

24

vam

vmEh




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Ku9_5:=0 

Ku9_6:=
)1(180

)110(
2

24

vam

vmEh




  

Ku9_7:=
)1(60

)1410(
2

24

vam

vmEh




  

Ku9_8:=
)1(12 2

4

v

Evh


 

Ku9_9:=
)1(45

)15(
2

24

vm

vmEh




 

Ku10_1:=
)1(30

)51027(
232

4224

vma

mvmmEh




  

Ku10_2:=
)1(60

)54(
22

224

vam

vmmEh




 

u 10_3:=
)1(60

)110(
2

24

vam

vmEh




 

Ku10_4:=
)1(30

)5527(
232

4224

vma

mvmmEh




 

Ku10_5:=
)1(60

)5(
232

224

vma

vmmEh




  

Ku10_7:=
)1(30

)10527(
232

4224

vma

mvmmEh




  

Ku10_8:=
)1(60

)10(
22

224

vam

vmmEh




 

u 10_9:=
)1(60

)145(
2

24

vam

vmEh




  

Ku10_10:=
)1(30

)101027(
232

4224

vma

mvmmEh




 

Ku11_1:=
)1(60

)54(
22

224

vam

vmmEh




 

Ku11_2:=
)1(90

)522(
2

224

vm

vmmEh




  

Ku11-3:=0 
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Ku11_4:=
)1(60

)5(
22

224

vam

vmmEh




 

Ku11_5:=
)1(180

)5(
2

224

vm

vmmEh




  

Ku11_6:=0 

Ku11_7:=
)1(60

)10(
22

224

vam

vmmEh




 

Ku11_8:=
)1(180

)10(
2

224

vm

vmmEh




  

Ku11-9:=0 

Ku11_10:=
)1(60

)104(
22

224

vam

vmmEh




  

Ku12_1:=
)1(60

)110(
2

24

vm

vmEh




  

Ku12_2:=0 

Ku12_3:=
)1(180

)110(
2

24

vm

vmEh




  

u 12_4:=
)1(60

)15(
2

24

vam

vmEh




 

Ku12_5:=0 

Ku12_6:=
)1(180

)15(
2

24

vm

vmEh




 

u 12_7:=
)1(60

)145(
2

24

vam

vmEh




 

Ku12_8:=0 

Ku12_9:=
)1(90

)225(
2

24

vm

vmEh




  

u 12_10:=
)1(60

)1410(
2

24

vam

vmEh




  

u 12_11:=
)1(12 2

4

v

Evh


  

Ku12_12:=
)1(45

)15(
2

24

vm

vmEh




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e) Xác định ma trận độ cứng hình học [K ]e.   

                  [K ]e = 




0

0
  
 


uK

0
                   (3.14) 

               Với     [K ]e =      VdG
T

T

T

T
G

x

xy

xy

x

v

T

u 







                 (3.15) 

Trong đó:    [G] = 











































y

H

y

H

y

H

x

H

x

H

x

H

20109

20109

.....

.....

         (3.16) 

Giả thiết lƣới phần tử đƣợc chia đủ nhỏ để trong phạm vi phần tử thì Tx, Ty, 

Txy là không đổi và bằng  (i)tbh. Thực hiện phép tích phân, ta đƣợc. 

[K ]e =         ĐX 













































12_1211_1210_129_128_127_126_125_124_123_122_121_12

11_1110_119_118_117_116_115_114_113_112_111_11

10_109_108_107_106_105_104_103_102_101_10

9_98_97_96_95_94_93_92_91_9

8_87_86_85_84_83_82_81_8

7_76_75_74_73_72_71_7

6_65_64_63_62_61_6

5_54_53_52_51_5

4_43_42_41_4

2_32_31_3

2_21_2

1_

KslKslKslKslKslKslKslKslKslKslKslKsl

KslKslKslKslKslKslKslKslKslKslKsl

KslKslKslKslKslKslKslKslKslKsl

KslKslKslKslKslKslKslKslKsl

KslKslKslKslKslKslKslKsl

KslKslKslKslKslKslKsl

KslKslKslKslKslKsl

KslKslKslKslKsl

KslKslKslKsl

KslKslKsl

KslKsl

Ksl

 

Trong đó: 

Ks1_1:=
m

TxymTxmTyh

210

)1059292( 2 
 

Ks2_1:=
210

)711( 2 TyTxmha 
 

Ks2_2:=
315

)143( 22 TyTxmmha 
 

Ks3_1:=
m

TyTxmha

210

)117( 2 
 

Ks3_2:=
72

2ahTxya
  
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Ks3_3:=
m

TyTxmha

315

)314( 22 
 

Ks4_1:=
m

TyTxmh

105

)4617( 2 
 

Ks4_2:=
420

)1413( 2 TyTxmha 
 

Ks4_3:=
m

TyTxmTxymha

420

)22742( 2 
  

Ks4_4:=
m

TyTxymTxmh

210

)9210592( 2 
 

Ks5_1:=
420

)1413( 2 TyTxmha 
  

Ks5_2:=
1260

)149( 22 TyTxmmha 
  

Ks5_3:=
72

2ahTxya
  

Ks5_4:=
210

)711( 2 TyTxmha 
  

Ks5_5:=
315

)143( 22 TyTxmmha 
 

Ks6_1:=
m

TyTxmTxymha

420

)22742( 2 
  

Ks6_2:=
72

2ahTxya
 

Ks6_3:=
m

TyTxmha

315

)37( 22 
 

Ks6_4:=
m

TyTxmha

210

)117( 2 
  

Ks6_5:=
72

2ahTxya
  

Ks6_6:=
m

TyTxmha

315

)314( 22 
 

Ks7_1:=
m

TxymTyTxmh

210

)1053434( 2 
  
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Ks7_2:=
420

)74213( 2 TyTxymTxmha 
  

 

Ks7_3:=
m

TyTxmTxymha

420

)13742( 2 
 

Ks7_4:=
m

TyTxmh

105

)177( 2 
  

Ks7_5:=
m

TyTxmTxymha

420

)22742( 2 
  

Ks7_6:=
m

TyTxmha

420

)1314( 2 
 

Ks7_7:=
m

TxymTxmTyh

210

)1059292( 2 
 

Ks8_1:=
m

TyTxymTxmha

420

)74213( 2 
 

Ks8_2:=
1260

)2179( 22 TxymTyTxmmha 
 

Ks8_3:=
72

2mhTxya
  

Ks8_5:=
315

)73( 22 TyTxmmha 
  

Ks8_6:=
72

2mhTxya
 

Ks8_7:=
315

)1411( 2 TyTxmha 
  

Ks8_8:=
315

)143( 22 TyTxmmha 
 

Ks9_1:=
m

TyTxmTxymha

420

)13742( 2 
  

Ks9_2:=
72

2mhTxya
  

Ks9_3:=
m

TxymTyTxmha

1260

)2197( 22 
  

Ks9_4:=
m

TyTxmha

420

)1314( 2 
  



49 

Ks9_5:=
72

2mhTxya
 

Ks9_6:=
1260

)914( 22 TyTxmha 
  

Ks9_7:=
m

TyTxmha

210

)117( 2 
 

Ks9_8:=
72

2mhTxya
  

Ks9_9:=
m

TyTxmha

315

)314( 22 
 

Ks10_1:=
m

TyTxmh

105

)1746( 2 
  

Ks10_2:=
420

)42722( 2 TxymTyTxmha 
  

Ks10_3:=
m

TyTxmha

420

)1314( 2 
 

Ks10_4:=
m

TxymTyTxmh

210

)1053434( 2 
  

Ks10_5:=
420

)42713( 2 TxymTyTxmha 
 

Ks10_6:=
m

TyTxmTxymha

420

)13742( 2 
 

Ks10_7:=
m

TyTxmh

105

)4617( 2 
 

Ks10_8:=
420

)1413( 2 TyTxmha 
  

Ks10_9:=
m

TyTxmTxymha

420

)22742( 2 
 

Ks10_10:=
m

TyTxymTxmh

210

)9210592( 2 
 

Ks11_1:=
420

)42722( 2 TxymTyTxmha 
  

Ks11_2:=
315

)73( 22 TyTxmha 
  
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Ks11_3:=
72

2mhTxya
 

Ks11_4:=
420

)42713( 2 TxymTyTxmha 
  

Ks11_5:=
1260

)2179( 22 TxymTyTxmmha 
  

Ks11_6:=
72

2mhTxya
 

Ks11_7:=
420

)1413( 2 TyTxmha 
 

Ks11_8:=
1260

)149( 22 TyTxmmha 
  

Ks11_9:=
72

2mhTxya
 

Ks11_10:=
210

)711( 2 TyTxmha 
 

Ks11_11:=
315

)143( 22 TyTxmmha 
 

Ks12_1:=
m

TyTxmha

420

)1314( 2 
  

Ks12_2:=
72

2mhTxya
 

Ks12_3:=
m

TyTxmha

1260

)914( 22 
 

Ks12_4:=
m

TyTxmTxymha

420

)13742( 2 
  

Ks12_5:=-
72

2mhTxya
 

Ks12_7:=- 
m

TxymTyTxmha

1260

2197( 22 
 

Ks12_7:=
m

TyTxmTxymha

420

22742( 2 
 

Ks12_8:=
72

2mhTxya
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Ks12_9:=
m

TyTxmha

315

37( 22 
 

Ks12_10:=
m

TyTxmha

210

)117( 2 
 

Ks12_11:=-
72

2mhTxya
 

Ks12_:=
m

TyTxmha

315

)314( 22 
 

3.1.2.2. Thiết lập ma trận độ cứng cho cả hệ kết cấu. 

Sau khi đã có các ma trận độ cứng [K 0 ] 'e  này ma trận hình học [K  ] e của các 

phần tử trong hệ toạ độ địa phƣơng, chuyển các ma trận sang hệ toạ độ tổng 

thể. 

[K
0
]=[T] T [K 0 ] e [T] 

[K  ] g [T] T [K  ] e [T] 

Trong đó: 

[T] là ma trận biến đổi tọa độ từ hệ trục địa phƣơng phần tử với hệ trục tổng 

thể. Ma trận [T] có tính chất trực giao nên [T] T  = [T] 1 . 

Khi đó ma trận độ cứng ban đầu, ma trận độ cứng hình học và ma trận độ 

cứng tiếp tuyến của cả hệ kết cấu đƣợc ghép từ các phần tử nhƣ sau: 

              [ ][][][] 0

1

0 HKHK g

ne

n

T

s 


                                                     (3-19) 

           ][][][][
1

HKHK g

ne

n

T

s  


                                                    (3-20) 

> Giải bài toán ổn định của bản đàn hồi theo phƣơng pháp trị riêng. 

Trong bài toán này, ma trận độ cứng hình học sẽ là trị riêng của bài toán biến 

dạng uốn: 

            0}{][]([ 0  u

ss KK                                                      (3.21) 

Trong đó   là hệ số tăng ứng suất trong mặt phẳng cần thiết để đạt tới trạng 

thái tới hạn hay còn gọi là thông số ổn định của kết cấu. 

Khi đó nếu tiếp tục tăng tải trọng, hiện tƣợng vồng và biến dạng ngang xuất 
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hiện mặc dù không có tải trọng ngang. 

           [ }{][}{]0 XKXK ss                                                       (3-22) 

Đây chính là bài toán trị riêng tổng quát. Để giải phƣơng trình này ta đƣa về 

dạng phƣơng trình trị riêng chính tắc. 

            [A]{X}=- }{X                                                                 (3.23) 

trong đó: 

              ss KKA ][][][ 1

0 
                                                          (3-24) 




1
  

Với ma trận A cấp nxn, các trị riêng và vec tơ riêng tƣơng ứng thỏa mãn hệ 

thuần nhất. 

              {[ 0}]}{[]  XIA                                                             (3.25) 

Khi đó các trị riêng   là nghiệm của đa thức đặc trƣng. 

                   Det{[A]+ 0]}[ I                                                                (3.26) 

3.1.3.1. Phương pháp Faddeev-Leverrier lập đa thức đặc trưng. 

Phƣơng pháp này giải trực tiếp phƣơng trình đặc trƣng, đây chính là đa thức 

bậc n. Nếu ma trận A đối xứng thì phƣơng trình này luôn có n nghiệm thực và 

ta luôn tìm đƣợc n véc tơ riêng là cơ sở của không gian E. Có thể sử dụng 

phƣơng pháp bình phƣơng nghiệm khi A là ma trận đối xứng, hay các phƣơng 

pháp gần đúng để tìm nghiệm của đa thức đặc trƣng. 

Khai triển định thức trên ta thu đƣợc đa thức cấp n: 

nn

nnn

n ppppP  

  1

2

2

1

1 ...)(  

Để xây dựng thuật toán tính các tham số nppp ,...,, 21  ta xét ma trận A đối xứng 

hoặc không đối xứng: 























nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

A

,2,1,

,22,21,2

,12,11,1

...

..............

...

...

 

Gọi Vet(A) là một số đƣợc định nghĩa nhƣ sau: 

Vet(A) = nnaaa ,1,21,1 ...  
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Khi đó các tham số nppp ,...,, 21  đƣợc xác định nhƣ sau: 

1P  = Vet )1(B trong đó 1B A 

2P  = l/2Vet( nB ) trong đó 2B  = A( IpB 11  ) 

3P  = l/2Vet( 3B ) trong đó 3B = A( IpB 22  ) 

....... 

nP = l/2Vet( nB )trong đó nB  = )( 11 IpBA n   

Vì Ipn = nB  nên trƣờng hợp ,0#np , ta có : 

I= 1AA = (l/ np )Bn = )(/1 11 IpBAp nnn    

Suy ra : 1A = (1 / np )( )11 IpB nn    

3.1.3.2. Phương pháp lặp Power tìm trị riêng lớn nhất và nhỏ nhất. 

Phƣơng pháp này rất hiệu quả khi giải bài toán ổn định, vì trong bài toán này 

thì trị riêng nhỏ nhất (> 0) ứng với dạng mất ổn định đầu tiên của bản. Phƣơng 

pháp có thể áp dụng cho cả ma trận đối xứng và không đối xứng cấp n. 

Với véc tơ ban đầu {X }0  khác rỗng, đặt: 

1Y  = A 0X = 1)1(

1 X  

Trong đó )1(

1B   là tọa độ có trị tuyệt đối lớn nhất của véc tơ  1Y =A 0X  , và  

1X nhận đƣợc từ 1Y  bằng cách đƣa tọa độ có trị tuyệt đối lớn nhất )1(

1B  làm 

thừa số chung của 1kY  

Lặp lại bƣớc thứ k ta có: 

1)1(

1

1   kkk XAXY   

Trong đó )1(

1

k
  là tọa độ có trị tuyệt đối lớn nhất của véc tơ Y 1k  , và 1kX  

nhận đƣợc từ 1kY  bằng cách đƣa tọa độ có trị tuyệt đối lớn nhất )1(

1

k
  làm 

thừa số chung của 1kY . 

Ngƣời ta chứng minh đƣợc )1(

1

k
  hội tụ về trị riêng có trị tuyệt đối lớn nhất 1  

và kX  sẽ hội tụ về véc tơ riêng 1e  tƣơng ứng. 

Phép lặp dừng lại nếu kk

1

)1(

1  
 <  chọn trƣớc nhỏ tùy ý. 

3.1.3.3. Phương pháp lặp Jacobi tìm các trị riêng. 

Ƣu điểm của phƣơng pháp này là tính đơn giản và ổn định. Sử dụng phƣơng 
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pháp này có thể xác định đƣợc các giá trị riêng âm, dƣơng và cả bằng không. 

Nếu A là ma trận vuông đối xứng cấp n, T là ma trận trực giao thì phép biến 

đổi trực giao: D = ATT T  không làm thay đổi trị riêng của A. 

Giả sử A là các trị riêng n ,...,, 21  và nqqq ,...,, 21  , qn là các véc tơ riêng tƣơng 

ứng. Gọi: 

                              





















n

A







.........

2

1

 

Và  Q=[ nqqq ,...,, 21 ]=





















nnnn

n

n

qqq

qqq

qqq

,2,1,

,22,21,2

,12,11,1

...

.........

...

...

là ma trận của hệ [ nqqq ,...,, 21 trên cơ sở hệ 

chuẩn trực. Khi đó ta có: 

AQ = QA. Xét biểu thức D TT Q = TT A T TT Q 

Chứng tỏ rằng các véc tơ riêng tƣơng ứng của D là Q* = TT  Q. 

Phép biến đổi D = TT  A T là phép quay trong nR . nếu liên tiếp thực hiện phép 

quay đến khi nhận đƣợc ma trận đƣờng chéo A 2112 TATTT TT ... mT  thì các trị riêng 

của A chính là các phần tử tƣơng ứng trên đƣờng chéo của ma trận kết quả A. 

Phép quay trong quá trình tính toán đƣợc xem nhƣ một phép khử. Do các tính 

toán là gần đúng nên kết quả cuối cùng thu đƣợc chỉ là ma trận gần đƣờng 

chéo, tức là các phần tử ngoài đƣờng chéo của ma trận kết quả gần bằng 0. 

Dùng chƣơng trình viết bằng ngôn ngữ Maple để thiết lập đƣợc các hệ thức 

trên và ngôn ngữ lập trình Delphi [3] tìm đƣợc giá trị max  của phƣơng trình 

(3.26), từ đó xác định đƣợc mim  và tải trọng tới hạn. 

 

3.2. Cách dùng nghiệm của bài toán đàn hồi để giải bài toán ổn định của 

bản ngoài giới hạn đàn hồi. 

Timoshenko [1] đã giải gần đúng bài toán ổn định thanh ngoài giới hạn đàn 

hồi theo quan điểm của Euler dựa theo sự điều chỉnh các hằng số đàn hồi phù 

hợp với khi xuất hiện biến dạng dẻo. Timoshenko cũng đã gợi ý giải cho bài 
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toán tấm bằng cách tƣơng tự bài toán đàn hồi theo giải tích (nhƣ đƣợc trình 

bày trong mục 2.4). 

Ở đây dùng phƣơng pháp Phần tử hữu hạn nhƣ đƣợc trình bày ở trên để giải trọn 

vẹn bài toán này, chỉ việc điều chỉnh các hằng số đàn hồi ),( vEt  phù hợp với khi 

xuất hiện biến dạng dẻo, nhằm phục vụ tính toán thiết kế trong thực tế. 
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3.3. Thuật toán chƣơng trình. 

 
Bắt đầu 

Nhập số liệu sơ đồ, điều kiện biên, 

tải trọng 

Tính ma trận độ cứng phần tử 
 
  













e

ep

e
K

K
K

0

0
0

0
][  

Tổ hợp ma trận độ cứng kết cấu 

sK ][ 0  

Thành lập véc tơ tải trọng 

sF][  

Xác định điều kiện biên khử dạng suy biến của 

sK ][ 0  

Giải hệ phƣơng trình 

sK ][ 0 sU ][ 0 sF][  

Tính toán ứng suất trong phần tử 
     

ee
UBD 000   

Tính ma trận độ cứng hình học 

 
  








e

ue
K

K



0

00
 

Thiết lập giải phƣơng trình trị riêng 
    0

sso KK   

Kết thúc 
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3.4. Một số ví dụ tính toán. 

3.4.1. Bản chữ nhật tựa đơn bị nén đều theo một phƣơng (hình 3.2). 

 

Hình 3.2 

Bảng 3.1 

a 

(m) 

b 

(m) 

h 

(m) 

i= 

b/h 
 

E 

(MN/ )2m  

Et 

(MN/ )2m  

thp (MN/ )2m  

pp giải 

tích theo 

tE  

pp PTHH 

theo tE  

2.40 2.40 0.04 60 0.5 2.0E+05 1.80E+05 219.10 210.55 

6.00 3.00 0.04 75 0.5 2.0E+05 1.80E+05 220.04 212.50 

 

3.4.2. Bản chữ nhật tựa đơn bị nén đều theo 2 phƣơng (hình 3.3). 

Giả sử p = q, ta có: 

 

Hình 3.3 
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a 

(m) 

b 

(m) 

h 

(m) 

i= 

b/h 
 

E 

(MN/ )2m  

Et 

(MN/ )2m  

thp ( MN/ )2m  

PP giải 

tích theo 

Et 

pp 

PTHH 

theo Et 

1.76 1.76 0.04 44 0.5 2.0E+05 1.80E+05 101.86 100.12 

5.60 2.80 0.04 70 0.5 2.0E+05 1.87E+05 104.52 100.50 

 

3.4.3. Bản chữ nhật hai cạnh tựa đơn bị nén vuông góc, hai cạnh kia có 

điều kiện biên bất kỳ. 

1) Cạnh y = 0 liên kết khớp, y - b tự do (hình 3.4). 

 

Hình 3.4 

Bảng 3.3 

a 

(m) 
b(m) 

h 

(m) 

1= 

b/h 
 

E 

(MN/ )2m  

Et 

(MN/ )2m  

thp ( MN/ )2m  

pp giải 

tích theo 

Et 

pp 

PTHH 

theo Et 

1.44 1.44 0.04 36 0.5 2.0E+05 1.80E+05 219.10 215.19 

2.00 1.00 0.04 25 0.5 2.0E+05 1.80E+05 220.22 215.40 
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2)  Cạnh y = 0 ngàm, y = b tự do (hình 3.5). 

 

Hình 3.5 

Bảng 3.4 

a 

(m) 

b 

(m) 

h 

(m) 

i= 

b/h 
 

E 

(MN/ )2m  

Et 

(MN/ )2m  

thp (MN/ )2m  

pp giải 

tích theo 

Et 

pp 

PTHH 

theo Et 

1.56 1.56 0.04 39 0.5 2.0E+05 1.80E+05 220.40 216.34 

2.80 1.40 0.04 35 0.5 2.0E+05 1.80E+05 220.91 215.49 

 

3) Cạnh y = 0 và y = b đều ngàm (hình 3.6). 

 

Hình 3.6 

Bảng 3.5 

a 

(m) 

b 

(m) 

h 

(m) 

i= 

b/h 
 

E 

(MN/ )2m  

Et 

(MN/ )2m  

thp (MN/ )2m  

pp giải 

tích theo 

Et 

pp 

PTHH theo 

Et 

3.32 3.32 0.04 83 0.5 2.0E+05 1.80E+05 220.12 217.44 
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3.4.4. Bản chữ nhật bốn cạnh ngàm bị nén đều hai phƣơng (hình 3.7). 

 

Bảng 3.6 

a 

(m) 

b 

(m) 

h 

(m) 

i= 

b/h 
 

E 

(MN/ )2m  

Et 

(MN/ )2m  

thp (MN/ )2m  

pp giải 

tích theo 

Et 

pp 

PTHH 

theo Et 

3.80 3.80 0.02 95 0.5 2.0E+05 1.80E+05 116.46 109.94 

 

3.4.5. Bản chữ nhật tựa đơn dƣới tác dụng của ứng suất trƣợt (hình 3.8). 

 

 

Hình 3.8 
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Bảng 3.7 

a 

(m) 

b 

(m) 

h 

(m) 

i= 

b/h 
 

E 

(MN/ )2m  

Et 

(MN/ )2m  

thp (MN/ )2m  

pp giải 

tích theo 

Et 

pp 

PTHH 

theo Et 

4.80 4.80 0.04 120 0.5 2.0E+05 1.80E+05 128.61 121.62 

 

KẾT LUẬN CHƢƠNG III 
 

Với việc dùng phƣơng pháp phần tử hữu hạn để giải bài toán ổn định của tấm 

ngoài giới hạn đàn hồi theo cách tƣơng tự đàn hồi khi dùng mô đun tiếp tuyến 

cho phép ta giải đƣợc nhiều bài toán về ổn định của tấm ngoài giới hạn đàn 

hồi với kết quả đáng tin cậy và có thể dùng để ứng dụng trong tính toán kết 

cấu công trình (nhiều trƣờng hợp chỉ tính giá trị lực tới hạn mà không xét đến 

hạ tải). Trong chƣơng này cũng đã giải một số bài toán ví dụ số mà nếu dùng 

lời giải giải tích không thực hiện đƣợc. 
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KẾT LUẬN CHUNG 

 

Trong luận văn đã giải đƣợc một số bài toán về ổn định của bản ngoài giới 

hạn đàn hồi theo phƣơng pháp giải tích và phƣơng pháp số (phƣơng pháp 

PTHH) dựa theo cách giải nhƣ bài toán đàn hồi với sự điều chỉnh của các mô 

đun tiếp tuyến thông qua việc tính lặp. 

Nhờ có máy tính mà cách tính nêu trên không quá phức tạp mà chừng mực 

nào đó vẫn có thể ứng dụng đƣợc trong tính toán kết cấu công trình. Cách giải 

này mang tính lôgich rõ ràng về lý thuyết, mặt khác còn cho phép làm cơ sở 

dùng để đối chứng cho những nghiên cứu và tính toán phức tạp hơn. 

Trong luận văn cũng đã giải đƣợc một số bài toán tấm với biên đa dạng mà 

thông thƣờng không thể dùng đƣợc nghiệm giải tích. Tuy nhiên, đây cũng chỉ 

là những ví dụ đơn giản của bài toán dẻo (đặt tải đơn giản, biến dạng nhỏ...) - 

Song cũng là tiền đề để phục vụ cho những bƣớc nghiên cứu tiếp theo.
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