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LỜI MỞ ĐẦU 

Hiện nay việc xây dựng nhiều công trình lớn với các dạng tải trọng phức tạp 

sử dụng vật liệu nhẹ trong đó thƣờng sử dụng các thanh chịu nén có chiều dài lớn 

và dễ mất ổn dịnh ngày càng phổ biến. Vì vậy việc nghiên cứu ổn định công trình 

là quan trọng, cần thiết cho quá trình ứng dụng thực tế. 

Đối với hệ thanh làm việc trong giới hạn đàn hồi, có nhiều phƣơng pháp để xác 

định lực tới hạn mất ổn định nhƣ: phương pháp tĩnh học, phương pháp năng lượng, 

phương pháp động lực học. Đối với hệ chịu lực bảo toàn, cả ba phƣơng pháp trên đều 

cho kết quả nhƣ nhau. Nhƣng đối với các hệ chịu lực không bảo toàn thì nhất thiết phải 

áp dụng phƣơng pháp động lực học mới cho kết quả chính xác. Do cách giải của phƣơng 

pháp động lực học thƣờng phức tạp hơn, nên cho đến nay còn ít đƣợc nghiên cứu và chỉ 

dừng lại ở các kết cấu đơn giản. 

Mục đích của đề tài này là áp dụng phƣơng pháp ma trận độ cứng động lực 

(MTĐCĐL) mới đƣợc phát triển gần đây để giải bài toán ổn định của các hệ thanh phức 

tạp chịu lực không bảo toàn. Từ đó, Luận văn sẽ xây dựng các chƣơng trình tính toán ổn 

định của hệ thanh chịu lực không bảo toàn. Để kiểm nghiệm chƣơng trình, Luận văn sẽ 

so sánh kết quả tính toán trên máy tính với các kết quả của các bài toán đơn giản.  

Nội dung Luận văn đƣợc trình bày theo bố cục sau: 

- Chƣơng 1: Tổng quan. 

- Chƣơng 2: Giải bài toán ổn định thanh bằng phƣơng pháp ma trận độ cứng 

động lực. 

- Chƣơng 3: Phân tích ổn định của kết cấu hệ thanh chịu lực không bảo toàn 

bằng phƣơng pháp MTĐCĐL. 

- Kết luận chung. 

 

 

 

 



CHƢƠNG 1 

TỔNG QUAN 

1.1. Các khái niệm ổn định và mất ổn định 

Ổn định là một khái niệm có liên quan đến nhiều lĩnh vực nhƣ trong cuộc sống, 

trong kỹ thuật nói chung, trong công trình và trong toán học. Trong mỗi lĩnh vực có một 

định nghĩa tƣơng ứng phù hợp với đối tƣợng nghiên cứu. 

Trong các giáo trình về ổn định công trình, ngƣời ta chỉ đề cập đến định nghĩa ổn 

định theo quan điểm Ơle - Lagrăng vốn có từ lâu đời trƣớc định nghĩa của Liapunov, tự 

phát triển độc lập với định nghĩa ổn định chuyển động của Liapunov và cũng đủ để giải 

quyết phần lớn các bài toán ổn định trong lĩnh vực công trình. Ngƣời ta chỉ cần quan 

tâm đến định nghĩa ổn định chuyển động của Liapunov khi gặp các bài toán ổn định của 

hệ không bảo toàn, ổn định động và ổn định không đàn hồi. Theo Viện sỹ v.v. Bolotin 

[20], định nghĩa toán học của A.M. Liapunov về ổn định chuyển động đƣợc xem là tổng 

quát và bao chùm cho mọi lĩnh vực. 

1.1.1. Định nghĩa ổn định công trình 

Trong lĩnh vực công trình, ổn định là tính chất của công trình có khả năng giữ 

đƣợc vị trí ban đầu hoặc giữ đƣợc dạng cân bằng ban đầu trong trạng thái biến dạng 

tƣơng ứng với các tải trọng tác dụng. 

Vị trí của công trình hay dạng cân bằng ban đầu trong trạng thái biến dạng của 

công trình đƣợc gọi là ổn định dƣới tác dụng của tải trọng nếu nhƣ sau khi gây cho công 

trình một độ lệch rất nhỏ khỏi vị trí ban đầu hay dạng cân bằng ban đầu bằng một 

nguyên nhân bất kỳ nào đó ngoài tải trọng đã có (còn đƣợc gọi là các nhiễu) rồi bỏ 

nguyên nhân đó đi thì công trình có khuynh hƣớng quay trở về trạng thái ban đầu. 

Ngƣợc lại, vị trí của công trình hay dạng cân bằng ban đầu trong trạng thái biến 

dạng của công trình đƣợc gọi là không ổn định dƣới tác dụng của tải trọng nếu nhƣ sau 

khi gây cho công trình một độ lệch rất nhỏ khỏi vị trí ban đầu hay dạng cân bằng ban 

đầu bằng một nguyên nhân bất kỳ nào đó ngoài tải trọng đã có rồi bỏ nguyên nhân đó đi 

thì công trình sẽ không quay trở về trạng thái ban đầu. Lúc này độ lệch của công trình 



không giảm dần mà tiếp tục phát triển cho đến khi công trình có vị trí mới hay dạng cân 

bằng mới. 

Bƣớc quá độ của công trình từ trạng thái ổn định sang trạng thái không ổn định 

gọi là mất ổn định. Giới hạn đầu của bƣớc quá độ đó gọi là trạng thái giới hạn của công 

trình. Tải trọng tƣơng ứng vởi trạng thái tới hạn gọi là tải trọng tới hạn. Từ khái niệm 

về ổn định, ta cần phân biệt hai trƣờng hợp: mất ổn định về vị trí và mất ổn định về dạng 

cân bằng ở trạng thái biến dạng. 

Hiện tựợng mất ổn định về vị trí xảy ra khi toàn bộ công trình đƣợc xem là tuyệt 

đối cứng không giữ nguyên đƣợc vị trí ban đầu mà buộc phải chuyển sang vị trí khác. 

Đó là trƣờng hợp mất ổn định hay trƣợt của công trình tƣờng chắn, mố cầu, trụ cầu, tháp 

nƣớc,... Bài toán ổn định về vị trí thƣờng đơn giản, chỉ cần vận dụng các kiến thức về 

Cơ học cơ sở cũng đủ để giải. 

 

 

 

 

 

 

 

      

                       Hình 1.1.1                                                 

 Hình 1.1.2 

 

Hiện tƣợng mất ổn định về dạng cân bằng ở trạng thái biến dạng xảy ra khi 

dạng biến dạng ban đầu của vật thể biến dạng  tƣơng ứng với tải trọng còn nhỏ buộc 

phải chuyển sang dạng biến dạng mới khác trƣớc về tính chất nếu tảitrọng đạt tới 

một giá trị nào đó (đƣợc gọi là mất ổn định loại 1 — hình 1.1.1) hoặc xảy ra khi biến 

dạng của vật thê phát triển nhanh mà không xuất hiện dạng biến dạng mới khác trƣớc 



về tính chất nếu tải trọng đạt tới một giá trị nào đó (đƣợc gọi là mất ổn định loại 2 - hình 

1.1.2). Dƣới đây ta chỉ xét bài toán ổn định về dạng cân bằng ở trạng thái biến dạng. 

1.1.2. Định nghĩa ổn định chuyển động theo Liapunov 

Không mất tính tổng quát, ta xét chuyển động không nhiễu động 


x = 0 của hệ cơ 

học đƣợc mô tả bởi phƣơng trình nhiễu động dạng chuẩn 

                                        ),( txFx


                          (1.1.1) 

Chuyển động không nhiễu động 


x = 0 đƣợc gọi là Ổn định chuyển động theo 

Liapunov nếu ứng với mỗi số dƣơng £ tuỳ ý bé đều có thể tìm đƣợc một số dƣơng 

 (E,T) sao cho nếu các nhiễu động ban đầu thoả mãn điều kiện 

),()0( Tx 


 (1.1.2) 

thì 




 tTtx ;)(   (1.1.3) 

Theo định nghĩa này ta thấy, nếu chuyển động 


x = 0 là ổn định thì mọi chuyển 

động nhiễu động xuất phát từ các điểm bên trong mặt cầu bán kính  sẽ không bao giờ 

vƣợt qua giới hạn là mặt cầu bán kính  bao quanh gốc toạ độ. 

Nếu  = () thì chuyển động  


x = 0 đƣợc gọi là ổn định đều. 

Nếu ngoài hệ thức (1.1.3), chuyển động nhiễu động còn thoả mãn điều kiện 

0)(lim 


 txt  (1-1-4) 

thì chuyển động 


x = 0 đƣợc gọi là ổn định tiệm cận. Khi đó các nhiễu động không 

những phải luôn luôn nằm bên trong mặt cảu bán kính  mà còn có xu hƣớng tiến dần 

đến gốc toạ độ. 

1.2. Các khái niệm  

Lực bảo toàn và không bảo toàn 

Lực bảo toàn là lực có các tính chất sau: 



- Độ biến thiên công của lực bằng vi phân toàn phần của hàm thế năng. 

- Công sinh ra bởi lực trên các chuyển vị hữu hạn không phụ thuộc vào 

đường đi của lực mà chỉ phụ thuộc vào vị trí điểm đầu và điểm cuối. 

Các lực không có tính chất bảo toàn đƣợc gọi là các lực không bảo toàn. 

Ví dụ về lực bảo toàn là trọng lực hay các lực khác có phƣơng thẳng đứng không 

đổi, các lực này có nguồn gốc từ trọng lực (hình 1.2.1.a). 

 

 

 

 

 

 

Hình 1.2.1 

Ví dụ về lực không bảo toàn là lực đuổi luôn vuông góc với tiết diện thanh, lực 

này còn đƣợc gọi là lực tiếp tuyến vì nó luôn tiếp xúc với trục thanh (hình 1.2.1.b). Trên 

các hình 1.2.1.b - 1.2.l.d chỉ ra ba dạng chuyển vị của thanh từ vị trí thẳng đứng sang 

trạng thái lệch đƣợc đặc trƣng bằng biên độ chuyển vị ngang/và góc quay q) của tiết 

diện: 

 

 

 

 

 

                                Hình 1.2.2. 

- Hình 1.2.1.Ở thể hiện trƣờng hợp lực đuổi P quay một góc  sau đó thực hiện 

chuyển vị ngang một đoạn f. Khi đó công của lực P là âm vì hƣớng của chuyển vị ngang 

ngƣợc chiều với hƣớng của lực. Công của chuyển vị thẳng đứng bằng không vì biên độ 

chuyển vị thẳng đứng ở là vô cùng nhỏ so với biên độ chuyển vị ngang/. 



- Hình 1.2.1.c thể hiện trƣờng hợp lực đuổi p luôn có phƣơng thẳng đứng, di 

chuyển ngang sau đó quay một góc  . Khi đó công của lực P là bằng 0. 

- Hình 1.2.1.d thể hiện trƣờng hợp lực đuổi di chuyển ngang sau đó quay 

một góc 2. Khi đó công của lực P là dương vì hƣớng của chuyển vị ngang cùng chiều 

với hƣớng của lực, còn công của chuyển vị ngang bằng không. 

Tuy nhiên nếu tại điểm đặt lực đuổi có gắn liên kết không cho chuyển vị ngang 

(hình 1.2.1.e) thì thành phần ngang của lực đuổi không sinh công. 

Sự xuất hiện của ma sát nội do quan hệ phi đàn hồi hay do ma sát ngoại có 

phƣơng pháp tuyến của mặt (áp lực thuỹ tĩnh), nếu chất lỏng hay chất khí đứng yên thì 

áp lực này không còn là một hệ lực bảo toàn. 

Các ví dụ về bài toán ổn định của thanh chịu lực không bảo toàn là ổn định của 

thanh chịu nén bởi lực luôn hƣớng dọc theo trục thanh ban đầu (hình 1.2.2), ổn định của 

thanh công xôn chịu nén và xoắn mà véc tơ xoắn luôn tiếp xúc với trục thanh.Các ví dụ 

khác về bài toán ổn định của hệ không bảo toàn là ổn định của tuốc bin chịu áp lực thuỷ 

động lực học, ổn định của cácnh máy bay trong dòng khí siêu âm, ổn định của trục 

quay...liên quan đến sự phát triển gần đây của các ngành thiết kế máy, kỹ thuật hàng 

không, kỹ thuật tên lửa, kỹ thuật điều khiển tự động,... 

1.3. Các tiêu chuẩn cân bằng ổn định 

13.1. Tiêu chuẩn dưới dạng tĩnh học 

Trong tĩnh học, sự cân bằng đƣợc mô tả dƣới dạng các phƣơng trình cân bằng 

tĩnh học song các điều kiện cân bằng này chƣa nói lên đƣợc dƣới dạng cân bằng đó là ổn 

định hay không ổn định. Tiêu chuẩn dƣới dạng tĩnh học hay đƣợc sử dụng và đƣợc thể 

hiện qua ba dạng: 

13.1.1. Tiêu chuẩn Euler 

Theo tiêu chuẩn này, ta cần nghiên cứu khả năng tồn tại dạng cân bằng lân cận 

với dạng cân bằng ban đầu tƣơng ứng với một giá trị tải trọng cho trƣớc. Sự xuất hiện 

trạng thái cân bằng lân cận là dấu hiệu mất ổn định của dạng cân bằng ban đầu. Do 

trạng thái cân bằng lân cận rất gần với trạng thái cân bằng ban đầu nên bài toán xác định 



tải trọng tới hạn là bài toán tuyến tính. 

Tiêu chuẩn ơle thích hợp với các dạng mất ổn định loại 1 cho các bài toán “lý 

tưởng” nhƣ thanh thẳng chịu nén đúng tâm (hình 1.1.1). 

1.3.1.2.Tiêu chuẩn năng lượng 

Nguyên lý công khả dĩ và nguyên lý cực trị của thế năng toàn phần chỉ nói lên sự 

cân bằng của hệ mà chƣa nói lên đƣợc trạng thái cân bằng đó là ổn định hay không ổn 

định. Để khẳng định vấn đề này, ta cần vận dụng nguyên lý Lejeune - Dirichlet: “Nếu hệ 

ở trạng thái cân bằng Ổn định thì thế năng toàn phần đạt giá trị cực tiểu so với tất cả các 

vị trí của hệ ở lân cận vị trí ban đầu với những chuyển vị vô cùng bé. Nếu hệ ở trạng 

thái cân bằng không Ổn đinh thì thế năng toàn phần đạt giá trị cực đại. Nếu hệ ở trạng 

thái cân bằng phiếm định thì thế năng toàn phần không đổi”. 

Thế năng toàn phần U
*
của hệ ở trạng thái biến dạng gồm thế năng biến dạng (là 

thế năng của các nội lực) U và thế năng của các ngoại lực Up trong đó thế năng của các 

ngoại lực đƣợc đo bằng công của các ngoại lực T nhƣng trái dấu. Do đó, ta nhận đƣợc  

U
*
=U + UP= U-T (1.3.1) 

Độ biến thiên U* của thế năng toàn phần của hệ khi chuyển từ trạng thái đang 

xét sang trạng thái lân cận sẽ là 

U
*
=U

*
 + 

2

1


2
U

*
  (1.3.2) 

Tại trạng thái cân bằng U* =0, theo nguyên lý Lejeune - Dirichlet: 

- Nếu 2
U

*
 > 0 thì hệ ở trạng thái cân bằng ổn định. 

- Nếu 2
U

*
 = 0 thì hệ ở trạng thái cân bằng không  ổn định 

- Nếu 2
U

*
   0 thì hệ ở trạng thái cân bằng phiếm định 

Ta có thể mở rộng tiêu chuẩn này cho các bài toán động lực học bằng cách đƣa 

vào khảo sát sự thay đổi của cả thế năng biến dạng và động năng của hệ tại các điểm cân 

bằng kề cận. 

Tiêu chuẩn năng lƣợng thích hợp cho các hệ đàn hồi chịu lực tác dụng có tính bảo 

toàn. Khi chỉ cần xác định sơ bộ giá trị lực tới hạn của hệ bảo toàn thì phù hợp hơn cả là 



vận dụng tiêu chuẩn năng lƣợng. 

1.3.1.3.Tiêu chuẩn sai lệch ban đầu 

Khi xác định tải trọng tới hạn tƣơng ứng với điểm phân nhánh các trạng thái cân 

bằng (mất ổn định loại 1), ta chỉ xét các hệ “lý tưởng” nhƣ giả thiết trục thanh chịu nén 

là thẳng, tải trọng đặt tại trọng tâm tiết diện, vật liệu là đổng nhất,... Trong các công 

trình thực, các điều kiện lý tƣởng này rất khó xảy ra. Lúc này ta có thể xác định các đặc 

trƣng ổn định của hệ “lý tưởng” bằng cách nghiên cứu các đối xử của hệ có sai lệch ban 

đầu và cho các tham số đặc trƣng cho sự sai lệch này tiến đến không. Khi đó, ảnh hƣởng 

của sự sai lệch ban đầu tăng rất nhanh khi tải trọng gần tới giá trị tới hạn của hệ “lý 

tưởng”. 

Theo tiêu chuẩn sai lệch ban đầu, ta cần xác định tải trọng tới hạn tƣơng ứng với 

tham số biến dạng (độ võng, mômen uốn,...) tăng nhanh mà không xuất hiện dạng biến 

dạng mới khác trƣớc về tính chất (mất ổn định loại 2). 

Ví dụ đối với thanh 

chịu nén lệch tâm nhƣ trên 

hình 1.3.1 .a, ta có 

(1.3.4) 

thoả mãn điều kiện liên kết tại hai đầu thanh. Độ võng tại x = L/4  sẽ tăng lên vô hạn 

khi L = 2  (hình 1.3. l.b), từ đó ta nhận đƣợc tải trọng tới hạn 
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Hình 1.3.1 

Do việc tính toán ổn định theo tiêu chuẩn sai lệch ban đầu là lập ra một tập hợp 

các trạng thái căn bằng tương ứng với các mức tải trọng tới hạn khác nhau mà chưa xét 

đến tính ổn định của các trạng thái cân bằng này nên ta xét chuyển vị lân cận 

y(x)+y(x) với y(x) xác định theo (1.3.5). Với một giá trị tải trọng cho trƣớc, nếu tồn tại 

một nghiệm y(x)≠0  thì dạng cân bằng y(x) là không ổn định, nếu chỉ có nghiệm y(x)= 

0 thì dạng cân bằng y(x) là ổn định. Thay vào (1.3.4), ta nhận đƣợc phƣơng trình đối với 

gia số chuyển vị : 
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
;02

2

2

                                                            (1.3.7)                                              

Khi L=, ta có y = Csin( x/L), nên ta nhận đƣợc tải trọng tới hạn chỉ bằng 1/ 

4 của tải trọng giới hạn tính theo (1.3.6) (hình l.3.1.c), trùng với giá trị tải trọng tới hạn 

của hệ “lý tưởng” và không phụ thuộc vào giá trị của các sai lệch ban đầu 
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               (1.3.8) 

Như vậy, trong cách lập bài toán tuyến tính, việc xác định tải trọng tới hạn theo 

tiêu chuẩn sai lệch ban đầu một cách hình thức và bỏ qua việc xét đến ổn định của hệ 

(theo đúng nghĩa của nó) có thể dẫn đến việc xác định tải trọng tới hạn không chính 

xác, lớn hơn giá trị tải trọng tới hạn thực tế. 

Tiêu chuẩn này sẽ cho kết quả tin cậy nếu ta xét đến đồng thời cả tính chất phi 

tuyến thực sự và mức độ sai lệch ban đầu của hệ (hình 1-3.1 -d) 

1.3.2. Tiêu chuẩn dưới dạng động lực học 

Tiêu chuẩn ổn định dạng cân bằng của các hệ biến dạng dƣới dạng động lực học 

gắn liền với định nghĩa ổn định chuyển động của Liapunov cho các bài toán ổn định 

dạng cân bằng ở trạng thái biến dạng. 

Tiêu chuẩn cân bằng ổn định dƣới dạng động lực học đƣợc xây dựng trên cơ sở 

nghiên cứu khuynh hƣớng chuyển động của hệ sau khi bị lệch ra khỏi dạng ban đầu 

bằng một nhiễu loạn nào đó rồi bỏ nhiễu loạn đó đi. Nếu sau khi nhiễu loạn mất đi, hệ 



dao động tắt dần hay trở về trạng thái ban đầu mà không dao động thì sự cân bằng là ổn 

định, ngƣợc lại là không ổn định. 

Theo tiêu chuẩn này, ta cần khảo sát chuyển động bé của hệ ở lân cận vị trí cân 

bằng: 

- Nếu chuyển động tắt dần hay điều hoà (khi không kể đến lực cản) thì cân 

bằng là ổn định. 

- Nếu chuyển động không tuần hoàn (xa dần trạng thái ban đầu), dẫn đến sự 

tăng dần của biên độ chuyển động thì cân bằng là không ổn định. 

Tuy phức tạp nhƣng tiêu chuẩn ổn định dƣới dạng động lực học đƣợc xem là đầy 

đủ và tổng quát, giải quyết đƣợc các bài toán ổn định mà các tiêu chuẩn dƣới dạng tĩnh 

học không thể giải quyết đƣợc. 

Để minh hoạ, ta xét bài toán ổn định của thanh công xôn không có khối lƣợng 

chịu lực đuổi (hình 1.3.2). Giả thiết chuyển vị là bé, ta nhận đƣợc 

  PPPP
dx

dy
y yx

Lx

Lx 


 ;;'

  (1.3.9) 

a) Theo tiêu chuẩn tĩnh học, ta có đƣợc phƣơng trình đƣờng đàn hồi của thanh ở 

trạng thái biến dạng nhƣ sau 

    )()(
2

2

xLPyfP
dx

yd
EI     (1.3.10) 

             Phƣơng trình này có nghiệm tổng quát là 

    )(cossin)( 21 xLfxCxCxy    (1.3.11) 

            trong đó: 

     
EI

P       (1.3.12) 

Các hằng số C1,C2, f và  đƣợc xác định từ các điều kiện biên 

y(0)=0; y'(0)=0; y(L) = f; y'(L)=     (1.3.13) 

Thay (1.3.12) vào (1.3.12) ta nhận đƣợc phƣơng trình 

C2+f-L=0 

C1+=0 



C1sinL+C2cosL=0 

C1cosL-C2sinL=0    (1.3.14) 

Vì định thức của hệ (1.3.14) 
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Nên suy ra C1=C2=f==0, nghĩa là trong trƣờng hợp này, không tồn tại dạng cân 

bằng cong khác với dạng cân bằng thẳng ban đầu của thanh 

Điều này, theo tiêu chuẩn tĩnh, cho phép kết luận rằng thanh chịu nén bởi lực đuổi 

sẽ "không bị mất ổn định" với bất kỳ giá trị nào của lực P? 

b) Theo tiêu chuẩn động lực học, ta xét chuyển động của hệ sau khi bị lệch ra 

khỏi dạng cân bằng thẳng ban đầu bởi một nhiễu loạn nào đó. Giả thiết khối lƣợng phân 

bố của thanh là nhỏ bỏ qua so với khối lƣợng tập trung M tại đầu nút, ta nhận đƣợc 

phƣơng trình dao động của thanh có dạng 

)()()(
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2

2

2

xL
dt

fd
MxLPyfP

dx

yd
EI       (1.3.15) 

Bằng cách đặt  :  
titi

eteFtfexytxy ti 

  )(;.)(;).(),(     

  (1.3.16) 

Với  là hằng số chƣa biết, ta đƣa phƣơng trình (1.3.15) về dạng 

)().(
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


      (1.3.17) 

Phƣơng trình này có nghiệm tổng quát là 

Y(x) = C1sinx+C2cosx+F-.(L-x)+ )(
2

xL
EI

FM



   (1.3.18) 

với các điều kịên biên 

y(0)=0; y'(0)=0; y(L) = F; y'(L)=      (1.3.19) 

Thay (1.3.18) vào (1.3.19), ta nhận đƣợc phƣơng trình tần số : 
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Ký hiệu 

Losc
L

LML

P








sin

1
0        (1.3.20) 

- Khi tăng giá trị tải trọng P từ không, tần số dao động riêng  là số thực   = 

±0 .Chuyển động của hệ tại lân cận vị trí cân bằng là chuyển động điều hoà với tần số 

0, dạng cân bằng thẳng ban đầu là ổn định. 

- Khi tăng giá trị tải trọng P tới giá trị mà 

tgL = L (1.3.21) 

thì tần số Q trở thành lớn vô cùng. Nghiệm bé nhất của phƣơng trình (13.21) là 

L = 4,493 tƣơng ứng với giá trị tải trọng là 

2

19,20

L

EI
Pth      (1.3.22) 

 

-  Nếu tiếp tục tăng tải, tần số dao động trở thành một cặp số phức thuần ảo 

   = ±i0. Tƣơng ứng với nghiệm phức thuần ảo âm, chuyển động của hệ tại lân 

cận vị trí cân bằng có biên độ tăng theo thời gian e ti  = e
0t

, do đó dạng cân bằng thẳng 

ban đầu là không ổn định. 

Nhƣ vậy, theo tiêu chuẩn động lực học, thanh công xôn chịu nén bởi lực đuổi sẽ 

bị mất ổn định khi giá trị lực tới hạn xác định theo (1.3.22). Giá trị tải trọng tới hạn này 

bằng 8,18 lần giá trị tải trọng tới hạn của thanh công xôn chịu nén bởi lực thẳng đứng là 

lực bảo toàn (hình 1.2.1.a) 
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1.3.3.Phạm vi sử dụng các tiêu chuẩn ổn định 

Trên cơ sở các tiêu chuẩn về sự cân bằng ổn định đã trình bày, ta có thể vận dụng 

nhiều phƣơng pháp khác nhau để giải bài toấn ổn định. Việc lựa chọn phƣơng pháp khi 

giải một bài toán cụ thể không chỉ phụ thuộc vào dạng bài toán mà còn phụ thuộc mục 

đích giải bài toán và công cụ tính toán. 

a) Đối với các bài toán ổn định cân bằng của hệ đàn hồi chịu lực bảo toàn thƣờng 

gặp trong các công trình xây dựng, theo Viện sỹ v.v. Bolotin [20, 21], thì về nguyên tắc 

các tiêu chuẩn trên đều dẫn đến cùng một kết quả. Khi đó, việc mất ổn định của hệ chỉ 

xảy ra dƣới dạng tĩnh mà không xảy ra hiện tƣợng dao động quanh vi trí cân bằng, do 

đó, ta chỉ cần sử dung các tiêu chuẩn tĩnh học (đặc biệt hay sử dụng tiêu chuẩn 

ơle) để xác định dạng cân bằng ổn định và tải trọng tới hạn. 

b) Đối với các bài toán ổn định cân bằng của hệ đàn hồi chịu lực không bảo toàn 

thì nhất định phải sử dụng các tiêu chuẩn động lực học. Khi đó, việc mất ổn định của hệ 

có thể xảy ra dƣới dạng tĩnh và cũng có thể xảy ra hiện tƣợng dao động quanh vị trí cân 

bằng. Việc phân tích dạng mất ổn định đối với mỗi bài toán là khá phức tạp. Sự có mặt 

của điểm phân nhánh theo tiêu chuẩn tĩnh ơle không phải là điều kiện cần và cũng 

không phải là điều kiện đủ thay thế cho điều kiện Ổn định [20]: 

- Bôlôtin đã dẫn ra ví dụ cho thấy, dạng cân bằng ban đầu ổn định không chỉ ở 

các điểm phân nhánh mà cả ở các điểm đƣợc gọi là điểm giới hạn. Mặt khác, Ixlinxki 

cũng chỉ ra trƣờng hợp cho thấy, sự có mặt của điểm phân nhánh không dẫn đến sự mất 

ổn định của dạng cân bằng ban đầu. 

- Sử dụng tiêu chuẩn tĩnh ơle, ta chỉ xét đƣợc tập hợp các dạng cân bằng lân cận 

với dạng cân bằng ban đầu mà bỏ qua phân tích các dạng chuyển động khác có thể xảy 

ra. Nếu hệ chuyển từ dạng cân bằng ban đầu sang dạng chuyển động có biên độ tăng 

theo thời gian thì hệ không ổn định theo tiêu chuẩn động lực học. 



- Mặt khác, bằng tiêu chuẩn ơle, ngƣời ta cũng khảo sát đƣợc một số bài toán ổn 

định của hệ đàn hồi chịu lực không bảo toàn nhƣ: bài toán ổn định của vành tròn chịu 

nén bởi lực ngoài phân bố đều và có phƣơng pháp tuyến với mặt ngoài của vành; bài 

toán ổn định của cột vòm chịu tác dụng của lực đuổi phân bố đều dọc trục [20, 21]. 

Nói chung, miền áp dụng tiêu chuẩn tĩnh ơle không trùng với miền phân chia hệ 

chịu lực bảo toàn hay không bảo toàn. Hơn nữa, đối với các hệ không bảo toàn, miền ổn 

định lập ra bởi hệ có cản nhỏ dần đến không cũng không trùng với miền ổn định của hệ 

không có cản. 

1.4.Phƣơng pháp ma trận độ cứng động lực 

1.4.1. Khái niệm ma trận độ cứng động lực 

Theo phƣơng pháp phần tử hữu hạn (PTHH), các ma trận khối lƣợng Me , ma trận 

độ cứng Ke và véc tơ tải trọng mặt quy về nút Ps của phần tử trong hệ toạ độ địa phƣơng 

xác định theo các hệ thức sau: 
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Trong đó Be là ma trận quan hệ giữa các thành phần biến dạng và chuyển vị nút; 

De là ma trận các hằng số đàn hồi; fs là tải trọng bề mặt; Ne là hàm dạng của phần tử hữu 

hạn. 

Ký hiệu: 

- Te là ma trận chuyển đổi các chuyển vị nút từ hệ tọa độ địa phƣơng oxyz gắn 

liền với phần tử e sang hệ tọa độ tổng thể OXYZ. Ma trận Te xác định thông qua côsin 

chỉ phƣơng của các trục tọa độ địa phƣơng gắn liền với phần tử e trong hệ tọa độ tổng 

thể. 

- Ue là véc tơ chuyển vị nút (toạ độ suy rộng) trong hệ toạ độ địa phƣơng, u là véc 

tơ chuyển vị nút trong hệ toạ độ tổng thể 
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eee TUUhayUTU         (1.4.2) 

- M là ma trận khối lƣợng, K là ma trận độ cứng, C là ma trận cản và P là véc tơ 

tải trọng mặt quy về nút của cả kết cấu trong hệ toạ độ tổng thể 
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Khi đó, phƣơng trình cơ bản của phƣơng pháp phần tử hữu hạn cho toàn bộ kết 

cấu trong hệ toạ độ tổng thể có dạng 

MU(t)+CU(t)+KU(t)=P(t)      (1.4.4) 

Đối với bài toán tĩnh, phƣơng trình (1.4.4) là hệ phƣơng trình đại số tuyến tính 

KU = P         (1.4.5) 

Trong miền tần số, phƣởng trình (1.4.4) có dạng 

  )()(2  FUKCiM        (1.4.6) 

Tong đó  là tần số (rad/giâỵ), U(),F() là biên độ phức của véc tơ chuyển vị 

nút và tải trọng ngoài. Rõ ràng là trong miền tần số phƣơng trình chuyển động đã trở 

thành phƣơng trình đại số tuyến tính. Nếu ký hiệu ma trận 

K() = -
2
M + iC + K       (1.4.7) 

thì phƣơng trình chuyển động có dạng rất đơn giản 

K()U() = F()        (1.4.8) 

Phƣơng trình này hoàn toàn đổng dạng với phƣơng trình tĩnh học của hệ tuyến 

tính (1.4.5). Chính vì vậy ma trận k() xác định theo (1.4.7) đƣợc gọi là ma trận độ 

cứng suy rộng hay ma trận độ cứng động lực (MTĐCĐL) của kết cấu. Hiển nhiên là nó 

trùng với ma trận độ cứng thông thƣờng hay còn gọi là ma trận độ cứng tĩnh khi tần số 

bằng không, tức là không có chuyển động. Ngoài ra nếu biết MTĐCĐL K() của hệ thì 

các bài toán phân tích kết cấu nhƣ bài toán dao động riêng, dao động cƣỡng bức hay bài 

toán tĩnh đều giải đƣợc một cách đơn giản bằng các phép tính của đại số tuyến tính. 

Đối với hệ hữu hạn bậc tự do thì MTĐCĐL hoàn toàn xác định nếu biết các ma 

trận khối lƣợng, hệ số cản và độ cứng. Nhƣng việc tìm MTĐCĐL cho kết cấu hay một 

hệ liên tục không đơn giản nếu không sử dụng phƣơng pháp PTHH. Nội dung chính của 

phƣơng pháp MTĐCĐL là tìm cách mô hình hoá kết cấu hay một hệ liên tuc bằng hê 

phƣơng trình đại số (1.4.8). 

 



1.4.2.Phương pháp ma trận độ cứng động lực cho kết cấu 

Trong các bƣớc thực hiện của phƣơng pháp PTHH, sai số chỉ có thể ở bƣớc biểu 

diễn trƣờng chuyển vị của phần tử qua các chuyển vị nút. Nhƣ vậy, độ chính xác của 

phƣơng pháp PTHH cũng nằm trciìg vấn đề của bƣớc này và khả năng phát triển của 

phƣơng pháp cũng là ở đây. 

Khi ứng dụng phƣơng pháp PTHH vào các bài toán động lực học, chỉ có một chỗ 

duy nhất mà ta phải xấp xỉ trƣờng chuyển vị trong phần tử bằng trƣờng chuyển vị tĩnh, 

tức là đã bỏ qua yếu tố động lực học của trƣờng chuyển vị. Nếu ta chọn các hàm dạng 

của phần tử hữu hạn là trƣờng chuyển vị động thỏa mãn phƣơng trình cân bằng động thì 

phƣơng pháp PTHH không còn là một phƣơng pháp gần đúng mà là một phƣơng pháp 

chính xác. Phƣơng pháp ma trận độ cứng động lực đã ra đời trên cơ sở ý tƣởng này. 

Để có thể chọn hàm dạng chuyển vị động một cách đơn giản, ta phải xét bài toán 

cân bằng động của phần tử hữu hạn trong miền tần số, tức là xét chuyển động với biên 

độ phức phụ thuộc vào tần số. Sau đó, việc thực hiện của phƣơng pháp MTĐCĐL về 

thủ tục không khác gì phƣơng pháp PTHH. Do đó công việc chính của phƣơng pháp 

MTĐCĐL, khác với phƣơng pháp PTHH, là việc xây dựng ma trận độ cứng động lực 

K()và véc tơ biên độ phức của lực ngoài F() cho phần tử. 

 

1.4.3.Các bài toán phân tích kết cấu bằng phương pháp MTĐCĐL 

Giả sử đã biết ma trận độ cứng động lực của kết cấu k(cò) và véc tơ biên độ phức 

của lực ngoài F(). Các bài toán cơ bản trong phân tích kết cấu sử dụng phƣơng pháp 

MTĐCĐL bao gồm: 

a) Bài toán phân tích tĩnh có dạng 

K(0)U(0)=F( 0)        (1.4.9) 

kết quả cho ta chuyển vị tĩnh của nút U
0
 

b) Bài toán dao động riêng có dạng 

k() = 0         (1.4.10) 

Trong đó các tần số riêng j đƣợc xác định từ phƣơng trình 



detK()= 0         (1.4.11) 

Đối với các bài toán có kích thƣớc nhỏ, để xác định một số tần số riêng của 

(1.4.11) có thể sử dụng các thuật toán chia đôi hay Newton - Raphson,..., tuy nhiên, đối 

với các bài toán kích thƣớc lớn, cần phải sử dụng phƣơng pháp lặp của Wittric - 

Williams dựa trên định lý Sturm đảm bảo không có tần số riêng nào bị bỏ qua trong quá 

trình tìm kiếm tần số. 

Các dạng riêng tƣơng ứng với tần số  j đƣợc tìm từ phƣơng trình (1.4.10) cùng 

với điều kiện chuẩn hoá dạng riêng. 

c)  Bài toán dao động cƣỡng bức với kích động điều hoà là bài toán tổng quát 

(1.4.8) nêu trên. Nếu kích động ngoài là ngẫu nhiên với mật độ phổ là ma trận SF (co) 

thì phổ của chuyển vị nút đƣợc xác định bằng 

SU()= H
*
()SF()H()       (1.4.13) 

Trong đó H()= K
-1

 () là ma trận chuyển. 

d) Bài toán ổn định của hệ đàn hồi nói chung và bài toán ổn định của thanh chịu 

nén bởi lực bảo toàn hay không bảo toàn theo tiêu chuẩn ổn định dƣới dạng động lực 

học nói riêng đƣa về bài toán xác định tải trọng tới hạn p sao cho 

detK(,P) = 0        (1.4.14) 

Tải trọng tới hạn P đƣợc xác định từ điều kiện tần số dao động riêng  là một số 

phức có phần ảo âm. Khi đó hệ sẽ mất ổn định do sự tăng dần biên độ chuyển động của 

các chuyển động bé của hệ ở lân cận vị trí cân bằng. 

Nhƣ vậy phƣơng pháp MTĐCĐL là phƣơng pháp chính xác nếu nhƣ ta xây dựng 

đƣợc ma trận độ cứng động lực và véc tơ tải trọng ngoài một cách chính xácẽ Một điều 

lý thú là phƣơng pháp MTĐCĐL xem kết quả tính theo phƣơng pháp PTHH nhƣ một 

trƣờng hợp riêng vì ta có thể chứng minh đƣợc rằng, khai triển của MTĐCĐL ra chuỗi 

Taylor theo tần số có dạng: 

k()= K + iC - 
2
M+o(

3
) 

Trong đó K, M, c là các ma trận của phƣơng pháp PTHH. 

 



1.4.4. Sơ đồ khối của phương pháp MTĐCĐL (sơ đồ 1.4.1) 

 

 

     

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1.4.5. Ma trận độ cứng động lực của phần tử thanh thẳng chịu uốn 

Xét phần tử thanh chịu uốn trong mặt phẳng xy có chiều dài L, mômen quán tính 

đối với trục z là /. Thanh có hai nút, mỗi nút có hai bậc tự do là các chuyển vị ngang và 

góc xoay. Ta chọn các chuyển vị ngang, góc xoay tại hai nút thanh làm các chuyển vị 

nút (hình 1.4.2) và chọn hàm dạng là nghiệm bài toán dao động uốn tự do 

                    )(
)( 2

4

4

xyA
dx

xyd
EI                          (1.4.15) 

Với các điều kiện biên 

y(0)=U1; y'(0)=U2; y(L) = U3; y'(L)=U4    (1.4.16) 

Nghiệm của bài toán biên này là 

HỆ TOẠ ĐỘ TỔNG THỂ 

MÔ TẢ NÚT 

MÔ TẢ PHN TỬ 

XÂY DỰNG MA TRẬN ĐỘ CỨNG ĐỘNG LỰC CỦA HẦN TỬ 

XÂY DỰNG VÉC TƠ TẢI TRỌNG CHO PHẦN TỬ 

XÂY DỰNG  MA TRẬN ĐỘ CỨNG ĐỘNG LỰC TỔNG THỂ 

XÂY DỰNG VÉC TƠ TẢI TRỌNG TỔNG THỂ 
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Hay là  y=N.U        (1.4.17) 

 

 

 

 

 

 

 

Hình 1.4.2 

 

Trong đó 

- =x/L là tham số chiều dài không thứ nguyên 

-  là tần số dao động (Rad/giây), =0 tƣơng ứng với bài toán tĩnh 

-  là tham số động lực học, =0 ứng với bài toán tĩnh 

4

2

EI

A
          (1.4.18) 

- Các hàm số F1 đƣợc định nghĩa là 

F1= -(sinh-sin)/ 

F2= -(coshsin-sinhcos)/ 

F3= -
2
(cosh-cos)/ 

F4= 
2
(sinhsin)/ 

F5= 
3
(sinh+sin)/ 

F6= -
3
(coshsin+sinhcos)/ 

=coshcos-1 



N=N1 N2 N3 N
4
 là các hàm dạng của phần tử thanh chịu uốn 
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 (1.4.20) 

Trong đó P>0 nếu phần thanh chịu nén, P<0 nếu chịu kéo. 

Nghiệm của bài toán biên này có dạng tƣơng ứng (1.4.17) 

Với các hàm dạng là 
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 (1.4.28) 

 

 

 

 

 

                                                   Hình 1.4.3 

Trong đó 

-  là tham số kể đến ảnh hƣởng của lực dọc 

EI

PL2

          (1.4.29) 

-  là tham số động lực học 

EI

A
xL


 2          (1.4.30) 

- , là các tham số 
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
       (1.4.31) 

- Các hàm số Fi đƣợc định nghĩa nhƣ sau: 



F1= (sin-sinh)(
2
+

2
)/ 

F2= (cossinh-sincosh)(
2
+

2
)/ 

F3= (cos-cosh)(
2
+

2
)/ 

F4= (
2
-

2
)(coscosh-1)+2sinsinh)/ 

F5= (sinh+sin +sinhcos)/ 

F6= -(coshsin+sinhcos)(
2
+

2
)/ 

=2(coscosh-1)+(
2
-

2
)sinsinh 

Ma trận độ cứng động lực của phần tử có dạng 

Ke(,P)= Ke(,P)+P.Ge(,P)-
2
(,P) 

Trong đó 

- Ma trận khối lƣợng Me, độ cứng Ke xác định theo (1.4.1) 

- Ma trận Ge là ma trận độ cứng hình học của phần tử thanh do xét đến ảnh hƣởng 

của lực dọc, xác định theo công thức 
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Khi đó ma trận độ cứng của phần tử thanh chịu uốn có kể đến ảnh hƣởng của lực 

dọc có dạng 
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Leung A.Y.T. [12] đã chứng minh rằng, ma trận khối lƣợng Me và ma trận độ 

cứng hình học Ge đƣợc xác định từ ma trận độ cứng động lực nhƣ sau 

ee KM
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P
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         (1.4.36) 

 

 

 

 



1.5. Nghiên cứu về ứng dụng phƣơng pháp MTĐGĐL vào việc tính toán ổn 

định hệ không bảo toàn trên thế giới và ở Việt nam 

1.5.1.Ổn định của hệ không bảo toàn 

Việc kiểm tra ổn định dạng cân bằng của hệ đàn hồi bằng phƣơng pháp phân tích 

chuyển động nhiễu đã đƣợc đề xuất từ lâu. Tuy vậy trong một thời gian dài, ngƣời ta 

cho rằng các kết quả nhận đƣợc bằng phƣơng pháp động lực là hoàn toàn trùng với các 

kết quả nhận đƣợc bằng các phƣơng pháp tĩnh. Tính chất không đầy đủ và không hoàn 

toàn tƣơng đƣơng của các phƣơng pháp tĩnh với các phƣơng pháp động lực học lần đầu 

tiên đƣợc tác giả B.L. Nicôlai công bố năm 1927-1928 khi nghiên cứu ổn định của 

thanh công xôn chịu nén và xoắn. Sau đó, p. Pápcôvích đã chỉ ra rằng không thể áp 

dụng đƣợc phƣơng pháp ơle đối với các bài toán chịu lực không bảo toàn. 

Tính chất quan trọng của bài toán ổn định của thanh công xôn chịu lực đuổi 

không phải là từ ý nghĩa thực tế của bài toán mà là bài toán này đã chỉ ra ranh giới áp 

dụng của các tiêu chuẩn ổn định tĩnh và động lực học. Năm 1950, Pluge đã xét bài toán 

ổn định thanh công xôn không có khối lƣợng chịu lực đuổi và đi đến kết luận sai lầm là 

thanh vẫn ổn định khi tải trọng tăng. Năm 1952, Bécơ đã giải thành công bài toán ổn 

định thanh công xôn có khối lƣợng phân bố đều chịu lực đuổi. 

Trong thời gian này, G. Zichler và v.v. Bôlôtin đã có nhiều kết quả xuất xắc về 

việc áp dụng phƣơng pháp động lực học vào nghiên cứu ổn định của đàn hồi chịu lực 

không bảo toàn. Các tác giả đi đến kết luận rằng, lý thuyết ổn định đàn hồi của ơle, 

Lagrăng dựa trên cơ sở tĩnh học có thể đáp ứng hoàn toàn đối với các hệ đàn hồi chịu 

lực bảo toàn, đối với các hệ đàn hồi chịu lực không bảo toàn thì buộc phải sử dụng các 

phƣơng pháp động lực học để xác định trạng thái cân bằng ổn định và giá trị tải trọng 

tới hạn. 

1.5.2. Phương pháp ma trận độ cứng động lực 

Những tác giả đầu tiền nghiên cứu xây dựng phƣơng pháp MTĐCĐL phải kể đến: 

W.H. Wittrick và F.w. Williams [14] đã xây dựng thuật toán chung cho việc tính toán 

tần số dao động riêng theo phƣơng pháp MTĐCĐL của các kết cấu đàn hồiể A.Y.T. 



Leung [12, 13] đã xây dựng phƣơng pháp MTĐCĐL cho các phần tử thanh chịu kéo 

nén, xoắn và phần tử dầm ơle chịu uốn khi bỏ qua cản, ảnh hƣởng của lực cắt,.... J. Lee 

và D.J. Thompson [15] đã xây dựng công thức MTĐCĐL cho trƣờng hợp dao động tự 

do và dao động sóng của lò xo. D.H. Moon và M.s. Choi [16] đã tiến hành phân tích và 

đo đạc thực nghiệm dao động kết cấu khung. Y. Matsui và T. Hayashikawa [17] đã 

nghiên cứu phƣơng pháp MTĐCĐL cho bài toán dao động xoắn của dầm liên tục. 

A.Y.T. Leung [12] đã áp dụng đã kết hợp phƣơng pháp kết cấu con và phƣơng pháp 

MTĐCĐL vào việc phân tích dao động của kết cấu khung. Tác giả cũng đề cập bƣớc 

đầu đến bài toán phân tích kết cấu bằng phƣơng pháp MTĐCĐL chịu tải trộng ngẫu 

nhiên [13]. 

Từ năm 1999 ở Việt nam đã có một số nghiên cứu ứng dụng phƣơng pháp 

MTĐCĐL vào phân tích kết cấu: Tác giả Nguyễn Xuân Hùng đã nghiên cứu phát triển 

phƣơng pháp MTĐCĐL để tính toán dao động của kết cấu [11]. Các tác giả Nguyễn 

Tiến Khiêm và Trần Văn Liên đã ứng dụng phƣơng pháp MTĐCĐL để mô phỏng và 

phân tích dầm đàn hồi có nhiều vết nứt [3, 4, 5]; phát triển phƣơng pháp ma trận chuyển 

tiếp để xây dựng MTĐCĐL của dầm có số lƣợng vết nứt bất kì, làm cơ sở nghiên cứu- 

các kết cấu khung, dàn có các phần tử bị nứt, đồng thời áp dụng để giải bài toán tĩnh, 

dao động riêng và dao động cƣỡng bức của dầm có nhiều vết nứt với các điều kiện biên 

khác nhau; xác định tải trọng sóng tác dụng lên kết cấu khung theo phƣơng pháp 

MTĐCĐL [5]. 

1.5.3. Về ứng dụng phương pháp ma trận độ cứng động lực trong tính toán ổn 

định của hệ đàn hồi chịu lực không bảo toàn 

Việc ứng dụng phƣơng pháp ma trận độ cứng động lực vào phân tích kết cấu đã 

đƣợc thực hiện ở Việt Nam, từ nhiều năm trƣớc đây, tuy nhiên do mức độ phức tạp của 

bài toán ổn định đồng thời chƣa có sự phát triển hỗ trợ của các công cụ máy tính nên các 

việc , giải các bài toán ổn định có áp dụng phƣơng pháp MTĐCĐL chƣa đƣợc nghiên 

cứu một cách cơ bản. 

Với phạm vi của mình, Luận văn đƣa ra cách áp dụng phƣơng pháp MTĐCĐL 



vào giải quyết các bài toán ổn định từ đơn giản đến phức tạp, từ đó đƣa ra đƣờng lối áp 

dụng vào các bài toán ổn định chung nếu có điều kiện nghiên cứu sau này. 

1.6.Kết luận chƣơng 1 

Trong chƣơng 1, Luận văn đã trình bày tóm tắt các khái niệm về ổn định, mất ổn 

định trong lĩnh vực công trình và các tiêu chuẩn cân bằng về ổn định cũng nhƣ phạm vi 

áp dụng của các tiêu chuẩn này 

- Đối với các bài toán ổn định cân bằng của hệ đàn hồi chịu lực bảo toàn 

thƣờng gặp trong các công trình xây dựng, thì về nguyên tắc các tiêu chuẩn trên đều dẫn 

đến cùng một kết quả. 

- Đối với các bài toán ổn định cân bằng của hệ đàn hồi chịu lực không bảo 

toàn thì nhất định phải sử dụng các tiêu chuẩn động lực học. 

Tuy phức tạp nhƣng tiêu chuẩn ổn định dƣới dạng động lực học đƣợc xem là đầy 

đủ và tổng quát, giải quyết đƣợc các bài toán ổn định mà các tiêu chuẩn dƣới dạng tĩnh 

học không giải quyết đƣợc. 

Trong chƣơng này, Luận văn cũng trình bày các khái niệm cơ bản của phƣơng 

pháp MTĐCĐL, các bài toán phân tích kết cấu theo phƣơng pháp MTĐCĐL. Ngoài ra, 

Luận văn cũng trình bày ma trận độ cứng động lực của phần tử thanh thẳng chịu uốn khi 

không kể đến và có kể đến ảnh hƣởng của lực dọc. Đây là những cơ sở cho việc áp dụng 

phƣơng pháp MTĐCĐL vào việc xác định lực tới hạn gây mất ổn định của các kết cấu 

thanh chịu nén bởi các lực không bảo toàn. 



CHƢƠNG 2 

GIẢI BÀI TOÁN ỔN ĐỊNH CỦA THANH BẰNG PHƢƠNG PHÁP MA 

TRẬN ĐỘ CỨNG ĐỘNG LỰC 

2.1. Ổn định thanh chịu nén bởi lực có phƣơng thẳng đứng (lực bảo toàn) 

2.1.1. Phương pháp giải tích 

Xét bài toán ổn định của thanh công xôn có mômen quán tính chính I, môđun đàn 

hồi E, khối lƣợng phân bố đều trên một đơn vị chiều dài m. Thanh chịu nén bởi lực có 

phƣơng thẳng đứng p là lực bảo toàn mang giá trị dƣơng nếu phần thanh bị nén (hình 

2.1.1). Giả thiết chuyển vị là bé và xét chuyển động của hệ sau khi bị lệch ra khỏi dạng 

cân bằng thẳng ban đầu bởi một nhiễu loạn nào đó, ta nhận đƣợc 
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                              Hình 2.1.1 

 

Trong đó Mqt là mômen uốn do lực quán tính gây ra. Từ SBVL, ta có 
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Vi phân hai vế (2.1.1) sử dụng (2.1.2) ta nhận dựơc 

0
2

2

2

2

4

2
















t

y
m

x

y
P

x

y
EI       (2.1.3) 

Với các điều kịên biên tại đầu ngàm 

y(0,t) = 0; 0
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      (2.1.4) 

Và tại đầu tự do 
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                                                                           Hình 2.1.2 

 

Bằng cách đặt 

y(x,t)=Y(x).e
it

       (2.1.6) 

Trong đó Y(x) là hàm số chƣa biết;  là hằng số chƣa biết, nói chung là một số 

phức. Ta đƣa phƣơng trình (2.1.3) về dạng 
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        (2.1.7) 

 

Với các tham số không nguyên 

 

EI

m
L
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x 2
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;;          (2.1.8) 

Phƣơng trình (2.1.7) có nghiệm tổng quát 

Y(x) = C1sin+C2cos+C3sin+C4cos+    

 (2.1.9) 

Trong đó : 
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Thay (2.1.9) vào (2.1.4_-(2.1.5) và từ điều kiên các hằng số tích phân không đồng 

thời bằng không, ta nhận phƣơng trình tần số. 
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Hay là : 

(,)=2
2
-sinsin+(

2
+2

2
)coscosh=0    (2.1.11) 

2.1.2. Phương pháp ma trận độ cứng động lực 

Từ phƣơng trình cơ bản của phƣơng pháp ma trận độ cứng động lực cho kết cấu 

trong hệ toạ độ tổng thể (1.4.8), khử dạng suy biến của ma trận độ cứng động lực theo 

điều kiện biên ngàm tại nút x=0 

U1=0; U2=0        (2.1.12) 

Ta nhận đƣợc 

K(,P)U()=F()        (2.1.13) 

Trong đó K(,P) là ma trận độ cứng động lực rút gọn 
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Trong bài toán này, lực p đƣợc xem nhƣ là một tính chất đặc trƣng của hệ mà 

không đƣợc xem là tải trọng nên véc tơ lực đặt ở nút bằng không 

F()=0 (2.1.15 

Khi đó phƣơng trình (2.1.13) trở thành 

k(,P)u()=0        (2.1.16) 

Theo tiêu chuẩn cân bằng ổn định dƣới dạng động lực học, hệ sẽ mất ổn định khi 

chuyển động bé của hệ ở lân cận vị trí cân bằng dẫn đến sự tăng dần biên độ chuyển 

động, tức là khi U()0. Nhƣ vậy, hệ sẽ mất ổn định khi định thức ma trận độ cứng 

động lực rút gọn bằng không 
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Do đó ta nhận đƣợc phƣơng triìn xác định lực tới hạn 

F6.F2-
2

4F =0         (2.1.18) 



Ký hiệu vế trái của (2.1.18) là  ta có 
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Hay là : 
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Sử dụng các đồng chất thức : 
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Ta nhận đƣợc : 
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Mặt khác : 
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So sánh (2.1.19) và (2.1.20) ta nhận đƣợc dạng rút gọn của vế trái (2.1.18) 
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Từ (2.1.21) dẫn đến phƣơng trình : 

2
2
-sinsinh+(

2
+2

2
)coscosh 

Đây chính là phƣơng trình (2.1.11) mà ta đã lập bằng phƣơng pháp giải tích, tức 

là cách giải theo phƣơng pháp ma trận độ cứng động lực và phƣơng pháp giải tích cho ta 

cùng một kết quả. 

2.1.3. Xác định lực tới hạn 

Từ (2.1.11), ta nhận thấy 

- Khi không có lực P thì =0, nghiệm  của phƣơng trình (2.1.11) là số thực, nó 

tƣơng ứng với tần số riêng đầu tiên của thanh công xôn không chịu nén. Khi tăng giá trị 

tham số tải trọng đến giá trị =2,4674=
2
/4, tham số dần về 0 (hình 2.1.2) tƣơng ứng 

với tải trọng tới hạn. 

  

(2.1.22) 

 

- Khi  tiếp tục, nghiệm  là số thực, hơn nữa một trong các nghiệm này có phần 

ảo là âm. Khi đó tần số  cũng là số phức có dạng =aib. Từ hệ thức (2.1.6), ta nhận 
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đƣợc. 

y(x,t)=Y(x).e
it

=Y(x).e
i(a+ib)t

=Y(x).e
(ia-b)t

 

Nhƣ vậy, khi b < 0, biên độ chuyển vị của thanh sẽ tăng theo thời gian, do đó, 

theo tiêu chuẩn động lực học, thanh công xôn chịu nén bởi lực có phƣơng thẳng đứng sẽ 

bị mất ổn định khi = tƣơng ứng với tải trọng tới hạn (2.1.22). Kết quả tìm đƣợc phù 

hợp với kết quả theo tiêu chuẩn tĩnh học từ SBVL. Trƣờng hợp khối lƣợng riêng của 

thanh là nhỏ bỏ qua so với khối lƣợng tập trung tại đầu tự do M thì tải trọng tới hạn tìm 

đƣợc cũng là (2.1.22). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Hình 2.1.3. Đồ thị hàm số  = () 

 

 

2.2.Ổn định của thanh chịu nén bởi lực đuổi (lực không bảo toàn) 

2.2.1. Phương pháp giải tích 

Xét bài toán ổn định của thanh công xôn có mômen quán tính chính I, môđun đàn 

hồi E, khối lƣợng phân bố đều trên một đơn vị chiều dài m chịu nén bởi lực đuổi P (hình 

2.2.l). Giả thiết chuyển vị là bé, ta nhận đƣợc 
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Xét chuyển động của hệ sau khi bị lệch ra khỏi dạng cân bằng thẳng ban đầu bởi 

một nhiễu loạn nào đó, ta nhận đƣợc phƣơng trình dao động là  
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y
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Trong đó Mqt là mômen uốn do lực quán tính gây ra. Vi phân hai vế (2.2.2) và sử 

dụng (2.1.2), ta nhận đƣợc phƣơng trình dao động của thanh (2.1.3) với điều kiện biên 

tại đầu ngàm (2.1.4). Tại đầu tự do, các điều kiện biên là 

0
),(

;0
),(

3

2

2

2











x

tLy

x

tLy
        (2.2.3) 

 

Bằng cách đặt tƣơng tự (2.1.6) và (2.1.8), từ điều kiện các hằng số tích phân 

không đổng thời bằng không, ta nhận phƣơng trình tần số 
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2.2.2. Phương pháp ma trận độ cứng động lực 

Đối với bài toán thanh chịu nén bởi lực đuổi (hình 2.2.1) đặt tại nút 2 (x=L), sử 

dụng (1.4.27), lực cắt tại nút 2 đƣợc biểu diễn dƣới dạng 
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Khi đó phƣơng trình (1.4.8) có dạng 
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Từ đó, ta nhận đƣợc ma trận độ cứng động lực của phần tử thanh chịu lực đuổi 

đặt tại nút 2 (x=L) có dạng 
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Trong bài toán này, lực P đƣợc xem xét nhƣ là một tính chất đặc trƣng của hệ mà 

không đƣợc xem là tải trọng nên véctơ lực đặt ở nút bằng không. 

F()=0       (2.2.8) 

Khử dạng suy biến của ma trận độ cứng động lực theo điều kiện biên tại x=0 

U1=0; U2=0       (2.2.9) 

Ta nhận đƣợc 

K(,P)UF()=0       (2.1.10) 

Trong đó K(,P) là ma trận độ cứng động lực rút gọn 
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Trong biểu thức (2.2.11) các hàm số F2, F4, F6
 
 đƣợc xác định theo (1.4.32), các 

hàm số N3(x,) đƣợc xác định theo (1.4.28) 
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Do đó 
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 Tại nút 2 (x=L), ta có 
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 Nhƣ vậy : 
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Thay (2.2.12) vào (2.2.11) ta nhận đƣợc ma trận độ cứng động lực rút gọn 
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Theo tiêu chuẩn cân bằng ổn định dƣới dnạg động lực học, hệ sẽ mất ổn định khi 

định mức của ma trận độ cứng động lực rút gọn bằng không 
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Sử dụng (2.2.21) ta biến đổi vế trái của (2.2.15) 
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Từ đó ta nhận đựơc phƣơng trình 

 coshcos2sinhsin2 222  =0 

Phƣơng trình này hoàn toàn trùng với phƣơng trình (2.2.4) nhận đƣợc bằng 

phƣơng pháp giải tích, tức là cách giải theo phƣơng pháp ma trận độ cứng động lực và 

phƣơng pháp giải tích cho ta cùng một kết quả . 

      

2.2.3. Xác định lực tới hạn 

Từ (2.1.11), ta nhận thấy 

Khi không có lực p thì =0, nghiệm  của phƣơng trình (2.l.ll) là số thực, nó 

tƣơng ứng với tần số riêng đầu tiên của thanh công xôn không chịu nén. Khi tăng giá trị 

tham số tải trọng   hai nghiệm bé nhất của phƣơng trình tiến dần về nhau (hình 2.2.2) 

và khi  =  =20,05 thì hai nghiệm này trùng nhau (hình 2.2.3) 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Hình 2.2.3. Đồ thị hàm số (,)/
4
 với các giá trị  khác nhau 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                             

Hình 2.2.4. Đồ thị hàm số  =( ) 

 

Khi  tiếp tục tăng, nghiệm  là các số phức, hơn nữa một trong các nghiệm này 

có phần ảo là âm. Do đó, biên độ chuyển vị của htanh sẽ tăng theo thời gian, thanh công 

xôn chịu nén bởi lực đuổi sẽ bị mất ổn định khi =, tƣơng ứng với tải trọng giới hạn 
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Giá trị tải trọng giới hạn của lực đuổi tìm đƣợc gần với giá trị tải trọng tới hạn khi 

bỏ qua khối lƣợng phân bố của thanh (1.3.22) và gấp 8,13 lần tải trọng tới hạn của thanh 

công xôn chịu nén bởi lực thẳng đứng (2.1.22) 

2.3 Ảnh hƣởng của sự phân bố khối lƣợng tới giá trị lực tới hạn của thanh 

chịu nén bởi lực đuổi 

2.3.1. Phương pháp giải tích 

Xét thanh công xôn tại đầu tự do có khối lƣợng tập trung M và nén bởi lực đuổi P 

(hình 2.3.1). Khi đó ta cũng nhận đƣợc phƣơng trình dao động (2.1.3) và điều kiện biên 

tại ngàm (2.1.4). Điều kịên biên tại đầu tự do có dạng 

                   
2

2

3

2

2

2 ),(),(
;0

),(

t

tLy

EI

M

x

tLy

x

tLy












    (2.3.1) 

 

 

 

 

 

 

Hình 2.3.1 

 

Bằng cách đặt tƣơng tự (2.1.6) và (2.1.8), từ điều kiện các hằng số tích phân 

không đồng thời bằng không ta nhận phƣơng trình tần số 
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Từ đó ta có đƣợc phƣơng trình đặc trƣng : 
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Kết quả tính toán bằng số đƣợc thể hiện trên hình 2.3.2. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Hình 2.3.2 

Nếu M=0 thì  =20,05 và tải trọng tới hạn xác định theo (2.2.5). Nếu khối lƣợng 

riêng của thanh là nhỏ bỏ qua so với khối lƣợng tập trung tại đầu tự do M thì giá trị của 

tham số tải trọng tới hạn 
* 

là nghiệm phƣơng trình  tg  tức là  = 20,19 (hình 

2.3.2) tƣơng ứng với tải trọng tới hạn xác định theo (1.3.22). 

2.3.2. Phƣơng pháp ma trận độ cứng động lực 

Đối với bài toán thanh chịu nén bởi lực đuổi có khối lƣợng tập trung đặt tại nút 2 

(x=L), lực cắt tại nút 2 đƣợc biểu diễn dƣới dạng 

    tititi

titi

euLNMeu
x

LN
PeQ

tL
x

y
MtL

x

y
PeQtL

x

y
EIeQ








),(.
),(

),(),(),(

2

3

33

3

3






















 

Trong bài toán này, lực P đƣợc xem nhƣ là một tính chất đặc trƣng của hệ mà 

không đƣợc xem là tải trọng nên véc tơ lực đặt ở nút bằng không 

                                    F() = 0    (2.2.4) 

Sau khi khử dạng suy biến với điều kiện biên ngàm tại x=0 



U1= 0 ;U2 = 0        (2.3.5) 

Ta nhận đƣợc ma trận độ cứng động lực rút gọn của phần tử thanh chịu lực đuổi 

có khối lƣợng tập trung đặt tại nút 2 có dạng : 

 

 

 

 

 (2.3.6) 

Trong biểu thức (2.3.6), các hàm số F2,F4,F6 đƣợc xác định theo (1.4.32), các hệ 

số N3(L,) và N4 (L,) đƣợc xác định theo (1.4.28) 
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Tại nút 2 (x=L), ta có 
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Nhƣ vậy 

N3(L,)=1; N4(L,)=0       (2.3.7) 

 

Thay (2.3.7) vào (2.3.6) ta nhận đƣợc ma trận độ cứng động lực rút gọn 
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Theo tiêu chuẩn cân bằng ổn định dƣới dạng động lực học, hệ sẽ mất ổn định khi 

định mức của ma trận độ cứng động lực rút gọn bằng không, từ đó ta nhận đƣợc phƣơng 

trình đặc trƣng. 
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Sử dụng (2.2.16) vế trái của (2.3.9) có dạng 

)coshsinsinhcos(
)(

)coshcos2sinhsin2

223
2

222

2

3
2

4

4

2

426
















EI

ML

F
EI

ML

EI

PL
FFFF

 

         (2.3.10) 

Từ (2.1.8) suy ra 
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Khi đó biểu thức thứ hai của vế phải (2.3.10) có dạng : 
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Do đó vế trái của (2.3.9) có dạng : 

 






















)coshsinsinhcos(

4
2

coscos2sinhsin2

2
2

222

2

3

4

2

426












mL

MF
EI

ML
FFFF  

 

Phƣơng trình (2.3.9) trở thành : 

0)coshsinsinhcos(
4

2

coshcos2sinhsin2),(

2
2

222












mL

M  

Phƣơng trình này hoàn toàn trùng với phƣơng trình (2.3.2) đƣợc giải theo phƣơng 

pháp giải tích, tức là cách giải theo phƣơng pháp ma trận độ cứng động lực và phƣơng 

pháp giải tích cho ta cùng một kết quả. 

 

2.4. Ổn định của thanh chịu nén bởi lực có đƣờng tác dụng không đổi 

2.4.1.Phƣơng pháp giải tích 

Xét ổn định của thanh công xôn có khối lƣợng phân bố đều chịu nén bởi lực có 

đƣờng tác dụng không đổi P (hình 2.4.1). Giả thiết chuyển vị là bé nhƣ (2.2.1), xét 

chuyển động của hệ sau khi bị lệch ra khỏi dạng cân bằng thẳng ban đầu bởi một nhiễu 

loạn nào đó, ta có đƣợc phƣơng trình dao động 
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trong đó Mqt là mômen uốn do lực quán tính gây ra. Vi phân hai vế (2.4.1), sử 

dụng (2.1.2), ta cũng nhận đƣợc phƣơng trình (2.1.3). Các điều kiện biên tại đầu 

ngàm tƣơng tự (2.1.4). Tại đầu tự do, thay cho điều kiện (2.1.5), điều kiện biên có 



dạng 

 

 

 

 

 

 

 

Hình 2.4.1 
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Bằng cách đặt tƣơng tự (2.1.6) và (2.1.8), ta nhận phƣơng trình tần số 
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Dẫn đến cùng phƣơng trình đặc trƣng (2.4.2) và cùng một giá trị tải trọng tới hạn 

(2.2.17) nhƣ bài toán ổn định của thanh chịu lực bởi lực đuổi. 

Trƣờng hợp khối lƣợng riêng của thanh là nhỏ bỏ qua so với khối lƣợng tập trung 

tại đầu tự do M thì tải trọng tới hạn cũng trùng với kết quả tải trọng tới hạn của bài toán 

ổn định thanh chịu lực đuổi (1.3.22). 

2.4.2.Phƣơng pháp ma trận độ cứng động lực 

Đối với bài toán lực có đƣờng tác dụng không đổi đặt tại nút 2 (x=L), mômen tại 

nút 2 đƣợc biểu diễn dƣới dạng 
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Trong bài toán này, lực P đƣợc xem nhƣ là một tính chất đặc trƣng của hệ mà 

không đƣợc xem là tải trọng nên véc tơ lực đặt ở nút bằng không 

0)( F           (2.4.4) 

Khử dạng suy biến với điều kiện biên ngàm tại x=0 

U1=0; U2=0         (2.4.5) 

Ta nhận đƣợc ma trận độ cứng động lực rút gọn của thanh chịu lực có đƣờng tác 

dụng không đổi đặt tại nút 2 có dạng 
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Sử dụng (2.3.7) ta đƣợc 
















 2

2

3

4

46

3
),(

LF
EI

PL
LF

LFF

L

EI
PK         (2.4.7) 

 

Theo tiêu chuẩn cân bằng ổn định dƣới dạng động lực học, hệ sẽ mất ổn định khi 

định thức của ma trận độ cứng động lực rút gọn bằng không, từ đó ta nhận đƣợc phƣơng 

trình đặc trƣng 
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Phƣơng trình này hoàn toàn trùng với phƣơng trình (2.2.15), do đó lực tới hạn của 

thanh chịu nén bởi lực có đƣờng tác dụng không đổi đặt tại nút 2 có giá trị bằng với lực 

tới hạn của thanh chịu nén bởi lực đuổi 

Nhƣ vậy, cách giải theo phƣơng pháp giải tích và phƣơng pháp MTĐCĐL đều 

dẫn đến cùng một kết quả. 

 

 

 



2.5. Kết luận chƣơng 2 

Trong chƣơng 2, Luận văn đã trình bày cách xác định lực tới hạn cho các bài toán 

ổn định của thanh chịu nén bởi các lực bảo toàn và không bảo toàn bằng phƣơng pháp 

ma trận độ cứng động lực dựa vào tiêu chuẩn ổn định dƣới dạng động lực học. 

Từ các ví dụ điển hình đã đƣợc giải, Luận văn đã chứng minh rằng việc xác định 

lực tới hạn theo phƣơng pháp ma trận độ cứng động lực dựa theo tiêu chuẩn ổn định 

dƣới dạng động lực học dẫn đến các kết quả là các phƣơng trình đặc trƣng và các giá trị 

lực tới hạn hoàn toàn trùng với kết quả xác định theo các phƣơng pháp giải tích. Đây 

chính là cơ sở để có thể áp dụng phƣơng pháp ma trận độ cứng  động lực vào các bài 

toán ổn định hệ thanh phức tạp hơn đƣợc xử lý bằng các chƣơng trình tính toán hiện đại, 

áp dụng các phƣơng pháp tính toán bằng số sẽ  đƣợc trình bày ở chƣơng 3. 



CHƢƠNG 3 

PHÂN TÍCH ỔN ĐỊNH CỦA KẾT CẤU HỆ THANH CHỊU LỰC  KHÔNG 

BẢO TOÀN BẰNG PHƢƠNG PHÁP MA TRẬN ĐỘ CỨNG ĐỘNG LỰC 

3.1. Sơ đồ phân tích ổn định của các kết cấu thanh theo phƣơng pháp ma 

trận độ cứng động lực 

3.1.1. Sơ đồ khối 

 



3.1.2. Các kết quả ra 

Các kết quả ra phụ thuộc 2 dạng bài toán: 

- Bài toán kiểm tra cho kết quả là giá trị của  là giá trị thực hoặc phức, 

đổng thời cho kết quả bài toán là ổn định hay không. 

- Bài toán xác định lực tới hạn cho giá trị lực tới hạn P là một số thực. Đây là 

bài toán quan trọng hơn cả và là mục đích nghiên cứu của luận văn. 

Các chƣơng trình tính toằn ma trận độ cứng động lực đƣợc lập chủ yếu bằng 

chƣơng trình Matlab đƣợc trình bày trong phần sau. 

3.2. Ổn định của kết cấu thanh đơn giản có độ cứng không đổi 

Xét bài toán ổn định của thanh công xôn chịu lực đuổi tƣơng tự bài toán 2.2 

nhƣng thanh đƣợc chia làm 2 phần tử có mômen quán tính chính I, môđun đàn hồi E, 

diện tích A, chịu nén bởi lực đuổi P (hình 3.2.l.a). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Hình 3.2.l.a 

Sơ đồ các toạ độ nút trong hệ toạ độ chung đƣợc bố trí trên hình 3.2.1 .b. Số liệu 

các phần tử ghi trong bảng 3.2.1 dƣới đây 

 

 

 



Phần 

tử 

Nút i 

(đầu) 

Nút j 

(cuối) 

Dịên 

tích tiết 

dịên 

EImin 

Độ 

cứng 

EImin 

Chiều 

dài 

cos sin 

I 1 2 A EI L 1 0 

II 2 3 A EI L 1 0 

 

Do hệ toạ độ địa phƣơng của các phần tử trùng với hệ toạ độ tổng thể nên ta 

không cần dùng đến các ma trận chuyển. 

• Ma trận độ cứng của phần tử trong hệ trục toạ độ tổng thể 

- Phần tử I: áp dụng kết quả xác định ma trận độ cứng động lực của bài toán 

2.1 đã xét ở chƣơng 2, ta đƣợc 
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Với các hộ số F1 - F6 và hệ số ,,, đƣợc định nghĩa theo các công thức 

(1.4.29) đến (1.4.32). 

- Phần tử II: áp dụng kết quả xác định MTĐCĐL bài toán 2.2 đã xét ở chƣơng 2 

với các hệ số F1 - F6 và hệ số ,,, tƣơng tự thanh số I 
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• Ma trận độ cứng của toàn kệ kết cấu trong hệ trục toạ độ tổng thể: Do hệ có 

hai phần tử nên ma trận độ cứng động lực toàn kết cấu là ma trận khối chéo, kích thƣớc 



(8x8), nhận đƣợc bằng cách ghép ma trận IK  và IIK  

   
   








II

g

K

K
K

0

01
        (3.2.3) 

• Khử trùng lặp: Áp dụng phƣơng pháp độ cứng trực tiếp, ma trận độ cứng 

động lực toàn hệ đƣợc biểu diễn nhƣ sau: 











































2

14

3

46

2

13

35

2

1

3

2

2

2

2

3

5

44

2

13

446635

2

13

2

24

3546

3

00

00

0

0

0

0

LFLF
EI

PL
LFF

LFLF

LFF

LF

LF

LFLF

LF

F

LFLFLFLF

LFLFFFLFF

LFLFLFLF

LFFLFF

L

EI
K II  (3.2.4) 

• Khử dạng suy biến của ma trận độ cứng toàn kết cấu (3.2.4) theo điều kiện 

biên tại nít 1 là ngàm: U1=0, U2=0. Sau khi đã loại bỏ các hàng 1,2 và các cột 1,2 của 

ma trận trên, ta nhận đƣợc ma trận độ cứng toàn kết cấu có dạng nhƣ sau 











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      (3.2.5) 

 

• Lập và giải phƣơng trình ổn định 

0)det(
*

K           (3.2.6) 

• Bƣớc tính toán định thức ma trận đƣợc thực hiện với bài toán cụ thể trên 

MatLab cho ta biểu đồ quan hệ giữa các hệ số  và   trong khoảng giá trị 0 đếb 6 nhƣ 

sau (hình 3.4.3): 

- Khi không có lực đuổi thì =0, nghiệm  của phƣơng trình (3.4.7) là các số 

thực, nó tƣơng ứng với hai tần số riêng đầu tiên của thanh công xôn không chịu nén. 

- Khi tăng giá trị tham số tải trọng  hai nghiệm bé nhất của phƣơng trình 

tiến dần về nhau và khi  =  = 4,666 thì hai nghiệm này là trùng nhau. 

- Khi  tiếp tục tăng, các nghiệm  là các số phức, hơn nữa một trong các 



nghiệm này có phần ảo là âm. Do đó, biên độ chuyển vị của thanh sẽ tăng theo thời 

gian, thanh công xôn chịu nén bởi lực đuổi sẽ bị mất ổn định khi  = ,  tƣơng ứng với 

tải trọng tới hạn 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Hình 3.2.2. Đồ thị hàm số  = () 

22 )2(
05,200125,5

L

EI

L

EI
Pth        (3.3.7) 

Giá trị tải trọng tới hạn của lực đuổi tìm đƣợc phù hợp với giá trị tải trọng tới hạn 

đã đƣợc tìm ở bài toán 2.2. 

3.3. Ổn định của thanh có độ cứng thay đổi từng bậc 

Xét bài toán ổn định của thanh công xôn gồm 2 đoạn (hình 3.3.1.a) .Đoạn 1 có 

mômen quán tính chính I, mô dun hồi E, dịên tích A. Đoạn 2 có mômen quán tính chính 

0,25I, dịên tích 0,5A chịu nén bởi lực đuổi P. 

 

 

 

 

                                                                                                            Hình 3.3.1 



Sơ đồ các toạ độ nút trong hệ toạ độ tổng thể đƣợc thể hịên trên hình 3.3.1.b. Số 

liệu các phần tử ghi trong bảng 3.3.1 dƣới đây. 

Phần 

tử 

Nút i 

(đầu) 

Nút j 

(cuối) 

Dịên 

tích tiết 

dịên 

 

Độ 

cứng 

EImin 

Chiều 

dài 

cos sin 

I 1 2 EI EI L 1 0 

II 2 3 0,5A 0,25EI L 1 0 

Do các hệ toạ độ riêng của các phần tử trùng với hệ toạ độ tổng thể nên ta không 

cần dùng đến các ma trận chuyển. 

Ma trận độ cứng của phần tử trong hệ trục toạ độ chung 

- Phần I: Ma trận độ cứng động lực có dạng 
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L
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K I     (3.3.1) 

Với các hệ số 
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2
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2

11111111 /))(sinhsin(  F  

1

2

1

2
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2

111111 sinhsin)()1cosh(cos2    

 Trong đó 

;
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2
2

1 


  2
2

1
42




 
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    (3.3.3) 



- Phần tử II: Ma trận độ cứng động lực có dạng 
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Với các hệ số F12-F16 đƣợc định nghĩa nhƣ sau 
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2

2

2

2122112 /))(sinhsin(  F  
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 Trong đó 

2
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2 
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;242 22

2   ;242 22

2    

 

Vì rằng 
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  (3.3.7) 

Nên ta đƣợc 

 

• Ma trận độ cứng của phần tử trong hệ trục toạ độ chung: 



- Phần tử I, II: do hệ trục toạ độ địa phƣơng của các phần tử này trùng với hệ 

trục toạ độ tổng thể nên tƣơng tự bài toán 3.3, áp dụng phƣơng pháp độ cứng trực tiếp, 

ta ghép đƣợc ma trận độ cứng động lực của các phần tử I, II tƣơng ứng với các chuyển 

vị từ 1 đến 6 nhƣ sau: 
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Ma trận độ cứng của toàn hệ kết cấu trong hệ trục toạ độ chung: hệ có 2 phần tử 

nên ma trận độ cứng toàn kết cấu là ma trận khối chéo, kích thƣớc (8x8) tìm đƣợc bằng 

cách ghép 2 ma trận và  IK và IIK  
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• Khử trùng lặp: Áp dụng phƣơng pháp độ cứng trực tiếp, ma trận độ cứng 

động lực toàn hệ đƣợc biểu diễn nhƣ sau: 
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• Khử dạng suy biến của ma trận độ cứng toàn kết cấu (3.2.4) theo điều kiện 

biên tại nít 1 là ngàm: U1=0, U2=0. Sau khi đã loại bỏ các hàng 1,2 và các cột 1,2 của 

ma trận trên, ta nhận đƣợc ma trận độ cứng toàn kết cấu có dạng nhƣ sau 
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  (3.3.11) 

• Lập và giải phƣơng trình ổn định 

0)det(
*

K       (3.3.12) 

• Bƣớc tính toán định thức ma trận )(
*

K  đƣợc thực hiện với bài toán cụ thể 

trên MatLab cho ta biểu đồ quan hệ giữa các hệ số  và   trong khoảng giá trị 0 đếb 5 

nhƣ sau (hình 3.3.2): 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                                                                             Hình 3.3.2 

 

- Khi không có lực đuổi thì =0, nghiệm  của phƣơng trình (3.3.12) là các 

số thực, nó tƣơng ứng với hai tần số riêng đầu tiên của thanh công xôn không chịu nén. 

- Khi tăng giá trị tham số tải trọng  hai nghiệm bé nhất của phƣơng trình 

tiến dần về nhau và khi  =  = 1,6967 thì hai nghiệm này là trùng nhau. 

- Khi  tiếp tục tăng, các nghiệm  là các số phức, hơn nữa một trong các 

nghiệm này có phần ảo là âm. Do đó, biên độ chuyển vị của thanh sẽ tăng theo thời 

gian, thanh công xôn chịu nén bởi lực đuổi sẽ bị mất ổn định khi  = ,  tƣơng ứng với 



tải trọng tới hạn 

2
6967,1

L

EI
Pth        (3.3.13) 

3.4. Ổn định của kết cấu hệ thanh 

Xét bài toán ổn định của kết cấu gồm 3 thanh liên kết với nhau và chịu nén bởi 

các lực nhƣ trên hình 3.4.1.a. Kết cấu đƣợc chia thành 3 phần tử. Các phần tử 1 và 3 có 

mômen quán tính chính I, môđun đàn hồi E, diện tích A. Phần tử 2 có mômen quán tính 

chính 0,251, diện tích 0,5A. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Hình 3.4.1 

3.4.1.b. Số liệu các phần tử ghi trong bảng 3.4.1 dƣới đây : 

Phần 

tử 

Nút i 

(đầu) 

Nút j 

(cuối) 

Dịên 

tích tiết 

dịên 

 

Độ 

cứng 

EImin 

Chiều 

dài 

cos sin 

I 1 2 EI EI L 1 0 

II 2 3 0,5A 0,25EI L 1 0 

II 2 4 A EI L 0 1 

 



• Ma trận độ cứng của phần tử trong hệ trục toạ độ chung: 

- Phần tử I, II: do hệ trục toạ độ địa phƣơng của các phần tử này trùng với hệ 

trục toạ độ tổng thể nên tƣơng tự bài toán 3.3, áp dụng phƣơng pháp độ cứng trực tiếp, 

ta ghép đƣợc ma trận độ cứng động lực của các phần tử I, II tƣơng ứng với các chuyển 

vị từ 1 đến 6 nhƣ sau: 
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  (3.4.1) 

Trong đó các hệ số đƣợc lấy giống thanh số I, và đã đƣợc biểu diễn theo các 

công thức (3.3.2) - (3.3.8) ở bài toán 3.3. 

- Phần tử III: Đối với phần tử III ta cần thực hiện việc chuyển MTĐCĐL từ hệ 

trục toạ độ địa phƣơng về hệ trục toạ độ tổng thể tƣơng ứng với các thành phần chuyển 

vj 3,4,7,8,9,10 tại các nút 2 và 4 (chú ý rằng các chuyển vị 3,8 bằng 0) nhƣ sau: 
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Ma trận độ cứng động lực của phần tử III có dạng 
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Trong đó các hệ số đƣợc lấy giống thanh số I, và đã đƣợc biểu diễn theo các 

công thức (3.3.2) - (3.3.8) ở bài toán 3.3, đồng thời các hệ số Xij- là các thành phần 



(3.4.5) 

của ma trận độ cứng động lực tƣơng ứng với các chuyển vị dọc trục. Tuy nhiên 

chúng ta không cần quan tâm đến giá trị của các thành phần này do các chuyển vị 3, 

7, 8, 10 đều có giá trị bằng 0, hơn nữa, khi khử suy biến của ma trận độ cứng động 

lực trong hệ tọa độ tổng thể thì các thành phần này đều đƣợc loại khỏi phƣơng trình 

đặc trƣng của hệ. Cuối cùng, ma trận độ cứng động lực của phần tử III trong hệ toạ 

độ chung đƣợc tính toán nhƣ sau: 
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Sử dụng 

TKTK m
T

m .         (3.4.4) 

Ta nhận đƣợc ma trận độ cứng động lực của phần tử III trong hệ toạ độ chung 

nhƣ sau 
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Mặt khác ta nhận thấy sau khi ghép các ma trận phần tử thì các chuyển vị 3, 7, 8, 

9, 10 của phần tử III đều trùng với chuyển vị tại các nút ngàm và đều bằng 0. 

Nhƣ vậy sau khi ghép MTĐCĐL của phần tử III vào MTĐCĐL chung của kết 

cấu đồng thời loại bỏ các dòng và cột tƣơng ứng với chuyển vị 3,7,8,9, 10 và các 

chuyển vị 1,2 để khử trùng lặp ta có MTĐCĐL toàn kết cấu trong hệ toạ độ chung nhƣ 

sau: 

Đồng thời ta nhận xét rằng chuyển vị 1, 2, 3 bằng 0 ( chuyển vị 3 bằng do trùng 



với chuyển vị tại nút 4 là ngàm) nên đề khử trùng lặp ta còn lại MTĐCĐL toàn kết cấu 

nhƣ sau: 
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1` 0)det(
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                                      Hình 3.4.3. Đồ thị hàm số )(   

• Bƣớc tính toán định thức ma trận )(
*

K  đƣợc thực hiện với bài toán cụ thể 

trên MatLab cho ta biểu đồ quan hệ giữa các hệ số  và   nhƣ sau (hình 3.4.3): 

- Khi không có lực đuổi thì =0, nghiệm  của phƣơng trình (3.4.7) là các số 

thực, nó tƣơng ứng với hai tần số riêng đầu tiên của thanh công xôn không chịu nén. 

- Khi tăng giá trị tham số tải trọng  hai nghiệm bé nhất của phƣơng trình 

tiến dần về nhau và khi  =  = 4,666 thì hai nghiệm này là trùng nhau. 

- Khi  tiếp tục tăng, các nghiệm  là các số phức, hơn nữa một trong các 

nghiệm này có phần ảo là âm. Do đó, biên độ chuyển vị của thanh sẽ tăng theo thời 

gian, thanh công xôn chịu nén bởi lực đuổi sẽ bị mất ổn định khi  = ,  tƣơng ứng với 

tải trọng tới hạn. 
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3.5. Kết luận chƣơng 3 

Trong chƣơng 3 này, vận dụng tƣ tƣởng phân chia kết cấu thành các phần tử hữu 

hạn của phƣơng pháp PTHH, Luận văn đã trình bày các ví dụ áp dụng phƣơng pháp ma 

trận độ cứng động lực để phân tích các bài toán ổn định của các hệ thanh từ đơn giản 

đến phức tạp chịu lực không bảo toàn theo tiêu chuẩn ổn định dƣới dạng động lực học 

tổng quát. Kết quả phân tích cho thấy: 

- Việc xác định lực tới hạn cho bài toán ổn định hệ thanh chịu lực không bảo 

toàn theo phƣơng pháp ma trận độ cứng động lực đƣợc thực hiện theo một trình tự 

tƣơng tự với việc áp dụng phƣơng pháp PTHH. Đối với các trƣờng hợp đơn giản có 

nghiêm giải tích thì kết quả xác định lực tới hạn theo phƣơng pháp ma trận độ cứng 

động lực hoàn toàn trùng với các kết quả giải tích đã biết. 

- Bằng phƣơng pháp này, ta hoàn toàn có thể xác định lực tới hạn mất-ểỉi 

éịtth cho các hệ thanh phức tạp chịu các dạng tải trọng khác nhau (bảo toàn hay không 

bảo toàn). Đây là ựu thế nổi bật của phƣơng pháp ma trận độ cứng động lực sử dụng 

tiêu chuẩn ổn định dƣới dạng động lực học so với phƣơng pháp phần tử hữu hạn dựa 

trên các tiêu chuẩn tĩnh học chƣa thể giải quyết đƣợc. 

- Dựa vào ƣu thế của mình và sự phát triển càng ngày càng đa dạng của các 

phƣơng pháp toán học hiện đại, phƣơng pháp ma trận độ cứng động lực có thể đƣợc áp 

dụng giải quyết các bài toán càng ngày càng phức tạp hơn, nhƣng với độ chính xác lại 

cao hơn và áp dụng đƣợc trong hầu hết các trƣờng hợp bài toán kết cấu trong ngành xây 

dựng. 



KẾT LUẬN CHUNG 

Những kết quả đạt đƣợc trong luận văn có thể tóm tắt nhƣ sau: 

1. Luận văn đã trình bày tóm tắt các khái niệm về ổn định, mất ổn định trong 

lĩnh vực công trình và các tiêu chuẩn cân bằng về ổn định cũng nhƣ phạm vi áp dụng 

của các tiêu chuẩn này. Tiêu chuẩn ổn định động lực học đƣợc xem là đầy đủ và tổng 

quát, giải quyết đƣợc các bài toán ổn định mà các tiêu chuẩn dƣới dạng tĩnh học không 

giải quyết đƣợc. 

Từ đó, Luận văn đã lựa chọn sử dụng tiêu chuẩn ổn định động lực học để phân 

tích ổn định của các hệ đàn hồi chịu lực không bảo toàn bằng phƣơng pháp ma trận độ 

cứng động lực. 

2. Luận văn đã chứng minh đƣợc rằng: kết quả xác định lực tới hạn mất ổn 

định theo phƣơng pháp ma trận độ cứng động lực dựa vào tiêụ chuẩn ổn định động lực 

học hoàn toàn trùng với kết quả xác định theo phƣơng pháp giải tích. Đây chính là cơ sở 

để có thể áp dụng phƣơng pháp ma trận độ cứng động lực vào các bài toán ổn định hệ 

thanh phức tạp hơn. 

3. Vận dụng tƣ tƣởng phân chia kết cấu liên tục thành các phần tử hữu hạn 

4. của phƣơng pháp PTHH, Luận văn đã chứng minh đƣợc rằng: việc xác 

định 

lực tới hạn cho bài toán ổn định hệ thanh chịu lực không bảo toàn theo phƣơng 

pháp ma trận độ cứng động lực đƣợc thực hiện theo một trình tự tƣơng tự nhƣ khi áp 

dụng phƣơng pháp PTHH. Bằng cách này, ta hoàn toàn có thể xác định lực tới hạn  mất 

ổn định cho các hệ thanh phức tạp chịu các dạng tải trọng khác nhau (bảo toàn hay 

không bảo toàn). 

Đây là ƣu thế nổi bật của phƣơng pháp ma trận độ cứng động lực sử dụng tiêu 

chuẩn ổn định dƣới dạng động lực học so với phƣơng pháp phần tử hữu hạn dựa trên 

các tiêu chuẩn tĩnh học chƣa thể giải quyết đƣợc. 

 

 



HƢỚNG PHÁT TRIỂN CỦA LUẬN VÃN 

 

- Dựa trên các kết quả khả quan thu đƣợc, tiếp tục phát triển phƣơng pháp ma trận 

độ cứng động lực áp dụng cho các bài toán ổn định hệ thanh chịu lực không bảo toàn 

phức tạp hơn, phát triển các chƣơng trình máy tính phục vụ cho các bài toán dạng này. 

- Xây dựng các tiêu chuẩn xác định dấu hiệu mất ổn định theo phựơng pháp ma 

trận độ cứng động lực cho các bài toán ổn định thanh chịu bất kỳ. Đây là một vấn đề 

phức tạp liên quan nhiều đến các kiến thức toán học mà Luận văn chƣa giải quyết đƣợc. 
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