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MỞ ĐẦU 

* Lý do chọn đề tài: 

Trong những công trình xây dựng hiện nay người ta thường dùng các 

thanh có chiều dài lớn, tấm - vỏ chịu nén và do đó điều kiện ổn định trong 

miền đàn hồi có tầm quan trọng đặc biệt, đòi hỏi phải nghiên cứu đầy đủ cả về 

mặt lý thuyết và thực nghiệm. Bài toán ổn định của kết cấu đã được giải quyết 

theo nhiều hướng khác nhau, phần lớn xuất phát từ nguyên lý năng lượng mà 

theo đó kết quả phụ thuộc rất nhiều vào cách chọn dạng của hệ ở trạng thái 

lệch khỏi dạng cân bằng ban đầu. 

Phương pháp phần tử hữu hạn là phương pháp được xây dựng dựa trên 

ý tưởng rời rạc hóa công trình thành những phần tử nhỏ (số phần tử là hữu 

hạn). Các phần tử nhỏ được nối lại với nhau thông qua các phương trình cân 

bằng và các phương trình liên tục. Để giải quyết bài toán cơ học kết cấu, có 

thể tiếp cận phương pháp này theo ba mô hình gồm: Mô hình chuyển vị, xem 

chuyển vị là đại lượng cần tìm và hàm nội suy biểu diễn gần đúng dạng phân 

bố của chuyển vị trong phần tử;  Mô hình cân bằng, hàm nội suy biểu diễn 

gần đúng dạng phân bố của ứng suất hay nội lực trong phần tử và mô hình 

hỗn hợp, coi các đại lượng chuyển vị và ứng suất là hai yếu tố độc lập riêng 

biệt. Các hàm nội suy biểu diễn gần đúng dạng phân bố của cả chuyển vị lẫn 

ứng suất trong phần tử. 

* Đối tượng, phương pháp và phạm vi nghiên cứu của luận văn 

Trong luận văn này, tác giả sử dụng phương pháp phần tử hữu hạn, 

phương pháp chuyển vị cưỡng bức để xây dựng và giải bài toán ổn định của 

hệ thanh thẳng chịu tác dụng của tải trọng tĩnh 

* Mục đích nghiên cứu của luận văn: 

Nghiên cứu ổn định đàn hồi của hệ thanh bằng phương pháp phần tử 

hữu hạn 

* Nhiệm vụ nghiên cứu của luận văn: 

-  Trình bày lý thuyết về ổn định và ổn định công trình 

- Trình bày phương pháp phần tử hữu hạn, phương pháp chuyển vị 

cưỡng bức để xây dựng và giải bài toán ổn định của hệ thanh thẳng đàn hồi 

chịu uốn dọc. 
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* Cấu trúc của luận văn: 

Luận văn gồm 3 Chương, Chương 1: Tổng quan về lý thuyết ổn định 

công trình, Chương 2: Phương pháp phần tử hữu hạn, Chương 3: Tính toán ổn 

định đàn hồi của hệ thanh bằng phương pháp phần tử hữu hạn. 
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CHƯƠNG1 

LÝ THUYẾT ỔN ĐỊNH CÔNG TRÌNH 

Trong chương này bàn về lý thuyết ổn định công trình và các phương 

pháp chung để xây dựng các bài toán ổn định công trình, tiêu chuẩn về ổn 

định và các phương pháp giải bài toán ổn định công trình. 

1.1. Khái niệm về ổn định và ổn định công trình 

 Một cách hình dung tốt 

nhất về khái niệm ổn định là ta 

xét các trường hợp viên bi cứng 

trên các mặt cầu cứng lõm và 

lồi, Hình 1.1. 

Rõ ràng là trong trường hợp (a), 

mặt cầu lõm, sự cân bằng của 

viên bi là ổn định bởi vì  kích nó 

ra khỏi vị trí cân bằng ban đầu 

(đáy cầu) rồi thả ra thì nó sẽ trở 

về vị trí đáy cầu hoặc lân cận 

với vị trí đó (nếu có ma sát). 

 

 

Hình 1.1. Các trường hợp mất ổn định 

Trong trường hợp (b), mặt cầu lồi, sự cân bằng là không ổn định, bởi vì 

kích viên bi ra khỏi vị trí cân bằng ban đầu rồi thả bi ra thì viên bi sẽ không 

trở lại vị trí ban đầu nữa.Trong trường hợp (c), hình yên ngựa, sự cân bằng là 

ổn định khi kích viên bi ra khỏi vị trí cân bằng ban đầu theo phương s và là 

không ổn định theo phương t.Trong trường hợp (d), kích viên bi ra khỏi vị trí 

cân bằng ban đầu thì nó lăn trên mặt phẳng ngang đến khi ngừng chuyển 

động, nó có vị trí cân bằng mới khác với trạng thái cân bằng ban đầu. Trong 

trường hợp này ta nói rằng trạng thái cân bằng ban đầu là phiếm định (không 

phân biệt). 

Ở trên ta đã nói đến trạng thái cân bằng của viên bi. Suy rộng rata cũng 

có thể nói như vậy đối với các trạng thái cân bằng của cơ hệ phức tạp, ví dụ 

như trạng thái ứng suất và biến dạng, trạng thái nội lực và chuyển vị hoặc là 

trạng thái năng lượng. 

(c) (e)
t

a

b b

s

(a)
(b)

(d)



 71 

Trở lại hình 1.2a. Khi lệch ra khỏi vị trí cân bằng, trọng tâm của viên bi 

lên cao, thế năng của nó tăng. Trạng thái cân bằng ổn định là trạng thái có thế 

năng tối thiểu. Ở hình 1.2b, khi lệch với trị số nhỏ, trọng tâm của viên bi 

giảm, thế năng của nó giảm. Trạng thái cân bằng không ổn định ứng với thế 

năng lớn. Hình 1.2d, khi lệch ra khỏi vị trí cân bằng, trọng tâm của viên bi 

không thay đổi, trạng thái cân bằng là phiếm định hoặc không phân biệt.  

Như hình 1.2, để biết được trạng thái cân bằng của cơ hệ có ổn định 

hay không thì ta phải kích nó ra khỏi vị trí cân bằng ban đầu. Phương pháp 

chung để đánh giá sự mất ổn định của cơ hệ là: Đưa hệ ra khỏi vị trí cân bằng 

ban đầu của nó và kiểm tra xem nó có tồn tại trạng thái cân bằng mới không. 

Nếu như tìm được trạng thái cân bằng mới khác với trạng thái cân bằng ban 

đầu thì hệ là mất ổn định và lực giữ cho hệ ở trạng thái cân bằng mới này gọi 

là lực tới hạn, trường hợp ngược lại hệ là ổn định. 

1.2. Tầm quan trọng và lịch sử phát triển của lý thuyết ổn định công trình 

 Ngoài việc biết được trạng thái cân bằng của hệ thì còn cần xét xem 

trạng thái cân bằng đó có phải là trạng thái cân bằng ổn định hay không.Thực 

tế, có nhiều công trình bị phá hoại do mất ổn định. Lịch sử về công nghệ xây 

dựng cho thấy không ít tai nạn lớn xảy ra ở các nước khác nhau do khi thiết 

kế các công trình đó người kỹ sư không xét đến đầy đủ các hiện tượng động 

cũng như sự mất ổn định. Việc sử dụng thép và các hợp kim có cường độ cao 

trong những kết cấu hiện đại như kết cấu nhà cao tầng; silo; bể chứa; cầu; tàu 

thủy và máy bay tất yếu dẫn đến phải sử dụng các cấu kiện thanh, thanh thành 

mỏng, tấm và vỏ mỏng chịu nén, làm cho hiện tượng mất ổn định đàn hồi trở 

thành một vấn đề có tầm quan trọng đặc biệt. Thực tế cho thấy nhiều công 

trình bị sập đổ do mất ổn định, chiếc cầu đường sắt đầu tiên ở Kevđa – Nga là 

cầu dàn hở đã bị phá hủy năm 1875 do hệ thanh biên trên bị mất ổn định, Cầu 

dàn Quebéc ở Canada, bị phá hủy vì mất ổn định của thanh chịu nén trong khi 

xây dựng vào năm 1907[10, trg 5], Cầu Tacoma ở Mỹ xây dựng hoàn thành 

ngày 1/7/1940 và bị phá hủy 7/11/1940 do bị mất ổn định vì tác dụng của gió 

[32, trg 277] v.v… 

 Vấn đề ổn định kết cấu được bắt đầu từ công trình nghiên cứu bằng 

thực nghiệm do Piter Musschenbroek công bố năm 1729, đã đi đến kết luận 
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rằng lực tới hạn tỷ lệ nghịch với bình phương chiều dài thanh. Ba mươi năm 

sau bằng phân tích toán học Leonhard Euler cũng nhận được kết quả như vậy. 

Đầu tiên các kỹ sư không chấp nhận kết quả thí nghiệm của Piter 

Musschenbroek và kết quả của lý thuyết Euler ngay cả Culông [31, trg 185] 

cũng tiếp tục cho rằng độ cứng của cột tỷ lệ thuận với diện tích mặt cắt ngang 

và không phụ thuộc vào chiều dài thanh. Những quan điểm đó dựa trên các 

kết quả thí nghiệm của cột gỗ và cột sắt lắp ghép có chiều dài tương đối ngắn, 

những thanh loại này thường bị phá hoại với tải trọng nhỏ thua tải trọng Euler 

do vật liệu bị phá hoại mà không phải do mất ổn định ngang gây ra. E.Lamac 

là người đầu tiên giải thích một cách thỏa đáng sự không phù hợp giữa kết 

quả lý thuyết và kết quả thực nghiệm, ông ấy chỉ ra rằng lý thuyết Euler là 

hoàn toàn phù hợp với thực nghiệm khi bảo đảm rằng những giả thiết cơ bản 

của Euler về xem vật liệu là đàn hồi và điều kiện lý tưởng của các đầu cuối 

cần phải được bảo đảm. Những thí nghiệm sau này khi người ta rất chú ý bảo 

đảm của đầu cuối của thanh và bảo đảm cho lực đặt đúng tâm của thanh đã 

khẳng định tính đúng đắn của công thức Euler. 

1.3. Các phương pháp xây dựng bài toán ổn định công trình 

1.3.1 Phương pháp tĩnh học 

- Tạo cho hệ nghiên cứu một dạng cân bằng lệch khỏi dạng cân bằng 

ban đầu. 

- Xác định trị số lực tới hạn (trị số lực cần thiết giữ cho hệ ở dạng cân 

bằng mới, lệch khỏi dạng cân bằng đầu). Lực tới hạn xác định từ phương trình 

đặc trưng (hay còn gọi là phương trình ổn định). 

Người nghiên cứu có thể vận dụng nội dung nói trên khi áp dụng: 

Phương pháp thiết lập và giải phương trình vi phân; Phương pháp thông số ban 

đầu;  Phương pháp lực; Phương pháp chuyển vị; Phương pháp hỗn hợp; Phương 

pháp sai phân hữu hạn; Phương pháp dây xích; Phương pháp nghiệm đúng tại 

từng điểm; Phương pháp Bubnov-Galerkin; Phương pháp giải đúng dần.    

Trong thực tế, áp dụng các phương pháp tĩnh học để tìm nghiệm chính 

xác của bài toán ổn định thường gặp nhiều khó khăn và đôi khi không thể 

thực hiện được. 

 



 73 

1.3.2 Phương pháp động lực học 

- Lập và giải phương trình dao động riêng của hệ. 

- Xác định lực tới hạn bằng cách biện luận tính chất nghiệm của chuyển 

động: nếu dao động của hệ có biên độ tăng không ngừng theo thời gian thì 

dạng cân bằng ban đầu là không ổn định; ngược lại, nếu hệ luôn dao động bé 

quanh vị trí cân bằng ban đầu hoặc tắt dần thì là dạng đó là ổn định. 

1.3.3 Phương pháp năng lượng 

-  Giả thiết trước dạng biến dạng của hệ ở trạng thái lệch khỏi dạng cân 

bằng ban đầu. 

-  Xuất phát từ dạng biến dạng đã giả thiết, lập biểu thức thế năng biến 

dạng và công của ngoại lực để viết điều kiện tới hạn của hệ. 

-  Từ điều kiện tới hạn, xác định giá trị của lực tới hạn. 

Có thể vận dụng các phương pháp năng lượng bằng cách áp dụng: Trực 

tiếp nguyên lý Lejeune-Dirichlet; Phương pháp Rayleigh-Ritz; Phương pháp 

Timoshenko.  

Do giả thiết trước biến dạng của hệ nên kết quả lực tới hạn tìm được 

thường là gần đúng và cho kết quả lớn hơn giá trị của lực tới hạn chính xác. 

Như vậy mức độ chính xác của kết quả theo các phương pháp năng lượng phụ 

thuộc vào khả năng phán đoán biến dạng của hệ ở trạng thái lệch: hàm chuyển 

vị được chọn càng gần với đường đàn hồi thực của thanh thì kết quả càng 

chính xác. Theo cách làm này thì hàm chuyển vị chọn trước thỏa mãn càng 

nhiều điều kiện biên hình học và tĩnh học càng tốt nhưng ít nhất phải thỏa 

mãn điều kiện biên tĩnh học. 

Đường lối của ba loại phương pháp (phương pháp tĩnh; phương pháp 

động; phương pháp năng lượng) tuy khác nhau nhưng cho cùng một kết quả 

đối với hệ bảo toàn.Đối với hệ không bảo toàn, các phương pháp tĩnh và các 

phương pháp năng lượng dẫn đến kết quả không chính xác, người ta phải sử 

dụng các phương pháp động lực học. 

Hệ bảo toàn tức là những hệ chịu lực bảo toàn. Lực bảo toàn có tính chất 

sau đây : 

- Độ biến thiên công của lực bằng vi phân toàn phần của thế năng. 
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- Công sinh ra bởi các lực trên các chuyển vị hữu hạn không phụ thuộc 

vào đường di chuyển của lực mà chỉ phụ thuộc vào vị trí điểm đặt đầu và 

điểm đặt cuối của lực. 

- Tuân theo nguyên lý bảo toàn năng lượng. 

Sự xuất hiện của ma sát nội do quan hệ phi đàn hồi hay ma sát ngoại sẽ 

dẫn đến hệ lực không bảo toàn. 

1.4.  Các định lí về ổn định và tiêu chuẩn ổn định  

Nói đến ổn định của cơ hệ là nói đến ổn định của trạng thái cân bằng,mà 

trạng thái cân bằng lại là nghiệm của phương trình vi phân, cho nên nói đến ổn 

định của cơ hệ là nói đến ổn định của nghiệm của phương trình vi phân. 

Các phương trình chuyển động cơ học thường là phi tuyến và ta chỉ 

nghiên cứu các phương trình tuyến tính hoá của chúng. Ví dụ, khitính độ cong 

của đường độ võng y(x) của dầm chịu uốn ta xem độ võng của dầm là nhỏ so 

với chiều dài dầm để có thể tính độ cong 
2

21

dx

yd



. Vấn đề đặt ra là kết quả 

của bài toán tuyến tính hoá có liên quan gì đến bài toán gốc, bài toán phi 

tuyến. Một cách cụ thể hơn, liệu tải trọng tới hạn Pe của thanh chịu uốn dọc có 

lớn hơn tải trọng tới hạn khi xét tính phi tuyến của thanh.ổn định cơ hệ là ổn 

định cân bằng cũng có nghĩa là ổn định của nghiệm của các phương trình 

tuyến tính hóa.  

Đường lối chung để xây dựng bài toán ổn định là đưa hệ ra khỏi vị trí 

cân bằng và xem có tồn tại trạng thái cân bằng mới không. Trong trường hợp  

không cần giải bài toán ổn định đến cùng nhưng ta vẫn có thể biết được hệ có 

ổn định hay không ổn định thông qua các tiêu chuẩn ổn định. 

Bài toán ổn định là bài toán phức tạp. Dưới đây trình bày định nghĩa và 

một số định lý về ổn định và không ổn định (không chứng minh) để hiểu bản 

chất của ổn định công trình hơn là sử dụng chúng trong tính toán.  

Định nghĩa về ổn định 
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Xét cơ hệ mà vị trí cân bằng của nó được biểu thị qua chuyển vị (hoặc 

tọa độ) q và vận tốc q và được viết như sau: ),...,1(0 njq
j

  

Vị trí cân bằng ),...,1(0 njq
j

 được gọi là ổn định nếu như đối với mỗi số dương 

 >0 

 tìm được số dương  >0 phụ thuộc vào   sao cho ở thời điểm ban đầu t=0 

mà có độ lệch: 
0)0(
jj

qq  < ,  )0(
j

q < , (j=1,…,n) 

 thì chuyển vị và vận tốc của hệ ở thời điểm t>0 bất kỳ đều nằm trong lân cận 

 của chúng, nghĩa là: 
0)(
jj

qtq  < ,   )(tq
j

 < ,(j=1,…,n) 

Vị trí cân bằng được gọi là không ổn định nếu như khi vị trí cân bằng 

ban đầu có độ lệch  với  >0 nhỏ tùy ý: 
0)0(
jj

qq  < ,  )0(
j

q < , 

(j=1,…,n) 

mà tại thời diểm  tt  tìm được   >0 thỏa mãn bất đẳng thức 

0)(
jj

qtq 
     hoặc   )( tq

j
    

Từ định nghĩa trên cho thấy để nghiên cứu ổn định cân bằng thì đưa hệ 

ra khỏi vị trí cân bằng ban đầu của nó và nếu như tìm được vị trí cân bằng 

mới khác với vị trí cân bằng ban đầu đại lượng   thì vị trí cân bằng ban đầu là 

không ổn định.Không được quên rằng trạng thái cân bằng ban đầu phải được 

xác định trước tiên. 

Định lý ổn định Liapunov:  

Định lý sau của Liapunov cho biết hệ gốc là ổn định hay không ổn định 

dựa trên tiêu chuẩn ổn định của hệ phương trình tuyến tính hoá.  

Nếu như tất cả các nghiệm của phương trình đặc tính của hệ tuyến 

tính hóa có các phần thực âm thì vị trí cân bằng của hệ phi tuyến tương 

ứng là ổn định. Nếu như dù chỉ có một nghiệm nào đó của phương trình 
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đặc tính có phần thực là dương thì vị trí cân bằng của hệ phi tuyến là 

không ổn định. 

Trên hình 1.6, trình bày nghiệm của 

phương trình đặc tính trong hệ tọa 

độ phức. Trục hoành biểu thị phần 

thực, trục tung biểu thị phần ảo của 

nghiệm của phương trình đặc tính.  

 

                                              Hình 1.2. Trục tọa độ thực, Re -ảo, Im 

Theo định lý trên thì các nghiệm của phương trình đặc tính phải nằm về 

phía bên trái của trục tung thì hệ ổn định. Nếu như dù chỉ có một nghiệm nằm 

ở phía bên phải của trục tung thì hệ là không ổn định. Trường hợp có nghiệm 

nằm ngay trên trục tung nghĩa là phần thực bằng không (nghiệm ảo) thì không 

kết luận được là hệ ổn định hay không ổn định. Những trường hợp như vậy 

gọi là trường hợp đặc biệt. ở các trường hợp đặc biệt thì vị trí cân bằng có thể 

ổn định hoặc không ổn định và vấn đề nghiên cứu trong trường hợp này là bài 

toán khó khi chỉ xét hệ phương trình tuyến tính hoá mà cần phải xét thêm 

những thành phần phi tuyến bậc cao hơn. 

Định lý Lagrange- Đirichlet:   

cơ học giải tích Lagrange cũng như cơ học kết cấu được xây dựng dựa 

trên hai khái niệm, động năng và thế năng. Cho nên khi giải quyết các bài 

toán ổn định của kết cấu thường dùng định lý của Lagrange - Đirichlet. Định 

lý Lagrange- Đirichlet được phát biểu như sau. 

 Nếu như tại một vị trí nào đó của hệ bảo toàn mà thế năng toàn phần 

của nó là một hàm liên tục của chuyển vị q có cực tiểu riêng biệt (tại một 

điểm) thì vị trí đó là vị trí cân bằng ổn định của hệ[46, trg226]. 

 Định lý trên chỉ cho được điều kiện đủ của hệ cân bằng của hệ bảo 

toàn, bởi vì có trường hợp thế năng toàn phần không có điểm cực tiểu riêng 

r e

Im

O
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biệt nhưng hệ vẫn ổn định. Do đó, trong trường hợp này cần phải xét phương 

trình cân bằng với bậc phi tuyến cao hơn. Từ hai định lý nói trên thấy rằng có 

những vị trí cân bằng ổn định mà không bảo đảm hai định lý trên cho nên trong 

những trường hợp như vậy cần chú ý tới hai định lý về không ổn định sau: 

Hai định lý về không ổn định của Liapunov 

Định lý 1: Nếu như thế năng của hệ bảo toàn ở trạng thái cân bằng 

không có cực tiểu và nếu như kết luận đó được xác định khi sử dụng các 

bậc đạo hàm cao hơn trong khai triển thế năng biến dạng theo chuỗi 

chuyển vị thì vị trí cân bằng đó là không ổn định [46, trg 228]. 

Định lý 2: Nếu như ở trạng thái cân bằng của hệ bảo toàn mà thế 

năng biến dạng có điểm cực đại riêng biệt và điều đó được xét khi sử dụng 

các bậc đạo hàm cao hơn hoặc bằng 2 trong khai triển thế năng biến dạng 

theo chuỗi chuyển vị thì vị trí cân bằng đó là không ổn định [46]. 

 Hai định lý của Liapunov chỉ ra cho ta thấy, nếu như lời giải tìm được 

của hệ tuyến tính là không ổn định thì ta chưa vội kết luận là hệ không ổn 

định mà còn phải xét thêm bậc phi tuyến cao hơn của cơ hệ.  

 Các định lý nêu trên chỉ xét hệ bảo toàn. Để nghiên cứu ổn định của hệ 

bảo toàn hoặc không bảo toàn và bài toán ổn định động lực học thì có thể 

dùng định lý tổng quát sau của Liapunov: 

Định lý tổng quát về ổn định của Liapunov 

Tìm nghiệm ổn định của hệ phương trình vi phân trạng thái sau:  

)(xXx
ii

 ),...,1( ni                                                                              

(1.1) 

Nếu như có thể tìm được một hàm V(x) nào đó mà: 

a) Hàm đó có giá trị dương ở lân cận gốc tọa độ và chỉ bằng không ở gốc 

tọa độ.  

b) Đạo hàm toàn phần của hàm ấy theo thời gian tính như sau: 
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 
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(1.2) 

không dương trong tất cả các điểm lân cận gốc tọa độ thì vị trí cân bằng đó là 

ổn định. Nếu như còn biết thêm đạo hàm đó mà âm trong tất cả các điểm lân 

cận gốc tọa độ và chỉ bằng không ở gốc tọa độ thì vị trí cân bằng đó là vị trí 

cân bằng tiệm cận(tức là khi t thì vị trí ấy trở về vị trí cân bằng ban 

đầu)[23]. Định lý này dùng cho cả hệ bảo toàn và không bảo toàn. Hàm V(x) 

được gọi là hàm Liapunov. 

ý nghĩa của định lý này không chỉ nằm ở chỗ cho người nghiên cứu 

phương tiện để giải quyết sáng tạo bài toán mà còn nằm ở chỗ dựa trên định 

lý đó có thể chứng minh về sự ổn định của hệ tuyến tính hoá đã nêu trên. 

1.5 Bài toán ổn định uốn dọc của thanh và phương pháp giải 

  Phương trình cân bằng của thanh thẳng có tiết diện không đổi chịu tác 

dụng của lực P đặt ở đầu thanh có thể được viết như sau (cách xây dựng 

phương trình trình bày chi tiết ở chương 2): 

0
2

2

4

4


dx

yd
P

dx

yd
EJ

                                                          
(1.3) 

 Phương trình trên là phương trình vi phân tuyến tính thuần nhất (không 

có vế phải).Phương trình dao động tự do của thanh được trình bày ở chương 3 

cũng thuộc loại phương trình này. Vì vậy, để tổng quát ở đây trình bày 

phương pháp chung tìm  

nghiệm của phương trình vi phân tuyến tính bậc n thuần nhất có các hệ số là 

hằng số [29]: 

)0(0...
01

1

10






aya
dx

yd
a

dx

yd
a

nn

n

n

n

                       (1.4) 

Để giải phương trình vi phân trên thì giải phương trình đặc tính của nó là: 

a0rn+a1rn-1+...+an-1r+an=0                                                     (1.5) 
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a) Trường hợp phương trình đặc tính có n nghiệm phân biệt thì nghiệm của 

phương trình vi phân (a) viết dưới dạng sau: 

xr

n

xrxr necececy  ...21

21                                                      (1.6) 

Các hệ số ci được xác định từ điều kiện biên của bài toán 

b) Nếu như một nghiệm rk nào đó có nghiệm lặp lại mk lần thì thành phần 

tương ứng trong nghiệm trên được thay bằng 

xrm

mkkkk

kk

k
excxcxcc )...(

1

)1(

2

21




                                                   (1.7) 

Trong trường hợp có hệ phương trình tuyến tính sau: 

),...3,2,1(0)(...)()(
2211

njy
dx
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y
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d
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d
njnjj
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(1.8) 

ở đây )(
dx

d
jk

  là đa thức của )(
dx

d
.  Mỗi  hàm yk = yk(x) (k=1...n) đều có 

dạng (1.6) và (1.7), còn  các số mũ r l sẽ là nghiệm của hệ các phương trình 

đặc tính 

  0)(det)(  rrD
jk

                                                                              (1.9) 

Đây là hệ phương trình đặc trưng của hệ phương trình vi phân. Từ 

phương trình (1.49) tìm được jk
r , đưa các nghiệm y dạng (1.6) và  (1.7) vào 

hệ phương trình (1.48)  sẽ xác định được các tương quan của các hệ số, các hệ 

số tự do được xác định từ các điều kiện biên.Đó là phương pháp chung để giải 

phương trình vi phân tuyến tính thuần nhất có hệ số là hằng số. 

 Trở lại phương trình uốn dọc của thanh. Phương trình (1.3) hoàn toàn 

giải được bằng cách giải phương trình đặc tính (1.5),tìm nghiệm theo (1.6) và 

(1.7), các hệ số c của (1.6) và (1.7) xác định từ các điều kiện biên của thanh. 

Tuy nhiên, một cách giải ngắn gọn hơn khi viết hàm độ võng y của thanh 

dưới dạng sau 

y dcxkxbkxa  )cos()sin(                                                     (1.10) 
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EJ

P
k   

 Thật vậy, đưa hàm (1.10) vào phương tình (1.3) ta thấy phương trình 

(1.3) được thỏa mãn. Vấn đề còn lại là xác dịnh các hệ số dcba ,,, . Bốn hệ số 

dcba ,,,  của hàm y được xác định tùy theo 4 điều kiện biên 
'''''' ,,, yyyy tại hai 

đầu cuối thanh. Dưới đây trình bày các lời giải thanh có các điều kiện biên 

khác nhau. 

Thanh khớp-khớp  

Các điều kiên biên tại liên kết khớp là chuyển vị và momen uốn bằng không. 

Ta có 

0)0(;0)0(
2

2

 x
dx

yd
xy  ; 0)(;0)(

2

2

 lx
dx

yd
lxy  

 Đưa 4 điều kiện trên vào (1.10), nhận được 4 phương trình sau 

0)sin(;0)sin(;0;0 2  klakclklabdb  

Ta có           0 dcb ,   0)sin( kla  

 Nếu  0a  thì 0y  , đó là nghiệm tầm thường của (1.3). Để có được nghiệm 

không tầm thường ( 0y ), ta cho 

0)sin( kl hay   ,...)3,2,1,....(  nnkl   

Thay k  vào phương trình (1.10) ta có 

2

22

l

EJn
P


                                                                (1.51) 

Với các giá trị P xác định trên, thanh có trạng thái cân bằng mới, trạng 

thái uốn dọc với        )sin( x
l

n
ay


                                               (1.12) 

khác với trạng thái ban đầu là trạng thái nén, thanh thẳng. Ta nói thanh mất ổn 

định và  lực P là lực tới hạn Euler. Chú ý rằng với P tới hạn xác định theo 

(1.11), độ võng (1.12) của thanh vẫn hữu hạn. Tuy nhiên, theo lí thuyết dầm-
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cột trình bày ở trên,độ võng của thanh với lực P xác định theo (1.11) sẽ tăng 

lên vô cùng, nên (1.12)là biểu thức xác định lực tới hạn của thanh. Kixelov 

cho rằng lực P tới hạn (1.12) vẫn nằm trong miền ổn định. 

 Để thỏa mãn 4 điều kiện biên 
'''''' ,,, yyyy của phương trình (1.3) ta có 

thể dùng 4 thông số chuyển vị, góc xoay,momen uốn và lực cắt chưa biết tại 

hai đầu thanh làm ẩn thay cho các hệ số  dcba ,,,  của phương trình (1.10).Ta 

có phương pháp thông số ban đầu được giáo sư Kixelov sử dụng trong giáo 

trình động lực học và ổn định công trình của mình. 

Thanh ngàm-ngàm :  

Cả hai đầu thanh là ngàm do đó các điều kiên biên tại liên kết ngàm là chuyển 

vị và góc xoay bằng không. Ta có 

;0)0(;0)0(  x
dx

dy
xy 0)(;0)(  lx

dx

dy
lxy  

  Đưa 4 điều kiện trên vào (1.10), nhận được 4 phương trình sau 















0)sin()cos(

0)cos()sin(

0;0

cklbkklak

dclklbkla

cakdb

                                        (1.13) 

Để tìm các hệ số a, b, c, d ta cho định thức các hệ số của hệ bốn 

phương trình trên bằng không. Từ đó rút ra :  

                 0)sin()1(cos2  klklkl                              (1.14) 

Với chú ý rằng : )2/cos()2/sin(2)sin( klklkl  ; )2/(sin21)cos( 2 klkl   

Ta có thể viết phương trình (1.54) dưới dạng : 0
2

sin
2

cos
22

sin 















 klklklkl
 

Một lời giải của phương trình này là: 
2

224
20)

2
sin(

l

EJn
Pnkl

kl
th


   
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Chú ý rằng 0)sin( kl  và 0)cos( kl khi 0)
2

sin( 
kl

, từ phương trình (1.13) 

ta xác định được các hằng số : dbca  ;0  

Thay vào (i) ta có phương trình đường độ võng là: 







 1

2
cos

l

xn
by


 

Với n=1 ta nhận được lực tới hạn nhỏ nhất: 2

24

l

EJ
P

th




 

Thanh ngàm-khớp :  

Trong trường hợp này, đầu dưới của thanh là ngàm, đầu trên của thanh là 

khớp do đó các điều kiên biên tại liên kết ngàm là chuyển vị và góc xoay bằng 

không, tại đầu liên kết khớp là chuyển vị và mômen uốn bằng không. 

;0)0(;0)0(  x
dx

dy
xy 0)(;0)(

2

2

 lx
dx

yd
lxy  

Đưa 4 điều kiện trên vào (i), nhận được 4 phương trình sau  

0)cos()sin(;0;0;0  klbkladclcakdb                     (1.15) 

Cả 4 phương trình sẽ được xác định bằng cách lấy a = b = c = d= 0, 

thay giá trị của a, b, c và d vào y ta nhận đường độ võng của thanh là dạng 

cân bằng thẳng ban đầu (đây là các nghiệm tầm thường vì thanh chưa bị mất 

ổn định). Trường hợp thứ hai ta tìm a và b từ 3 phương trình đầu của (1.15) và 

thay vào phương trình cuối cùng ta nhận được 

kltgklklb
kl

kl
b  0cos

sin

                     
(1.16) 

Giải phương trình (1.16) ta nhận được : 
2

2

)7.0(
493.4

l

EJ
Pkl

th


  

Thanh đầu ngàm-đầu tự do :  

Trong trường hợp này, đầu dưới của thanh là ngàm, đầu trên của thanh tự do. 

Do đó các điều kiên biên tại liên kết ngàm là chuyển vị và góc xoay bằng 

không, tại đầu tự do là mômen uốn và lực cắt bằng không. Ta có 
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;0)0(;0)0(  x
dx

dy
xy 0;0)( 2

3

3

2

2


dx

dy
k

dx

yd
lx

dx

yd
 

  Đưa 4 điều kiện trên vào (i), nhận được 4 phương trình sau 

0;0)cos()sin(;0;0  cklbklacakdb                            (1.17) 

Từ phường trình thứ 2 và phương trình thứ 4 ta rút ra được c = a = 0 và 

2

)12(
0cos




n
klkl

                                 
(1.18) 

Giải phương trình (1.58) ta nhận được lực tới hạn nhỏ nhất ứng với (n=1) là 

2

2

4l

EJ
P

th




 

1.6  Thuật toán đơn giản để giải phương trình đa thức 

Bài toán trị riêng và véc tơ riêng phải dẫn về giải phương trình (1.48). ở 

đây trình bày cách giải phương trình đó.  

Trước tiên xét ta xét trường hợp giải phương trình đa thức đặc trưng.  

f(z) =  b0+b1z+...+ bnzn-1+(-1)nzn=0                                                      (1.19) 

khi n 4 thì lời giải của phương trình có thể biểu diễn dưới dạng các công 

thức. Với các trường hợp khác thì phải dùng các phương pháp lặp để giải:  

a)  Phương pháp lặp Newton 

 Cho một nghiệm ban đầu Z0. Nghiệm gần đúng của bước sau (j+1) theo 

phương pháp Lặp Newton được xác định theo công thức sau: 

   
 

 )('

)(1

j

j

jj

zf

zf
zz 

                                                                             

(1.20) 

Nếu như 
   jj zz 1

 đủ nhỏ thì có thể xem 
 1jz  chính là nghiệm của phương 

trình. 

b)  Phương pháp Cát tuyến 

Để tìm nghiệm thực của các phương trình có hệ số thực, đầu tiên chọn 

hai giá trị ban dầu và xây dựng các chuỗi gần đúng sau: 
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 
   

   

 )(
)()(

1 j

kj

kj

j zf
zfzf

zz
z






       (j=0, 1, 2, ... k<j)     (1.21) 

các 
 jz , 

 kz  thường được chọn sao cho 
 )( jzf  và 

 )( kzf  có dấu ngược nhau 

để cho nghiệm nằm giữa 
 jz  và 

 kz .  

Ví dụ: Tìm trị riêng của ma trận sau: 

0

5410

4641

14264

01425

det)( 





































p  

Trước tiên ta cần biến đổi ma trận 

























































































510

441

1264

det)1(

540

461

144

det)4(

541

464

1426

det)25()(p

 

Hay:   

    

     1)5)(26(4)5)(4(44)5(416)5)(6(44

)6(164)5(4416)5)(6()26()25()(







p
 

Rút gọn biểu thức ta có: 25285276664)( 234  p  (f(z)= p(); 

z=) 

Bây giờ ta dùng phương pháp lặp Newton để giải bài toán này. Các bước thực 

hiện như sau: 

Bước 1: Cho  một giá trị bất kỳ nào đó. 

Bước 2: Tính  bước (j+1) theo phương pháp lặp Newton: 

   
 

 )('

)(1

j

j

jj

zf

zf
zz 
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Bước 3: Tính: 
   

 j

jj

r


 


1

 

Bước 4: Nếu r>eps (eps là một số nhỏ bất kỳ tuỳ ý cho trước. Nếu r>eps thì 

gán 
   jj cho  1

 (
   1 jj  ) và quay lại bước 2. Nếu r<eps thì thực hiện 

bước 5 

Bước 5: 
 1j là nghiệm của bài toán và gán nó cho (c) (

 1 jc  ) 

Bước 6: Để tìm các nghiệm khác thì ta chia hàm P() đã có cho (-c) thì ta sẽ 

được một đa thức bậc thấp hơn và quay lại bước 1. 

 Nếu đa thức bậc n ta làm lần lượt n lần như vậy ta sẽ nhận được n 

nghiệm. 

Sau đây giới thiệu đoạn chương trình sử dụng phương pháp lặp Newton để 

giải bài toán trên. (ngôn ngữ lập trình MATLAB) 

syms x; 

y=4*x^4-66*x^3+276*x^2-285*x+25; 

y2=y; 

 for n=1:4 

  y1=y2; 

  y1x=diff(y1,x); 

  z1=0.1; 

  eps=1; 

  while eps >= 0.000001 

   s1=subs(y1,x,z1); 

   s2=subs(y1x,x,z1); 

   z2=z1-s1/s2; 

   s3=z2-z1; 

   r=abs(s3/z1); 

   z1=z2; 

   eps=r; 

end 

c(n)=z1; 

z1 
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f(n)=subs(y,x,z1); 

y2=y1/(x-z1); 

end 

r1=[c' f']; 

digits(7) 

vpa(r1) 

 ezplot(y,[-2 12]); 

grid 
Kết quả 

[   .9653733e-1,            0.] 
[      1.391465, -.2052047e-10] 
[      4.373550,   .5732090e-9] 
[      10.63845,  .1136868e-10] 

Trong Matlab phương pháp giải phương trình 

đại số dựa trên phương pháp lặp Newton và 
phương pháp cát tuyến với thuật toán hoàn 
thiện hơn cho nên trong luận án sau này khi giải 
các  

phương trình đại số sẽ dùng các hàm có sẵn của 

Matlab. 

 
Hình 1.7. Đồ thị nghiệm PT đa thức 

Qua kết quả nghiên cứu của các mục từ 1.1 đến 1.6, tác giả rút ra những 

nhận xét sau: 

1. ở trên đã trình bày các phương pháp chung để xây dựng bài toán cơ 

học trong đó có bài toán ổn định công trình.  

2. Đã giới thiệu các định nghĩa, các tiêu chuẩn và các định lý về ổn định 

và không ổn định nhằm mục đích hiểu rõbản chất của bài toán ổn định công 

trình. Cần chú ý rằng bài toán ổn định của cơ học là bài toán ổn định cân 

bằng, nghĩa là bài toán ổn định nghiệm của các phương trình vi phân tuyến 

tính hóa. Định lý về ổn định của Liapunov cho ta đánh giá được sự tương 

quan giữa ổn định của nghiệm của phương trình vi phân tuyến tính hóa và 

phương trình phi tuyến gốc của nó. Qua các định lý ổn định và không ổn định 

trình bày ở trên chúng ta có thể thấy rõ tính phức tạp của bài toán ổn định,  do 
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vậy phải rất cẩn thận khi đưa ra các kết luận về ổn định của trạng thái cân 

bằng. Cách nghiên cứu ổn định là đưa hệ lệch ra khỏi vị trí cân bằng ban đầu 

của nó. Như vậy, vị trí cân bằng ban đầu cần phải xác định trước. 

3. Đã trình bày phương pháp chung để giải các phương trình vi phân 

tuyến tính thuần nhất và áp dụng để nghiên cứu ổn định của thanh thẳng chịu 

lực nén P tác dụng ở đầu thanh. Có thể nói đây là phương pháp toán duy nhất 

và do đó phổ biến nhất trong nghiên cứu ổn định công trình hiện nay.  
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CHƯƠNG 2 

PHƯƠNG PHÁP PHẦN TỬ HỮU HẠN 

Trong chương này lần lượt trình bày về các phương trình cơ bản của lý 

thuyết đàn hồi tuyến tính, công thức ma trận của các định lý năng lượng và 

cuối cùng giới thiệu nội dung cơ bản của phương pháp phân tử hữu hạn. 

2.1. Các phương trình cơ bản của lý thuyết đàn hồi tuyến tính 

2.1.1. Khái niệm 

Lý thuyết đàn hồi tuyến tính được xây dựng trên cơ sở giả thiết biến 

dạng nhỏ, còn lý thuyết đàn hồi phi tuyến dựa trên giả thiết các biến dạng lớn. 

Trong lý thuyết đàn hồi tuyến tính nguyên lý cộng tác dụng hoàn toàn đúng. 

Với một vật thể đàn hồi ta cần xét mối quan hệ giữa các đại lượng: chuyển vị 

- biến dạng, biến dạng - ứng suất, ứng suất - tải trọng. Các quan hệ này được 

mô tả bởi phương trình vi phân đạo hàm riêng với bài toán không gian và 8 

phương trình với bài toán phẳng, cụ thể như sau: 

a. Bài toán không gian: 

- Sáu phương trình biểu thị sự liên hệ biến dạng - chuyển vị; 

- Sáu phương trình biểu thị liên hệ ứng suất - biến dạng; 

- Ba phương trình cân bằng biểu thị quan hệ ứng suất - tải trọng. 

b. Bài toán phẳng 

- Ba phương trình biểu thị sự liên hệ biến dạng - chuyển vị; 

- Ba phương trình biểu thị liên hệ ứng suất - biến dạng; 

- Hai phương trình cân bằng biểu thị quan hệ ứng suất - tải trọng. 

2.1.2. Các phương trình biến dạng - chuyển vị 

Biến dạng của kết cấu hoặc môi trường liên tục dưới tác động của một 

hệ tải trọng cho trước, hoàn toàn có thể xác định nếu biết được chuyển vị của 

một điểm bất kỳ thuộc kết cấu hay môi trường liên tục đó, dưới dạng hàm số 

liên tục tại điểm đang xét. 
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a. Bài toán không gian: 

Trong hệ toạ độ x, y, z chuyển vị tại một điểm được xác định bằng ba 

thành phần và thường được ký hiệu như sau: 

ux = ux (x, y, z); uy = uy (x, y, z); uz = uz (x, y, z);  (2.1) 

Biến dạng dọc trục được xác định theo các công thức: 

z

u
;

y

u
;

x

u
z

zz

y

yy

x

xx













  (2.2) 

Biểu diễn dưới dạng ma trận ta có: 























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














































z

y

x
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yy

xx

u

u

u

.

z
00

0
y

0

00
x

 (2.3) 

Các biến dạng trượt được xác định theo các công thức sau: 

x

u

y

u yx

xy








           

y

u

z

u
zy

yz








      

z

u

x

u
xz

zz








  (2.4) 

Trong đó: 

xy = yx; yz = zy; zx = xz 

Biểu diễn dưới dạng ma trận ta có: 






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
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















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y

x
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u

u

u

.

x
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z
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0

0
xye

 (2.5) 

Nếu gộp thành một phương trình dưới dạng ma trận ta có: 
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

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


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y

x
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u
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 (2.6) 

Hay: 

   u.  (2.7) 

Trong đó:   là ma trận các toán tử vi phân. 

2. Bài toán phẳng 

Chuyển vị của một điểm bất kỳ gồm hai thành phần và được ký hiệu 

như sau: ux = ux(x, y); uy = uy(x, y) 

Biến dạng được xác định theo chuyển vị như sau: 

x

u

y

u
;

y

u
;

x

u yx

xy

y

yy

x

xx


















  (2.8) 

Viết dưới dạng ma trận: 


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
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
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




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

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
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
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





y

x

xy

yy
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u

u
.

xy

y
0

0
x

 (2.9) 

Hay:     u.  (2.10) 

2.1.3. Phương trình ứng suất - biến dạng 

Khi thừa nhận giả thuyết đàn hồi tuyến tính, đồng nhất và đẳng hướng, sự 

liên hệ giữa ứng suất và biến dạng được biểu thị bằng định luật Hooke tổng quát. 
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Nếu kể đến ảnh hưởng của sự thay đổi nhiệt độ với giả thiết chỉ xét đến 

ảnh hưởng biến dạng dọc trục vì nhiệt độ mà bỏ qua ảnh hưởng đến biến dạng 

trượt vì nhiệt thì các phương trình ứng suất - biến dạng được thiết lập như sau: 

a. Bài toán không gian 

   T
E

1
zzyyxxxx

  

   T
E

1
zzxxyyyy

  (2.11) 

   T
E

1
yyxxzzzz

  

 
xyxyxy

.
G

1
.

E

12



  

 
yzyzyz

.
G

1
.

E

12



  

 
zxzxzx

.
G

1
.

E

12



  

Trong đó: 

E - modul đàn hồi dọc trục; 

G - modul đàn hồi trượt 

 - hệ số Poisson; 

 - hệ số giãn nở vì nhiệt; 

T - độ biến thiên nhiệt độ 

Nếu biểu diễn dưới dạng ma trận ta có: 

 

 

 























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  (2.12) 
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Trong trường hợp T = 0 thì phương trình trên có dạng: 

     


.D
1

 (2.13) 

Trong đó: 

 
 

 

 
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

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 (2.14) 

Từ quan hệ của biến dạng - ứng suất ta có thể xác định được ứng suất 

theo biến dạng thường được gọi là định luật Hooke tổng quát:  

  
     T.
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E
.1.
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E
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  (2.15) 

  
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Viết dưới dạng ma trận: 
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+






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
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






















0

0

0

1

1

1

.
21

TE
 

Trong trường hợp T = 0 ta có phương trình: 

     .D  (2.16) 

Biểu thức này biểu thị định luật Hooke. 

Ma trận vuông  D  được gọi là ma trận đàn hồi. Ma trận này chứa tất cả 

các đặc trưng đàn hồi của kết cấu hoặc môi trường liên tục mà ta đang nghiên 

cứu. 

 
  

 

 

 

 

 

 







































2100000

0210000

0021000

0001222

0002122

0002212

.
21.12

E
D

 

Khi chấp nhận giả thiết vật liệu đàn hồi tuyến tính, đồng nhất và đẳng 

hướng thì ma trận  D  có tính đối xứng và không suy biến. 

b. Bài toán phẳng 

- Bài toán phẳng của lý thuyết đàn hồi được chia thành hai loại:  

- Trạng thái phẳng về ứng suất; 

- Trạng thái phẳng về biến dạng; 

Hai trạng thái này được phân biệt theo các tính chất đặc biệt của hình 

dạng và cách chịu tải của vật thể đàn hồi nghiên cứu: 

c. Trạng thái phẳng về ứng suất: 
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Vật thể đàn hồi được nghiên cứu có dạng tấm với chiều dày nhỏ so với 

kích thước của hai chiều còn lại và chịu tải trọng trong mặt phẳng của tấm. 

Kí hiệu xOy là hệ trục nằm trong mặt phẳng của tấm và Oz là trục 

vuông góc với mặt phẳng đó. Người ta thừa nhận các giả thiết dưới đây với 

ứng suất: 

0
zzzyzx
  

Với các giả thiết trên ta có mối quan hệ biến dạng ứng suất: 

  T...
E

1
yyxxxx

  

  T...
E

1
yyyyyy

  (2.17) 

 
xyxyxyxy

.
G

1
.

E

12



  

Dạng ma trận: 
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Các biến dạng còn lại được xác định như sau: 

0
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  

  T...
E

1
yyxxzz
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1
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1
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
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
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Rõ ràng zz  0 và có quan hệ tuyến tính với xx và yy. Tuy nhiên với 

phần tử có bề dày mỏng có thể cho zz = 0 mà vẫn bảo đảm chính xác so với 

nhu cầu thực tế. Nghịch đảo ma trận đàn hồi có dạng: 
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Biểu thức quan hệ giữa ứng suất - biến dạng thể hiện như sau: 

  T.
1

E
..

1

E
yyxx2xx







   

  T.
1

E
..

1

E
xxyy2yy







  (2.21) 

  xyxyyxxy
.G.

12

E



  

Dạng ma trận: 

  
























































































0

1

1

.T
1

E
.

100

022

022

.
12

E

zz

yy

xx

2

xy

yy

xx

 (2.22) 

Nếu T = 0 thì      .D  

Trong đó: 

 D  - ma trận đàn hồi của vật liệu trong bài toán ứng suất phẳng. 

 
 


























100

022

022

.
12

E
D

2
 

d. Bài toán phẳng về biến dạng 

Các vật thể đàn hồi được nghiên cứu có tiết diện ngang không đổi và 

chiều dày lớn hơn với kích thước của hai chiều còn lại, tải trọng tác dụng 

vuông góc với trục dài của vật thể. Gọi xOy là hệ trục song song với mặt 

phẳng của tiết diện ngang. Thừa nhận các giả thiết sau: 

uz = 0 

0
z

u

z

u yx 








 (2.23) 
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zx = zy = zz = 0 

Ta có quan hệ giữa biến dạng và ứng suất: 

     T.1..1.
E

1
yyxxxx




  

     T.1..1.
E

1
xxyyyy




  (2.24) 

 
xyxyyxxy

.
G

1
.

E

12



  

Dưới dạng ma trận ta có biểu thức: 

 



















































































0

1

1

.T.1.

200

01

01

.
E

1

xy

yy

xx

zz

yy

xx

 (2.25) 

Nếu T = 0 ta có biểu thức rút gọn: 

     


.D
1

 

Trong đó: 

 














































zz

yy

xx

1
.

200

01

01

.
E

1
D  

Từ quan hệ trên ta có mối quan hệ ứng suất biến dạng theo định luật 

Hooke: 

  
   T.

21

E
..1.

21.1

E
yyxxxx







  

  
   T.

21

E
..1.

21.1

E
xxyyyy







  (2.26) 

  xyxyyxxy
.G.

12

E



  

0
zyzx
  
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  
  T.

21

E
.

21.1

E.
yyxxzz








  

  T.E.
yyxxzz

  

Ta thấy zz  0 và có liên hệ tuyến tính với xx và yy. Tuy nhiên trong 

thực tế có thể bỏ qua zz mà vẫn đảm bảo sai số. Dưới dạng ma trận ta có: 

  

 

 

























































































0

1

1

.T.
21

E
.

2100

0122

0212

.
21.12

E

xy

yy

xx

zz

yy

xx

 

 (2.27) 

Nếu T = 0 ta có thể viết gọn:      .D  

Trong đó: 

 D  - ma trận đàn hồi của bài toán biến dạng phẳng 

 
  

 

 


























2100

0122

0212

.
21.12

E
D  

3. Bài toán một chiều: 

T.
E

1
xxxx

  

0
zxyzzzyy
  (2.28) 

xx = E. T.
xx

  

2.1.4. Các phương trình cân bằng 

a. Bài toán không gian 

Nếu tách ra khỏi vật thể đàn hồi một phân tố có kích thước dx, dy, dz 

và thiết lập phương trình cân bằng theo 3 trục x, y, z ta có: 

0g
zyx

x

xzxyxx 













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0g
zyx

y

yzyyyx















 (2.29) 

0g
zyx

z

zzzyzx 













 

Trong đó: 

xx, yy, zz - ứng suất pháp; 

xy, yz, zx - ứng suất tiếp; 

gx, gy, gz - các thành phần lực thể tích tác dụng theo các phương x, y, z 

trên một đơn vị thể tích của vật thể. 

Viết dưới dạng ma trận: 








































































































































0

0

0

g

g

g

.

xy
0

z
00

0
zx

0
y

0

z
0

y
00

z

z

y

x

zx

yz

xy

zz

yy

xx

 (2.30) 

hay: 

      0g.
T

  (2.31) 

Các phương trình cân bằng phải được thoả mãn ở bất kỳ mọi điểm của 

vật thể đàn hồi, ở bên trong cũng như trên bề mặt của vật thể. Do đó, những 

điểm nằm trên bề mặt của vật thể sẽ cân bằng với ngoại lực tác dụng lên bề 

mặt. Sự cân bằng này được xây dựng trên cơ sở nghiên cứu ứng suất trên mặt 

cắt xiên và được biểu thị bằng các điều kiện bề mặt. 

xx xy xz x
l. m n. p        

l.yx + myy + nyz = py (2.32) 

l.zx + mzy + nzz = pz 

Trong đó: 
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l, m, n - các cosin chỉ phương của pháp tuyến ngoài của mặt vật thể đàn 

hồi tại điểm đang xét; 

px, py, pz - các thành phần ngoại lực theo 3 trục x, y, z tác dụng trên một 

đơn vị diện tích mặt ngoài của vật thể đàn hồi. 













































































z

y

x

zx

yz

xy

zz

yy

xx

P

p

p

.

lm0n00

0nl0m0

n0m00l

 (2.33) 

hay: 

   p.L   

 L  - ma trận cosin chỉ phương của pháp tuyến ngoài của mặt vật thể 

đàn hồi. 

b. Bài toán phẳng 

Trong bài toán hai chiều, bài toán phẳng về ứng suất và biến dạng 

phương trình cân bằng có dạng: 

0g
yx

x

xyxx 








 (2.34) 

0g
yx

y

yyxy










 

Dạng ma trận: 












































































0

0

g

g
.

xx
0

y
0

x

y

x

xy

yy

xx

 (2.35) 

hay: 

     0g.   (2.36) 
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Trên chu vi thoả mãn phương trình sau: 

yyyyx

xxyxx

p.m.l

p.ml.




 (2.37) 

Dạng ma trận: 









































y

x

xy

yy

xx

p

p
.

lm0

m0l
 (2.38) 

hay: 

   p.L   (2.39) 

2.1.5. Các phương trình liên tục 

Các biến dạng và các chuyển vị cần phải có sự thay đổi liên tục từ điểm 

này sang điểm khác trong cùng một vật thể đàn hồi. Điều kiện để có sự liên 

tục này tồn tại là các phương trình liên tục hay còn gọi là các phương trình 

tương thích. 

a. Đối với bài toán không gian 

y.xxy

xy

2

2

yy

2

2

xx

2














 

z.yyz

yz

2

2

zz

2

2

yy

2














 

z.xzx

zx

2

2

xx

2

2

zz

2














 (2.40) 

































yxz
.

x
.

2

1

z.y

zxyzxyxx

2

 

































zyx
.

y
.

2

1

z.x

xyzxyzyy

2

 

































xxy
.

z
.

2

1

y.x

yzxyzxzz

2

 



 101 

b. Bài toán phẳng phương trình 

y.xxy

xy

2

2

yy

2

2

xx

2














 (2.41) 

2.2. Công thức ma trận của các định lý năng lượng 

2.2.1. Khái niệm: 

Các thành tựu nổi tiếng đầu tiên về sử dụng khái niệm năng lượng 

trong phân tích kết cấu và các môi trường đàn hồi là của Csstigliano, người 

đưa ra các ký hiệu về năng lượng biến dạng để đặt cơ sở cho các phương pháp 

năng lượng. 

Dùng phương pháp năng lượng để phân tích kết cấu và các môi trường 

liên tục thường dẫn đến một hệ phương trình đại số chứa nhiều ẩn số. Việc 

giải hệ này trên thực tế là không thể thực hiện được nếu chỉ dựa trên các công 

cụ tính toán thô sơ. Chính vì lý do đó mà các phương pháp năng lượng còn ít 

được quan tâm trong một thời gian dài. Khi trong tay con người đã có máy tính 

điện tử thì các phương pháp năng lượng đã nhanh chóng phát huy được tác dụng 

và là cơ sở lý luận của các phương pháp tính toán hiện đại để phân tích các kết 

cấu phức tạp. 

Để phục vụ trực tiếp cho các phương pháp phân tích kết cấu theo 

phương pháp số hiện đại, các định lý năng lượng cần được biểu diễn bằng 

ngôn ngữ phù hợp, lý tưởng hơn cả đó là ngôn ngữ ma trận.  

Tất cả các định lý năng lượng đều được xây dựng trực tiếp từ hai 

nguyên lý biến phân: 

- Nguyên lý công khả dĩ hay còn gọi là nguyên lý chuyển vị khả dĩ; 

- Nguyên lý công bù khả dĩ hay còn gọi là nguyên lý lực khả dĩ. 

Ở đây cho xét nguyên lý chuyển vị khả dĩ. 

2.2.2. Công cơ học khả dĩ 

Nếu cho một lực tác dụng vào kết cấu khi đó tại vị trí lực sẽ có chuyển 

vị tương ứng, hình bên là mối quan hệ giữa lực và chuyển vị. Phần nằm dưới 

đường cong là công do lực gây ra: 
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W = 
u

0

p.du(2.1) 

nếu hệ là tuyến tính (quan hệ tuyến tính) ta có: 

W = u.p.
2

1
 (2.42) 

Giả thiết chuyển vị tăng thêm một lượng là u khi công sẽ tăng thêm 

một lượng tương ứng: 

u.p
2

1
u.pW   (2.43) 

Đặt W = p.u; 2W = u.p
2

1
  

Bỏ qua đại lượng bậc cao ta có: 

W = W = p.u 

W - công khả dĩ còn là chuyển vị khả dĩ. 

Trong thực tế, tuỳ theo tính chất bài toán mà p có thể là lực thể tích 

hoặc là phân bố hoặc là lực tập trung. 

- Lực tập trung: 

W =    u.p
T
  

   
n1

T
p,...,pp   

 






















n

1

u

....

u

u  (2.44) 
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- Trường hợp hệ chịu tác dụng của lực thể tích và bề mặt thì:  

W =         
S

T

V

T
dsu.pdvu.g  (2.45) 

Trong đó: 

- Đối với bài toán không gian: 

   
zyx

T
g.g.gg   

   
zyx

T
p.p.pp   (2.46) 

   
zyx

T
u,u,uu   

- Đối với bài toán phẳng (trong mặt phẳng xoy) 

           
yx

T

yx

T

yx

T
uuu;p.pp;g.gg   (2.47) 

2.2.3. Năng lượng biến dạng khả dĩ 

Khi một vật bị biến dạng thì bên trong sẽ xuất hiện ứng suất, mối quan 

hệ giữa biến dạng và ứng suất tương ứng thể hiện theo đồ thị trên. 

 

Phần diện tích U0 nằm dưới đường cong được gọi là mật độ năng lượng 

đàn hồi có thứ nguyên: 
3dai

dai.luc
 khi đó năng lượng biến dạng của cả vật thể 

được các định như sau: 

U = 
V

0
dv.U  (2.48) 

Nếu ta cho một biến dạng khả dĩ  khi đó ta có: 
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U0 = . + 
2

1
. (2.49) 

Bỏ qua thành phần bước bậc cao ta có: U0 = U0 = . 

Nếu có nhiều thành phần ứng suất ta có: U0 =    .
T

 

U0: mật độ năng lượng đàn hồi khả dĩ. 

Năng lượng biến dạng đàn hồi khả dĩ của cả vật thể sẽ là: 

U =     
V

T

V

0
dv..dv.U  (2.50) 

Trong đó: 

   
zxyzxyzzyyxx

T
  

   
zxyzxyzzyyxx

T
  

2.2.4. Nguyên lý công khả dĩ 

Đại lượng khả dĩ là đại lượng rất nhỏ được lấy bất kỳ và ký hiệu là  

kèm theo tên của đại lượng khả dĩ. Xét vật thể biến dạng dưới tác dụng của hệ 

ngoại lực, trong vật thể sẽ xuất hiện nội lực và biến dạng sao cho: 

- Ngoại lực tác dụng và nội lực ở trạng thái cân bằng. 

- Các biến dạng thoả mãn điều kiện liên tục, còn chuyển vị thoả mãn 

các điều kiện tại gốc (điều kiện biên). 

Trường hợp ứng suất  trong vật thể đó thoả mãn điều kiện cân bằng 

tĩnh, còn trường biến dạng  thoả mãn điều kiện hình học theo nguyên lý 

Langrange: "Điều kiện cần và đủ để một vật biến dạng ở trạng thái cân bằng 

là công khả dĩ của ngoại lực bằng công khả dĩ của nội lực đối với một trường 

bất kỳ các biến dạng khả dĩ thoả mãn điều kiện tương thích". 

W = U 

Từ biểu thức trên ta có: 

            
S

T

V

T

V

T
dsu.pdvu.gdv.  (2.51) 
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Công thức trên là công thức cơ bản để xây dựng lên phương pháp phần 

tử hữu hạn. Nếu áp dụng công thức này cho một miền rời rạc (phần tử). Khi 

đó ta sẽ tạo được ma trận độ cứng của phần tử và các vectơ lực nút (tải trọng 

trên phần tử quy về nút). Ghép nối các ma trận độ cứng của các phần tử và 

các vectơ lực nút ta xác định được phương trình cân bằng của hệ. Giải hệ 

phương trình này xác định được chuyển vị nút từ đó xác định nội lực. 

2.3. Phương pháp phần tử hữu hạn 

Phương pháp phần tử hữu hạn (PTHH) chia công trình thành những 

phần nhỏ được gọi là phần tử. Việc tính toán được thực hiện đối với mỗi phần 

tử, sau đó kết nối chúng lại với nhau có được toàn bộ công trình.  

  Khi dùng phương pháp sai phân hữu hạn, trạng thái của công trình (ví 

dụ chuyển vị của dầm, tấm v.v…) được tính tại mỗi điểm của lưới sai phân, 

trạng thái công trình tại các điểm nằm giữa các nút của lưới sai phân được 

tính bằng cách nội suy tuyến tính. Từ cách nhìn này thấy rõ ưu điểm của 

phương pháp PTHH so với phương pháp sai phân hữu hạn là trạng thái các 

điểm trong mỗi phần tử  được xác định theo các hàm nội suy (còn gọi là hàm 

dạng) chọn trước. Do vậy, để có kết quả có độ chính xác tương đương nhau, 

phương pháp PTHH thường dùng ít ẩn hơn so với phương pháp sai phân hữu 

hạn. Theo E.Wilson [30], thuật ngữ PTHH được giáo sư Ray Clough [22] đưa 

ra vào năm 1960 và ông xem phương pháp PTHH là khả năng nữa 

(alternative) của phương pháp sai phân hữu hạn.   

Các hàm nội suy được viết theo tọa độ tự nhiên (xem phần sau) được 

dùng vừa để mô tả trạng thái (ví dụ chuyển vị của dầm, tấm v.v…) và có thể 

vừa để mô tả dạng hình học (ví dụ dầm cong, vỏ…) của công trình cho phép 

dễ dàng lập trình và tạo điều kiện tự động hóa quá trình tính toán (phần tử hữu 

hạn dùng hàm nội suy như vậy được gọi là phần tử đẳng thông số, 

(Isoparametric finite element). Các hàm nội suy viết theo tọa độ tự nhiên do 

B.Irons và O.Zienkiewicz đưa ra năm 1968 [20].   
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Do kích thước phần tử nhỏ, trạng thái (ví dụ chuyển vị của dầm, tấm…) 

của các điểm trong mỗi phần tử khác nhau ít cho nên các hàm nội suy được 

dùng là các đa thức bậc thấp, ví dụ đối với độ võng của dầm hàm nội suy 

thường dùng là các đa thức bậc ba theo tọa độ x, đối với độ võng của tấm là 

các đa thức bậc ba theo tọa độ x và bậc ba theo tọa độ y v.v.. Vì dùng các đa 

thức bậc thấp cho nên các lực tác dụng trong mỗi phần tử cũng như lực quán 

tính (bài toán động lực học) đều phải qui về các nút. Vì phương pháp PTHH 

xét cân bằng tại nút nên lực tác dụng trong phần tử cũng như lực quán tính 

đều phải quy về các lực tập trung tác dụng tại nút.  

Hàm nội suy được chọn sao cho kết quả tính là ổn định: kết quả là duy 

nhất, thay đổi bé của điều kiện biên hoặc điều kiện ban đầu không làm thay 

đổi kết quả tính. 

Lý thuyết dầm xét ảnh hưởng của biến dạng trượt ngang được trình bày 

ở chương 3, xem độ võng y lực cắt Q của dầm là hai hàm cần xác định cho 

nên cần xác định hai hàm nội suy cho hai hàm ẩn  nói trên. 

Dựa vào hàm nội suy có thể tính được trường ứng suất và trường 

chuyển vị của mỗi phần tử và do đó ta thiết lập được ma trận độ cứng phần tử. 

Dựa trên ma trận độ cứng phần tử xây dựng được ma trận độ cứng tổng thể 

của công trình. 

Phương trình cơ bản để giải bài toán cơ học kết cấu theo phương pháp 

phần tử hữu hạn, có dạng như sau: 

[𝐾]{} = {𝐹}                                                    (2.52) 

Trong đó: [𝐾] là ma trận độ cứng tổng thể của toàn kết cấu, là ma trận 

vuông có kích thước là số ẩn của toàn bộ kết cấu, nghĩa là số ẩn của phương 

pháp, {} là véc tơ chuyển vị nút của toàn kết cấu (đối với bài toán không xét 

biến dạng trượt ngang), là véc tơ chuyển vị nút và lực cắt (đối với bài toán có 

xét đến biến dạng trượt ngang), {𝐹} là véc tơ lực nút. 
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 Giải hệ phương trình (2.52) ta có thể dùng các chương trình có sẵn 

trong Matlab để giải. Nếu như gọi r là nghiệm của bài toán thì 𝑟 = [𝐾]\{𝐹}. 

Trong đề tài này tác giả dùng chương trình Matlab nói trên để giải các bài 

toán. 

2.3.1. Hàm nội suy của phần tử 

2.3.1.1. Hàm nội suy chuyển vị và góc xoay tại hai nút đầu phần tử 

Trong khi tính dầm ta có thể sử dụng phần tử chịu uốn hai nút, như hình 2.52. 

 

Hình 2.1. Phần tử dầm 

Tại mỗi nút có các thông số là chuyển vị W1, 1, W2, 2, do đó chuyển 

vị trong mỗi phần tử được viết theo công thức sau: 

𝑊 = [𝑓𝑤1  𝑓𝑤2  𝑓𝑥1  𝑓𝑥2]X                                      (2.53) 

Trong đó:   X = [𝑊1  𝑊2  1  2]
′  

1 =
𝑑𝑊

𝑑𝑥
⌋
𝑥=−1

; 2 =
𝑑𝑊

𝑑𝑥
⌋
𝑥=1

  

Các hàm 𝑓𝑤1, 𝑓𝑤2 , 𝑓𝑥1 , 𝑓𝑥2, là các hàm nội suy cần được xác định. 

Ta viết hàm nội suy dạng đa thức bậc 3, 𝑊 = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎1𝑥
2 + 𝑎3𝑥

3 , dưới 

dạng ma trận hàm độ võng W được viết như sau: 

𝑊 = [1  𝑥   𝑥2  𝑥3]X𝑎                                               (2.54a) 

Trong đó:             𝑋𝑎 = [𝑎0  𝑎1  𝑎2  𝑎3]
′ 

Bây giờ ta tìm mối liên hệ giữa X và X𝑎   

Thay x=-1 vào (2.54a) ta có 

𝑊1 = [1 − 1       1  − 1 ]X𝑎                                           (a) 

Thay x=1 vào (2.3a) ta có 

𝑊2 = [1      1       1       1 ]X𝑎                                            (b) 

Lấy đạo hàm (2.54) theo x ta có 

11 W ,2

 1-1

W, 11 2

0
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𝑑𝑊

𝑑𝑥
= [0       1       2𝑥      3𝑥2]X𝑎                                   

(2.54b) 

Thay x=-1 vào (2.54b) ta có 

1 = [0     1  − 2      3 ]X𝑎                                               (c) 

Thay x=1 vào (2.54b) ta có 

2 = [0     1       2      3 ]X𝑎                                               (d) 

Từ a, b, c và d ta nhận được 

𝑋 = [𝑊1   𝑊2  1  2]
′ = [

1 −1 1
1    1 1
0    1 −2

   
−1
  1
  3

 0    1      2   3

] X𝑎 = 𝑎X𝑎 → X𝑎 = 𝑎
−1X 

Trong đó:             𝑎 = [

1 −1 1
1    1 1
0    1 −2

   
−1
  1
  3

 0    1      2   3

] 

Từ đó ta tìm được các hàm nội suy 𝑓𝑤1 , 𝑓𝑤2, 𝑓𝑥1, 𝑓𝑥2 , như sau: 

    

𝑓𝑤1 =  
1

4
(𝑥 − 1)2(𝑥 + 2),

𝑓𝑤2 =
1

4
(𝑥 + 1)2(2 − 𝑥)

𝑓𝑥1 =
1

4
(𝑥 − 1)2(𝑥 + 1)

𝑓𝑥1 =
1

4
(𝑥 − 1)2(𝑥 + 1) }

 
 

 
 

                             (2.55) 

Các hàm nội suy (2.55) thường được dùng để tính phần tử chịu uốn và cho 

kết quả hội tụ. 

𝑊 = [𝑓𝑤1   𝑓𝑤2  𝑓𝑥1  𝑓𝑥2]X = [

1

4
(𝑥 − 1)2(𝑥 + 2)

1

4
(𝑥 + 1)2(2 − 𝑥)

1

4
(𝑥 − 1)2(𝑥 + 1)

1

4
(𝑥 − 1)2(𝑥 + 1)

] X 

(2.53a) 

Như vậy, nếu biết được các thông số W1, 1, W2, 2 tại hai đầu phần tử thì 

chuyển vị tại mỗi điểm bất kỳ trong phần tử đó được xác định theo đa thức 

bậc 3 sau đây 

𝑊 = 𝑓𝑤1𝑊1 + 𝑓𝑤2𝑊2 + 𝑓𝑥11 + 𝑓𝑥22         (2.56) 
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2.3.1.2. Hàm nội suy lực cắt tại hai nút đầu phần tử 

Trong trường hợp xét biến dạng trượt ngang ta viết thêm các hàm nội suy 

lực cắt tại hai đầu phần tử hai nút như hình 3.2. 

 

Hình 2.2. Phần tử hai nút 

Tại nút đầu phần tử có thông số là lực cắt Q1, và tại nút cuối phần tử có 

thông số lực cắt là Q2, do đó lực cắt trong mỗi phần tử được viết theo công 

thức sau: 

𝑉 = [𝑓𝑞1   𝑓𝑞2]𝑋                                     (2.57) 

Trong đó:    𝑋 = [𝑄1     𝑄2]
′  

Các hàm 𝑓𝑞1 , 𝑓𝑞2 ,  là các hàm nội suy cần được xác định 

Ta viết hàm nội suy dạng đa thức bậc 1, 𝑉 = 𝑎0 + 𝑎1𝑥, dưới dạng ma trận 

hàm lực cắt V được viết như sau: 

𝑉 = [1      𝑥 ]𝑋𝑎                                               (2.58) 

Trong đó:              𝑋𝑎 = [𝑎0    𝑎1]
′ 

Bây giờ ta tìm mối liên hệ giữa 𝜃 và 𝜃𝑎  

Thay x=-1 vào (2.58) ta có 

        𝑉1 = [1 − 1 ]𝑋𝑎                                                   (a) 

Thay x=1 vào (2.58) ta có 

𝑉2 = [1      1 ]𝑋𝑎                                                    (b) 

Từ a và b ta nhận được 

  𝑋 = [𝑓𝑞1   𝑓𝑞2]
′ = [

1 −1
1    1

]𝑋𝑎 = 𝑎𝑋𝑎 → 𝑋𝑎 = 𝑎
−1𝑋 

Trong đó:              𝑎 = [
1 −1
1    1

] 

Từ đó ta tìm được các hàm nội suy 𝑓𝑞1 , 𝑓𝑞2, như sau: 

-1

Q

0

11

 1

Q2
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𝑓𝑞1 =  
1

2
(1 − 𝑥)

𝑓𝑞2 =  
1

2
(1 + 𝑥)

}                                            (2.59) 

𝑉 = [𝑓𝑞1        𝑓𝑞2]𝑋 =  [
1

2
 (1 − 𝑥)   

1

2
 (1 + 𝑥) ] 𝑋 

Trong đó:      𝑋 = [𝑄1   𝑄2 ]
′ 

Như vậy, nếu biết được các thông số Q1, Q2, tại hai đầu phần tử thì lực cắt tại 

mỗi điểm bất kỳ trong phần tử đó được xác định theo đa thức bậc nhất sau đây 

𝑉 = 𝑓𝑞1𝑄1 + 𝑓𝑞2𝑄2                                       (2.60) 

Do vậy, trong trường hợp phần tử có xét đến ảnh hưởng của biến dạng 

trượt ngang, chuyển vị tại một điểm bất kỳ trong phần tử được xác định như 

sau: 

 𝑊 = 𝑓𝑤1𝑊1 + 𝑓𝑤2𝑊2 + 𝑓𝑥11 + 𝑓𝑥22 + 𝑓𝑞1𝑄1 + 𝑓𝑞2𝑄2     (2.61) 

2.3.1.2. Ma trận độ cứng của phần tử 

a. Trường hợp không xét biến dạng trượt ngang 

Trong trường hợp không xét ảnh hưởng của biến dạng trượt ngang, mỗi 

phần tử có hai chuyển vị nút W1, W2, và hai góc xoay 1, 2 , tổng cộng có bốn 

thông số (4 ẩn) cần xác định. 

Gọi X là véc tơ cột chứa bốn ẩn của phần tử theo thứ tự sau 

   𝑋 = [𝑊1   𝑊2     1      2]                                            (2.62)  

Thì có thể viết lại biểu thức (3.5) dưới dạng ma trận như sau 

𝑊 = [𝑓𝑤1 + 𝑓𝑤2 + 𝑓𝑥1 + 𝑓𝑥2]𝑋                          (2.63) 

Sau khi đã biết các hàm chuyển vị thì dễ dàng tính được biến dạng uốn 

𝜒𝑥, nội lực mômen uốn 𝑀𝑥, của phần tử như sau: 

𝜒𝑥 = [−
𝑑2𝑊

𝑑𝑥2
𝛽2]                                                         (2.64) 

𝑀𝑥 = 𝐸𝐽𝜒𝑥                                                                 (2.65) 

Trong các công thức trên  𝛽 = 2
Δ𝑥⁄  là hệ số đưa chiều dài hai đơn vị của 

phần tử về chiều dài thực Δ𝑥 của nó. 
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Biết được hàm độ võng của phần tử thì dễ dàng tính được ma trận độ 

cứng phần tử. Theo phương pháp nguyên lý cực trị Gauss ta viết lượng cưỡng 

bức đối với bài toán tĩnh như sau: 

Z = ∫ 𝑀𝑥[𝜒𝑥]𝑑𝑥 → 𝑚𝑖𝑛
1

−1
                                          (2.66) 

Trong đó 𝜒𝑥 là các biểu thức chứa các ẩn X(i) cho nên điều kiện dừng 

của (2.66) được viết lại như sau: 

δZ = ∫ 𝑀𝑥𝛿[𝜒𝑥]𝑑𝑥 = 0
1

−1
                                                      

hay   δZ =
1

𝛽
(∫ 𝑀𝑥 [

𝜕𝜒𝑥

𝜕𝑋𝑖
] 𝑑𝑥

1

−1
) = 0                                   (2.67) 

hệ số  1 𝛽⁄ = Δ𝑥
2⁄  là hệ số để đưa tích phân từ (-1) đến (1)  về tích phân 

theo chiều dài phần tử. Có bốn ẩn ta có được bốn phương trình và có dạng 

(3.1), viết lại như sau: 

   [K]𝑒{}𝑒 = {𝐹}𝑒                                                         (2.68) 

Trong đó: [K]𝑒 là ma trận độ cứng phần tử e, {}𝑒  là véc tơ chuyển vị 

nút tại hai đầu phần tử e, {𝐹}𝑒 là véc tơ tải trọng tương ứng với chuyển vị nút 

{}𝑒. 

Các tích phân trong (2.67) có thể tính chính xác hoặc có thể tính theo 

các tích phân gần đúng (tích phân số) của Gauss. Sau khi tính (2.67), nhận 

được ma trận độ cứng phần tử [K]𝑒(4𝑥4).  

b. Trường hợp có xét đến biến dạng trượt ngang 

Trong trường hợp có xét đến ảnh hưởng của biến dạng trượt ngang, mỗi 

phần tử có hai chuyển vị nút W1, W2, và hai góc xoay 1, 2 , tại hai đầu phần 

tử, giống như trường hợp trên, ngoài ra tại nút đầu phần tử còn có thêm ẩn lực 

cắt Q1 và tại nút cuối phần tử có thêm lực cắt Q2, tổng cộng có sáu thông số (6 

ẩn) cần xác định. 

Gọi X là véc tơ cột chứa sáu ẩn của phần tử theo thứ tự sau 

𝑋 = [𝑊1   𝑊2     1      2    𝑄1     𝑄2]                           (2.69)  
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Thì có thể viết lại biểu thức (3.10) dưới dạng ma trận như sau 

𝑊 = [𝑓𝑤1 + 𝑓𝑤2 + 𝑓𝑥1 + 𝑓𝑥2 + 𝑓𝑞1 + 𝑓𝑞2]𝑋              (2.70) 

Sau khi đã biết các hàm chuyển vị thì dễ dàng tính được biến dạng uốn 

𝜒𝑥, nội lực mômen uốn 𝑀𝑥, biến dạng trượt 𝛾𝑥  , góc xoay 𝜑 (do mômen gây 

ra) của phần tử như sau: 

𝜒𝑥 = [−
𝑑2𝑊

𝑑𝑥2
𝛽2 +

𝛼

𝐺𝐹

𝑑𝑉

𝑑𝑥
𝛽]                                         (2.71) 

𝑀𝑥 = 𝐸𝐽𝜒𝑥                                                                  (2.72) 

𝛾𝑥 = −
𝛼

𝐺𝐹
[0 0 0     0 𝑓𝑞1 𝑓𝑞2]                       (2.73) 

𝜑 = [−
𝑑𝑊

𝑑𝑥
𝛽 +

𝛼

𝐺𝐹
𝑉]                                                  (2.74) 

Trong các công thức trên  𝛽 = 2 Δ𝑥⁄  là hệ số đưa chiều dài hai đơn vị 

của phần tử về chiều dài thực Δ𝑥 của nó. 

Biết được hàm độ võng của phần tử thì dễ dàng tính được ma trận độ 

cứng phần tử. Theo phương pháp nguyên lý cực trị Gauss ta viết lượng cưỡng 

bức đối với bài toán tĩnh có xét đến ảnh hưởng của biến dạng trượt ngang như 

sau: 

Z = ∫ 𝑀𝑥[𝜒𝑥]𝑑𝑥 + ∫ 𝑉𝛿[𝛾𝑥]𝑑𝑥 → 𝑚𝑖𝑛
1

−1

1

−1
               (2.75) 

Trong đó 𝜒𝑥 , 𝛾𝑥  là các biểu thức chứa các ẩn X(i) cho nên điều kiện 

dừng của (2.75) được viết lại như sau: 

δZ = ∫ 𝑀𝑥𝛿[𝜒𝑥]𝑑𝑥 + ∫ 𝑉𝛿[𝛾𝑥]𝑑𝑥 = 0
1

−1

1

−1
                                                      

hay   δZ =
1

𝛽
(∫ 𝑀𝑥 [

𝜕𝜒𝑥

𝜕𝑋𝑖
] 𝑑𝑥

1

−1
+ ∫ 𝑉 [

𝜕𝛾𝑥

𝜕𝑋𝑖
] 𝑑𝑥

1

−1
) = 0         (2.76) 

hệ số  1 𝛽⁄ = Δ𝑥
2⁄  là hệ số để đưa tích phân từ (-1) đến (1)  về tích phân 

theo chiều dài phần tử. Có sáu ẩn ta có được sáu phương trình và có dạng 

(2.52), viết lại như sau: 

[K]𝑒{}𝑒 = {𝐹}𝑒                                                        (2.77) 
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Trong đó: [K]𝑒 là ma trận độ cứng phần tử e, {}𝑒  là véc tơ chuyển vị 

nút và lực cắt tại hai đầu phần tử e, {𝐹}𝑒 là véc tơ tải trọng tương ứng với 

chuyển vị nút {}𝑒 . 

Các tích phân trong (2.76) có thể tính chính xác hoặc có thể tính theo 

các tích phân gần đúng (tích phân số) của Gauss. Sau khi tính (2.76), nhận 

được ma trận độ cứng phần tử [K]𝑒(6𝑥6).  

2.3.2.3. Ma trận độ cứng tổng thể 

Biết được ma trận độ cứng phần tử [K]e thì dễ dàng xây dựng được ma 

trận độ cứng toàn hệ [K]. Giả sử thanh chỉ có một phần tử thì ma trận [K]𝑒 

chính là ma trận độ cứng tổng thể của thanh. Giả sử chuyển vị tại nút (1) bằng 

không thì ta bỏ dòng 1, cột 1 của ma trận [K]𝑒.  

Chú ý ngoài các ẩn chuyển vị, góc xoay, lực cắt của hệ còn phải xét 

thêm các ẩn là các thừa số Lagrange λ của các điều kiện liên kết tại đầu hoặc 

cuối các phần tử. Ngoài ra còn cần đưa thêm các điều kiện liên tục về góc 

xoay tại điểm tiếp giáp giữa hai phần tử. 

Việc thành lập ma trận độ cứng tổng thể [K] của toàn kết cấu từ các ma 

trận độ cứng phần tử [K]e có thể trình bày như sau: 

Hệ phương trình cơ bản để giải bài toán kết cấu theo phương pháp 

chuyển vị có dạng (2.52), viết lại dưới đây. 

[K]{} = {F}                                                                            

Trong đó: véc tơ ẩn chuyển vị nút {} gồm các thành phần xếp theo thứ 

tự chuyển vị nút của toàn bộ kết cấu, véc tơ lực nút {F} và ma trận độ cứng 

toàn hệ [K] cũng là các thành phần xếp theo thứ tự tương ứng với chuyển vị 

nút. [K] và  {F} ở đây được lập từ các ma trận độ cứng [K]𝑒 và lực nút {F}𝑒 

của từng phần tử trong kết cấu ở hệ tọa độ chung. 

 Đối với mỗi phần tử e có một hệ phương trình cân bằng dạng (2.68) 

hoặc (2.77) ở hệ tọa độ chung là: 



 114 

[K]𝑒{}𝑒 = {F}𝑒                                                                     

Trong đó: {}𝑒 là véc tơ chuyển vị nút có các thành phần được xếp theo 

thứ tự đã được quy định sẵn cho từng phần tử. Cấu trúc của ma trận độ cứng 

phần tử [K]𝑒 và véc tơ lực nút  {F}𝑒 cũng tương ứng với chuyển vị nút {}𝑒. 

 Do thứ tự các thành phần trong véc tơ chuyển vị nút {}𝑒  của từng 

phần tử nói chung khác với thứ tự trong véc tơ chuyển vị nút {} của toàn kết 

cấu, nên cần lưu ý xếp đúng vị trí của từng phần tử trong [K]𝑒và {F}𝑒  vào [K] 

và  {F}. Việc sắp xếp này thường được áp dụng phương pháp số mã có nội 

dung như sau: 

 Mỗi chuyển vị nút và lực nút tương ứng được dùng hai số mã để đặt 

tên: 

- Số mã cục bộ: là số mã từ 1 đến m (m là tổng số chuyển vị nút của mỗi 

phần tử). Đó là thứ tự sắp xếp trong véc tơ chuyển vị nút {}𝑒 và véc tơ lực 

nút {F}𝑒 của một phần tử. Nếu các phần tử có các chuyển vị nút (m) như nhau 

thì số mã cục bộ của chuyển vị nút giống nhau. 

- Số mã toàn thể: là số mã từ 1 đến n (n là tổng số chuyển vị nút của toàn kết 

cấu). Đó là thứ tự sắp xếp trong véc tơ chuyển vị nút {} và lực nút {F} của 

toàn kết cấu. 

Mỗi thành phần của [K]𝑒 và {F}𝑒 tương ứng với một số mã cục bộ của 

chuyển vị nút cụ thể. Căn cứ vào số mã toàn thể của chuyển vị nút cụ thể này 

mà sắp xếp trị của thành phần [K]𝑒và {F}𝑒  vào đúng vị trí trong ma trận [K] 

và véc tơ lực {F} của toàn kết cấu. Các thành phần trong ma trận độ cứng của 

từng phần tử được xếp vào cùng một vị trí của ma trận toàn hệ thì được cộng 

lại với nhau.  

Phần ví dụ minh họa được trình bày thông qua các ví dụ ở phần sau.  

2.3.2.4. Xét điều kiện ngoại lực 

Do dùng hàm độ võng của phần tử là đa thức bậc ba cho nên các lực tác 

dụng lên phần tử đều phải quy về nút kể cả lực quán tính trong bài toán động.  

2.3.2.5. Xác định nội lực 

Giải hệ phương trình [K]{} = {F} ta sẽ nhận được véc tơ chuyển vị 

của toàn kết cấu, từ đó xác định được nội lực cần tìm của toàn cơ hệ.   
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CHƯƠNG 3 

TÍNH TOÁN ỔN ĐỊNH ĐÀN HỒI CỦA HỆ THANH 

BẰNG PHƯƠNG PHÁP PHẦN TỬ HỮU HẠN 

 

Trong chương trình bày bài toán ổn định của hệ thanh thẳng đàn hồi chịu 

uốn dọc. Sử dụng phương pháp phần tử hữu hạn và phương pháp chuyển vị 

cưỡng bức để nghiên cứu bài toán ổn định của hệ thanh với các điều kiện biên 

khác nhau. 

3.1. Bài toán ổn định của thanh chịu nén  

Phương pháp chung để đánh giá sự mất ổn định của cơ hệ là đưa hệ ra 

khỏi vị trí cân bằng ban đầu của nó và kiểm tra xem nó có tồn tại trạng thái 

cân bằng mới không. Nếu như tìm được trạng thái cân bằng mới khác với 

trạng thái cân bằng ban đầu thì có thể xem hệ là mất ổn định và lực giữ cho hệ 

ở trạng thái cân bằng mới này gọi là lực tới hạn, trường hợp ngược lại hệ là ổn 

định.   

Để đơn giản trình bày mà không mất đi tính 

tổng quát của phương pháp, ta xét thanh chịu 

nén một đầu ngàm một đầu tự do, chịu lực 

như (hình 3.1a). Thanh có trạng thái cân 

bằng ban đầu là trạng thái chịu nén thẳng 

đứng.Ởtrạng thái cân bằng này thanh bị co 

ngắn lại mộtđoạn là EFPl / , EF làđộ 

cứng kéo nén của thanh, E là mô đun đàn hồi 

của vật liệu, l  là chiều dài ban đầu của 

thanh,P là lực tác dụng. 

 

 

Hình 3.1. Thanh ngàm – Tự do 

Để xét trạng thái cân bằng này của thanh có ổn định hay không ta cho 

một điểm bất kỳ trên thanh lệch ra khỏi vị trí cân bằng ban đầu một đoạn y0 

nào đó. Khi đó thanh sẽ bị chuyển vị theo đường đàn hồi y(x) và lực P ngoài 

tác dụng nén còn gây ra mômen uốn  Mp = P(y-y0). Bây giờ trong thanh có 

P P P
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nội lực  mômen uốn M và lực cắt Q khác với trạng thái ban đầu chỉ chịu nén 

(hình 3.1b) và momen ngoại lực Mp. Độ co ngắn  của thanh thường là nhỏ so 

với chiều dài thanh cho nên để đơn giản ta xem chiều dài thanh sau biến dạng 

vẫn bằng l .  

 Lượng cưỡng bức theo phương pháp nguyên lý cực trị Gauss của bài 

toán này được viết như sau:  

 
l

p dxMMZ min)( 
                                               

(3.3) 

Biến dạng uốn 
2

2

dx

yd
 ,  EJM 

                                                 
(3.4) 

Chú ý: momen nội lực và momen ngoại lực luôn khác dấu nhau. 

Trong (3.3),   đại lượng biến phân, do đó điều kiện cần và đủ để thanh ở 

trạng thái  cân bằng là 

                    
 
l

p dxMMZ 0)( 
                                                     

(3.5) 

Hay              









l
p dx

dx

yd
MMZ 0)(

2

2

                                         (3.5a) 

 Sử dụng phép tính biến phân đối với phương trình (3.5a) nhận được hai 

phương trình cân bằng sau 

0
)(

2

2





dx

MMd
p

                                                        (3.6a)               

0
)(








 


dx

MMd p
                                                         (3.6b) 

Thay M xác định theo (3.4) vào hai phương trình (3.6) ta có 

0
2

2

4

4










dx
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(3.7b) 

Hai phương trình (3.7) là hai phương trình vi phân cân bằng của thanh 

chịu uốn dọc bởi lực P đặt ở đầu thanh. Đó là hai phương trình vi phân tuyến tính 
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thuần nhất (không có vế phải) mà phương pháp giải chúng cùng với các điều kiện 

biên ở hai đầu thanh đã được trình bày ở chương 1.  

 Dưới đây trình bày phương pháp chuyển vị cưỡng bức giải hệ phương trình (3.7). 

3.2. Phương pháp chuyển vị cưỡng bức 

Phương pháp chuyển vị cưỡng bức nhằm đưa phương trỡnh ổn định 

uốn dọc của thanh (3.7) là phương trỡnh cõn bằng giữa nội lực và ngoại lực 

về phương trỡnh cú vế phải bằng cỏch cho một điểm nào đó trong thanh, ví 

dụ điểm x=x1, một chuyển vị y0: 

0
01



yyg

xx                                                    (3.8) 

Đưa bài toán tỡm cực trị của (3.3) với điều kiện ràng buộc (3.8) về bài toán 

cực trị không ràng buộc bằng cách xây dựng phiếm hàm  mở rộng Lagrange F 

như sau: 

min gZF   

  
l

xxp yydxMMF min)()( 01
 
                           (3.9) 

Trong đó  là thừa số Lagrange và cũng là ẩn của bài toán.Từ điều kiện 

 
l

p gdxMMF 0)()(   

nhận được hai phương trình sau: 


















1

1

2

2

4

4

0 xxkhi

xxkhi

dx

yd
P

dx

yd
EJ



                             

(3.10a) 

        

0
3

3










dx

dy
P

dx

yd
EJ

                                                      (3.10b) 

cùng với phương trỡnh (3.8). Phương trình (3.10a) là phương trình có vế phải. 

Để nó trở thành phương trình uốn dọc (3.7a) của thanh thì 

=0                                                              (3.11)
 

Về mặt toán học,  phương trình (3.11) là phương trình đa thức xác định 

các trị riêng của hệ (3.7) bởi vì nghiệm của nó cũng là nghiệm của (3.7). Về cơ 

học,  có thứ nguyên là lực. Đó là lực giữ để cho thanh có chuyển vị  y0  tại điểm 
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x=x1. Lực giữ phải bằng không, suy ra phương trỡnh (3.11). Trị riờng của (3.7) 

phụ thuộc vào thụng số P, suy ra  cũng là hàm của P.  Cho nên giải phương 

trình (3.11) theo P, sẽ nhận được các lực tới hạn của thanh bị uốn dọc. 

3.5.2. Tính toán ổn định của hệ thanh bằng phương pháp phần tử hữu hạn 

Bài toán ổn định của hệ thanh thẳng là bài toán phức tạp và khá lý thú. 

Trong [  ] tác giả đã xây dựng phương pháp mới để giải bài toán ổn định của 

thanh thẳng chịu tác dụng của tải trọng tĩnh có xét biến dạng trượt ngang và 

đưa ra kết quả tính lực tới hạn đối với các thanh có điều kiện biên khác nhau, 

với việc dùng hàm xấp xỉ độ võng và lực cắt là các đa thức. Trong mục này, 

tác giả cũng dùng phương pháp phần tử hữu hạn để xây dựng và giải các bài 

toán ổn định của hệ thanh thẳng chịu tác dụng của tải trọng tĩnh có xét đến 

ảnh hưởng của biến dạng trượt ngang. Khi nghiên cứu ổn định của hệ thanh ta 

chấp nhận các giả thiết dưới đây nhằm đơn giản hóa việc xác định tải trọng 

tới hạn: 

1. Vật liệu của hệ thanh làm việc trong giới hạn đàn hồi 

2. Các nút của hệ xem như tuyệt đối cứng. Do đó, chuyển vị tại các đầu 

thanh quy tụ vào một nút sẽ như nhau. 

3. Các thanh của hệ xem như không co dãn. Trước và sau biến dạng, 

khoảng cách theo phương ban đầu giữa các nút của hệ không thay đổi.  

4. Khi xác định chuyển vị trong hệ, không những xét đến ảnh hưởng của 

biến dạng uốn do mômen uốn gây ra mà còn xét đến ảnh hưởng của biến dạng 

trượt do lực cắt gây ra. 

5. Tải trọng tác dụng trên hệ chỉ đặt ở các nút. Những tải trọng này chỉ gây 

ra kéo hoặc nén mà không gây ra uốn ngang trong các thanh khi hệ chưa mất 

ổn định. 

Để thấy rõ được nội dung của phương pháp đối với các bài toán ổn định 

của hệ thanh thẳng đàn hồi tuyến tính, có xét đến ảnh hưởng của biến dạng 

trượt ngang tác giả trình bày qua các bài toán cụ thể sau đây. 
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Ví dụ. 3.1: Khung siêu tĩnh bậc một 

 Xác định lực tới hạn Pth cho 

khung chịu lực như (hình 3.2). Biết 

độ cứng uốn của các thanh EJ=const. 

Chia thanh 1 và 2 thành n đoạn, 

hình 3.3, ta nói các thanh có npt phần 

tử. Các nút của các phần tử nên trùng 

với các điểm đặt lực tập trung, thanh 

có tiết diện ngang không thay đổi... 

Chiều dài các phần tử bằng nhau. 

 

 

Hình 3.2. Khung siêu tĩnh bậc một 

 

 

Hình 3.3. Đánh số nút, số ẩn 
 

Theo sơ đồ tính ở trên, mỗi phần tử có bốn ẩn. Vì cần phải bảo đảm 

điều kiện  liên tục của chuyển vị giữa các phần tử và tại các liên kết nên tổng 

ẩn nhỏ hơn hoặc bằng (4 x npt). Nói chung, ở bài toán này bảo đảm cả điều 

kiện liên tục về chuyển vị giữa các phần tử và điều kiện liên tục về góc xoay. 

Lấy ví dụ, khi các thanh có 4 phần tử thì ta có các ẩn sau, hình 3.3. 

Tổng cộng ta có 17 ẩn  48 = 32 ẩn.  

Các ẩn được đưa vào các ma trận ẩn chuyển vị nw1, nw2 và ma trận 

góc xoay nwx1, nwx2 đều có kích thước[1x2npt]. 

nw1 =        [0     1     1     2     2     3     3     4] 

nwx1 =      [5     6     6     7     7     8     8     9] 
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nw2 =        [0    10    10    11    11    12    12     0] 

nwx2 =      [13    14    14    15    15    16    16    17] 

a) Ma trận độ cứng phần tử:  

Đối với chuyển vị tác giả dùng các hàm nội suy là đa thức bậc ba sau: 

 f1= 1/4(x1)2(x+2);    

 f2 = 1/4(x1)2(x+1);  

 f3 = 1/4(x+1)2(x+2);    

 f4 = 1/4(x+1)2(x1); 

 fw=[f1 f2 f3 f4];  

Chuyển vị mỗi điểm trong phần tử xác định như sau: 

 W = [f1 f2 f3 f4] [W1 1 W2 2]T    

Góc xoay do mômen: fwx=diff(fw,x).*2/dx; 

Biến dạng uốn:  

 bdx = diff(fwx,x)*2/dx;   

 mx = bdx.*ej;   

 mp = fw.*p;   

Ma trận độ cứng phần tử đối với thanh 1 được viết như sau 

  )41(;)(
2

:),(
1

1
1  



mdxmbdxmpmx
dx

mae  

Vì vật liệu và kích thước hình học của thanh 1 và 2 giống nhau, trong thanh 

2 không có lực dọc trục nên ma trận độ cứng phần tử của thanh 2 được viết 

như sau: 

 
  )41(;)(
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mae  

ở đây không cần xét momen bằng không tại điểm C 

Dùng tích phân trực tiếp, cũng có thể dùng tích phân số của Gauss  

ta có: 

Ma trận độ cứng của phần tử dùng để tính thanh 1 (thanh đứng chịu 

nén) 
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Ma trận độ cứng của phần tử dùng để tính thanh 2 (thanh ngang) 
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a) Ma trận độ cứng tổng thể 

Biết được ma trận [a]e1 của thanh đứng và [a]e2 của thanh ngang thì xây 

dựng được ma trận tổng thể [A] của khung có kích thước (17x17) bằng cách 

đưa ma trận phần tử [a]e1  vào mỗi phần tử của thanh đứng và ma trận phần tử 

[a]e2 vào mỗi phần tử của thanh nằm ngang (thuật toán cụ thể tác giả không 

giới thiệu ở đây vì nó không có tính tổng quát mà nó phụ thuộc vào khả năng 

lập trình của từng người). 

 b) Các điều kiện liên tục  

Thanh 1, 2 đều đã thỏa mãn điều kiện liên tục theo hình 3.3. 

c) Các điều kiện biên 

Góc xoay do momen tại chân thanh đứng bằng không, góc xoay cuối 

thanh đứng và đầu thanh ngang phải bằng nhau. 

d) Điều kiện chuyển vị cưỡng bức 

Chuyển vị cưỡng bức tại cuối thanh đứng bằng y0, ta có 

   W(npt,2)  y0 = 0   

Như vậy, ngoài các ẩn theo sơ đồ hình 3.3, ta có thêm tổng cộng 3 ràng 

buộc và do đó có thêm 3 thừa số Lagrange . Ma trận A bây giờ có kích thước 

là (20x20) và ma trận B là véc tơ cột cũng có kích thước là (20x1). Véc tơ B 

đều bằng không trừ B(20,1) = y0. Giải hệ phương trình AX = B thì ta nhận 

được phương trình (ẩn số 20) có dạng sau: 

 = 3.*(577.*p^8*l^16-1452416.*ej*p^7*l^14+1364881408.*ej^2*p^6*l^12-

606858117120.*ej^3*p^5*l^10+134832763961344.*ej^4*p^4*l^8-
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14677610499932160.*ej^5*p^3*l^6+721899821098598400.*ej^6*p^2*l^4-

13299692649578496000.*ej^7*p*l^2+56998682783907840000.*ej^8)/l^3*y0 

 Ta thấy  là hàm bậc 8 đối với P. Giải phương trình =0 ta nhận được 

8 lực tới hạn như sau: 

Bảng 3.1. Lực tới hạn khi thanh chia thành 4 phần tử 

PP 
Dãy các lực tới hạn PthxEJ/l2 

P1th P2th P3th P4th P5th 

PTHH 6,030 27,467 68,512 132,591 248,386 

GT 6,030
 

27,382
 

67,322
 

131,367
 

246,301
 

Sai số% 0 0,31 1,77 0,93 0,85 

Như vậy, khi chia thanh thành bốn phần từ ta nhận được một lực tới 

hạn đầu tiên hoàn toàn chính xác, còn các lực tiếp theo có sai số không đáng 

kể. Muốn tìm được nhiều nghiệm chính xác ta chỉ cần chia thanh thành nhiều 

phần tử hơn. 

Ví dụ. 3.2: Khung siêu tĩnh bậc hai 

 Xác định lực tới hạn Pth cho 

khung chịu lực như (hình 3.2). Biết 

độ cứng uốn của các thanh EJ=const. 

Chia thanh 1 và 2 thành n đoạn, 

hình 3.5, ta nói các thanh có npt phần 

tử. Các nút của các phần tử nên trùng 

với các điểm đặt lực tập trung, thanh 

có tiết diện ngang không thay đổi... 

Chiều dài các phần tử bằng nhau. 

 

Hình 3.4. Khung siêu tĩnh bậc hai 

 

Hình 3.5. Đánh số nút, số ẩn 
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Theo sơ đồ tính ở trên, mỗi phần tử có bốn ẩn. Vì cần phải bảo đảm 

điều kiện liên tục của chuyển vị giữa các phần tử và tại các liên kết nên tổng 

ẩn nhỏ hơn hoặc bằng (4 x npt). Nói chung, ở bài toán này bảo đảm cả điều 

kiện liên tục về chuyển vị giữa các phần tử và điều kiện liên tục về góc xoay. 

Lấy ví dụ, khi các thanh có 4 phần tử thì ta có các ẩn sau, hình 3.5. 

Tổng cộng ta có 26 ẩn  412 = 48 ẩn.  

Các ẩn được đưa vào các ma trận ẩn chuyển vị nw1, nw2, nw3 và ma 

trận góc xoay nwx1, nwx2, nwx3 đều có kích thước[1x2npt]. 

nw1 =        [0     1     1     2     2     3     3     4] 

nwx1 =      [5     6     6     7     7     8     8     9] 

nw2 =        [0    10    10    11    11    12    12     0] 

nwx2 =      [13    14    14    15    15    16    16    17] 

nw3 =        [0    18    18    19    19    20    20    21] 

nwx3 =      [22    23    23    24    24    25    25    26] 

a) Ma trận độ cứng phần tử:  

Đối với chuyển vị dùng các hàm nội suy là đa thức bậc ba sau: 

 f1= 1/4(x1)2(x+2);    

 f2 = 1/4(x1)2(x+1);  

 f3 = 1/4(x+1)2(x+2);    

 f4 = 1/4(x+1)2(x1); 

 fw=[f1 f2 f3 f4];  

Chuyển vị mỗi điểm trong phần tử xác định như sau: 

 W = [f1 f2 f3 f4] [W1 1 W2 2]T    

Góc xoay do mômen: fwx=diff(fw,x).*2/dx; 

Biến dạng uốn:  

 bdx = diff(fwx,x)*2/dx;   

 mx = bdx.*ej;   

 mp = fw.*p;   

Ma trận độ cứng phần tử đối với thanh 1 được viết như sau 
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  )41(;)(
2

:),(
1

1
1  



mdxmbdxmpmx
dx

mae  

Vì vật liệu và kích thước hình học của thanh 2 và 3 giống nhau, trong thanh 

2 và 3 không có lực dọc trục nên ma trận độ cứng phần tử của thanh 2 và 3 

được viết như sau: 

 
  )41(;)(

2
:),(

1

1
3,2  



mdxmbdxmx
dx

mae  

Dùng tích phân trực tiếp, cũng có thể dùng tích phân số của Gauss  

ta có: 

Ma trận độ cứng của phần tử dùng để tính thanh 1 (thanh đứng chịu 

nén) 
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1ea  

Ma trận độ cứng của phần tử dùng để tính thanh 2 và 3 
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a) Ma trận độ cứng tổng thể 

Biết được ma trận [a]e1 của thanh đứng và [a]e2,3 của thanh 2 và 3 thì 

xây dựng được ma trận tổng thể [A] của khung có kích thước (26x26) bằng 

cách đưa ma trận phần tử [a]e1  vào mỗi phần tử của thanh đứng và ma trận 

phần tử [a]e2,3 vào mỗi phần tử của thanh 2 và 3 (thuật toán cụ thể tác giả 

không giới thiệu ở đây vì nó không có tính tổng quát mà nó phụ thuộc vào 

khả năng lập trình của từng người). 

 b) Các điều kiện liên tục  

Thanh 1, 2 và 3 đều đã thỏa mãn điều kiện liên tục theo hình 3.5. 

c) Các điều kiện biên 
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Góc xoay do momen tại chân thanh đứng 1, 3 bằng không, momen cuối 

thanh đứng 1 và đầu thanh ngang 2 phải bằng không, góc xoay cuối thanh 

đứng 3 và cuối thanh ngang 2 phải bằng nhau, chuyển vị ngang tại đầu thanh 

1 và 3 bằng nhau. 

 

d) Điều kiện chuyển vị cưỡng bức 

Chuyển vị cưỡng bức tại cuối thanh đứng 1 bằng y0, ta có 

   W(npt,2)  y0 = 0   

Như vậy, ngoài các ẩn theo sơ đồ hình 3.3, ta có thêm tổng cộng 6 ràng 

buộc và do đó có thêm 6 thừa số Lagrange . Ma trận A bây giờ có kích thước 

là (32x32) và ma trận B là véc tơ cột cũng có kích thước là (32x1). Véc tơ B 

đều bằng không trừ B(32,1) = y0. Giải hệ phương trình AX = B thì ta nhận 

được phương trình (ẩn số 32) có dạng sau: 

 = 3.*(4039.*p^8*l^16-12352256.*p^7*ej*l^14+13158835200.*p^6*ej^2*l^12-

6300429713408.*p^5*ej^3*l^10+1446010136035328.*p^4*ej^4*l^8-

156974086084362240.*p^3*ej^5*l^6+7489368549752832000.*p^2*ej^6*l^4-

133739096844533760000.*p*ej^7*l^2+655484852014940160000.*ej^8)/l^3*y0  

 Ta thấy  là hàm bậc 8 đối với P. Giải phương trình =0 ta nhận được 

8 lực tới hạn, ở đây đưa ra ba lực tới hạn đầu tiên như sau: 

Bảng 3.2. Lực tới hạn khi thanh chia thành 4 phần tử 

PP 
Dãy các lực tới hạn PthxEJ/l2 

P1th P2th P3th 

PTHH 7,768 23,106  63,154 

GT 7,77
 

23,041
 

61,990
 

Sai số% 0,025 0,28 1,88 



 126 

Như vậy, khi chia thanh thành bốn phần tử ta nhận được lực tới hạn đầu 

tiên chỉ sai sổ 0,025%, còn các lực tiếp theo có sai số không đáng kể. Muốn tìm 

được nhiều nghiệm chính xác ta chỉ cần chia thanh thành nhiều phần tử hơn. 

Ví dụ. 3.3: Khung siêu tĩnh bậc ba 

 Xác định lực tới hạn Pth cho 

khung chịu lực như (hình 3.5). Biết 

độ cứng uốn của các thanh EJ=const. 

Chia thanh 1 và 2 thành n đoạn, 

hình 3.6, ta nói các thanh có npt phần 

tử. Các nút của các phần tử nên trùng 

với các điểm đặt lực tập trung, thanh 

có tiết diện ngang không thay đổi... 

Chiều dài các phần tử bằng nhau. 

 

 

Hình 3.5. Khung siêu tĩnh bậc ba 

 

Hình 3.6. Đánh số nút, số ẩn 
Theo sơ đồ tính ở trên, mỗi phần tử có bốn ẩn. Vì cần phải bảo đảm 

điều kiện liên tục của chuyển vị giữa các phần tử và tại các liên kết nên tổng 

ẩn nhỏ hơn hoặc bằng (4 x npt). Nói chung, ở bài toán này bảo đảm cả điều 

kiện liên tục về chuyển vị giữa các phần tử và điều kiện liên tục về góc xoay. 

Lấy ví dụ, khi các thanh có 4 phần tử thì ta có các ẩn sau, hình 3.6. 

Tổng cộng ta có 26 ẩn  412 = 48 ẩn.  

Các ẩn được đưa vào các ma trận ẩn chuyển vị nw1, nw2, nw3 và ma 

trận góc xoay nwx1, nwx2, nwx3 đều có kích thước[1x2npt]. 

nw1 =        [0     1     1     2     2     3     3     4] 
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nwx1 =      [5     6     6     7     7     8     8     9] 

nw2 =        [0    10    10    11    11    12    12     0] 

nwx2 =      [13    14    14    15    15    16    16    17] 

nw3 =        [0    18    18    19    19    20    20    21] 

nwx3 =      [22    23    23    24    24    25    25    26] 

a) Ma trận độ cứng phần tử:  

Đối với chuyển vị dùng các hàm nội suy là đa thức bậc ba sau: 

 f1= 1/4(x1)2(x+2);    

 f2 = 1/4(x1)2(x+1);  

 f3 = 1/4(x+1)2(x+2);    

 f4 = 1/4(x+1)2(x1); 

 fw=[f1 f2 f3 f4];  

Chuyển vị mỗi điểm trong phần tử xác định như sau: 

 W = [f1 f2 f3 f4] [W1 1 W2 2]T    

Góc xoay do mômen: fwx=diff(fw,x).*2/dx; 

Biến dạng uốn:  

 bdx = diff(fwx,x)*2/dx;   

 mx = bdx.*ej;   

 mp = fw.*p;   

Ma trận độ cứng phần tử đối với thanh 1 được viết như sau 
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mae  

Vì vật liệu và kích thước hình học của thanh 2 và 3 giống nhau, trong thanh 

2 và 3 không có lực dọc trục nên ma trận độ cứng phần tử của thanh 2 và 3 

được viết như sau: 
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mae  

Dùng tích phân trực tiếp, cũng có thể dùng tích phân số của Gauss  

ta có: 

Ma trận độ cứng của phần tử dùng để tính thanh 1 (thanh đứng chịu 

nén) 
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Ma trận độ cứng của phần tử dùng để tính thanh 2 và 3 
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a) Ma trận độ cứng tổng thể 

Biết được ma trận [a]e1 của thanh đứng và [a]e2,3 của thanh 2 và 3 thì 

xây dựng được ma trận tổng thể [A] của khung có kích thước (26x26) bằng 

cách đưa ma trận phần tử [a]e1  vào mỗi phần tử của thanh đứng và ma trận 

phần tử [a]e2,3 vào mỗi phần tử của thanh 2 và 3 (thuật toán cụ thể tác giả 

không giới thiệu ở đây vì nó không có tính tổng quát mà nó phụ thuộc vào 

khả năng lập trình của từng người). 

 b) Các điều kiện liên tục  

Thanh 1, 2 và 3 đều đã thỏa mãn điều kiện liên tục theo hình 3.6. 

 

c) Các điều kiện biên 

Góc xoay do momen tại chân thanh đứng 1, 3 bằng không, góc xoay 

cuối thanh đứng 1 và đầu thanh ngang 2 phải bằng nhau, góc xoay cuối thanh 

đứng 3 và cuối thanh ngang 2 phải bằng nhau, chuyển vị ngang tại đầu thanh 

1 và 3 bằng nhau. 

d) Điều kiện chuyển vị cưỡng bức 

Chuyển vị cưỡng bức tại cuối thanh đứng 1 bằng y0, ta có 

   W(npt,2)  y0 = 0   

Như vậy, ngoài các ẩn theo sơ đồ hình 3.6, ta có thêm tổng cộng 6 ràng 

buộc và do đó có thêm 6 thừa số Lagrange . Ma trận A bây giờ có kích thước 

là (32x32) và ma trận B là véc tơ cột cũng có kích thước là (32x1). Véc tơ B 

đều bằng không trừ B(32,1) = y0. Giải hệ phương trình AX = B thì ta nhận 

được phương trình (ẩn số 32) có dạng sau: 
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 = 24.*(577.*p^8*l^16-1468136.*ej*p^7*l^14+1398383616.*ej^2*p^6*l^12-

633429229568.*ej^3*p^5*l^10+144803329212416.*ej^4*p^4*l^8-

16547602350735360.*ej^5*p^3*l^6+893283189601075200.*ej^6*p^2*l^4-

20187033485967360000.*ej^7*p*l^2+149621542307758080000.*ej^8)/l^3*y0 

Ta thấy  là hàm bậc 8 đối với P. Giải phương trình =0 ta nhận được 8 lực 

tới hạn, ở đây đưa ra ba lực tới hạn đầu tiên như sau: 

Bảng 3.1. Lực tới hạn khi thanh chia thành 4 phần tử 

PP 
Dãy các lực tới hạn PthxEJ/l2 

P1th P2th P3th 

PTHH 14,592 27,877   70,934 

GT 14,587
 

27,780
 

61,990
 

Sai số% 0,034 0,35 14,43 

Như vậy, khi chia thanh thành bốn phần tử ta nhận được lực tới hạn đầu 

tiên hoàn chỉ sai số 0,034%, còn các lực tiếp theo có sai số không đáng kể. 

Muốn tìm được nhiều nghiệm chính xác ta chỉ cần chia thanh thành nhiều 

phần tử hơn. 

Ví dụ. 3.4: Khung siêu tĩnh bậc ba 

 Xác định lực tới hạn Pth cho 

khung chịu lực như (hình 3.7). Biết 

độ cứng uốn của các thanh đứng 1, 3 

là EJ, độ cứng thanh ngang là 2EJ. 

Chia thanh 1 và 3 thành n 

đoạn, mỗi đoạn có chiều dài 

dx=l13/npt hình 3.8, ta nói các 

thanh 1, 3 có npt phần tử, riêng 

thanh 2 cũng chia thành npt phần tử 

nhưng mỗi phần tử có chiều dài là 

 

Hình 3.7. Khung siêu tĩnh bậc ba 
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dx=l2/2/npt, trong đó l13=l; l2=2l.  

 

Hình 3.8. Đánh số nút, số ẩn 
Các nút của các phần tử nên trùng với các điểm đặt lực tập trung, thanh 

có tiết diện ngang không thay đổi... Chiều dài các phần tử bằng nhau. 

Theo sơ đồ tính ở trên, mỗi phần tử có bốn ẩn. Vì cần phải bảo đảm 

điều kiện liên tục của chuyển vị giữa các phần tử và tại các liên kết nên tổng 

ẩn nhỏ hơn hoặc bằng (4 x npt). Nói chung, ở bài toán này bảo đảm cả điều 

kiện liên tục về chuyển vị giữa các phần tử và điều kiện liên tục về góc xoay. 

Lấy ví dụ, khi các thanh có 4 phần tử thì ta có các ẩn sau, hình 3.8. 

Tổng cộng ta có 26 ẩn  412 = 48 ẩn.  

Các ẩn được đưa vào các ma trận ẩn chuyển vị nw1, nw2, nw3 và ma 

trận góc xoay nwx1, nwx2, nwx3 đều có kích thước[1x2npt]. 

nw1 =        [0     1     1     2     2     3     3     4] 

nwx1 =      [5     6     6     7     7     8     8     9] 

nw2 =        [0    10    10    11    11    12    12     0] 

nwx2 =      [13    14    14    15    15    16    16    17] 

nw3 =        [0    18    18    19    19    20    20    21] 

nwx3 =      [22    23    23    24    24    25    25    26] 

a) Ma trận độ cứng phần tử:  

Đối với chuyển vị dùng các hàm nội suy là đa thức bậc ba sau: 

l13=l; l2=2*l; dx13=l13/npt; dx2=l2/2/npt; 

      f1=(x-1)^2*(x+2)/4; 

      f2=(x+1)^2*(-x+2)/4; 
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      f3=(x-1)^2*(x+1)/4*dx13/2; 

      f4=(x+1)^2*(x-1)/4*dx13/2; 

      fw=[f1 f2 f3 f4]; 

Chuyển vị mỗi điểm trong phần tử xác định như sau: 

 W = [f1 f2 f3 f4] [W1 1 W2 2]T    

Góc xoay do mômen: fwx=diff(fw,x).*2/dx13; 

Biến dạng uốn:  

 bdx=-diff(fwx,x).*2/dx13; 

 mx13=bdx.*ej;  

 mp = fw.*p;   

Ma trận độ cứng phần tử đối với thanh 1 được viết như sau 

z1=int((mx13-fw.*p).*s1,x,-1,1).*dx13/2; 
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Vì vật liệu và kích thước hình học của thanh 2 và 3 giống nhau, trong thanh 

2 và 3 không có lực dọc trục nên ma trận độ cứng phần tử của thanh 2 và 3 

được viết như sau: 
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Dùng tích phân trực tiếp, cũng có thể dùng tích phân số của Gauss  

ta có: 

Ma trận độ cứng của phần tử dùng để tính thanh 1 (thanh đứng chịu 

nén) 
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Ma trận độ cứng của phần tử dùng để tính thanh 2 và 3 
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a) Ma trận độ cứng tổng thể 

Biết được ma trận [a]e1 của thanh đứng và [a]e2,3 của thanh 2 và 3 thì 

xây dựng được ma trận tổng thể [A] của khung có kích thước (26x26) bằng 

cách đưa ma trận phần tử [a]e1  vào mỗi phần tử của thanh đứng và ma trận 

phần tử [a]e2,3 vào mỗi phần tử của thanh 2 và 3 (thuật toán cụ thể tác giả 

không giới thiệu ở đây vì nó không có tính tổng quát mà nó phụ thuộc vào 

khả năng lập trình của từng người). 

 b) Các điều kiện liên tục  

Thanh 1, 2 và 3 đều đã thỏa mãn điều kiện liên tục theo hình 3.8. 

c) Các điều kiện biên 

Góc xoay do momen tại chân thanh đứng 1, 3 bằng không, góc xoay 

cuối thanh đứng 1 và đầu thanh ngang 2 phải bằng nhau, góc xoay cuối thanh 

đứng 3 và cuối thanh ngang 2 phải bằng nhau, chuyển vị ngang tại đầu thanh 

1 và 3 bằng nhau. 

d) Điều kiện chuyển vị cưỡng bức 

Chuyển vị cưỡng bức tại cuối thanh đứng 1 bằng y0, ta có 

   W(npt,2)  y0 = 0   

Như vậy, ngoài các ẩn theo sơ đồ hình 3.8, ta có thêm tổng cộng 6 ràng 

buộc và do đó có thêm 6 thừa số Lagrange . Ma trận A bây giờ có kích thước 

là (32x32) và ma trận B là véc tơ cột cũng có kích thước là (32x1). Véc tơ B 

đều bằng không trừ B(32,1) = y0. Giải hệ phương trình AX = B thì ta nhận 

được phương trình (ẩn số 32) có dạng sau: 

 = 384.*(60585.*l^30*p^15-308083328.*ej*l^28*p^14+ 

683462074368.*ej^2*l^26*p^13-872375424385024.*ej^3*l^24*p^12+ 

712067951531917312.*ej^4*l^22*p^11-

91107601956700422144.*ej^5*l^20*p^10 
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+148278583953114527694848.*ej^6*l^18*p^9-

9213537913680213116452864.*ej^7*l^16*p^8+ 

7233786327698639643067023360.*ej^8*l^14*p^7-

922534485375860420546396160000.*ej^9*l^12*p^6+798735276413314067501

39547648000.*ej^10*l^10*p^5-

.4557e34*ej^11*l^8*p^4+.16349e36*ej^12*l^6*p^3-

.34136e37*ej^13*l^4*p^2+.35957322437961838469120734003200e38*ej^14*l^

2*p-.1332e39*ej^15)*y0 

 Ta thấy  là hàm bậc 14 đối với P. Giải phương trình =0 ta nhận được 14 

lực tới hạn, ở đây đưa ra ba lực tới hạn đầu tiên như sau: 

Bảng 3.1. Lực tới hạn khi thanh chia thành 4 phần tử 

PP 
Dãy các lực tới hạn PthxEJ/l2 

P1th P2th P3th 

PTHH 7.380 25.247   63.618 

GT 7,379
 

30,672
 

71,709
 

Sai số% 0,013 17,69 11,28 

Như vậy, khi chia thanh thành bốn phần tử ta nhận được lực tới hạn đầu 

tiên hoàn chỉ sai số 0,013%, còn các lực tiếp theo có sai số đáng kể. Muốn tìm 

được nhiều nghiệm chính xác ta chỉ cần chia thanh thành nhiều phần tử hơn. 
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KẾT LUẬN VÀ KIẾN NGHỊ 

Kết luận:  

- Đã sử dụng được phương pháp phần tử hữu hạn và phương pháp 

chuyển vị cưỡng bức để xây dựng bài toán ổn định uốn dọc của hệ thanh 

thẳng đàn hồi chịu tác dụng của tải trọng tĩnh. 

  - Phương pháp chuyển vị cưỡng bức cho bài toán ổn định đàn hồi của 

hệ thanh chịu uốn dọc có xét đến biến dạng trượt ngang. Bằng phép tính biến 

phân đưa phương trình vi phân không có vế phải về phương trình vi phân có 

vế phải bằng cách cho một điểm nào đó trong thanh, ví dụ điểm x=x1, một 

chuyển vị y0:     

từ đó chứng minh được rằng phương trình =0 (phương trình vế phải) là 

phương trình xác định trị riêng. Đối với bài toán ổn định tĩnh thì các trị riêng 

tìm được là các lực tới hạn Pth. Dùng phương pháp chuyển vị cưỡng bức để 

giải bài toán ổn định của thanh cho ta ngay phương trình đa thức xác định lực 

tới hạn của thanh mà không phải thông qua các phép biến đổi phức tạp để đưa 

ma trận về ma trận đường chéo.  

- Dùng phương pháp phần tử hữu hạn để xác định lực tới hạn của các 

thanh chịu nén có các điều kiện biên khác nhau. Kết quả nhận được hoàn toàn 

trùng khớp với kết quả nhận được bằng các phương pháp khác (Dùng phần 

mềm Matlab 7.0 hỗ trợ tính toán). 

Kiến nghị:  

Có thể sử dụng phương pháp phần tử hữu hạn trong giảng dạy, học tập 

và nghiên cứu khi phân tích ổn định cho kết cấu. 
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