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MO DAU

Phuong phap phan tir hitu han 13 phuong phap duoc xay dung dua trén
y tudng roi rac héa cong trinh thanh nhitng phan tr nho (s6 phan tir 1a hiru
han). Cac phan tir nhé dugc nbi lai v6i nhau thong qua cac phuong trinh cén
bang va cac phuong trinh lién tuc. Dé giai quyét bai toan co hoc két ciu, cé
thé tiép can phuong phap nay theo ba mé hinh gom: M6 hinh chuyén vi, xem
chuyén vi 1a dai luong can tim va ham noi suy biéu dién gan dtng dang phéan
bd caa chuyén vi trong phan tir; Mo hinh can bang, ham néi suy biéu dién
gan dung dang phan bd cua tng suat hay noi luc trong phan tar va mo hinh
hon hop, coi cac dai luong chuyén vi va Gng suét 1a hai yéu té doc lap riéng
biét. Cac ham ndi suy biéu dién gan dung dang phan bd caa ca chuyén vi 1an
{rng suit trong phan tu.

Bai toan co hoc két ciu hién nay noi chung dugc xay dung theo bon
duong 161 @6 1a: X4y dung phuong trinh vi phan can bang phan td; Phuong
phap nang lugng; Phuong phap nguyén 1y cong 4o va Phuong phap sir dung
truc tiép Phuong trinh Lagrange. Cac phuong phap giai gdm co: Phuong phap
dugc coi 1a chinh x4c nhu, phuong phap luc, phuong phap chuyén vi, phuong
phap hdn hop, phuong phéap lién hop va cac phwong phap gin dung nhu:
Phuong phap phan tir hitu han, phuong phap sai phan hitu han, phuong phap
hdn hop sai phan - bién phan. Trong d6 phuwong phap phan tir hitu han duoc
dung rong rdi va pho bién nhét d6i v4i cac bai toan k¥ thuat noi chung va bai
toan co hoc két cau néi riéng.

Péi twong, phwong phap va pham vi nghién ciru ciia dé tai

Trong luan vin nay, tic gia st dung phuong phan tir hitu han dé xay
dung va giai bai toan khung phang chiu uén c6 xét dén bién dang truot ngang
chiu tac dung cua tai trong tinh.

Muc dich nghién citu ciia dé tai

“Tinh todn khung phdng chiu uén cé xét bién dang truot ngang



b

chiu tac dung cia tdi trong tinh bang phwong phdp phan tir hitu han’

Nhiém vu nghién ciru cua dé tai

1.

Tim hiéu va gidi thi€u cac phuong phép giai bai toan co hoc két cau hién

nay.

. Trinh bay Iy thuyét dim Euler - Bernoulli va 1y thuyét dam co6 xét dén bién

dang trugt ngang.
Trinh bay phuong phap phan tir hitu han va ap dung dé giai bai toan khung
phang, chiu tac dung ciia tai trong tinh tap trung.

Lap chuong trinh may tinh dién tir cho cac bai toan néu trén.



CHUONG 1.
BAI TOAN CO HQC KET CAU VA CAC PHUONG PHAP GIAI

Trong chuong nay gidi thiéu bai toan co hoc két cau (bai toan tinh) va
cac phuong phép giai thuong dung hién nay.
1.1. Bai toan co hoc két cau

Bai toan co hoc két cAu nham xac dinh no1 luc va chuyén vl cua hé
thanh, tdm, vo dudi tac dung cua céc loai tai trong, nhiét dg, chuyén vi cudng
buc,...va dugc chia lam hai loai:
- Bai toan tinh dinh: 1a bai toan c6 ciu tao hinh hoc bat bién hinh va du lién
két tya v6i dat, cac lién két sap xép hop 1y, chiu cac loai tai trong. Pé xac
dinh noi lyc va chuyén vi chi can dung céc phuong trinh can bang tinh hoc 1a
du;
- Bai toan siéu tinh: 13 bai toan c6 céu tao hinh hoc bat bién hinh va thira lién
két (nd1 hoac ngoai) chiu cac loai tai trong, nhiét do, chuyén vi cudng
blc,...Dé xac dinh ndi luc va chuyén vi ngoai cac phuong trinh cin bing ta
con phai bo sung cac phuong trinh bién dang.

Néu tinh dén tan ing suat, c6 thé ndi rang moi bai toan co hoc vat ran bién
dang noi chung va bai toan co hoc két cAu noi riéng déu 1 bai toan siéu tinh.
1.2. Cac phwong phap giii hién nay

D3 c¢6 nhiéu phuong phap dé giai bai toan siéu tinh. Hai phwong phap
truyén théng co ban 13 phuong phép luc va phuwong phap chuyén vi. Khi sir
dung chiing thudng phai giai hé phuong trinh dai sb tuyén tinh. S6 luong cac
phuong trinh tiy thudc vao phuwong phap phan tich. Tir phuong phap chuyén
vi ta ¢o hai cach tinh gan dting hay duoc sir dung 13 H. Cross va G. Kani. Tir
khi xuét hién may tinh dién tir, nguoi ta bd sung thém cac phuong phéap sb
khac nhu: Phuong phap phén tir hitu han; Phuong phép sai phan hitu han...
1.2.1. Phwong phap luc



Trong hé siéu tinh ta thay cac lién két thira bang cac luc chua biét, con
gia tri cac chuyén vi trong hé co ban twong tmg véi vi tri va phuong cia céac
luc 4n s6 do ban than cac luc d6 va do cac nguyén nhan bén ngoai giy ra bang
khong. Tur diéu kién nay ta 1ap duogc hé cic phuong trinh dai sd tuyén tinh,
giai h¢ nay ta tim dugc cac an sd va tir do suy ra cac dai lugng can tim.

1.2.2. Phwong phép chuyén vi

Khac v&i phuong phap luc, phuong phap chuyén vi ldy chuyén vi tai
cac nat lam an. Nhitng chuyén vi ndy phai co gia tri sao cho phan lyc tai cac
lién két dit thém vao hé do ban than ching va do cic nguyén nhan bén ngoai
giy ra bang khong. Lap hé phuong trinh dai s6 tuyén tinh thoa man diéu kién
nay va giai hé do ta tim duoc cac an, tir d6 xac dinh cac dai luong con lai. H¢
co ban trong phuong phap chuyén vi 12 duy nhat va gii han giai cac bai toan
phu thudc vao s cac phan tir mau ¢ san.

1.2.3. Phuwong phap hén hop va phuong phap lién hop

Phuong phap hdn hop, phuong phap lién hop 1a sy két hop song song
giita phuong phap luc va phuong phap chuyén vi. Trong phuong phap nay ta
c6 thé chon hé co ban theo phuong phap luc nhung khong loai bo hét cac lién
két thira ma chi loai bo cac lién két thudc bo phan thich hop véi phuong phap
Iic; hodc chon hé co ban theo phuong phap chuyén vi nhung khong dit day
du cac lién két phu nham ngan can toan bd cac chuyén vi nut ma chi dat cac
lién két phu tai cac nat thudc b phan thich hop v6i phuong phéap chuyén vi.
Truong hop dau hé co ban 1a siéu tinh, con truong hop sau hé co ban 1a siéu
dong.

Trong cé hai cach néi trén, bai toan ban dau dugc dua vé hai bai toan
doc 1ap: Mot theo phuong phap luc va mot theo phuong phap chuyén vi.

1.2.4. Phwong phap sai phan hiru han
Phuong phép sai phan hiru han ciing 1a thay thé hé lién tuc bang mo

hinh ro1 rac, song ham can tim (ham mang dén cho phiém ham gia tri dung),



nhan nhiing gia tri gan dung tai mot s hitu han diém ciia mién tich phan, con
gia tri cac diém trung gian s& dugc xac dinh nhd mot phuong phap tich phan
nao d6. Phuong phap nay cho 10i giai sé cua phuong trinh vi phan vé chuyén
vi va ndi luc tai cac diém nut. Thong thuong ta phai thay dao ham bang cac
sal phan cia ham tai cac nat. Phuong trinh vi phan cua chuyén vi hoac ndi luc
duogc viét dudi dang sai phan tai mdi nat, biéu thi quan h¢ cua chuyén vl tai
mot nut va cac nuat lan can dudi tac dung cua ngoai luc.
1.2.5. Phwong phéap hén hop sai phan — bién phin

Két hop phuong phap sai phan voi phuong phap bién phan ta c6 mot
phuong phap linh dong hon: Hodc 1a sai phan cac dao ham trong phuong trinh
bién phan hoic 1a sai phan theo mot phuong va bién phan theo mot phuong

khéc (461 véi bai toan hai chiéu).



CHUONG 2
PHUONG PHAP PHAN TU HUU HAN

Trong chuong trinh bay mot sé khai niém co ban cua phuong phap phan
tar hitu han, dé phuc vu cho viéc xay dung cac bai toan xac dinh néi luc va
chuyén vi cho cac dam lién tuc chiu tai trong tinh tap trung theo phuong phap

phan tir hitu han & chuong 3.

2.1. Phwong phap phan tir hiru han

Phuong phap phan tir hitu han 1a mot phuong phap sé dac biét c6 hiéu
qua dé tim dang gan diing cia mot ham chua biét trong mién xéac dinh V cua
n6. Tuy nhién phuong phap phan tir hitu han khong tim dang xap xi caa ham
can tim trén toan mién V ma chi trong timg mién con V. (phan tir) thugc mién
xac dinh V. Do d6 phuong phéap nay rat thich hop véi hang loat bai toan vat 1y
va k¥ thuat trong d6 ham can tim duoc xac dinh trén cac mién phuc tap gom
nhiéu viing nhé cé dic tinh hinh hoc, vat 1y khac nhau, chiu nhimg diéu kién
bién khac nhau. Phuong phéap ra doi tir truc quan phan tich két cau, réi dugc
phat biéu mot cach chit ché va tong quat nhu mot phuong phap bién phan hay
phuong phéap du cé trong nhung dugc Xap xi trén mdi phan ta.

Trong phuong phap phan tir hitu han chia két ciu cong trinh thanh mot
s6 hitu han cac phan ta. Cac phan tir nay duoc ndi voi nhau tai cac diém dinh
trude thuong tai dinh phan tir (tham tri tai cac diém trén bién phan tir) goi 1a
nut. Nhu vay Viéc tinh toan két cdu cong trinh duoc dua vé tinh toan trén cac
phan tir cua két cdu sau d6 két ndi cac phan tir nay lai véi nhau ta dugc 1oi
giai cua mot két cau cong trinh hoan chinh. Twong tu nhu phuong phap sai
phan hitu han ciing chia cong trinh thanh cac doan nho (phan tir) va cac trang
thai chuyén vi (truong chuyén vi) v.v... duoc xac dinh tai cac diém nut sai

phan. Sy khac biét ciia hai phuong phap 1a Phuong phap sai phan hiru han sau



khi tim dugc cac chuyén vi tai cac nut cua sai phan con cac diém nam gitra
hai nut duoc xac dinh bang noi suy tuyén tinh, con phwong phap phan tt hitu
han sau khi xac dinh duoc chuyén vi tai cic nat cua phan ti thi cac diém bén
trong duoc xac dinh bang ham noi suy (ham dang).

Véi bai toan co hoc vat rian bién dang, tuy theo ¥ nghia vat li ciia ham
ndi suy c6 thé phan tich bai toan theo 3 loai mé hinh sau:

- M6 hinh chuyén vi: Xem chuyén vi 1a dai luvgng can tim va ham noi
suy biéu dién gan ding dang phan bd cua chuyén vi trong phan ti.

- M6 hinh can bang: Ham ndi suy biéu dién gan dung dang phan bd cua
ng suét hay noi luc trong phan tu.

- M6 hinh hén hop: Coi cac dai lwong chuyén vi va ang suat 1a 2 yéu té
doc 1ap riéng biét. Cac ham noi suy biéu dién gan dung dang phan bd cua ca
chuyeén vi 1an wng suat trong phan tu.

Hién nay, khi 4p dung phuong phéap phan ti hitu han dé giai cic bai toan
co hoc thudng sir dung phuong phap phan tir hitu han theo mé hinh chuyén
vi. Sau day luan vin trinh bai n6i dung phuong phap phan tir hitu han theo mo
hinh chuyén vi.

2.1.1 Noi dung phwong phap phan tir hitra han theo mé hinh chuyén vi

Trong phuong phap phan tir hitu han - mé hinh chuyén vi, thanh phan
chuyén vi dugc xem 1a dai lwong can tim. Chuyén vi dugc lay xap xi trong
dang mot ham don gian goi 1a ham noi suy (hay con goi 1a ham chuyén vi).
Trinh tu phan tich bai toan theo phwong phap phan tar hitu han - mé hinh
chuyén vi c6 ndi dung nhu sau:
2.1.1.1. Roi rac hod mién khdo sdt

Mién khao sat (d6i tugng nghién ctru) duoc chia thanh cac mién con hay
con goi 13 cac phan tir o hinh dang hinh hoc thich hop. Céc phan tir nay dugc
coi 1a lién két v&i nhau tai cic nat nam tai dinh hay bién cua phan tt. S6 nat

cta phan ta khong 14y tuy tién ma phu thudc vao ham chuyén vi dinh chon.



Cac phan tir thudng c6 dang hinh hoc don gian (hinh 2.1)

VAN
VAN

Hinh 2.1 Dang hinh hoc don gian caa phan tu
2.1.1.2. Chon ham xdp xi

Mot trong nhimg tu tudng cua phuong phap phan tir hiru han 1a x4p xi
hoa dai lugng can tim trong mdi mién con. Piéu nay cho phép ta kha ning
thay thé viéc tim nghiém von phéc tap trong toan mién V bang viéc tim
nghiém tai cac nat cua phan tir, con nghiém trong cac phan tir dugce tim bang
viéc dra vao ham x4p xi don gian.

Gia thiét ham xap xi (ham chuyén vi) sao cho don gian doi voi viéc tinh
toan nhung phai thoa man diéu kién hoi tu. Thuong chon dudi dang ham da
thire. Biéu dién ham xap xi theo tap hop gia tri cac thanh phan chuyén vi va
¢ thé ca dao ham ciia né tai cac nat cua phan tir. Him xap xi nay thuong
dugc chon 1a ham da thire vi cac 1y do sau:

- Pa thirc khi dugc xem nhu mét to hop tuyén tinh cua cac don thtc thi
tap hop cac don thic thoa man yéu cau doc lap tuyén tinh nhu yéu cau cua
Ritz, Galerkin.

- Ham x4p xi dang da thirc thuong d& tinh toan, d& thiét lap cong thic
khi xay dung cac phuong trinh ctia phan tir hiru han va tinh toan bang may
tinh. Dic biét 1a dé tinh dao ham, tich phan.

- C6 kha ning ting d6 chinh xac bang cach ting sd bac cua da thiuc xap
Xi (vé 1y thuyét da thirc bac vo cung s& cho nghiém chinh x4c). Tuy nhién, khi

thue hanh tinh toan ta thuong lay da thirc XAp xi bac thip ma thoi.



Tap hop cac ham x4p xi s& xdy dung nén mét truong chuyén vi xac dinh
mét trang thai chuyén vi duy nhit bén trong phan tir theo cac thanh phan
chuyén vi nat. Tur truong chuyén vi sé xac dinh mot trang thai bién dang,
trang thai Gtng suat duy nhat bén trong phan tir theo cac gia tri cia cac thanh
phan chuyén vi nat cta phan ti.

Khi chon bac ctua ham da thirc X4p xi can luu ¥ cic yéu cau sau:

- Cac da thirc xap xi can thoa man diéu kién hoi tu. Pay 1a yéu cau quan
trong vi phuong phap phan tr hitu han 1a mot phuong phéap s6, do dé phai
dam bao khi kich thudc phan tir giam thi két qua s& hoi tu dén nghiém chinh
xac.

- Cac da thuc xap xi duoc chon sao cho khong mat tinh dang huéng hinh
hoc.

- S6 tham sé caa cac da thic xap xi phai bang sb bac ty do caa phan tu,
tae 14 bang sé thanh phan chuyén vi nit cua phan tir. Yéu cdu nay cho kha
nang ndi suy da thuc ctia ham xap xi theo gia tri dai lugng can tim, tuc 1a theo
gia tri cic thanh phan chuyén vi tai cac diém nut cua phan ta.
2.1.1.3. Xdy dung phwong trinh cdn bang trong tieng phan ti, thiét 1ap ma
trgn dp cimg K], va vecto tdi trong nit {F}_cia phan tir thir e.

Thiét 14p mdi quan hé giira ing suit va chuyén vi nit phan tir

Can thiét 1ap biéu thtc tinh bién dang va ung suét tai mot diém bat ki

trong phan ttr thong qua 4n co ban 1a chuyén vi nit phan tr {3} . Sir dung céc

cong thire trong Li thuyét dan hoi, moi quan hé gitra bién dang va chuyén vi :

{ef=[V]{u} (21)
Ta co: {ul =[N]{s}. (22)
trong do: [N] - goj la ma tran ham dang, chtra cac toa do cua cac diém nat

ctia phan tir va cac bién cia diém bét ki dang xét.
Thay (2.2) vao (2.1), ta dugc:

e} =[VIIN]8}, =[B]i3), (23)



trongdo: [B]=[V][N]- ma trén chira dao ham ctia ham dang.
Theo 1y thuyét dan hoi quan hé giita tng suat va bién dang :

{0} =[D](c] 2.4
Thay (2.3) vao (2.4), taduoc :
{c} = [DI[BI{&}. (2.5)

Thé niing toan phan I1.cia phan tir
Xét truong hop phan tir chiu tai trong tap trung tai nut {Pn}e (Gtng voi
chuyén vi nat {0}¢ ) va chiu tai trong phan bd trén bé mat phﬁn tor co6 cuong
i ; q
do tai diem M bat ki 1a {q} ={ s
y
Thiét 1ap biéu thtrc tinh thé ning toan phan ITe ctia phan tir theo cong

ctia ngoai luc We va thé nang bién dang Ue ctia phan tir d6.
He: Ue 'We (26)

Cong ngoai luc We (khong xét luc thé tich) duoc tinh:

W= 8] [P}, + 1o} fajes

Tur (2.2), taco: {u}=[N]{5}, = {u}" =([N]{s},) = {8}, [N]'
Thay vao biéu thuc tinh cong ngoai luc Wetrén, thu dugc:

W, ={3}, {P.}, +{3}, |[N] {a}ds (2.7)

S

Thé nang bién dang Ue ctia PT dugc tinh:
1 T
U, = Ei{g} {o}dV

Thay (2.3) va (2.5) vao biéu thtrc tinh thé ning bién dang Ue cta phan
tu, ta co:
1

DT CRNCE

\%

Thay (2.7) va (2.8) vao (2.6) thu duoc thé ning toan phan cta phan tir :

1=, 34| [ el .| 5 ), [T s | e

\Y S

pit:  [K],=[[B] [D][B]dV (2.10)

\%
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[K]e- goi 12 ma trn do clng phan tt. Vi [D] 12 ma trén dbi xting nén
tich ([B]" [D] [B]) cling d6i xtimg va do do [K]e 1a ma tran doi xtimg.

pat:  {F}, ={P.}, +[[N] {a}ds={P,}, +{P,}. (2.11)

{F}. - 1a vecto tai trong nut cua phan tir; dugc xdy dung bdi ngoai luc
dat tai nat phan t&r {Pn}e va ngoai lyc dat trong phan tir qui vé nat {Pg}e

trong do: {Pq}e :I[N]T {q}dS (2.12)
Thay (2.11) va (2.12) vao (2.9), ta dugc :
1,71 T

He = E{S}e [K]e {S}e o {6}e {F}e (213)

Thiét 1ap phwong trinh cin bing
Theo nguyén li dung thé nang toan phan, di€u kién can bang cua phan tir
tai cac di€ém nut :
oIl
018},
Tién hanh 14y dao ham riéng 1an luot v6i timg chuyén vi nat va cho bang
0, thu dugc m phuong trinh (cho phan tr c6 m chuyén vi nut):
oll,
00,
oll,

05
o, _ 2| _ (2.15)

oI, =0= =0 (2.14)

oI,

o3,
Thay Iletheo (2.13) vao (2.15) vaap dung phép 1ay dao ham riéng déi

o({x}"[A]{x}) o({x}'(8})

vO1 ma tran 8{X} = Z[A]{X}; 8{X} = {B} , thu duoc:
[K].{8}. —{F}. =0
(2.16)
suyra:  [K] {8}, ={F}, (217)
trong do:

11



{F} - vectotdi trong nat cua phan tir thir e xét trong hé toa do dia

phuong;
{8}, - vecto chuyén vi nut cia phan tir thar e xét trong h¢ toa do dia

phuong; ‘
[K],- ma tran d¢ ctng cta phan tir thir e xét trong h¢ toa do dia phuong.

Phuong trinh (2.17) chinh 1a phuong trinh can bang cua phan tir thi e.

2.1.1.4. Ghép noi cdc phan tir xdy dung phwong trinh cdn bang ciia toan hé.

Gia sir hé két cau dugc rdi rac hod thanh m phén tir. Theo (2.17) ta viét
dugc m phuong trinh cén bang cho tit ca m phan tir trong hé toa do riéng cua
tung phﬁn tir. Sau khi chuyén vé hé toa d6 chung cua toan két céu, tién toi gop
cac phuong trinh cin bang cua timg phan tir trong ca hé, thu dugc phuong
trinh can bﬁng cho toan hé két cAu trong h¢ toa do chung:

[K’]{o°} = {F"} (2.18)

Do thir tu cac thanh phan trong vecto chuyén vi nat {8’}e cta timg phan
tir khac voi thir tw trong vecto chuyén vi nat {8’} cua toan hé két ciu, nén can
lwu ¥ xép dung vi tri ca ting thanh phan trong [K’]e va {F’}e vao [K’] va
{F*}. Viéc sip xép nay thuong duoc ap dung phuong phap sé mi, hay sir
dung ma tran dinh vi phén to [H]e dé thiét 1ap cac ma tran téng thé va vecto
tai trong nut téng thé cta toan hé két cau.

Ap dung ma tran dinh vi phan tir [H].

Gia st hé két cau dugc roi rac hod thanh m phan tir. S6 bac tu do cua toan

hé 1a n. Vécto chuyén vi nat tong thé c6 dang:

1 1 1 1 T
{8 ={8, &, .. &} (2.19)
Voi phén tr thir e, s6 bac tu do 1a ne, co vécto chuyén vi nuat trong hé toa

do chung la {5'} . Cac thanh phan cua {8, nam trong sé cac thanh phan cua

{6'} . Do d6 ¢6 sy biéu dién quan hé giita 2 vecto ndy nhu sau:

12



{8'}e = [H]e {8} (2.20)
(nexl) (nexn) (nx1)
trong d6: [H]e - 1a ma tran dinh vi cta phan tir e, n6 cho thay hinh anh sap xép

céc thanh phan cuia vecto {8'}, trong {8'} .

Dua vao (2.13) ta xac dinh duoc thé nang toan phan cho ting phan tir.
Thay (2.20) vao (2.13), sau d6 cong gop cua m phan tu, xac dinh dugc the
nang toan phan cua hé:

=3 S0 LU -6 LR | ey

Biéu thtc (2.21) biéu dién thé ning toan phan cta hé theo vecto chuyén
vi nat tong thé {6} ap dung nguyén li thé niang dimg toan phan sé& co diéu
kién can bang cuia toan hé tai diém nut:
oIl
B
oIl

o5
a—le 21=0 (2.22)

an
|08, ]

Ap dung phép lay dao ham riéng d6i véi ma tran thu duoc:

DEISIENEE YO

e=1

(2.23)

Nhan thiy day chinh 13 phuong trinh can bang cho toan hé. So sanh véi
(2.18), thu duogc:

Ma trin do cimg téng thé: [K]= 3 [H] [K],[H], (2.24)
e=1
Vecto tai trong nut tong thé: {F} = Z[H]Z {F'}e (2.25)
=1

13



Vi du 2.1: Xac dinh cac ma trdn dinh vi [H]e cia dim véi 4 diém nut, co cac
thanh phan chuyén vi nat nhu trén hinh 2.2.

Loi giai
Vecto chuyén vi nat tong thé ctia két cdu trong hé toa d6 chung:

{8'}:{81 0, 03 9, 05 05 O, dg O, 811}

T

5 (4,5,6) (7.8)C

’ y' A ] (9,10,11)
Xl

Hinh 2.2 Hinh vi du 2.1

Vecto chuyén vi nat ciia ting phan tir biéu dién theo vecto chuyén vi nut
tong thé:

5, 100000000 0 0]
5, 0100000000 0|3,
5 0010000000 0| :
8%, = 8jL=[H]1{5'}::ooo10000000 5,
5 000010000 0 0|5
5 0000010000 05,
5,) 000100000 0 0]3
5, 0000100000 O[3,
(6" =18,t=[H].{67=/0 0 0 0 0 1 000 0 Of:
5, 000000100 0 0|3
5, 000000010 0 0[5,

14
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4
Ma tran d6 climg tong thé: [K] = Z[H]Z [K']e [H]e
e=1

[a, a, a, a, a Ay, 0 0 0 0 071
Ay Ay a,, Ay A 0 0 0 0 012

agy ag, ag Ay 0 0 0 0 013

a44 + bll + dll a45 + blZ + dlZ a46 + b13 b14 blS d13 d14 O 4

A+ by, +d,, ag+by, b,, b, 0 0 015

[K ] = Qs + Dy, b, b 0 0 016
b44 + cll b45 + C12 C13 C14 C15 7

b55 + c22 CZS c24 C25 8

(dx) CyatCy; Cyu+ey Cyp |9

C,+€, C, (10

L Cg |11

4
Vecto tai trong ntt tong the:  [F']= Z[H]GT {F

[Fl=1 e;+f,
f,+9,
fs+9,

[¢>)
+
-
+
>
© 00 N O O b W DN P

g;+h,

[EEN
o

g,+h,
9s 11

Viéc st dung ma tran dinh vi [H]e trong (2. 24) va (2. 25) dé tinh ma tran
d6 cung [K’] va vecto tai trong nut {F’} thuc chit 1a sip x€p cac thanh phan
clia ma tran d cimg phan tir [K’ Je va vecto tai trong nut phan tir {F’ fe vao vi
tri cia no trong ma tran do cling tong thé [K’] va vecto tai trong nut tong thé
{F’}. Tuy nhién trong thuc t& ngudi ta hay stir dung phuong phap s6 ma.

Phwong phap danh s6 ma

Khi tién hanh ghép n6i ma tran do cirng cia két cau va véc to tai trong tac
dung tai nut, ta 1am theo céac budc sau:

- Tién hanh danh s6 ma cua cic thanh phan véc to chuyén vi nit tai cac
nut cua két cau va danh s6 ma cho phan tu.

- Lap bang xé&c dinh ma cuc bg cua cac phan tir theo ma tong thé cua ket
cau.
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- Tinh toan xé&c dinh cdc ma tran d§ cung, véc to tai trong tac dung tai cac
nut cia phan tir theo ma cuc bd va twong irng vo1 ma tong thé trong hé toa do
chung.

- Tién hanh ghép ndi ma trdn do cimg va vécto tai trong tic dung nut cia
cac phan tr thanh ma tran do cung va vécto tai trong tac dung nut cta toan bd
hé két cau trong h¢ toa do chung theo cong thuec.

I = >(K;), (2.26)

trong do:

+1, J:1a s6 hiéu ma téng thé cua toan bo két cau trong hé toa do chung;

+ kij: la hé sO cua trong ma trdn d§ cing cua toan bd két cau twong ung
v&i hang ¢6 so hiéu ma tong thé iva cdt c6 so hi¢u ma tong theé j trong hé toa
do chung;

+ (kij) : 1a hé sO clia ma ma tran d0 ctrng ctia phan tr twrong tng vo1 hang

e
c6 soO hiéu ma tong thé iva cdt c6 so hiéu ma tong thé j trong hé toa do
chung

Vi du 2.2: Thiét 1ap ma tran d6 clmg tong thé [K’] va vecto tai trong nit{F’}
cua toan hé két cau cua hé trén hinh 2.3.

B (4,56) (7,8) g

& A | (123) (9,10,11)
"

Hinh 2.3 Hinh vi du 2.2

Loi gidi
- Panh s6 ma cua cac thanh phan véc to chuyén vi nat tai cac nit cua két cau
va danh s6 ma cho cac phan tir nhu hinh.

- Lap bang xac dinh ma cuc bd cua cac phan tir theo ma tong thé cua két cau.

Phén tir M3 cuc bod
1 2 3 4 5 6

SO ma toan thé

TT | Loai o
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10
10

90

-90
oo

- Tinh toan xac dinh cac ma trén d¢ cang [K'] , véc to tai trong tac dung tai

cac nat {F'}_ cua phan ti theo ma cyc b) va twong Gng véi ma tong thé trong

hé toa do chung.

CB 1

(=] [{=] [{=) [{e) [{e] [{=)
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CB1 2 3 4

1 dll dlZ d13 d14 4 hl 4

< 2 d, dy d,|5 P = h, | 5
473 (dx) dy dy |9 + " h,[ 9
4| d,, 10 h,|10

4 5 9 10 TT
- Tién hanh ghép ndi ma tran do cirng va vécto tai trong tac dung nuat ctia céac
phan tir thanh ma trin d0 cimg [K']va vécto tdi trong tic dung nit {F'} cta
toan bd hé két cau trong hé toa d§ chung theo cong thuc.

a, a, a5 a,, a; A 0 0 0 0 01
Ay Ay a,, Ay Ay 0 0 0 0 0|2
g, ay, Ay Agq 0 0 0 0 0|3
a44 + bll + dll a45 + b12 + dlZ a46 + b13 b14 b15 d13 dlA O 4
A+ by +d,, ag+by, b,, b, 0 0 015
K= g + Dy b, b 0 0 0|6
b44 + cll b45 + ClZ Cl3 C14 c15 7
b55 + C22 CZS c24 CZS 8
(dx) C33 + e33 C34 + e34 CSS 9
C,+e, C, |10
L Cgs |11
e, 1
e, 2
e, 3
e,+f,+h |4
e.+f,+h, |5
[Fl=| e.+f, |6
f,+0, 7
fo+g, |8
g;+h; |9
g,+h, |10
g 11
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2.1.1.5: S Iy diéu Kién bién ciia bdi todn
Phuong phap phan tir hitu han 14 cubi cung dwa vé giai phuong trinh toan

hoc:
(K8 ={F"} (2.27)

Pé phuong trinh nay khong c6 nghiém tam thuong thi diéu kién dinh
thirc ctia ma tran [K’] khac 0 ( det [K’] khac 0 ), khi d6 phuong trinh khong
suy bién. Véi bai toan két ciu, diéu nay chi dat duoc khi diéu kién bién duogc
thoa man (két cau phai bat bién hinh). Do 1a diéu kién cho trugc mot sb
chuyén vi nat ndo d6 bing 0 hay bang mot gia tri xac dinh hoic mot sd
chuyén vi nut phai lién hé véi nhau. Sau khi ap dat diéu kién bién vao,

phuong trinh can bang cua toan hé két cau trong hé toa do chung c6 dang:
(K7} =1F) (2.28)
Trong thuc té khi phan tich két cau thuong gip 2 diéu Kién bién sau:
- Bién 1am mét hoic nhiéu thanh phan chuyén vi bang 0.
- Bién 1am mot hoic nhiéu thanh phan chuyén vi c6 mét gia tri xac dinh

Khi bién c6 thanh phan chuyén vi nao dé bang 0

Thanh phan chuyén vi tai mot nat cia phan tr bang 0 do twong Gng V4
cac thanh phan chuyén vi nay 1a cic lién két vai dat, ta xu 1i bang cach:

- Khi danh ma chuyén vi cho toan bd hé, nhitng thanh phan chuyén tai
nat nao d6 bang 0 thi ghi ma cua chuyén vi d6 1a 0. Viéc danh s ma toan thé
ctia chuyén vi nut theo thtr tw va vecto chuyén vi nut cia toan hé chi bao gém
cac chuyén vi nat con lai.

- Khi Iap ma tran [K'], va vecto {F'}_cua tiung PT, cac hang va cét trong

g voi s6 ma chuyén vi nit bang khong thi khéng can tinh. Va khi thiét 1ap
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ma tran do cung tong thé [K’] va vecto tai trong nat tong thé {F’} thi nhiing

hang va c0t nao c6 ma béng 0 thi ta loai bo hang, cdt.

Vi du 2.3: Thiét 1ap ma tran do cting tong thé [K’] va vecto tai trong nut

{F’} ctia toan hé két ciu nhu hinh 2.4 (c6 xét toi diéu kién bién).

(1,2,3) (45) C
y. A | (0,0,0) 30°\.D (0,0,0)
[
Hinh 2.4 Hinh vi dy 2.3
Loi giai:

Lap bang sé ma khi xét toi diéu kién bién:
Phén tir M3 cuc bd

. 1 |2 |3 4 5 6
TT | Loai o L . X

SO ma toan thé

1 90 0 [0 |0 1 2 3
2 |+—d 0 1 |2 |3 4 5
3 |p— -30 4 |5 |0 0 0

Ma tran do cing [K'] va vecto tai trong nat {F'}

hé truc toa do chung:

21
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cB1 2 3 4 5 6

1[x x x x x x |0 x 10

2 X X x x x10 X |0
[Kl]lzj ' aX aX aX (1) AFh= ; 2

44 45 46 4
5/ (dx) Y YO ) d; |2
6 Ags |3 dg |3
O 0 1 2 3 TT

cCBl1 2 3 4 5

1_b11 12 b13 b14 b15_1 el 1

2 b22 b23 b24 b25 2 eZ 2
[K'],=3 by, by, by [3 {F) =163

4 (dx) b,, by, |4 e, |4

5 by |5 e |5

1 2 3 0 O TT

CB1 2 3 45

1fc, ¢, x x x|4 f )4

2 C, X X X|5 f, |5
[K'],=3 X X x|0 {F},=4x¢0

4 (dx) x x|0 x |0

S| X |0 X0

4 5 0 0 OTT
Can ctr vao bang s6 ma, thu duoc ma tran do cing va vecto tai trong nit

tong thé (c6 xét ti diéu kién bién) nhu sau:
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_(a44 + bn) (a45 + blZ) (a46 + b13) by, 15 1
(ass bzz) (ass + bza) by, 25 2
[K *] = (ase + b33) b,, 35 3
(dx) (b44 + Cll) (b45 + C12) 4
i (bss +¢5) |5
1 2 3 4 5

(F¥={(d, +e,) (ds+e,) (do+e,) (e, +f) (es+F,))
Khi bién ¢6 thanh phan chuyén vi cho truéc mét gia tri

Khi thanh phan chuyén vi tai mot nat nao d6 cho trudc mot gia tri xac
dinh, thi du Am = a (hay lién két twong ung véi cac thanh phan chuyén vi nut
dm chiu chuyén vi cudng birc ¢ gia tri bang a). Luc nay ta c6 thé giai quyét
bai toan nay theo 2 céch:
Ciach 1: Khi danh s6 mé cua bac tu do (cac thanh phan chuyén vi) tong thé
két cau thi thanh phan chuyén vi tai nat ¢6 chuyén vi bang a ta van danh ma
binh thuong chang han mé 1a m. Sau khi 1ap dugc ma tran do cang tong thé
[K’] va vecto tai trong nut tong thé {F’} thay thé s6 hang Kk, trong ma tran
thé [K’] bang (Kpn +A) va thay s6 hang tai hang m trong ma tran {F’} 1a f_
bang (K., +A)a.
Vi du 2.4: Thiét 1ap ma tran d6 cing téng thé [K’] va vecto tai trong nut
{F’} ctia toan hé két cau nhu hinh 2.5 (c6 xét toi diéu Kién bién).

5 (12,3) (4,5) C

© A | (000 3
Ty XI”,,W( ) A:aJQ:

Hinh 2.5 Hinh vi du 2.4
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Loi giai
Hé duoc danh sb phan tir va sé mé chuyén vi tong thé cua két cdu nhu

hinh 2.5.

Bang s6 ma khi xét toi diéu kién bién:

Phan tir M3 cuc bd
1 2 3 4 5 6

SO ma toan thé

TT | Loai o

—— 90 0 0 0 1 2 3
—d 0 1 2
—ri -30 4 5 0 6

Ma tran do cing [K'], va vecto tai trong nut {F'}_cua tung phan tir trong

hé truc toa do chung:

cCB1 2 3 4 5 6
1[x x x x x |0 (x]0
2 X X X X |0 X |0
3 X X x |0 X |0
[K]1:4 a‘44 a45 a‘46 1 ;{Fl}1:<d4 1
5/ (dx) Y YO ) d; |2
6 g |3 dg |3
O 0 1 2 3 TT
CB 1 2 3 4 5
1_b11 b12 b13 b14 b15_l el 1
2 b22 b23 b24 b25 2 eZ 2
[K],=3 by, b, by |3 (F) =1e, 3
4 (dx) b,, b, |4 e, |4
5 by |5 e |5

1 2 3 O0O0TT
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cB1 2 3 4 5
1[c, ¢, X ¢, x|4 f, ] 4
2 Chp, X Cp X5 f,15
[K'],=3 x x x|0 {F},=1x;0
4 (dx) C, X|6 f,16
5| X |0 X0
4 5 0 6 OTT

Can cur vao bang s6 ma, thu duoc ma tran do cing va vecto tai trong nit

tong thé (c6 xét ti diéu kién bién) nhu sau:

(a44 + bn) (a45 + b12) (a46 + b13) b, b 0
(as5 + bzz) (ase + bzs) b,, bys 0
[K*] _ (aae + b33) b,, by 0
(b44 + Cn) (b45 + C12) Ci
(dx) (bss +sz) Cas
L (cu+A)
1 2 3 4 5 6

{F*}:{(d4+e1) (ds+e,) (dg+e;) (e +f) (es+f,) (C44+A)a}T

Giai hé¢ phuong trinh [K*]{S*}

{F*} thoa min diéu kién bién vi
phuong trinh thir 6 thu duoc:

Ke181 + Ke202 + Ke3d3 + Kesda + Kgsds + (Cast A)Ss = (Cast+ A)a

Chia ca 2 vé cho (Caat A), thu dugc:  ds=a

Cach 2: Theo cach thir 2 nay thi khi danh mi chuyén vi téng thé cho két cau
thi nhitng thanh phan nao chuyén vi bang khong hoic ¢ chuyén vi cudng birc
ta danh ma 0, con cac thanh phén Chuyén Vi con lai ta danh ma theo thu tu tir
1 dén hét. Sau d6 ta 14p ma tran d6 ctng va vécto tai trong tac dung nut cho
toan bd hé nhu bai toan khong co chuyén Vi cudng buc. Lic nay ta coi chuyén
vi cudng birc nhu 12 mot dang tai tai trong tic dung 1én két cu, vi vay khi

tinh vécto tai trong tic dung nut 1én toan bd hé phai ké thém phan tai trong tac
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dung nat do chuyén vi cudng bic gy ra. Vecto tai trong nat luc nay 1a do

Chuyén Vi cudng birc cac lién két tua, duogc téng hop tir cac vecto tai trong nut

{P’s}e cia m3i phan tir 6 lién két tua chuyén vi cudng bic: {P;} =[T]. {P,}.

e

, trong d6:{P, } nhan duoc bang phan luc lién két nat do chuyén vi cudng bic
gdi tua véi dau nguoc lai.

2.1.1.6. Gidi h¢ phwong trinh cdn bing
Véi bai toan tuyén tinh, viéc giai hé phuong trinh dai s6 1a khéng kho.

Két qua tim duogc 1a chuyén vi caa cac nat:

« w7 (e
=K HF (2.29)
2.1.1.7. Xdc dinh ngi luc
Tir két qua thu duoc, két hop véi cac diéu kién bién xac dinh duoc vecto
chuyén vi nat caa ting phan tir trong hé toa d6 dia phuong. Tir d6 xac dinh
duoc noi lec trong phan tu.
Phuong phép phan tir ¢6 wu diém 1a viéc chia két cdu ra thanh céc phan
tir Nho thi dé dang mé ta dugc hinh dang phuc tap cia cong trinh, dic biét vi
cac phan tir nho nén mo ta trang thai chuyén vi caa phan tir chi can cac da
thire bac thap. Thong thudng ddi véi phan tar dAm chiu udn thi ta thuong dung
da thtc bac 3 dé mo ta chuyén vi caa phan tu:
y=a,+aXx +ax’ +ax’ (2.30)
Trong phuong trinh md ta chuyén vi ta thiy co bon thong sb can xéac
dinh. Dé thuan tién ta thay bén thong s a,,a,,a,,a, bang cac chuyén vi va
gbc xoay tai cac nut cua phan tarv,,0,,v,,0,.Vi ham chuyén vi bac 3 nén ta
cac luc tac dung trén phan tir ta phai quy vé nut cta phan ti,

2.1.2. Cach xay dwng ma tran dé cirng cia phan tir chiu udn
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Xét phan tar dAm c6 hai nat, mdi nat c6 hai bac tu do 1a chuyén vi va goc
xoay va dam c6 dién tich mit cit ngang 13 A; mé men quan tinh cta mat cat

ngang 1a I; mo dun dan hoi cua vat liéu E (hinh 2.6)

Hinh 2.6 Phan tir hai nat
Dé tinh toan duoc tong quat, chiéu dai phan tir 1ay bang hai don vi, géc
toa d6 nam ¢ giira phan ta. Nhu vay, néu biét dugc cac bac tu do tai cac nit
phan tir 14 v,,0,,v,,0, thi chuyén vi tai diém bat ky trong phan tir tai toa do x
duoc xac dinh nhu sau:
v=N,v,+N,.0,+ N,.v, + N,.0,
(2.31)

Trong do : N, N,, N,,N,: la cac ham dang va duoc xac dinh nhu sau:
N :1(2—3x+x3)' N :1(1—x—x2+x3)'
1 4 v 1V 4 J

N3:%(2+3x—x3); N4:%(—1—x+x2+x3).

Theo cong thirc trén ta thay:

. (2.32)

Nhu vay, mdi phan ti c6 4 bac tw do X ={v,,6,,v,,0,} can xac dinh. Néu

11 Voo

biét duoc X thi ta c6 biét duoc chuyén vi trong phan tir ciing nhu bién dang

uén va mé men theo cong thirc sau:

Cdv_ [dN, &N, d&°N, d°N,
dx? dx* dx®* dx®  dx?

x= }{vl 6, v, 0,}';(2.33a)
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N, N, N, N, g (234)
dx*>  dx® dx? dx?

M :El.xz—El[

Cong thure trén 1a tinh toan cho phan tir c6 chiéu dai bang 2, néu phan tir

¢ chiéu dai 1a AX thi bién dang ubén va moé men duogc tinh nhu sau:

? 2 2 2 2 2 2
X:_%KEJ :_(ij {d N, &N, d'N, dN4}{Vl 0, v, 6,]'(2.330)

AX AX )| dx*  dx*  dx*?  dx?

2ﬂd2|\|1 d’N, d*N, d°N,

M:EI.X:—EI.(— . . . .
dx dx dx dx

0 o\ .
~ }{vl v, 6,} (2.34b)

Xét phan tir c6 cac tai trong tap trung F:{PI,PZ, I\/Il,l\/lz}T tac dung tai

cac nut cta phan tr. Theo phuong phap nguyén 1y cuc tri Gauss, lugng rang

budc dbi Vi bai toan tinh viét cho phan tir nhu sau:
Zz%jM[x]dx—iFiXi — min (2.35)
Diéu kién dirng caa (3.25) duoc viét lai nhu sau:
57 = %j M5 [ Jdx - i FSX. =0 (2.36)

hay:

CLAN PN, BAPNL AN, RdPNJdPN, . HAPN, AN, ]
,[ 2 2 X ,[ 2 2 X .[ 2 2 X ,[ 2 2 X
Y dx® dx Y odx® dx Y odx® dx Yodx® dx
Ld®N, d°N Ld®N, d°N Ld®N, d*N Ld’N, d°N W, 1

s 1 ZdX 2 ZdX 3 ZdX 4 ZdX

(2) ] _Ildx2 dx? _Ildx2 dx? _Jldx2 dx? _jldx2 dx? 0, M, (2.37)

P O S (S [N
5 dx° dx o odx® dx o 0x® dx 5 dx® dx 0, | M,
FAN N g NN, LN, IN, G0N, O,
|5 dx® dx 5 dx® dx 5 dx® dx Sdxt odxt |
[K]{X}={F} (2.38)

trong do: [K]: ma tran do ctng cua phan tu; {F} : véc to tai trong tac dung nut;

{X} : véc to chuyén vi nat cta phan ti.
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Tinh tich phén cac hé so trong [K] ta c6 thé tinh bang phuong phap
chinh xac (bang ham int(fx,a,b) c6 sin trong matlab) hoic tinh bang phuong
phap tich phan sé cua Gauss va két qua do cang cia phan tir chiu udn ngang
phang nhu sau:

[ 12EI  6EI  12El  GEI
AX® AX? AX®  AX?
6EI  4EI  6El  2EI

_12El  6EI 12EI  6El '

A A AXC AX?
6El  2EI  BEl  4EI
L AX® AX AX? AX |

Biét duoc ma tran do ciing phan tu thi ta d& dang xay dung dugc ma tran
d6 cang cua toan thanh.Néu thanh chi c6 mét phan ti thi ma tran cua phan tir
cling chinh 13 ma tran do cang cua thanh. Trong phan tir néu bac ty do nao
khong co thi trong ma tran d6 ciing caa phan tir d6 ta bo di hang va cot twong
ung véi bac tu do do.

2.1.3. Cach xay dwng ma tran d¢ cieng tong thé cua két cau

Pé trinh bay cach xay dung ma tran d6 cang tong thé caa két cau trong
phuong phap phan tir hitu han, luan van xin dugc trinh bay thong qua vi du
giai bai toan dAm chiu uén duéi tac dung cua tai trong tinh ci thé sau (con cac
bai toan khac thi cach xay dung ma tran d6 cting tong thé ciing 1am tuong ty):

Vi du 2.5: Tinh toan két cau dam P
chiu lyc nhu (hinh 2.7). Biét dam

c6 do cung EI=10°(kN.cm?) ’”;;:;l:;o;%(m)

\ a | a L a 1

khong d6i va P=10 (kN). Xac dinh Hinh 2.7 Hinh vi du 2.5

chuyén vi tai gitta dam.
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2 3 4 5

ke

|
|
|
|
|
o | a |

| |
| |
Lo | o
| | | |
<2 hiCu nét trong thanh |
| | | |
0 1 2 3 |
1 2 3 0
|

|

|

|

|

|

|

|

|

|
i | | |
- <2 hiC bEc td do chuyQn vbnot
| | | |
4 5] 8 9|

—

| 6 7 10 11

S2 hiCu bEc tt do géc xoay not
Hinh 2.8 Rdi rac héa thanh thanh céc phan tir

Chia thanh ra thanh n phan tir.Cac nat cta phan tir phai trang véi vj tri
dat luc tap trung, chiéu dai cac phan tir c6 thé khac nhau. Mdi phan tir c6 4bac
tu do, nhu vay néu n, phén tir roi rac thi téng cong c6 4n . bac ty do. Nhung
vi can dam bao lién tuc giita cac chuyén vi 1a chuyén vi cia nut cudi phan ta
thir e bang chuyén vi cua nit dau phan tir thir (e +1) nén s6 bac tu do cua
thanh s& nho hon 4n . Khi gidi ta chi can dam bao diéu kién lién tuc cua
chuyén vi con diéu kién lién tuc vé goc xoay duge xét bang cach cach dua vao
cac diéu kién rang budc. Vi du dam trong (vi du 2.5) ta chia thanh 4 phan ti
(hinh 2.8)

Nhu vay, tong cong sé an 1a 11 an < 4x4=16 an. Goi ma tran n_ la ma
tran chuyén vi c6 kich thuéc n,,(N,,,2) 1a ma trdn co n, hang va 2 cot chia

cac an s6 1a chuyén vi tai nfit ctia cac phan tir (hinh 2.8)

n,@)=[0 1];n,2:)=[1 2];n,B:)=[2 3];n,(4:)=[3 0]

30



c_Jo1 23]
"1 2 30
Goi ma tran n, la ma tran Chuyén Vi ¢o kich thudc ne(n 2) la ma tran c6

pt?

n,, hang va 2 cft chira cac an sb 1a goc xoay tai nat cia cac phan tir (hinh 2.8)

n,(L:)=[4 5];n,(2:)=[6 7];n,(3:)=[8 9]; n,(4,:)=[10 11]

- _[4 68107
Y15 7 9 11

Sau khi biét an sé thuc cua céc thanh ta c6 thé xay dung do cung téng
thé caa thanh (co rat nhiéu cach ghép ndi phan tir khac nhau, tiy vao trinh do
lap trinh ciia mdi nguoi nén tac gia khong trinh bay chi tiét cach ghép néi céc
phan tir lai dé duwoc ma tran d6 cing caa toan thanh va c6 thé xem trong code
mo dun chuong trinh cua tac gia)

Néu bai toan c6 n_, an s6 chuyén vi va n o an s6 goc xoay thi ma tran do
cang cua thanh la K c6 kich thuac (nxn), K(n, n)véri n= (ncv + ngx). Nhu ¢ vi

du 2.5,n=11. Bay gio xét diéu kién lién tuc vé goc xoay giira cac phan tur.

Diéu kién lién tuc vé goc xoay gitta cac phan tr duoc viét nhu sau:

dy. dy.
( dX nutzj ( dX nutlj ( )
hay: oA, &, [ =0
dX nut2 dX nutl
(2.41a)
T 7 B (2.41b)
L dX nut2 dX nutl /|
— dy dy -
S, || =2 |-| =4 ||=0 2.41
’ L dX nutzj ( dX nutl /| ( C)
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Trong d6 A, ciing la an sb ctia bai toan (co k an s6), do d6 téng sb an so
clia bai toan luc 1a (n+k) do d6 ma tran do cang cta phan tir lac nay ciing phai
thém k dong va k cOt nhu vay kich thuéc cua ma tran d§ cung la
K(n+k,n+k). Goi k, la géc xoay tai nit 2 cua phan tir truéc, k,la géc xoay

tai nat 1 cua phén ttr sau thi ta c6 cac hé sb trong ma tran d6 cung K:

k(n+i,kl):§;k(n+i,kz):—A—2X (i=1:K) (2.42a)
k(kl,n+i):§;k(k2,n+i):—A—2X (i=1:K) (2.42b)

Néu c6 hai phan tur thi c6 mot diéu kién vé goc xoay, co n, phan tur thi
co (ant —1) diéu kién lién tuc vé gbc xoay giita cac phan tir. Nhu vay cudi

cung ta s& thiét 1ap dugc phuong trinh:

[K]{X}=1F}

T ) »
: rso—hang=n :
F, X, | .
trong do: {F} = , {X} =] " |laan so cua bai toan
0 A,
so—hang =k :

Trong vi du 2.5 khi chia thanh ra thanh 4 phan tir. Két qua ma tran d6 ctng

cua thanh:
(24 -12 0 -12 -12 1.2 1.2 0 0 0 0 0 0 0 ]
-1.2 24 -12 0 0 -1.2  -12 12 1.2 0 0 0 0 0
0 -12 24 0 0 0 0 -1.2  -12 12 12 0 0 0
-12 0 0 16 08 0 0 0 0 0 0 0 0 0
-12 0 0 08 16 0 0 0 0 0 0 210° 0 0
12 -12 0 0 0 1.6 0.8 0 0 0 0 -210° 0 0
[K]-10° 12 -12 0 0 0 0.8 1.6 0 0 0 0 0 2.10° 0
0 12 -12 0 0 0 0 1.6 0.8 0 0 0 -2.10° 0
0 12 -12 0 0 0 0 0.8 1.6 0 0 0 0 2.10°
0 0 12 0 0 0 0 0 0 16 08 0 0 -2.10°
0 0 12 0 0 0 0 0 0 08 16 0 0 0
0 0 0 0 210° —210° 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 210° -210° 0 0 0 0 0 0
| O 0 0 0 0 0 0 0 210° -210° O 0 0 0
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Két qua chuyén vi, goc xoay tai cac nat:
{WZ;W3;W4; } {0.09166667(cm);O.13333333(cm);0.09166667(cm);}

OO, P55 P, Py B 0.05(rad);0.0375(rad);0; —0.0375(rad); —0.05(rad)

Ta thay két qua trén so véi két qua giai chinh xac theo phuong phép giai
tich rat dung vi du nhu chuyén vi tai nat 3 tinh theo phuong phap giai tich:

3
W, = Pl _ 0,13333333(cm)
48E]|
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CHUONG 3.
TINH TOAN KHUNG PHANG CO XET PEN BIEN DANG
TRUQT NGANG BANG PHUONG PHAP PHAN TU HUU HAN

3.1. Ly thuyét dim cé xét bién dang trwet ngang

Ly thuyét xét bién dang truot trong dam do Timoshenko dua ra va
thuong duoc goi 1a 1y thuyét dam Timoshenko. Khi x4y dung 1y thuyét nay
van str dung gia thiét tiét dién phang cta 1y thuyét dam thong thuong, tuy
nhién do c6 bién dang truot, truc dam s& xoay di mot goc va khong con thang
gdc voi tiét dién dam nira.

Ly thuyét xét bién dang trugt duoc dung phd bién trong phuong phap
phan tir hitu han hién nay 1a dung ham d6 ving y va ham géc xoay € do
momen udn gy ra 1a hai ham chua biét. Trong trudng hop nay bién dang

truot tai truc trung hoa duogc xac dinh nhu sau, vi du nhu [28].

dy
=—-0 3.1
Y= (3.1)
Tu d6 ta co cac cong thurc xac dinh M va Q
M= —F (dG)
= b dx
GF[ dy
Q=—[——+ 9] (3.2)
a dx

Trong cac cong thirc trén EJ 1a d cing uén, GF 1a do cing cét cua tiét
dién, G 1a modun truot cua vat liéu, F 1a dién tich tiét dién, « 13 hé s6 xét su
phéan bé khéng déu cua (ng suat tiép trén chiéu cao tiét dién.

Céc tac gia [28] cho rang khi modun trugt G—oo thi tir (3.2) suy ra

dy
_ Y 3.3
I (3.3)

nghia 13 tr& vé 1y thuyét dam khong xét bién dang truot: Goc xoay ciia dudng

0

d6 vong la do momen gay ra. Theo tac gia, 1ap luan trén khong dung bdi vi
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khi théa méan phuong trinh (3.3) thi tir phuwong trinh (3.2) suy ra luc cat Q = 0,
dan vé truong hop udn thuan tay cua dam. Vi 1y do d6 nén 1y thuyét xét bién
dang truot dung y va 0 1am an khong hoi tu vé 1y thuyét dim thong thuong va
khi 4p dung vao bai todn tdm, né ciing khong hoi tu vé 1y thuyét tim thong
thuong (Iy thuyét tam Kierchhoff, [28], [25]. Phuong hudng chung dé khic
phuc thiéu sot vira néu 1a bd sung thém cac nut xét luc cit Q trong cac phan tir
dam hoac phan tir tam [25, 26, 28] hodc dung phan td ¢6 ham dang 13 da
thirc bac thap (bac nhat) [ 31]. Van dé tim phan tir c6 ham dang khong bi hién
tugng bién dang truot bj khoa, shear locking, van dang duoc tiép tuc nghién
ctru, [32]. Tinh hanh chung hién nay vé Iy thuyét xét bién dang truot trong
dam va tdm 13 nhu trén.

Khac véi cac tac gia khac, trong [19, 20] 1y thuyét xét bién dang truot
duoc x4y dyng trén co so hai ham chua biét 1a ham do véng y va ham luc cit
Q. Trong truong hop nay bién dang truot xac dinh theo

aQ

/4

a 12 hé s6 xét sy phan bd khong déu cua tng suét cat tai truc dam.
Goc xoay do momen udn sinh ra bang hiéu gitra goc xoay duong do
vong voi goc xoay do luc cat gay ra.

g _,_y_aQ (3.5)

“dx 7T dx GF

Momen uén s& bang

déo d’y «a dQ
M=-EJ—=EJ(- 3.6
dx ( dx? +GF dx) (3.6)
Bién dang uén y
d’y «a dQ
S 3.7
X dx’ +GF dx 3.7)
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Duya trén 1y thuyét nay ta s& xay dung phuong trinh cAn bang va céc
diéu kién bién cua dam nhu sau. Theo phuong phap nguyén 1y cuc tri Gauss
ta viét phiém ham luong cudng bic (chuyén dong) nhu sau: (gia sit dam co

lyc phan b déu q).
Z = [Mydx+ [ Qydx— [ qydx— Min

(3.8)
Cac ham d6 vong Y, ham bién dang truot ¥ va ham bién dang udn y 1a cac dai

lwong bién phan, nghia 1a diéu kién can va du dé hé & trang thai can bang 1a
l

6Z = jMS)(dx +jQ6ydx —fq(Sydx =0
0

d l l
HayZ = [, M& [__-I_Ga_Fd_Q] dx + [, 06 [22|dx - [, q6[yldx =0
(3.9

Trong phuong trinh tich phan (2.9) hai dai lugng can tim 13 y(x) va Q(x) do

d6 c6 thé tach ra thanh hai phuong trinh sau:
l

l
OfM [—— dx —fq(S[y]dx

0
=0 (3.10)

J GF dx ]d +,[QS[GF

=0 (3.11)
L4y tich phan ting phan phuong trinh (3.10)
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Tich phan ting phan thanh phan cudi caa biéu thirc trén ta c6

l l
fMa Y] 4 M&[dy]l M st ]l dzM&[ 1d
dx? dx dx Y 0 dxz O
0 0
Phuong trinh (2.10) sau khi ldy tich phan ting phan c6 dang
dy1rt dM !
—M(S[ — 6
dx dx ] 0
l
d*M
— j s +q|6[yldx =0 (3.12)
0
Boi vi cdc dai lwong 8[y] va & 2| 1a nho va bét ky nén tir (3.31) ta co
d*M
7 +q=0 (3.12a)
Ma[dy_l—o 3.12b
dx- 0 - ( " )
dMa[]l—o (3.12¢)
dx Y 0 B . ¢

Tich phan ting phan phuong trinh (3.11):

jMS GFdx]dx _fMd Q] dx

(o2, - [

dx

0

37



Sau khi Iy tich phan tirng phan

[GF

l
o [ (2 o
=0 (3.13)

Boi vi bién phan & | 2| 1a nho va bét ky nén tir (3.13) ta co

dM
——+0=0 (3.13a)
dx

(3.13b)

Str dung cong thic (3.6), hai phuong trinh vi phan can bang cua dam (3.12a)
va (3.13a) co6 dang.

g |2 @ Q) _ (3.14a)
J dx* GFdx3| 1 L
d3y a d?Q
E - = 3.15
J [dx3 GF dle ¢ (3.15a)
Phuong trinh (3.14a) va (3.15a) c6 thé viét lai dudi dang
d*y ah?d3Q
— = 3.14b
dx* 6 dx3 1 ( )
d3y ah?d?Q
]dx3 6 dx? ¢ ( )

Dé nhan dugc cac didu kién bién cua dam thi két hop (3.12b) va (3.13b) ta co

dy aQ l
Mé [—— —] =0 3.16
Chu v t6i phuong trinh (3.13a), phuong trinh (3.12¢) viét lai nhu sau
Qs[yllo =0 (3.17)

Tom lai, Iy thuyét xét bién dang truot cho ta hai phuong trinh vi phan
(3.14) va (3.15) d6i v6i hai ham y va Q: phuong trinh (3.14) 13 phuong trinh

vi phan can bang gitra ndi luc va ngoai luc, phuong trinh (3.15) 1a phuong
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trinh lién hé gitra momen uén va lyc cit. Cac phuong trinh (3.16) va (3.17) 1a
cac diéu kién bién & hai dau thanh.
Ta xét diéu kién bién (3.16)
Néu nhu tai x=0 hoic x=1, goc xoay 6 do mémen ubn giy ra c6 bién phan
l
50 =6 [— 4 —Q]

cr|| #0 thi M|}, = 0 — lién két khép (3.18q)

Néu nhu goc xoay 0 kh@ng c6 bién phan

o0 =o[-5;

béi véi diéu kién (2.17), néu nhu chuyén vi y tai x=0 hodc x=1 c6 bién phan.

=0 thi M|\bdt ky — lién két ngam  (3.18b)

S[yll4 # 0 thi Q|4 = 0,— khong cb goi tua (3.18¢)
Néu nhu S[yll = 0 thi Q|4bdt ky, — lién két goi twa (3.18d)

Khi khong xét bién dang truot, G—oo hodc h—0 thi cac phuong trinh
(3.14) va (3.15) ciing nhu cic phuong trinh vé diéu kién bién (3.16) va (3.17)
hoic (3.18) déu din vé 1y thuyét dam Euler- Bernoulli. Cho nén c6 thé nii Iy
thuyét xét bién dang truot néu trén (xem ham y va ham Q 13 hai ham chua
biét) 1a 1y thuyét day dua vé dam.

Cubi cung can luu ¥ rang khi xét tinh lién tuc vé gdc xoay giira hai
doan dam 14 noi dén tinh lién tuc cua goc xoay do mdmen giy ra xac dinh
theo cong thirc (3.5), khong phai lién tuc cia goc xoay Z—z.

Hésb o

Hé s6 o 1a hé sb tap trung ung suat cit tai truc dam.

Péi vai tiét dién chir nhat a=1.5, ddi véi tiét dién tron a=4/3. Tuy nhién khi
xét bién dang truot cac tri trén thay ddi tuong ung bang 1.2 va 1.11
[23,]. Trong tinh to4n sau nay tac gia ding hé s6 a=1.2 d6i voi tiét dién chir
nhat. Phuong phap chung dé xac dinh hé sb 6 13 can bang tong theo chiéu cao

dam cong cua ung suat cat thuc hién trén bién dang trugt tuong ing vdi cong
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luc cit thuc hién trén bién dang trugt tai truc dam, van dé nay da duoc nhiéu
tac gia nghién ctru [23] [25].
3.2. Phwong phap phan tir hitu han @di véi bai toan khung cé xét dén
bién dang truwet ngang
Phuong phéap phan tir hitu han chia cong trinh thanh nhitng phan nho
dugc goi 1a cac phan tu, tinh toan cong trinh dugc dan vé tinh toan nhiing
phan ti nho sau d6 két ndi cac phan tr d6 lai voi nhau ta lai dugc 161 giai caa
mot cong trinh hoan chinh. Tuong ty, phuong phap sai phan hitu han cling
chia cong trinh thanh nhitng doan nho va trang thai chuyén vi...dugc xac dinh
tai mdi diém sai phan. Su khac nhau giira hai phuong phap nam & chd déi voi
sai phan hitu han trang thai chuyén vi caa cac diém thudc doan nam giira hai
nut thuong duoc tinh theo phwong phap noi suy tuyén tinh con phuong phap
phan tir hitu han cac trang thai chuyén vi gitta hai diém duoc xac dinh bang
cac ham dang d4 cho. Uu diém chu yéu cua phuong phap phan tir hitu han 1a
nhd chia cong trinh thanh cac doan nho thi dé dang mo ta dugc cac hinh dang
phtc tap caa cong trinh, dac biét 1a vi cac doan nho cho nén mo ta trang thai
chuyén vi bang céc da thirc bac thap. Vi du néu chon ham xap xi 1a da thuc thi
phai chon da thirc bac 9 dé mé ta dudng dd vong ctia ddm nhung khi dung
phan tir hitu han thi ta c6 thé dung cac da thtc bac thap 2, 3 hoic 4 dé mé ta
chuyén vi cia mdi phan tir. So di nhu vay 1a do trang thai (ng suat trong mdi
phan tir nho thi khac nhau rat it. Thong thuong dbi véi phan tir dam chiu udn
thi dung da thtc bac 3 dé mé ta chuyén vi.
y=ao+ aiX + ax*+ asx®

Ta thay c6 4 thong s can xac dinh. Tuy nhién dé tién dung ta thay 4
thong sb ao, a1, @z, as bang chuyén vi, goc xoay ctia phan tir hai nat nhu hinh
3.1.

Do dung ham bac 3 cho nén céc luc tac dung 1én phéan tir déu phai quy

veé nut ké ca lyc quan tinh trong bai toan dong.
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3.2.1. Ham néi suy caa phan tir
3.2.1.1. Ham ngi suy chuyén vi va géc xoay tai hai niit diu phan ti

Trong khi tinh dam ta c6 thé st dung phan tir chiu udn hai nat, nhu
hinh 3.1.

——eX

S

Hinh 3.1. Phan tiz dam

Tai mdi nat ¢ cac thong sb 1a chuyén vi W1, 01, Wa, 02, do do chuyén
vi trong mdi phan tir dugc viét theo cong thuc sau:

W = [fwy fwy fx; fx;]X

(3.20)
Trong d6: X=1[W; W, 6, 6]
_ R
L7 ax x=—1, 27 ax x=1

Cac ham fwy, fw,, fxi, fx,, 1a cac ham ndi suy can duoc xac dinh.
Ta viét ham noi suy dang da thic bac 3, = ay + a;x + a;x? + azx® , dudi
dang ma tran ham d6 vong W duoc vi ét nhu sau:
W=1[1x x* x3]X,
(3.21a)
Trong do: X, =lap a; a, as]’
Bay gid ta tim méi lién hé gitra X va X,

Thay x=-1 vao (3.21a) ta co

wi=[1-1 1 —-1]X, (@)
Thay x=1 vao (3.21a) ta co

Ww,=11 1 1 1]X, (b)
L4y dao ham (3.21) theo x ta ¢

Z—‘i’ =[0 1 2x 3x%]X, (3.21b)
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Thay x=-1 vio (2.21b) ta c6

(©)
Thay x=1 vao (2.21b) ta c6
=10 1 2 3]X, (d)
Ttura, b, ¢ va d ta nhan duoc
1 -1 1 -1
X=[W, W, 6, 6] = (1) 1 _12 é X, = aX, - X, = a~'X
0 1 2 3
1 -1 1 -1
Trong do: a= (1) 1 _12 ;

o 1 2 3
Tur d6 ta tim dugc cac ham noi suy fwy, fw,, fx;, fx,, nhu sau:
fwy = 7 (= 1?(x +2),)
fw, == (x+ 122 - x)
N > (3.22)
fry =30 - D2+ 1)

1

fry = =12 +1)

Cac ham ndi suy (3.22) thudong duoc dung dé tinh phan ta chiu uén va
cho két qua hoi tu.

S - 12(@+2) @+ 1)*2-x)
W=l fwa Ja frlX = So- 12+ 1) S- 120+ 1)
(3.20a)
Nhu vay, néu biét duoc cac thong sé Wi, 01, Wo, 0, tai hai dau phan tir
thi chuyén vi tai mdi diém bat ky trong phan tir d6 duoc xac dinh theo da thic

bac 3 sau day

W = fW1W1 + fWZWZ + fx16’1 + fo02 (323)
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3.2.1.2. Ham ndi suy lwc cit tai hai nat dau phan tir
Trong trudng hop xét bién dang truot ngang ta viét thém cac ham noi

suy luc cat tai hai ¢au phan tt hai nat nhu hinh 3.2.

— =X

3

Hinh 3.2. Phan ti hai nit

Tai nat dau phan tir co thong so 1a luc cat Q1, va tai nat cudi phan tar co
thong sd luc cat 1a Qz, do do lyc cat trong mdi phan tir dugc viét theo cong
thirc sau:

V=1[fq:1 fq:1X (3.24)

Trong do6: X=[0: Q)]

Cac ham fqq, fq,, 14 cac ham ndi suy can dugc xac dinh

Ta viét ham ndi suy dang da thic bac 1, V = a, + a,x, dudi dang ma
tran ham luc cit V duoc viét nhu sau:

V=[1 x]X, (3.25)
Trong do: X, =la, a4
Bay gio ta tim méi lién hé giita 6 va 6,

Thay x=-1 vao (3.25) ta co

V= [1 -1 ]Xa (a)
Thay x=1 vao (3.25) ta co
Vb,=[1 1]X, (b)

Tur a va b ta nhan duoc

1 -1 -
X=[fa fa:) =[] ~;|Xa=aXe Xy =a7X

Trong do: a= [1 _ﬂ

Tir d6 ta tim dugc cac ham ndi suy fq,, fq,, nhu sau:
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fa. =1 —x)
fa, = (1 +x)

(3.26)

1 1
V=Ifax fqlX= E(l—x) §(1+x) X

Trongdo: X =[Q; Q,]

Nhu vay, néu biét dugc cac thong s6 Q1, Q, tai hai dau phan tu thi luc
cit tai mdi diém bat ky trong phan tir 46 duogc xac dinh theo da thirc bac nhat
sau day

V=7q.0: + fq:0Q; (3.27)

Do viy, trong tredng hop phan tir co xét dén anh huong cua bién dang
truot ngang, chuyén vi tai mot diém bat ky trong phan tir dugc xac dinh nhu
sau:

W= fwiW + fw,Wo + fx160 + fx20, + fq101 + fq20Q> (3.28)
3.2.2. Ma tran d@é cirng cia phan tir
3.2.2.1. Truwong hop khong xét bién dang truwgt ngang

Trong trudng hop khong xét anh huong cua bién dang truot ngang, mdi
phan tir ¢6 hai chuyén vi ntit W1, W5, va hai goc xoay 0,, 0,, tong cong c6 bdn
thong sd (4 4n) can xac dinh.

Goi X 1a véc to cot chira bon an cua phan ta theo thir tu sau

X == [Wl WZ 01 02] (329)
Thi ¢6 thé viét lai biéu thirc (3.23) dudi dang ma tran nhu sau

Sau khi d3 biét cac ham chuyén vi thi d& dang tinh duoc bién dang udn

Xy, NOI luc mémen udn M,,, cua phan tir nhu sau:

1= [ 25 ] (3:31)
Mx = E]Xx (332)

44



Trong cac cong thuc trén S = 2/ Ax 1a hé sb dua chiéu dai hai don vi
cua phan tir vé chiéu dai thuc Ax cua no.

Biét dugc ham do vong cua phén tr thi dé dang tinh duoc ma tran do
ctng phan ti. Theo phuong phéap nguyén 1y cuc tri Gauss ta viét luong cudng
birc d6i v6i bai toan tinh nhu sau:

7= [ Myl ldx — min
(3.33)

Trong d6 x, 1a cac biéu thuc chia cac an X(i) cho nén diéu kién dung

cua (3.33) dugc viét lai nhu sau:

82 = [1 McS[x,]dx =0

hay §Z = %( /1M, [%] dx) =0 (3.34)

hé sb 1/[3 =A%/, 1a h¢ s6 dé dua tich phan tir (-1) dén (1) Vé tich

phan theo chiéu dai phan tir. C6 bén an ta c6 dugc bon phuong trinh va co
dang (3.19), viét lai nhu sau:
[Klef{d}e = {F}e (3.35)

Trong d6: [K], 12 ma tran do cing phan ta e, {4}, 13 véc to chuyén vi nut
tai hai dau phan tu e, {F}, 1a véc to tai trong twong Gng Vvéi chuyén vi nat
{4}

Cac tich phan trong (3.34) ¢6 thé tinh chinh xac hodc c6 thé tinh theo cac
tich phan gan dung (tich phan sd) ctia Gauss. Sau khi tinh (3.16), nhan dugc
ma tran d6 cing phan tu [K], (4x4).

768 -768 96 96
-768 768 -96 -96
96 -96 16 8
96 -96 8 16

K], =
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3.2.2.2. Truong hop c6 xét dén bién dang truet ngang
Trong truong hop cé xét dén anh hudong caa bién dang truot ngang, moi
phan tir c6 hai chuyén vi nat W1, Wo, va hai goc xoay 0;, 8,, tai hai dau phan
tar, gidng nhu truong hop trén, ngoai ra tai nit dau phan tir con c6 thém an luc
cat Q1 va tai nut cudi phan tir co thém lyuc cit Qz, tong cong c6 sau thong sé (6
an) can xac dinh.
Goi X 1a véc to cot chira su an cua phan tir theo thu tu sau
X=[Ww, W, 6 6, Q; Q] (3.36)
Thi ¢6 thé viét lai biéu thirc (3.29) dudi dang ma tran nhu sau
W =[fwys+ fw, + fx; + fxo + fq1 + fq.1X (3.37)
Sau khi da biét cac ham chuyén vi thi d& dang tinh duoc bién dang udn
Xy, NOI luc mémen udn M,,, bién dang truot y, , goc xoay ¢ (do mémen giy

ra) caa phan tir nhu sau:

o= [ B ] (338)
M, = EJ xx (3.39)
Ve = _i [0 0 0 0 fg1 fqz] (3.40)

o=|-8+ (341)

Trong cac cong thuc trén S = 2/ Ax 12 hé s6 dua chiéu dai hai don vi
cta phan tir vé chiéu dai thuc Ax cua no.

Biét dugc ham d6 vong cua phan tir thi d& dang tinh duwoc ma tran do cing
phan ti. Theo phuong phap nguyén 1y cuc tri Gauss ta viét luong cudng bic dbi
véi bai todn tinh c6 xét dén anh huong cua bién dang truot ngang nhu sau:

7= f_11 M, [x,]dx + f_ll V&[y,]dx - min (3.42)

Trong d6 x,,¥, 13 cac biéu thirc chia cac an X(i) cho nén diéu kién

ding caa (3.42) duogc viét lai nhu sau:

8Z = [1 MyS[x:]dx + [ V8[yldx =0
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hay 67 = 2 ([1, Me |2 ax + [, v [F2|ax) =0 (3.43)

0X; 0X;
hé sb 1/ﬁ =A%/, 1a h¢ s6 dé dua tich phan tir (-1) dén (1) Vé tich

phan theo chiéu dai phan tir. CO sau an ta cd duoc sdu phuong trinh va cé
dang (3.19), viét lai nhu sau:
[Kle{d}e = {F}e (3.44)

Trong d6: [K], 12 ma trdn d6 cing phan tu e, {4}, 1a véc to chuyén vi
nut va lyc cat tai hai dau phan ter e, {F}, 1a véc to tai trong tuong ung Voi
chuyén vi nat {4},.

Céc tich phan trong (3.43) ¢ thé tinh chinh xac hoic co thé tinh theo
cac tich phan gan dung (tich phan sd) ctia Gauss. Sau khi tinh (3.25), nhan
duoc ma tran d6 cang phan ti [K], (6x6). Vai truong hop chia dam thanh 4
phan tir ta nhan duoc [K], (6x6) nhu sau:

[ 768 -768 96 96 0 0
-768 768 -96 -96 0 0
96 -96 16 8 -0.0001 0.0001
96 -96 8 16 0.0001 -0.0001
0 0 -0.0001 0.0001 O 0
0 0 0.0001 -0.0001 0 0

(Al =

3.2.3. Ma tran dé cirng tong thé

Biét duwoc ma tran d6 cting phan [K]e tir thi dé dang xay dung duoc ma
tran do cung toan hé [K]. Gia sir thanh chi c6 mét phan tir thi ma tran [K],
chinh 1a ma tran d6 cang téng thé cua thanh. Gia st chuyén vi tai nat (1) bang
khong thi ta bé dong 1, ¢t 1 cia ma tran [K].,.

Ché ¥ ngoai cac an chuyén vi, goc xoay, luc cat caa hé con phai xét
thém cac 4n 1a cac thira b Lagrange A cua cac diéu kién lién két tai dau hoic
cudi cac phan tir. Ngoai ra con can dua thém céac diéu kién lién tuc vé goc

xoay tai diém tiép giap gitta hai phan ti.
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Viéc thanh 1ap ma tran d6 cang tong thé [K] cua toan két cau tir cac ma
tran do cing phan tir [K]e ¢6 thé trinh bay nhu sau:

Hé phuong trinh co ban dé giai bai toan két cu theo phwong phap phan
tir hiru han c6 dang sau:

[KI{A} = {F}

Trong do: véc to an chuyén vi nat {A} gdm cac thanh phan xép theo thir
tu chuyén vi nut cua toan b két cau, véc to luc nat {F} va ma tran do cing
toan hé [K] cling 13 cac thanh phan xép theo thir tu twong ing vai chuyén vi
nat. [K] va {F} ¢ day duoc lap tr cac ma tran do cung [K], va luc nat {F},
cua ting phan tar trong két cau & hé toa do chung.

Déi voi mdi phan tir e c6 mot hé phuong trinh can bang dang (3.35)
hoac (3.34) & hé toa do chung la:

[KlefA}e = {F}e

Trong d6: {A}, 14 véc to chuyén vi nit c6 cac thanh phan dugc xép theo
thir tu da duoce quy dinh san cho tiing phan tir. Cau tric ctia ma tran do ciing
phan tir [K], va véc to luc nit {F}, ciling twong (ng vai chuyén vi nat {A},.

Do tht tu cac thanh phan trong véc to chuyén vi nut {A}, cua ting
phan tir néi chung khac véi thir ty trong véc to chuyén vi nat {A} cua toan két
Cau, nén can luu y xép ding vi tri cua timg phan tir trong [K],va {F}, vao [K]
va {F}. Viéc sap xép nay thuong duoc ap dung phuong phap s6 ma.

3.3. Céc vi du tinh toan khung c6 xét dén bién dang trwet ngang
Vidu 3.1: Khung siéu tinh bdc 6, hinh 3.3.
Xac dinh noi luc va chuyén vi cua khung chiu lyc nhu hinh 3.3, d¢

cung udn EJ=const.
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7 7 7

Hinh 3.3. Khung siéu tinh bdc 6

Roi rac hoéa két cdu dam ra thanh npe phan tir, hinh 3.4. Cac nat cua
phan tir phai trung voi vi tri dat luc tap trung, hay vi tri thay d6i tiét dién,
chiéu dai cac phan tir c6 thé khac nhau.

M&i phan tir c6 6 an wy, 6, w,, 6, Q1 Q, Vay néu np phan tir roi rac thi

tong cong cd 6XNpt an.
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Khi chia mdi thanh ctua khung thanh 4 phan tir thi: ta c6 cac an chuyén vi

nwi, goc xoay nmxi, lyc cit ngxi nhu sau:
nwli=[0 1 1 2 2 3 3 /4]
nwxl=[5 6 7 8 9 10 11 12]
ngxl=[13 14 15 16 17 18 19 20]
nw2=[0 21 21 22 22 23 23 0]
nwx2=[24 25 26 27 28 29 30 31]
ngx2 =[32 33 34 35 36 37 38 39]
nw3=[0 40 40 41 41 42 42 43]
nwx3=[44 45 46 47 48 49 50 51]
ngx3 =[52 53 54 55 56 57 58 59]
nwd=[0 60 60 61 61 62 62 O]
nwx4 =[63 64 65 66 67 68 69 70]
ngxd =[71 72 73 74 75 76 77 78]
nws5=[0 79 79 80 80 81 81 82]
nwx5=[83 84 85 86 87 88 89 90]

ngx5=[91 92 93 94 95 96 97 98]

Sau khi biét an s thuc caa dam va cot ta c6 thé xay dung ma tran do
ctng tong thé cua khung c6 kich thudc K(nxn), ¢ vi du nay 1a K(98X98).

Bay gidr xét diéu kién lién tuc vé goc xoay giira cac phan tu.

Picu kién lién tuc vé géc xoay giira cac phan tir dwoc viét nhw sau:

5, [ﬂ—ﬂ} —{ﬂ—@} —0| i=5(npt—1)
dX GF nut2 phantu truoc dX GF nutlphantu sau (a)

Trong bai toan nay ta chia thanh thanh 4 phan t nén i=5(4-1)=15 diéu
Kién lién tuc vé goc xoay giita cac phan tir

Piéu kién bién dwoc viét nhw sau:
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- Tal dau ngam chan cot trai, cot gitra va cdt phai c6 goc xoay bang

khong:

5A, _%_@} —0

° L dX GF nutl phantul
SA,, dy, _oQ; | -0

dX GF tl phantul

L nu antu (b)

A, dys Qs | -0

° L dX GF nutl phantul

Piéu kién hai géc xoay tai mit cing giao giira cot 3 va dam 2 dwoc
viét nhu sau:

Goc xoay tai nut cudi cua phan tir dau cot 1 phai bang goc xoay tai nit
dau caa phan tir 1 caa dam 2. Goc xoay tai nit cudi caa phan ta dau cot 5 phai
bang gdc xoay tai nit cudi cia phan tir cubi cung cua dam 4. Goc xoay tai nit
2 caa phan tir cudi cung ciia dam 2 phai bang goc xoay tai nit 2 cia phan tu
dau cot 3 va Goc xoay tai nut 2 cua phan tir cudi cing cta cot 3 phai bang goc
xoay tai nut 1 cua phan dau tién cua dam 4.

EEARELEARE:
_dX GF nut2 dX GF nutl

'%_&} _[%_&} 0
_dX GF nut2 dX GF nut2

©)

5%9(

o

%(‘%_@ _[%_&‘ Jzo
L dX GF -nut2 dX GF -nut2
o

dy, Q] _[%_&“ JZO
nut2 nutl

| dx GF | dx GF |

biéu kién chuyén vi ngang tai dau cot trai 1, cot giira 2 va cot phai 3
bang nhau:

5123 (yl|nut2 - y3|nut2) 0
é7‘24 (y3|nut2 - y5|nut2): 0 (d)
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Trong d6 (k=1+24) ciing 1a an sé caa bai toan (c6 k an s6 L), do do
tong sb an sé cua bai toan lac d6 1a (n+k), do d6 ma tran d6 cing cua phan tir
luc nay cling phai thém k dong va k c¢ot nhu vay kich thuéc caa ma tran do
cing tong thé 1a K(n+k,n +k). Chang han trong vi du nay, ta c6 n=98, k=24
va tong s6 an cia bai toan 1a n+k=98+24=122 an. Trong truong hop nay ta
xac dinh duoc kich thuéc ciia ma tran do cang tong thé 1a: K[122x122].

Nhuw vy cuoi cling ta sé thiét 1ap dwge phwong trinh:

[KHaj={F} ©)

0y
0y
0
{aj=1"
_ _ A
i 2
: rSo—hang=n :
F . 4
trong do: {F} = On ; 4J 1 4n sé ciia bai todn
: ¢S0—hang =k
L 0 -

Trong vi du 3.1 khi chia thanh ra thanh 4 phan tir, va h/I=1/100 (khong xét

bién dang truot ngang) ta co:

- Ma tran dé cirng phan tir [Ke(6x6)], nhu sau:

[ 768 -768 96 96 0 0

-768 768 -96 -96 0 0

96 -96 16 8 -0.0001 0.0001
96 -96 8 16 0.0001 -0.0001
0 0 -0.0001 0.0001 O 0
0 0 0.0001 -0.0001 O 0

KL=

- Ma tran dé cirng toan dam [K]:

Ghép nbdi cac ma tran d6 cing phan tir [Ke] vao hé toa do chung, ta
duoc ma tran do cang tong thé cia toan két cau [K(122x122)], & day khong
trinh bay vi kich thudc ma tran qua lon.
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- Véc to lwe nat{F}: Trong vi du nay la véc to 1 c¢ot 122 dong, nhu sau:

Sau khi ¢6 [K] va {F}: ta thanh lap dwgc hé phwong trinh co ban

ciia phwong phap phan tir hitu han, nhw sau:

[K]{A} = {F}

Giai phuong trinh (e) ta nhan dugc:

{aj=[KI"{F}

Theo ngdn ngit lap trinh Matlab ta c6 thé viét:

nf=[K]\F)

Két qua chuyén vi, géc xoay tai cac mit va Momen udn cia dam:
Khi khong xét den bien dang trwgt ngang, h/I=1/100

Duéi day 1an luot 1a duong d6 vong va biéu d6 moémen udn cua cot va

N\
A
dam
X10°
0 10 f ]
| m | |
| g
-0.002 AN s / x 11
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Nhan xét két qua trén:
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Khi chia cot va dim thanh 16 phan tir ta nhan duoc két qua nhu trén, so sanh

vé6i két qua chinh xac theo 151 giai giai tich ta nhan duoc sai sé theo bang sau:
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BANG SO SANH MOMEN UON TAI CAC TIET DIEN CQT VA DAM

Cac tiét dién cta | Lo giai sotheo | L&i giai chinh Sai s6 %
cot 1,3vadam2 | phwong phap xXac
PTHH
Chan cot 1 -0,1832 -0,1835 0,16
Pau cot 1 0,0158 0,0156 1,28
Dau phai dam 2 -0,0274 -0,0274 0
Pau cot 3 0,0756 0,0756 0
Chén c6t 3 -0,0886 -0,0885 0,11
Pau dam 4 0,0482 0,0482 0
Dau phai dam 4 -0,0573 -0,0573 0
Chén cot 5 0,0795 0,0794 0,12

Ta thay két qua nhan duoc gan nhu trung khép véi 101 giai chinh xac.

2.0274ql° ~
0.07569(° 0.0573q¢°
\ 0.0482q1" B2
/ ?
g /

/
/
0.71835q0° | =

2.07949¢ ¢

a.0885q¢*
4

brorr—— cd od

Hinh 3.14. Biéu dé M theo gidi tich

Khi xét dén bién dang trwet ngang, h/I=1/3 ta nhian dwec két qua
nhuw sau:
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Khi chia cot va dam thanh 16 phan tir va xét téi bién dang truot ngang
(h/1=1/3) ta nhan duoc két qua nhu trén, so sanh Véi két qua chinh xéac theo 10i
giai giai tich ta nhan duogc sai s6 theo bang sau:

BANG SO SANH MOMEN UON TAI CAC TIET DIEN COT VA DAM

Cac tiét diéncaa | Loi giai sotheo | Lo giai sotheo | Chénh léch khi
cot 1,3 va dam 2 phwong phap phwong phap khong xét va cé
PTHH(h/1=1/100) | PTHH(h/I=1/3) | xét BDTN ( %)
Chan cét 1 -0,1832 -0,1826 0,32
Pau cot 1 0,0158 0,0145 -8,22
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Pau phai dam 2 -0,0274 -0,0285 47,08
Pau cot 3 0,0756 0,0901 19,17
Chén c6t 3 -0,0886 -0,0740 -16,47
Pau dam 4 0,0482 0,0454 -5,80

Pau phai dam 4 -0,0573 -0,0560 -2,26
Chén cot 5 0,0795 0,0827 4,02

Ta thay két qua nhan duoc trong hai truong hop khong xét va co xét
dén anh huong cua bién dang truot ngang (h/I=1/3) momen ubn thay doi
tuong d6i 16n, hau hét déu ting & da sb tiét dién, tang 16n nhat 1 tai dau phai
dam 2, tang (47,08%).

Vidu 3.2. Khung siéu tinh bdc 3, hinh 3.7.

Xac dinh ndi luc va chuyén lP z
—N
. o . b s
vi ctia khung chiu lyc nhu hinh 3.7, b
do ciing uén EJ=const. q
Ro1 rac hoa két cau dam ra ~
thanh npt phan tor. Cac nat cua
phan tir phai trung vo1 vi tri dat luc o
tap trung, hay vi tri thay doi tiét 'II' /2 'II' /2 'II'
dién, chiéu dai cac phan tir c6 thé Hinh 3.7. Khung siéu tinh bdc 3
khac nhau.
el e
| L l
| il
I SO DO DAM NGANG
| ) @ t—if—ii—i— Nt
I'Lt w1 Nwxa n] 1 SO DO NUT DAM
TT T & @ AFEESE M
o= § m: > :": Z g'-_- "373 SO DO AN CHUYEN VI
RN N G Y
~ g = 5 :E %’:E %’(’ e Ejrg SO DO AN GOC XOAY
s e le]sals NE @ EAEIEIES M
e T ? oT ’ 3"_' 457 SO DO AN LUC CAT
i ol ol J\r ______ /Mt b/ Tist |y by Tt Ly L i

® ® ® @ . , ’ CHIEU DAI PHAN TU
Hinh 3.8. So do roi rac ket cau
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ROi rac hoa két cdu dam ra thanh np phan tor, hinh 3.8. Céac nit cua
phan tir phai trung voi vi tri dat luc tip trung, hay vi tri thay d6i tiét dién,
chiéu dai cac phan tir c6 thé khac nhau.

M&i phan tir c6 6 an wy, 6, wy, 65, Q; @, Vay néu np phan tir roi rac thi
téng cong co 6XNpt an.
Khi chia mdi thanh ctua khung thanh 4 phan tir thi: ta c6 cac an chuyén vi

nwi, goc xoay nmxi, luc cit ngxi nhu sau:
nwli=[0 1 1 2 2 3 3 4]
nwxl=[5 6 7 8 9 10 11 12]
ngx1 =[13 14 15 16 17 18 19 20]
nw2=[0 21 21 22 22 23 23 0]
nwx2=[24 25 26 27 28 29 30 31]
ngx2=[32 33 34 35 36 37 38 39]
Sau khi biét an s thuc cua dam va cot ta c6 thé xay dung ma tran do
cting tong thé caa khung c6 kich thudc K(nxn), & vi du nay 1a K(39X39).
Bay gid xét diéu Kién lién tuc vé goc xoay giira cac phan ta.

Piéu kién lién tuc vé géc xoay giira cac phan tir dwoc viét nhw sau:

52 {ﬂ—ﬂ} —[ﬂ—ﬂ} —0| i=5(npt-1)
dX GF nut2 phantu truoc dX GF nutlphantu sau (a)

Trong bai toan ndy ta chia thanh thanh 4 phan tir nén i=2(4-1)=6 diéu
kién lién tuc vé gdc xoay gitta cac phan tir
Piéu kién bién dwoc viét nhw sau:

- Tai dau ngam chan cot trai 1, va dau bén phai dam 2 c6 goc xoay bang

khong:
5/17 —% — ﬂ:l =0
L dX GF nutl phantul
5, ‘%_@} o
L dX GF nut 2 phantu npt

(b)
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Picu kién hai goc xoay tai niit cirng giao giira cdt 1 va dam 2 duogc
viét nhw sau:
Goc xoay tai nut cudi cua phan tir dau cot 1 phai bang goc xoay tai nit

dau caa phan tir 1 caa dam 2.

wf[Sm9] [on_ ] )
dx GF |, dx GF |4

Piéu kién chuyén vi ngang tai diu cot trai 1 bang khong:
Oy (y1|nut2): 0
Trong d6 Ak(k=1+10) ciing 13 4n s6 ciia bai toan (c6 k an sé L), do dé
tong sb an sé cua bai toan luc d6 1a (n+k), do d6 ma tran d6 ciing cua phan tir
luc nay cling phai thém k dong va k c¢dt nhu vay kich thudc caa ma tran do
cing tong the 1a K(n +k,n +k). Chang han trong vi du nay, ta c6 n=39, k=10
va tong sb an cua bai toan 1a n+k=39+10=49 an. Trong truong hop nay ta xac
dinh duoc kich thudc caa ma tran do cung tong thé la: K[49x49].
Nhw vy cuoi cling ta sé thiét 1ap dwge phwong trinh:

[KKaj={F} e)

fél 3
]
o)
{aj=1"
_ _ %
£ 2
: ;so—hang=n :
F .2
trong do: {F} = On ; *J 1 4n sé ciia bai todn
: rs0—hang =k
- 0 -

Trong vi du 3.2 khi chia thanh ra thanh 4 phan tt, va h/I=1/100 (khong xét
bién dang truot ngang) ta co:
- Ma tran dé cirng phan tir [Ke(6x6)], nhu sau:
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[ 768 -768 96 96 0 0
-768 768 -96 -96 0 0
96 -96 16 8 -0.0001 0.0001
96 -96 8 16 0.0001 -0.0001
0 0 -0.0001 0.0001 O 0
0 0 0.0001 -0.0001 O 0

KL=

- Ma tran dé cirng toan dam [K]:

Ghép ndi cac ma tran d6 cang phan tir [Ke] vao hé toa do chung, ta
duoc ma tran do cing téng thé cua toan két cAu [K(49x49)], ¢ diy khong
trinh bay vi kich thuéc ma tran qua 1on.

- Véc to lwe nat{F}: Trong vi du nay la véc to 1 c¢ot 49 dong, nhu sau:

Sau khi c6 [K] va {F}: ta thanh 1ap dwgc hé phwong trinh co' ban

ciia phwong phap phan tir hitu han, nhu sau:
[K]/A} = {F}

Giai phuong trinh (¢) ta nhan duoc:

-1
{aj=[K]{F}
Theo ngdn ngi lap trinh Matlab ta c6 thé viét:
{af=[K\F)
Két qua chuyén vi, géc xoay tai cac mit va Momen udn cia dam:
Khi khéng xét dén bién dang trwet ngang, h/I=1/100 (npt=16) ta cé
x10 -

3
5 T r 0xlO

0 Y:o.oooﬁés.\ _1\\ | /
L\ /
: \ /N /
10 \ » \ /
L\ ) N/
N N

N\ Y:-0.001948
] . -6
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Hinh 3.9a. Duong do vong cua cot Hinh 3.9b. Puong dj véng ciia dam
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ta nhan dwogc két qua nhu sau:
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Nhén xét két qua trén:
Khi chia cot va dam thanh 16 phan ta nhan dugc két qua nhu trén, so sanh
vai két qua theo 1oi giai giai tich da co6 ta nhan duoc sai s6 theo bang sau:
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BANG SO SANH MOMEN UON TAI CAC TIET DIEN CQT VA DAM

Cac tiét dién L giai o theo | Lo giai so6 theo | Chénh léch giira
cua phwong phap phwong phap khong va co xét
cot 1 va dam 2 PTHH PTHH (h/1=1/3) BDTN (%)
(h/1=1/100)
Chén cot -0,0725 -0,0745 2,75
Gitra cot 0,0367 0,0367 0
Pau cot -1,0400 -1,0400 0
Giira dam 0,1302 0,1312 0,76
Pau phai dam -0,1355 -0,1336 1,40

Ta thay chénh 1éch giita hai truong hop khong va c6 xét dén anh huong

cua bién dang truot ngang 1a khong dang ké.
Vidu 3.3: Khung siéu tinh bdc 2, hinh 3.13.

Xac dinh no1 luc va chuyén vi
cua khung chiu lgyc nhu hinh 2, do

cung udn EJ=const.
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Roi rac hoa két cau dim ra thanh ny phan tir, hinh 3.14. Cac nut cia

phan tir phai trung voi vi tri dat luc tip trung, hay vi tri thay d6i tiét dién,

chiu dai cac phan tir c6 thé khac nhau.
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M&i phan tir c6 6 an wy, 6;, w,, 65, Q1 Q, VAy Néu Ne phan tr rai rac thi
téng cong co 6XNpt 4n.

Khi chia mdi thanh cta khung thanh 4 phan tir thi: ta c6 cac an chuyén vi

nwi, gbc xoay nmxi, luc cit ngxi nhu sau:
nwli=[0 1 1 2 2 3 3 /4]
nwxl=[5 6 7 8 9 10 11 12]
ngxl=[13 14 15 16 17 18 19 20]
nw2=[0 21 21 22 22 23 23 0]
nwx2=[24 25 26 27 28 29 30 31]
ngx2 =[32 33 34 35 36 37 38 39]
nw3=[0 40 40 41 41 42 42 43]
nwx3=[44 45 46 47 48 49 50 51]

ngx3=[52 53 54 55 56 57 58 59]

Sau khi biét an s thuc cua dam va cot ta c6 thé xay dung ma tran do
cting tong thé cua khung c6 kich thugc K(nxn), & vi du nay 1a K(59X59).

Bay gid xét diéu Kién lién tuc vé goc xoay giira cac phan ta.

Piéu kién lién tuc vé géc xoay giira cac phan tir dwoc viét nhw sau:

5, [ﬂ—ﬁ} —{Q—ﬂ} =oj i —5(npt—1)
dX GF nut2 phantu truoc dX GF nutl phantu sau (a)

Trong bai toan nay ta chia thanh thanh 4 phan tir nén i=3(4-1)=9 diéu
kién lién tuc vé goc xoay giita cac phan ti
Picu kién bién dwoc viét nhw sau:

- Tai d4u ngam chan cot trai 1, cot phai 3 co goc xoay bang khong:

521 _dyl _ an_ J
0
nutl phantul

0
| dx GF |

5;{11 %_&
L dX GF nutl phantul

0

(b)
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Picu kién mémen tai nit khép bén trai va goc xoay tai nit cirng giao
giita cot 3 va dam 2 dwoc viét nhw sau:

Momen tai nut cudi cua phén tir dAu cot va momen tai nut dau cua phﬁn
tr 1 ciia dam 2 bang khong. Goc xoay tai niit cudi cia phan tar dau cot 3 phai
bang goc xoay tai nut cudi cua phan tir cudi cung cua dam 2.

'y, a dQ | [dy, e« dQ| )_,
dx* GF dx | . | dx¥* GF dx | .

'%_0@3} _{%_&} _0
_dX GF nut2 dX GF nut2

o4,

N

O

N

(c)

Picu kién chuyén vi ngang tai dau cot trai 1, cot giira 2 va cot phai 3

bang nhau:
oYl = Yol ) =0
Trong d6 Ak(k=1+14) ciing 13 4n s6 ciia bai toan (c6 k an sé L), do dé

tong s an sé cua bai toan luc d6 1a (n+k), do d6 ma tran d6 cing cua phan tir
luc nay cling phai thém k dong va k c¢dt nhu vay kich thuéc caa ma tran do
cting tong thé 1a K(n +Kk,n+ k). Chang han trong vi du nay, ta c6 n=98, k=24
va tong s6 an cua bai toan 13 n+k=59+14=73 an. Trong truong hop niy ta xac
dinh dugc kich thudc ciia ma tran do cang téng thé 1a: K[73x73].

Nhuw vy cuoi cling ta sé thiét 1ap dwoec phuong trinh:

[KKa}={F} (d)
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0y
0
0
{aj=1"
_ _ %
g 2
: rso—hang=n :
F .
trong do: {F} = On ; 4J 13 &n s cua bai toan
: ¢S0—hang =k
— 0 -

Trong vi du 3.1 khi chia thanh ra thanh 4 phan tir, va h/I=1/100 (khong xét

bién dang truot ngang) ta co:

- Ma tran dé cirng phan tir [Ke(6x6)], nhu sau:

[ 768 -768 96 96 0 0

-768 768 -96 -96 0 0

96 -96 16 8 -0.0001 0.0001
96 -96 8 16 0.0001 -0.0001
0 0 -0.0001 0.0001 O 0
0 0 0.0001 -0.0001 O 0

KL=

- Ma tran dé cirng toan dam [K]:

Ghép ndi cac ma tran d6 cang phan tir [Ke] vao hé toa do chung, ta
duoc ma tran do cang tong thé cia toan két cau [K(122x122)], & day khong
trinh bay vi kich thuéc ma tran qua 1on.

- Véc to lwe nut{F}: Trong vi du nay la véc to 1 c¢ot 122 dong, nhu sau:
Sau khi ¢6 [K] va {F}: ta thanh lap dwgc hé phwong trinh co ban
ciia phwong phap phan tir hitu han, nhw sau:
[K]{4} = {F}
Giai phuong trinh (e) ta nhan duogc:
{a}=[KI{F}

Theo ngdn ngir lap trinh Matlab ta c6 thé viét:

ui=[K]\iF)
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K&t qua chuyén vi, géc xoay tai cic nit va Momen udn cia dam:
- Khi khong xét den bien dang trwot ngang, h/1I=1/100
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Nhan xét két qua trén:

- Khi khong xét dén anh hwéng cia bién dang trwot ngang (trwong hop

h/1=1/100).

Khi chia cot va dam thanh 16 phan ta nhan dugc két qua nhu trén, so
sanh vi két qua chinh xac theo 10i giai giai tich ta nhan duoc sai s6 theo bang

Sau.
BANG SO SANH MOMEN UON TAI CAC TIET DIEN COT VA DAM
Cac tiét dién caa | Loi giai sétheo | L&i giai chinh Sai s6 %
cot 1,3 va dam 2 phuwong phap xXac
PTHH
(h/1=1/100)
Chan cot 1 -0,2501 -0,2500 0,04
Giira cot 1 0,1249 0,1250 0,08
Gitta dam 2 0,0625 0,0625 0
Pau phai dam 2 -0,1248 -0,1250 0,16
Pau cot 3 -0,1248 -0,1250 0,16
Chan cot 3 0,1250 0,1250 0

Ta thay két qua nhan duoc gan nhu trung khép véi 161 giai chinh xac.
- Khi xét dén anh hwéng cia bién dang truwgt ngang (truwong hep h/l=1/3),

ta nhan dwoc két qua nhuw sau:
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BANG SO SANH MOMEN UON TAI CAC TIET DIEN COT VA DAM

Cic tiét dién Loi giai so theo | L&i giai s6 theo | Chénh léch giira
cua phwong phap phwong phap khong va cé xét
cot 1,3 va dam 2 PTHH PTHH BDTN (%)
(h/1=1/100) (h/1=1/100)

Chén cot 1 -0,2501 -0,2521 0,80
Giira cot 1 0,1249 0,1240 0,72
Giira dam 2 0,0625 0,0639 2,24
Dau phai dam 2 -0,1248 -0,1221 2,16
Pau cot 3 -0,1248 -0,1221 2,16
Chén cot 3 0,1250 0,1259 0,72
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Mémen thay d6i khong dang ké gitra hai truong hop khong xét va cé xét dén
anh huong cua bién dang truot ngang, bang 3.3.
BANG SO SANH PO VONG TAI CAC TIET DIEN CQT VA DAM

Cic tiét dién

Lo giai so theo

Loi giai so theo

Chénh léch giira

cua phwong phap phwong phap khong va cé xét
cot 1,3 va dam 2 PTHH PTHH (h/I=1/3) BDTN (%)
(h/1=1/100)
Pau cot 1 0,0208 0,0271 30,28
Gitra cot 1 0,0156 0,0242 55,12
Giita dam 2 0,0052 0,0081 55,76
Pau cot 3 0,0208 0,0271 30,28
Gitra cot 3 0,0104 0,0133 27,88

Khi xét dén anh huong cia bién dang trugt 4 vong tang lén rat 1on, 16n

nhat tai gitta dam 2 (55,76%), nho nhat tai gitra cot 3 (27,88%).
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KET LUAN VA KIEN NGHI

KET LUAN

Qua két qua nghién ctru tir cac chuong, chuong 1 dén chuong 3 dbi véi
bai toan khung phang co xét dén bién dang truot ngang chiu tac dung cua tai
trong tinh. Tac gia rt ra cac két luan sau:
1. Bang phuong phap phan tir hitu han, tic gia di xac dinh duoc ndi luc va
chuyén vi ctia cac khung siéu tinh chiu tic dung cta tai trong tinh c6 céac diéu
kién bién khac nhau. Két qua vé ndi luc va chuyén vi déu trung khép véi két
qua nhan duogc khi giai bang cic phuong phap hién c6 néu tang sd luong phan
tir 1én 16n hon 16 phan ti,
2. Anh hudng cua viéc xét bién dang truot ngang dén két qua nhan duogc, phu
thudc vao timg bai toan, do cach dat tai, loai tai trong va diéu kién lién két 1a
bat ky hay déi xang..., chang han & vi du 3.1 ta thay két qua nhan duoc trong
hai trudng hop khong xét va co xét dén anh huong cua bién dang truot ngang
(h/1=1/3) momen ubn thay déi twong ddi 16n, hau hét déu ting & da sd tiét
dién, tang 16n nhat 1 tai dau phai dam 2, ting (47,08%). Nhung trong vi du
3.2 va 3.3 ta thdy mémen thay d6i khong dang ké trong hai truong hop, c6 va
khong xét dén anh huong cua bién dang truot ngang. Khi khong xét dén bién
dang trugt ngang (h/1=1/100) hay (h—0) thi két qua hoi tu vé dung theo 1y
thuyét dam truyén théng (Iy thuyét dam Euler Bernoulli).
3. Khi roi rac héa két cau v6i sd phan tir cang nhiéu thi két qua cang tiém
can t&i két qua chinh xdc nhan duoc tir phwong phap giai tich. Déi voi bai
toan khung chiu tai trong tap trung thi dé dat duoc ndi luc chinh xac can chia
dam thanh 4 phan tir.
4. Trong vi du 3.3 cho thdy mic du noi luc M trong khung trong hai trudong
hop c6 va khong xét dén anh hudng cua bién dang truot, thay d6i khong dang
ké, nhung chuyén vi tai cac tiét dién trong khung thay ddi twong dbi 16n, 16n
nhat tai tiét dién giita dim 2 (55,76 %). Piéu nay cho thiy két qua bai toan
khong anh hudng dang ké dén bai toan bén, nhung lai anh hudng rat 16n dén

bai toan clng.
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KIEN NGHI
Str dung phuong phap phan tir hitu han dé giai cac bai toan khac nhu:
Dam, khung, dan, tAm, vo....
No61 dung nghién ctru c6 thé 1am tai liéu tham khao, nghién cuu, hoc tap va

g dung trong thuc té thiét ké két cau cong trinh.
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