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LOI CAM DOAN

Toi xin cam doan dé tai “Tinh toian on dinh ciia khung c6 xét dén
bién dang truet ngang bing phwong phap phan tir hitu han” 13 cong trinh
nghién cttu cua riéng toi. Cac sd lieu, két qua trong luan vin 13 trung thyc va
chua timg duoc ai cong b trong bat ky cong trinh nao khac.

Tac gia luan vin

Doan Vin Long
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LOI CAM ON

Qua qua trinh hoc tap va nghién cuu, dugc sy gitp dg, cua cac can bo,
gidao vién cua Khoa xay dung, Phong dao tao Pai hoc va Sau dai hoc - truong
Dai hoc Dan 1ap Hai phong, t61 da hoan thanh chuong trinh hoc tip va nghién
ctru ludn van véi dé tai “Tinh todn on dinh ciia khung cé xét dén bién dang
trwot ngang bing phwong phdp phan tir hivu han”.

T6i xin tran trong cam on PGS.TS. Poan Vin Duan di tao diéu kién va
tan tinh giup d& toi trong qué trinh nghién ctru dé tai va cho nhiéu chi dan khoa
hoc ¢c6 gia tri cling nhu thuong xuyén dong vién, tao moi diéu kién thuéan loi,
gitp d& tac gia trong sudt qua trinh hoc tap, nghién ctru hoan thanh luan van.

Bén canh do, to1 xin chan thanh gui 161 cdm on dén cac ban be, déng
nghiép da gitp d& t6i tim hiéu va nghién ciru cac tai liéu lién quan trong qué
trinh hoan thanh bai luin vin tot nghiép.

Mic du dd nd luc cd ging dé hoan thanh bai luan vin nhung vi thoi
gian va kién thtrc con han ché nén luan van khong tranh khoi nhiing mat ton
tai nhat dinh. Toi rat mong nhan dugc sy dong gop y kién tir quy Thay C6 dé

hoan thi¢n to6t hon luan van nay.

Xin tran trong cdm on!

Hai Phong, ngay  thang nam 2018

Tac gia

Poan Vian Long
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MO PAU

Bai toan 6n dinh cua két cau da duoc giai quyét theo nhiéu huéng khac
nhau, phan 16n xuat phat tir nguyén 1y ning lugng ma theo dé két qua phu
thudc rat nhiéu vao cach chon dang cta hé o trang thai 1éch khoi dang can
bang ban dau. Trong nhitng cong trinh xay dyng hién nay, ngudi ta thuong
dung cac thanh c6 chiéu dai 16n, tdm - v6 chiu nén va do d6 diéu kién on dinh
trong mién dan hoi co tim quan trong dac biét, doi hoi phai nghién ctu day
du ca vé mat Iy thuyét va thuc nghiém.

Cho dén nay, cac duong 16i xay dung bai toan 6n dinh cua két cau chiu
uén thuong khong ké dén anh hudéng cua bién dang truot ngang hodc co ké
dén nhung do cach dat van dé va cach chon an chua that chinh xac nén da gap
rat nhiéu kho khian ma khong tim duoc két qua cua bai toan mot cach chinh
xac va day du.

Phuong phap phan tir hitu han chia cong trinh thanh nhiing phan nho
duoc goi 14 cic phan tu, tinh toan cong trinh duoc din vé tinh toan nhiing
phan tir nho sau d6 két ndi cac phan tr d6 lai voi nhau ta lai dugc 161 giai coa
mot cong trinh hoan chinh. Phuong phép nay dugc ting dung rong rai trong
linh vuc khoa hoc k¥ thuat néi chung va tinh toan két ciu xay dung noi riéng.
P6i twong, phwong phap va pham vi nghién citu caia luin vin

Trong luan van nay, tac gia sit dung phuong phap Phan tir hitu han dé
tinh toan on dinh dan hdi caa khung c6 xét dén bién dang truot ngang.

Do sy can thiét cua viéc nghién ctu 6n dinh cua két cau khung co xét
dén bién dang truot ngang, muc dich va nhiém vu nghién ctu cua luan vin
nay la:

Muc dich nghién ctru cia luan van
“Nghién citu on dinh dan héi cua khung

6 xét dén bién dang trueot ngang”



Nhiém vu nghién ctu cua luan van

1.
2.

Trinh bay tong quan vé 1y thuyét 6n dinh cong trinh

Trinh bay phuong phap phan tr hitu han d6i v6i cac bai toan co hoc két
cau

Trinh bay 1y thuyét xét bién dang truogt ddi véi bai toan 6n dinh dan hoi
cua két cAu thanh véi viéc dung hai ham chua biét 1a ham d6 vong y va
ham lyc cat Q. Dung phuong phap phan tir hitu han va phuong phap
chuyén vi cudng birc dé giai bai toan 6n dinh cua khung co xét dén bién
dang truot, chiu tac dung cua tai trong tinh.

Lap chuong trinh may tinh dién tr cho cac bai todn néu trén.



CHUONG 1
TONG QUAN VE LY THUYET ON PINH CONG TRINH

Trong chuong nay ban vé 1y thuyét 6n dinh cong trinh va cac phuong
phép nghién cttu 6n dinh cong trinh va cac phuong phap giai bai toan 6n dinh
cong trinh.

1.1. Khai niém vé on dinh
M6t cach hinh dung t6t nhat vé khai niém 6n dinh 13 ta xét cac truong

hop vién bi cimg trén cic mit cau cing 16m va 16i, Hinh 1.1.

()

Hinh 1.1. Céc trudng hop mat 6n dinh

RS rang 14 trong truong hop (@), mit cau 16m, su cAn bang cua vién bi
1a 6n dinh boi vi kich no ra khoi vi tri cAn bang ban dau (day cau) roi tha ra
thi n6 s& tré vé vi tri day cau hodc 1an can véi vi tri d6 (néu c6 ma sat). Trong
truong hop (b), mat cau 16i, su can bang 14 khong on dinh, bai vi kich vién bi
ra khoi vi tri can bé‘mg ban dau roi tha bi ra thi vién bi s& khong trd lai vi tri
ban dau nira. Trong trudng hop (C), kich vién bi ra khoi vi tri can bang ban
dau thi n6 lan trén mat phang ngang dén khi nging chuyén dong, nd co vi tri
can bang méi khac véi trang thai can bang ban dau. Trong trudng hop nay ta
no6i rang trang thai can bang ban dau 13 phiém dinh (khong phan biét).

O trén ta dd noi dén trang thai can bang cua vién bi. Suy rong ra ta ciing
c6 thé noi nhu vay ddi voi cac trang thai can bﬁng cua co hé phuc tap, vi du
nhu trang thai ang suét va bién dang, trang thai noi luc va chuyén vi hoac 1a
trang thai nang lugng.

Tro lai hinh 1.1a. Khi l1éch ra khoi vi tri can bﬁng, trong tam cua vién bi

1én cao, thé nang cta no tang. Trang thai can bang 6n dinh 1 trang thai c6 thé



nang tdi thiéu. O hinh 1.1b, khi léch v&i tri sb nho, trong tam cua vién bi
giam, thé ning cua né giam. Trang thai can bang khong 6n dinh wng véi thé
nang 16n. Hinh 1.1c, khi léch ra khoi vi tri can bang, trong tim cua vién bi
khong thay doi, trang thai can bang 1a phiém dinh hoic khong phan biét.

Nhu hinh 1.1, dé biét duoc trang thai can bang cua co hé ¢6 on dinh
hay khong thi ta phai kich né ra khoi vj tri cdn bang ban dau. Phuong phap
chung dé danh gia su mat 6n dinh cta co hé 1a:

Pua hé ra khoi vi tri can béng ban dau cia né va kiém tra xem né co
ton tai trang thai can bang méi khong. Néu nhu tim duoc trang thai can bang
mai khac vai trang thai can bang ban dau thi hé 1a mat on dinh va luc giir cho
hé ¢ trang thai can bang méi nay goi 1a luc t6i han, truong hop nguoc lai hé 13
6n dinh.

1.2. Lich sir phat trién va tinh hinh nghién cttu 6n dinh cong trinh trén
Thé giéi va Viét nam
1.2.1. Lich sir phat trién

Vin dé 6n dinh két cdu duoc bat dau tir cong trinh nghién ctu bang
thuc nghiém do Piter Musschenbroek cong bd nam 1729, da di dén két luan
rang “luc t6i han ty 1& nghich voi binh phwong chiéu dai thanh”. Ngudi dat
nén moéng cho viéc nghién ctru 1y thuyét bai toan 6n dinh 1a Leonhard Euler
qua cong trinh cong b6 dau tién vao nam 1744. Tuy nhién, cho mai dén cubi
thé ky XIX van dé cong trinh méi dugc phét trién manh mé qua nhiing céng
hién cua cac nha khoa hoc nhu Gido su F.s. laxinski, Vién sy A. N. Dinnik,
Vién sy V. G. Galerkin... Cho dén nay, da c6 rat nhiéu cong trinh nghién ctu
vé linh vyc nay va da giai quyét tot nhitng yéu cau co ban cua thuc té. Mic du
viy, ciing ton tai nhiéu van dé chua dtoc giai quyét dén cung va con tiép tuc
16i cudn sy quan tdm cua cic nha nghién cuu.

1.2.2. Tinh hinh nghién ciru 6n dinh két ciu cong trinh trén Thé gigi

Cach day khoang gan 300 nam, Euler d4 tim ra cong thtic xac dinh lyc



tGi han va da giai nhitng bai toan dau tién vé hién twong mat on dinh xay ra
khi udn doc cac thanh chiu nén va trong mot thoi gian dai no 1a dé tai cua céc
cudc thao luan. Cac cudc tranh luan kéo dai gan 70 nim. Mot trong nhiing
nguyén nhan chinh cua cac cudc tranh luan 1a trong mét sé truong hop cong
thire Euler khong dugc thi nghiém xac nhan. Piéu d6 c¢6 thé giai thich 1a khi
xac dinh cong thurc xac dinh luc t6i han Euler da gia thiét 1a vat liéu lam viéc
trong mién dan hdi va tuan theo dinh luat Hook.

Trong truong hop thanh 1am viéc ngoai mién dan hoi, viéc xac dinh
ng suét tgi han bang 1y thuyét vo cing phuc tap. Vi vay nguoi ta phai tién
hanh cac nghién cau thyc nghiém. Trén co sé cac két qua thuc nghiém F.s.
lasinski di dua ra cong thtc thuc nghiém dé xac dinh tng suét toi han cho
treong hop nay.

Ngoai L.Euler, F. S. Iasinski nghién cttu 6n dinh cho thanh chiu nén
lam viéc trong va ngodi mién dan hdi con c6 A. M. Liapunov ciing dua ra
dinh nghia toan hoc vé 6n dinh chuyén dong duoc xem 1a tong quat va bao
trum cho moi Iinh vuc.

Euler- Lagrange dua ra dinh nghia vé on dinh cong trinh, doc 1ap véi
dinh nghia vé 6n dinh chuyén déng ctia Liapunov va ciing du dé giai quyét
phan 16n cac bai toan on dinh cong trinh. Chung ta dic biét quan tam dén dinh
nghia vé 6n dinh chuyén dong cua Liapunov khi gap cac bai toan 6n dinh cua
hé khong bao toan, 6n dinh déng va on dinh khong dan hoi.

1.2.3. Tinh hinh nghién ctru 6n dinh két cAu cong trinh tai Viét nam

Trudc ddy do nén kinh té con nghéo nan nén cac cong trinh xdy dyng
khi d6 cha yéu duoc xay dung béng cac loai vat liéu nhu gd, da vi cuong do
cta nhitng loai vat liéu nay tuong dbi thap, cac cau kién can phai cé tiét dién
I6n nén viéc tinh toan on dinh chua phai 1a van dé cap thiét d6i voi nguoi ki
su thiét ké va chua thu hut dugc Sy quan tim ciia cac nha nghién ctu.

Ngay nay, cac can by khoa hoc nghién ctru va giang day dong luc hoc,



dao dong va 6n dinh cong trinh, cac k¥ su co khi, xay dung, giao thong van
tai cong tac & cac vién nghién ctru, cac nha may 16n da tich cuc tham gia céc
hoat dong khoa hoc trong linh vuc dao dong va 6n dinh.
1.3. Y nghia va tdm quan trong cia viéc nghién ciru 6n dinh cong trinh
1.3.1 Y nghia ciia viéc nghién ciru 6n dinh cong trinh
Thuc té cho thay, cong trinh chi lam viéc an toan khi dong thoi thoa
mén ba diéu kién: Diéu kién bén, diéu kién cting va diéu kién on dinh. Do
vay, bai toan 6n dinh va phan tich 6n dinh cua két cdu ludn ludn co ¥ nghia rat
|6n va dong vai tro rat quan trong trong linh vuc nghién ctru, phén tich két ciu
va thiét ké. Tuy thudc vao nhiing dic tinh cta vat lidu, méi treong 1am viéc,
phuong phap va qua trinh chét tai, ... ma nguoi nghién ctru dat ra cac bai toan
6n dinh sau :
- On dinh caa két cau vat liéu dan hoi
- On dinh cua két ciu vat liéu dan - déo
- On dinh cua két cau vat ligu tir bién
Trong bai toan 6n dinh dan hoi, can tim tai trong t&i han, ma khi tai trong
bé hon tai trong t&i han thi hé ludn 6n dinh. Cac phuong phap nghién cau 6n
dinh cta hé dan hoéi da duoc nhiéu tac gia nghién ciu theo cic hudng khac
nhau. C6 thé phan loai theo cac hudng khac nhau, chang han phan loai theo
toan hoc (phuwong phap giai tich, phuong phap ntra giai tich, phwong phap s)
hodc phan loai theo trang thai truéc khi hé mat 6n dinh (c6 xét dén sy léch
ban dau va xét hé 1y twong chiu cac kich dong v.v...)
1.3.2 Tam quan treng cia viéc nghién ciu 6n dinh cong trinh
Néu cong thirc ciia Euler don thudn mang tinh han 1am, thi van dé mat
6n dinh cua cau kién chiu nén cé tam quan trong to Ion trong thuc té ddi véi
két cAu cong trinh (tir khoang nam 1880) cua rat nhiéu cau duong sat. Viéc sir
dung thép tit yéu dan dén cac ciu kién thanh moéng chiu nén, tAim va vé méng.

Nhiéu cong trinh bi sap d6 va nhitng tai nan khung khiép da xay ra (tir chiéc



cau duong sat dau tién & Kevda (Nga) 1a cau dan ho da bi pha huy nam 1875
do hé thanh bién trén bi mat on dinh, cau Menkhienxtain & Thuy si bi pha huy
nam 1891 do mét 6n dinh, Cau dan Quebec ¢ Canada 1907, bé chia khi &
Hamburg 1907, cdu dan Mojur & Nga 1925 bi ph4 huy do thanh ghép chiu nén
bi mat on dinh cho dén sy pha huy cua 24 chiéc cau 6 Phap ciing do nguyén
nhan mat 6n dinh) cho thdy van ¢é mét 6n dinh kho ma tam quan trong cta né
lén dan hang nam, sy mat on dinh c¢6 mat & moi noi, tir cot hay vom sup do do
uén trong mit phang cua no, dén dam va vom bi sup d6 bai mat én dinh xoén
ngang ra ngoai mit phang cta chiing. Trong nhimg trudng hop vo moéng, tam
quan trong vé quan sy cta né hién nhién 13 to 16n, sy phan tich tuyén tinh luc
ban dau cho két qua thuc té c6 thé chap nhan dugc .
Theo niam thang tam quan trong ting 1én cta 6n dinh cong trinh cé

duoc 1a nhd mot vai yéu to phu gitp :

« Sy tang ung suat cho phép

« Sy giam chiéu day do sir dung cac loai thép cuong d6 cao hay hop kim
nhom

Sy tang cudng st dung tim dic biét trong cau thay cho thép hinh cén
san Tam quan trong hién nay cua 6n dinh cong trinh dugc thé hién bang ba
yéu té:

«  S6 cong trinh khoa hoc danh cho linh vuc ndy mé rong theo ham sé mil

«  Céc k¥ su két cau khong con thoa man véi cac md hinh phan nhanh dan
hoi cia thoi ky 1744-1930 hay véi cong thirc thuc nghiém vé mat on dinh cua
cot nita. Ho st dung toan bd nhitng kha ning cua may tinh dién tir dé xac lap
nhitng gia tri thuc té cta (ng suat téi han caa cau kién hay két cau bi anh
huong bai su khiém khuyét vé hinh hoc va cau tric.

« Nhiing t6 chtrc khac nhau ciia cac quoc gia va qudc té phat trién nhanh
chong (Hoi dong nghién ctu on dinh két cau M¥, uy ban vé on dinh cua cac

quy udc Chau Au cho két ciu thép (1955), uy ban nghién ciru cot caa Nhat



Ban ). Ba uy ban nay cong voi uy ban thir tu dai dién cho cic nudc khoi
Comecom t6 chic tir thang 9/76 dén 10/77 cudc “hoi dam du lich”. D6 13 nd
luc nghién ctru dau tién dugc thé hién pho bién trén toan thé gidi trong linh
vuc 6n dinh Cong trinh [31].

1.4. Cac phwong phap nghién ciru 6n dinh cong trinh

1.4.1. Phuong phap tinh (Phwong phap Euler)

Theo phuong phép nay tai trong téi han sé& 13 tai trong nho nhat dé xay
ra phan nhanh dang can bang, tirc 1a bén canh dang can bang ban dau ton tai
dang can béng lan can. Dé xac dinh tai trong nay chi can nghién citu Sy can
bang cua hé & trang thai 1an can khi cho hé chuyén vi bé va di tlm tai trong bé
nhét twong (ng véi dang can bang 1an can do.

Khao sat can bang caa mét hé ¢ trang thai léch khoi dang can béng ban dau.
Tinh gia tri cta lyc & trang thai léch dé déi chiéu vai gia tri caa lyc da cho &
trang thai cin bang ban dau.

Gia su: P 13 lyc dd cho ¢ trang thai can bang ban dau
P* 13 lyrc (ng voi trang thai 1éch khoi dang can bang ban dau (lyc can co dé
gitr hé ¢ trang thai 1&ch).

- Néu P < * thi hé can bang 6n dinh
- Néu P = P* thi hé c4n bang phiém dinh
Néu P > P* thi hé c4n bang khong 6n dinh

Xét hé mot bac ty do, mot dau ngam dan hoi, mot dau ty do

Sau khi khao sat can béng cua hé ¢ trang thai can 1&ch ta co:

P =$ do do:
_V6iP < % thi hé can bing én dinh

- Vi P =|E thi hé can bang bang phiém dinh



-Voi P :IE hé can bang khong 6n dinh
P . -~
v ) |

Hinh 1.2.
1.4.2. Phuwong phap nang luwgng
Phuong phap nay dua trén viéc nghién ctru ning luong toan phan cua
hé. Khi n6 dat' cuc tiéu thi hé ¢ trang thai can bang 6n dinh. Su léch khoi
trang thai cdn bang on dinh s& lam ting nang luong. Tai trong téi han Gng voi
nang luong cuc tiéu.
Nguyén ly Larange - Dirichlet:
“ Néu hé ¢ trang thai can b:flng 6n dinh thi thé nang toan phﬁn dat cuc
tiéu so voi tat ca cac vi tri 1an can vo cling bé ké tir trang théi can bang do.
Néu hé ¢ trang thai can bang khong 6n dinh thi thé ning toan phan dat
cuc dai S0 V§i tat ca cac vi tri 1an can vo cung bé ké tur trang thai can bﬁng do.
Néu hé ¢ trang thai can bang phiém dinh thi thé ning toan phan khong
doi”.
Thé ning toan phan U* cua hé & trang thai bién dang gom:
- Thé nang bién dang cua ndi lyc u
- Thé nang cua ngoai lyc Up= -T (trai dau véi cong ciia ngoai luc T)
U*=U+Up=U-T
Do bién thién 6 U* cua thé ning toan phan caa hé khi chuyén tir trang thai

dang xét sang trang thai 1an can sé 1a



oU*=5oU-90T
Trong d6: & U*- bién thién cua thé ning toan phan
8 U - do bién thién cua thé ning bién dang S T - d6 bién thién cta cong cac
ngoai luc . Nhu vay, theo nguyén ly Lagrange - Dirichlet:
Néu 8U > 8T thi hé ¢ trang thai can bang 6n dinh. Néu U < 8T thi hé
& trang thai can bang khong 6n dinh. Néu U = 8T thi hé ¢ trang thai can
bang phiém dinh
1.4.3 Phwong phap dong lwc hoc
Pay 1a phuong phap chung nhat, dua trén viéc nghién ciru chuyén dong
cua hé sau khi c6 kich dong ban dau. Néu chuyén dong 1a dao dong c6 bién do
ting khong nging theo thoi gian thi dang can bang ban dau 1a khong on dinh.
Nguoc lai, néu hé luon dao déng bé quanh trang thai can bang ban dau hoic
tat dan thi d6 1a dang can bang 6n dinh.

1.5. Bai toan 6n dinh uon doc ciia thanh va phwong phap giai

Phuong trinh c4n bang cua thanh thang c6 tiét dién khong doi chiu tac
dung cua luc P dit ¢ dau thanh co thé dugc viét nhu :

e39Y,pdY_g (1.1)
dx dx

Phuong trinh trén 13 phuong trinh vi phan tuyén tinh thuan nhét (khong
c¢6 vé phai). Phuong trinh dao dong tu do cua thanh duoc trinh bay & chuong
3 ciing thudc loai phuong trinh nay. Vi vay, dé tong quat & day trinh bay
phuong phap chung tim

nghiém ctia phuong trinh vi phan tuyén tinh bac n thuan nhat cé cac hé sé 1a
hang s6 [29,trg. 269-270]:

n-1

aoOI y+al _¥+...+any:0 (a, #0) (1.2)
dx” dx”

Pé giai phuong trinh vi phan trén thi giai phwong trinh dic tinh ciia n6 1a:

aor"+air+...+an-1r+a,=0 (1.3)
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a) Truong hgp phuong trinh dac tinh c6 n nghiém phan biét thi nghiém cua
phuong trinh vi phan (a) viét du6i dang sau:

y=ce" +c,e” +..+ce™ (1.4)
Cac hé s6 ¢ duge xac dinh tir diéu kién bién cta bai toan
b) Néu nhu mot nghiém rk nao d6 co6 nghiém lap lai mg lan thi thanh phan
tuong Gng trong nghiém trén dugc thay bang

(Ce +CuX+C, X"+ 4 Cy o X™ )™ (1.5)

Trong trudng hop c6 hé phuong trinh tuyén tinh sau:

d d d :
¢j1(&)y1+¢j2(&)y2+"'+¢jn(&)yn:O (J=1 2, 3..n) (1.6)

O day gojk(%) 1a da thuc cua (%). Mbi ham yk = yk(x) (k=1..n) déu co

dang (1.46) va (1.47), con cac s6 mii ry $& 1a nghiém cua hé cdc phuong trinh

dac tinh
D(r) =det|p, (r)|=0 (1.7)

bay 1a hé phuong trinh dac trung cua hé phuong trinh vi phan. Tu
phuong trinh (1.49) tim duoc r,, dua cic nghi¢my dang (1.46) va (1.47) vao

hé phuong trinh (1.48) sé& xac dinh dugc cac twong quan cua cac hé s0, cac hé
sb tu do dugc xac dinh tir cac diéu kién bién. D6 1a phuong phép chung dé
giai phuong trinh vi phan tuyén tinh thuan nhét c6 hé s 1 hing sb.

Tro lai phuong trinh uén doc cua thanh. Phuong trinh (1.43) hoan toan
giai dugc bang cach giai phwong trinh dic tinh (1.45), tim nghiém theo (1.46)
va (1.47), cac hé sb ¢ cua (1.46) va (1.47) xac dinh tir cac diéu kién bién cua
thanh. Tuy nhién, mét cach giai ngan gon hon khi viét ham d¢ vong y cua
thanh dudi dang sau

y = asin(kx) + bcos(kx) +cx +d (1.8)
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That vay, dua ham (1.8) vao phuong tinh (1.1) ta thiy phuong trinh
(1.1) dugc thoa mén. Van dé con lai 13 xac dinh cac hé s6 a,b,c,d . Bén hé s6
a,b,c,d cta ham y dugc xac dinh tuy theo 4 diéu kién bién Y, y', y", y"' tai hai
dau cubi thanh. Dudi day trinh bay cac 10i giai thanh c6 cac diéu kién bién
khéc nhau.

Thanh khop-khop

Cac diéu kién bién tai lién két khép 1a chuyén vi va momen udn bang

khong. Ta co
2 2
y(x=0)=0; 3Y (x=0)=0 ;y(x=1) =0, LY (x=1) =0
dx dx

Pua 4 diéu kién trén vao (1.8), nhan dugc 4 phuong trinh sau
b+d=0;b=0; asin(kl) +cl =0; ak’sin(kl) =0
Ta co b=c=d=0, asin(kl)=0
Néu a=0 thi y=0, d6 la nghiém tam thuong cua (1.1). Bé c6 duoc nghiém
khong tam thuong (y =0), ta cho
sin(kl) =0 hay kl=nz,...(n=123,...)
Thay k vao phuong trinh (1.8) ta c6

n’z*EJ

P (1.9)
Véi cac gia tri P x4c dinh trén, thanh co trang thai can bang méi, trang

; . . N
thai udn doc véi y = asm(T” X) (1.10)

khac véi trang thai ban dau 1 trang thai nén, thanh thang. Ta néi thanh mét 6n
dinh va luc P 14 lyc ti han Euler. Chu y rang véi P ti han x4c dinh theo

(1.9), @6 vong (1.10) cua thanh van hiru han. Tuy nhién, theo 1i thuyét dam-
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cot trinh bay ¢ trén, d§ vong cua thanh vai luc P xac dinh theo (1.9) s€ tang
1én v6 cung, nén (1.10) la biéu thic xac dinh lyc t6i han caa thanh. Kixelov
cho rang luc P téi han (1.52) van nam trong mién 6n dinh.

Pé thoa man 4 diéu kién bién Y,y ,y ,Y caa phuong trinh (1.1) ta c¢6
thé dung 4 thong s6 chuyén vi, goc xoay,momen uén va lyc cit chua biét tai
hai dau thanh lam an thay cho cac hé s6 a,b,c,d cua phuong trinh (1.8).Ta
c6 phuong phéap thong sb ban dau duge gido su Kixelov sir dung trong gido
trinh dong luc hoc va 6n dinh cong trinh ctia minh.

Thanh ngam-ngam :

Ca hai dau thanh 13 ngam do d6 cac diéu kién bién tai lién két ngam 1a

chuyén vi va goc xoay bang khong. Ta c6
y(x:O):O;ﬂ(x:O)zo; y(x:l)zo;ﬂ(x=l)=0
dx dx

Pua 4 diéu kién trén vao (1.50), nhan duoc 4 phuong trinh sau

b+d=0;ak+c=0
asin(kl) + bcoskl) +cl +d =0 (1.11)
akcos(kl) —bksin(kl) +c=0

Pé tim cac hé sb a, b, ¢ ,d ta cho dinh thirc cac hé s caa hé bon
phuong trinh trén béng khong. T d6 rat ra: 2(coskl —1)+kisin(kl)=0
(1.12)

Véi chu y rang : sin(kl) = 2sin(kl /2) cos(kl /2) ; cos(kl) =1-2sin*(kl /2)

Ta c6 thé viét phuong trinh (1.54) dudi dang : Siﬂ(%)(%cosg —sin %) =0

An*z’Ed

Mot 101 giai cia phuong trinh nay la: Sin(%) =0=kl=2n7= P, = E

Chu ¥ rdng sin(kl) =0 va cos(kl) = Okhi sin(%) —0, tir phuong trinh (1.11)

ta xac dinh duoc cac hangsé: a=c=0;b=—d
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: 2N 72X
Thay vao (i) ta ¢6 phuong trinh duong d¢ vong la: y = b(COST —1)

P - Ar’EJ
V&1 n=1 ta nhan duoc luc téi han nho nhat: "w = |2

Thanh ngam-Khép :

Trong trudng hop nay, dau duéi cia thanh 1a ngam, dau trén caa thanh
12 khép do d6 cac diéu kién bién tai lién két ngam 1a chuyén vi va goc xoay

bang khong, tai dau lién két khép 1a chuyén vi va momen udn bang khong.
2
yox=0=0, Y x=0)=0; yx=1)=0;9Y x=1)=0
dx dx

Pua 4 diéu kién trén vao (i), nhan duoc 4 phuong trinh sau
b+d=0;ak+c=0;cl +d=0;asin(kl) +bcoskl)=0 (1.13)

Ca 4 phuong trinh s& dugc xac dinh bang cach 1dy a=b = ¢ = d= 0,
thay gia tri cia a, b, ¢ va d vao y ta nhan duong d¢ vong cua thanh la dang
can bang thang ban dau (day 1a cdc nghiém tim thuong vi thanh chua bi mat
6n dinh). Truong hop thi hai ta tim a va b tir 3 phuong trinh dau caa (1.55) va

thay vao phuong trinh cubi cing ta nhan duoc

—b¥+ bcoskl =0 < tgkl =k (1.14)
. . bl =N
Giai phuong trinh (1.14) ta nhan dugc : kl =4.493= P, = W

Thanh diu ngam-dau tw do :

Trong trudng hop nay, dau dudi cua thanh 13 ngam, dau trén cua thanh
tu do. Do d6 cac diéu kién bién tai lién két ngam 1a chuyén vi va goc xoay
bang khéng, tai dau tu do 1a mémen udn va lyc cit bang khong. Ta co

dy 4y ety g
dx® dx® dx

yx=0=0L(x=0=0; ¢ Yx=0=0

Dua 4 diéu kién trén vao (i), nhan duoc 4 phuong trinh sau
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b+d=0;ak+c=0;asin(kl) +bcoskl)=0;c=0 (1.15)
Tu phuong trinh thir 2 va phuong trinh thir 4 tarat radugcc=a =0 va

2n-Yr

coskl=0 < kl= 5 (1.16)
Giai phuong trinh (1.58) ta nhan duogc luc téi han nho nhat tng voi (n=1) 1a
7’EJ
O

1.6. Thuat toan don gian dé giai phwong trinh da thic

Bai toan tri riéng va véc to riéng phai dan vé giai phuong trinh (1.16).
O day trinh bay cach giai phuong trinh d6.
Trudc tién xét ta xét truong hop giai phuong trinh da thure dac trung.

f(z) = bot+biz+...+ buz"1+(-1)"z"=0 (1.17)

khi n <4 thi 10i giai cta phuong trinh c6 thé biéu dién dudi dang cac cong
thirc. Vai cac truong hop khac thi phai dung cac phwong phap lap dé giai:
a) Phuwong phap 1ap Newton

Cho mot nghiém ban dau Zo. Nghiém gan dung cta budc sau (j+1) theo

phuong phap Lap Newton dugc xéac dinh theo cong thuc sau:

2l = 00— f(z[j_]) (1.18)
f -(Z[J])

Néu nhu zU* — zU) du nho thi c6 thé xem zU*¥ chinh 14 nghiém cua phuong
trinh.
b) Phuwong phap Cat tuyén

Pé tim nghiém thyuc ctua cac phuong trinh ¢6 hé sd thuc, dau tién chon
hai gia tri ban dau va xay dung cac chudi gan ding sau:
S]]

[i+1] _

Ly (i= .
") - £ (2Y) f(z") (=0, 1, 2, ... k<j) (1.19)

cac zU, 2 thuong dugc chon sao cho f(zV) va f(z) cé déu nguoc nhau

k]

dé cho nghiém nam giira z"! va z%J.
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Vi du: Tim tri riéng cua ma tran sau:

[5-21 -4 1 0
p(/l)zdet_4 6-21 -4 1 o
1 -4 6-1 -4
0 1 -4 5-1]
Truéc tién ta can bién d6i ma tran
6-21 -4 1
p(A) =(5-24)det| —4 6-1 -4
1 -4 5-1
—4 -4 1 -4 6-24 1
+(4)det] 1 6-1 —4 |+ (@Q)det] 1 -4 -4
0 -4 5-1 0 1 5-1

Hay:

p(2) = (5-24){(6 - 24)[(6 - A)(5- 1) —16]+ 4[- 4(5 - 1) + 4] +16 - (6 - )}
+4{-4[(6-1)(5- 1) ~16]+4(5- 1) — 4} + {~ 4[(-4)(5- 1) + 4] - (6 - 22)(5- A) + 1}

Rut gon biéu thire ta c6: p(A) =44 —664° + 27617 — 2851+ 25 (f(z)= p());

Z=\)
Bay gio ta dung phuong phéap lap Newton dé giai bai toan nay. Céac budc thuc
hién nhu sau:

Budc 1: Cho A mot gid tri bat ky nao d6.

Bu6éc 2: Tinh A budc (j+1) theo phuong phiap 1ap Newton:
f'(Z[j])

Budce 3: Tinh: r =

Budc 4: Néu r>eps (eps 1a mot s6 nho bat ky tuy v cho trudc. Néu r>eps thi
gan A cho A7 (A« Ay va quay lai budc 2. Néu r<eps thi thuc hién

budc 5
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Budc 5: 27 1a nghiém ciia bai toan va gan né cho (c) ( ¢« ")
Budc 6: Bé tim cac nghiém khac thi ta chia ham P(A) di ¢6 cho (A-c) thi ta s&
dugc mot da thuc bac thap hon va quay lai budc 1.

Néu da thic bic n ta 1am lan lwot n lan nhu vay ta s& nhan duoc n
nghiém.
Sau day gidi thiéu doan chuong trinh str dung phuong phéap 1ap Newton dé
giai bai toan trén. (ngdn ngtr 1ap trinh MATLAB)

Syms X;
Y=4*X"N-66*X"3+276*x"2-285*X+25;
y2=y;
for n=1:4
yl=y2;
ylx=diff(yl,x);
z1=0.1;
eps=1,
while eps >= 0.000001
s1=subs(y1,x,z1);
s2=subs(y1x,x,z1);
22=21-s1/s2;
s3=z2-71;
r=abs(s3/z1);
z1=22;
eps=r;
end
c(n)=z1;
z1
f(n)=subs(y,x,z1);
y2=y1/(x-z1);
end
ri=[c' f1;
digits(7)
vpa(rl)

ezplot(y,[-2 12]);
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grid

Két qua

[ .9653733e-1, 0]

[ 1.391465, -.2052047e-

10]
[ 4373550, .5732090e-
9]
[ 10.63845, .1136868e-
10]

Trong Matlab phuong phap giai
phuong trinh dai so dya trén
phuong phép 1dp Newton va
phuong phéap cat tuyén véi thuat
toan hoan thién hon cho nén trong
luan an sau nay khi giai cac

phuong trinh dai s6 s& dung cac

ham c6 san caa Matlab.

Y 485 4276 2285 1425
T T

LY

2 0 2 4 6 ] 10 12
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CHUONG 2.
PHUONG PHAP PHAN TU HUU HAN

2.1. Phuong phap phan tir hitu han

Phuong phap phén tor htru han 1a mdt phuong phap s dac biét co hiéu
qua dé tim dang gan ding cia mot ham chua biét trong mién xac dinh V cua
n6. Tuy nhién phuong phap phan tir hitu han khong tim dang xap xi ctia ham
CAn tim trén toan mién V ma chi trong tng mién con v, (phan tir) thuoc
mién xac dinh V. Do d6 phuong phap nay rat thich hop voi hang loat bai toan
vat 1y va ky thuat trong ¢6 ham can tim duoc xac dinh trén cac mién phic tap
gom nhiéu ving nho ¢ dic tinh hinh hoc, vat Iy khac nhau, chiu nhitng diéu
kién bién khac nhau. Phuong phap ra doi tir tryc quan phan tich két cau, roi
dugc phat biéu mot cach chat ché va tong quat nhu mot phuong phéap bién
phan hay phuong phap du ¢ trong nhung dwoc Xap xi trén mdi phan tu.

Trong phuong phap phan tir hitu han chia két ciu cong trinh thanh mot
s6 hitu han cac phan ta. Céac phan tir nay duoc ndi voi nhau tai cac diém dinh
trude thuong tai dinh phan tir (tham tri tai cac diém trén bién phan tir) goi 1a
nat. Nhu vay viéc tinh toan két cau cong trinh dugc dua vé tinh toan trén céc
phan tir cua két cau sau d6 két ndi cac phan tir nay lai véi nhau ta dugc 1oi
giai cuia mot két cau cong trinh hoan chinh. Tuwong tu nhu phuong phap sai
phan hitu han ciing chia cong trinh thanh cac doan nho (phan tir) va cac trang
thai chuyén vi (truong chuyén vi) v.v... duogc xac dinh tai cac diém nut sai
phan. Sy khac biét cia hai phuong phap 1a Phuong phap sai phan hitu han sau
khi tim dugc cac chuyén Vi tai cac nut cua sai phan con cac diém nam gitra
hai nat dugce xac dinh bang noi suy tuyén tinh, con phuong phéap phan tir hitu
han sau khi xac dinh duoc chuyén vi tai cic nat cua phan ti thi cac diém bén
trong duoc xac dinh bang ham noi suy (ham dang).

V6i bai toan co hoc vat ran bién dang, tuy theo ¥ nghia vat 1i cua ham
ndi suy c6 thé phan tich bai toan theo 3 loai mé hinh sau:

- M6 hinh chuyén vi: Xem chuyén vi 1a dai luong can tim va ham ndi
suy biéu dién gan dang dang phan bd caa chuyén vi trong phan ti.

- M6 hinh cén bang: Ham noi suy biéu dién gan ding dang phan bd cua
ng suat hay noi luc trong phan tu.
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- M6 hinh hén hop: Coi cac dai luong chuyén vi va ang suat 1a 2 yéu té
doc lap riéng biét. Cac ham noi suy biéu dién gan dung dang phan bd cua ca
chuyén vi 1an &ng suat trong phan ti.

Hién nay, khi 4p dung phuong phap phan tir hitu han dé giai cac bai toan
co hoc thuong sir dung phuong phap phan ti hitu han theo mé hinh chuyén
vi. Sau ddy luan van trinh bai ndi dung phuong phap phan tir hitu han theo mo
hinh chuyén vi.

2.2. Noi dung phwong phap phan tir hira han theo mé hinh chuyén vi

Trong phuong phap phan tir hitu han - mé hinh chuyén vi, thanh phan
chuyén vi duoc xem 1a dai lugng can tim. Chuyén vi dugc lay xap xi trong
dang mot ham don gian goi 1a ham ndi suy (hay con goi 1a ham chuyén vi).
Trinh ty phén tich bai toan theo phwong phap phan tt hitu han - mé hinh
chuyén vi c6 ndi dung sau:

2.2.1. Roi rac hod két cau:

Trong phuong phap PTHH, ngudi ta roi rac hoa bang cach chon két cau
lién tuc thanh mot b hitu han cac mién con co kich thudc cang nho cang tét
nhung phai hitu han. Cac mién hoic két cu con dugc goi la PTHH, chung c6
thé c6 dang hinh hoc va kich thuéc khac nhau, tinh chat vat liéu duoc gia thiét
khong thay ddi trong mdi phan tir nhung c6 thé thay doi tir phan tr nay sang
phan tir khéc.

Kich thudc hinh hoc va sé lugng cac phan tir khong nhitng phu thuoc
vao kich hinh hoc va tinh chét chiu luc cua két cdu ma con phu thudc vao @6
chinh xac cua bai toan.

Vé6i hé thanh dung cac phuong trinh thanh, két cau tim s dung
phuong trinh tdm tam gidc, chit nhat, véi vat thé khéi dung cac phuong trinh
hinh chop, hinh hop...

Khi roi rac hoa két ciu lién tuc cac PTHH duoc gia thiét néi v6i nhau
tai mot s6 diém quy dinh goi 1a cac nut, toan bo tap hop cac phuong trinh roi

rac lu6i PTHH. Ludi cang mau, nghia 13 s luong phuong trinh cang 16n hay
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kich thudc phuong trinh cang nho thi mtc do chinh xac cta két ciu cang
tang.

Khi roi rac can cha y tai nhitng noi chuyén vi bién thién nhanh thi chon
cac phuong trinh c6 kich thudc nho, cang ra xa kich thudc cia phuong trinh
c6 thé tang 1én dé giam sé lugng phuong trinh hay sé 4n cua bai toan ma van
dam bao do chinh xac. Mién duoc phan chia phai chon sao cho tai bién cac
chuyén vi coi nhu d3 tit. Khi chia thanh cac phan tir thi cac kich thudc trong
mdi mot phan tir khong chénh 1éch qua 16n lam giam do chinh xac cia bai
toan. P& xac dinh duoc kich thudc pht hop cho phuong trinh v&i mbi bai toan
can quy dinh kich thudc ban dau, sau d6 1ay kich thudc nho di hai 1an, néu két
qua caa bai toan dat d§ chinh xdc nhu cii thi kich thuéc cua phuong trinh gia
dinh coi nhu chap nhan dugc.

Nhung d6i véi hé thanh thi khi chia nhé mét thanh (phuong néi hai nut)
d6 chinh xac khong tang. Cho nén vdi hé thanh kich thudc cua phuong trinh

lay voi kich thudc I6n nhat cé thé tire 1a phuong trinh ndi hai nit cua két cau.

P12

i r'//

Cha phdntd thanh . Ctua n¥dn din hé

Hinh 3.1.
2.2.2. Ham chuyén vi:

Viéc chon truéc cac ham chuyén vi tai mot thoi diém bat ky trong
PTHH nham xé4c dinh su lién hé gitra chuyén vi nat véi chuyén vi caa moi
diém trong pham vi cia PTHH.

Goi truong Chuyén vi la vecto cac ham chuyén vi tai diém bat ky c6 toa
d6 (X, y, z) cia PTHH Khong gian va toa do (X, y) cia PTHH phang.

Ux(X, Y, 2); Uy(X, Y, 2); Ua(X, Y, 2)
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va Ux(X, ¥); Uy(X, y)

Cac ham chuyén vi thuong dugc chon dudi dang ham da thuc. Bac cua
ham va s6 thanh phan phu thudc vao hinh dang, bac cia loai PTHH twong @ng.

Vi du trong bai toan phang ciia tng suét hay bién dang, ddi véi loai phan tir
tuyén tinh, ham chuyén vi 1a da thirc bac nhat va s6 thanh phan bang sé nit quy
dinh ctia phuong trinh. Déi véi PTHH bac hai, ham chuyén vi 1a da thic bac hai,
s6 thanh phan chtra trong mdi ham bang mdi nut ctia phan tir. Dudi day 1a mot s6
ham chuyén vi duoc dung trong 1y thuyét dan hoi.

1. PTHH tuyén tinh:
a. PTHH tam giéc:

Ux (X, ) = a1 + 02X + as.y + oua.X? + os.Xy +

Oe.Y
Uy (X, YY) =ou+ as. X+ aey

b. PTHH chir nhat: &

Ux (X, Y) = o1 + a2.X + az,y + oa. Xy

Uy (X, Y) = a5t ae.X + a7.y + oa. Xy

c. PTHH hinh chop:
Ux(X, Y, 2) = o1t o2.X + az.y + ou.Z

/
Uy(X, Y, Z) = ast ae.X + azy + os.Z

Uz(X, Y, Z) = aot otao.X + a1y + 012.Z

d. PTHH hinh hop: g}

Ux (X, Y, Z) = outo2Xtoasyt+ o4zt osXy+ osYZ+ o7zZX + os.XyzZ

Uy(X, ¥, 2) = aot a10.X + ary + a12.Z + ous.Xy + ousayZ + aiszX +
Ol16.XYZ

U:(X, Y, 2) = ourt ous. X + 0ia.y + 020.Z + 021 XY + 0l22.YZ + 0123ZX + 0l24.XYyZ

2. PTHH bdc hai



a. PTHH tam giéc:
Ux (X, Y) = ou + a2.X + az.y + 0. X2 + as.XY + oe.y?

Uy (X, Y) = o7 + as. X + aa.y+ o10.X?2 + o11.XYy + ()le.y2

b. PTHH chir nhat: G

o) @

)
—

U (X, Y) = a1 + 02.X + as.Y + aa.X? + asXy + sy’ +

o7X%y + og.Xy?

o)
(C

Uy (X, Y) = agt ciao.X + oury + aua.X? + oz Xy + oas.y?
+ 0usX2Y + ol16. XY?
2.2.3. Phwong trinh co ban ciia phwong phdp phan ti¢ hiru han

Pé thiét lap phuong trinh co ban ciia phuong phap PTHH co thé st
dung cac nguyén ly khac nhau, tuy nhién thong thuong nguoi ta st dung
nguyén ly cong kha di.

Theo nguyén 1y cong kha di ta c6 cong thuc:

j{s}T.{Se}dvj " {Suldv + j {8elds (2.1)

\Y%
Phuong trinh trén biéu thi diéu kién can bang cua hé dan hoi tuyén tinh.

Néu chuyén tri cua ca hai vé theo phuong phép thong thuong ta co:

[{5e} .{8)dv = j{ uj {gjdv+ j fsu} {plds (2.2)

\Y%

Theo dinh luan Hooke: {6}= [D]{a} thay vao vé phai nhan dugc:
[13¢)' [DHejdv=[{3uf"{gjdv-+ [ {ou}pjds (2.3)

Trong phuong trinh trén con thiéu diéu kién lién tuc, diéu kién nay
dugc dua vao bang mot trudng chuyén vi xap xi (ham chuyén vi) thoa man
cac diéu kién tuong thich.

Ta chon mot ham chuyén vi pha hop véi loai va bac cia mot phan ta
mau (PTHH):
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- V61 bai toan khong gian:

{U(x,y,2)t=[P(x,y.2)}o} (2.4)
- V§i bai toan phang:

{U(x,y)}=[P(x,y)He (2.5)
Trong do:

{U - vecto chuyén vi cia mot diém
[P] - ma tran cac bién caa truong chuyén vi.
{at} - ma tran hé sb cua ham chuyén vi

Vi dy Véi phan tir tam gidc:

N

w

(2.6)

[8;]

R R L R 2 1

- {uj=[PHa

Néu tinh chuyén vi cta cc nit trong mot phan tir ta co:

. =[AL{e] 27
{u}, - vecto chuyén vi caa cac niit cia phan tir.

[A] - ma tran duoc x4c dinh theo [P] va toa d¢ cia céc nut.

{a} - matran hé sé.

Vi du véi phan tir tam giac:
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U4, .

u2

(xl,¥D .(x_;_y3) )
ul 1 x, y, 0 0 07(a
u, 0 0 0 1 x, v, ||,
<u3 _ 1 x, yb 0 0 O .oa3 2.8)
u, 0O 0 0 1 x, vy,||a,
U, 1 x, vy5 0 0 O0]fa,
u,J 10 0 0 1 %X, VY,flog]
— {u}, =[Al {a 2.9)

Trong cong thirc trén gia tri cua [A]e hoan toan xac dinh. Néu biét duoc
{u}, ta s& xac dinh dwoc {OL}, ta co:

{af=[AL"{ul, (2.10)

Khi d6 chuyén vi tai mot diém bat ky duoc xac dinh theo chuén vi cua

cac nit cua phan tu;

up=[PlAL" {u}, (2.11)
Mt khac ta c6 quan hé gitra chuyén vj va bién dang:
e}=[VHu (2.12)

[V] - ma tran toan tur vi phén;
{¢ - vecto bién dang

Thay gia trj cia {U ta c6 cong thuc bién dang:

te} =[VIp]AL" {u}. (2.13)
bat:
[N]=[pl[AL’ (2.14)
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[B]=[V]N] (2.15)
Trong do:

[N] - ma tran ham dang

[B] - ma tran bién déi cua ham dang

Nhu vay bién dang c6 thé bién diém lai nhu sau:

{e}=[V]NHu}. hoac {¢}=[B]{u}., dong thoi

{uj=[NHu},

Néu cho cac nait mot chuyén vi kha di khi d6 ta c6 bién dang kha di.

{8} =[BHaul,

{du}=[N]{su}, (2.16)
Thuc hién phép chuyén tri phuong trinh trén ta co:

{oef" ={ou [B

u}" ={su} [N (2.17)
Thay {SS}T vao phuong trinh can bang caa nguyén 1y cong kha di ta duoc

[{su, [B]' [D]BJu},dv={5u}, [N] {gjdv+ j {5ull [NKplds (2.18)

v v

Ta dung chuyén vi tuong thich duoc chon (Ham CV) khéng nhitng thoa
man diéu kién bén trong va ca trén bién PTHH. Trong cong thic trén dai
lugng {ESU}e khong phu thudc vao phép tich phan nén c6 thé dua ra ngoai dau
tich phan:

ful! [ [BT D8l v = oufl JINT fjetv+ o) [N fpls

Do chuyén vi kha di khac 0 nén:
j [B]'[D]BJu},dv= j [N] {gjdv+ [[N] {p}ds (2.19)

Néu ky hiéu:

26



]

(le] oIk

{Fl. = J [N] {gjdv+ I [N] {pjds (2.20)
Ta co:
[K]{u}, ={F} (2.21)

Day la phuong trinh co ban cua PTHH, trong do:

[K], - ma tran d6 ciing cia PTHH (ma tran ddi xung);

{u}, - vecto chuyén vi nut;

{F}e - vecto luc nat cua phan t, goi 1a luc nat twong dwong cua PTHH

An cua phuong trinh trén 1 chuyén vi cua cac nit. Con dai lugng [K]e
va {F}e déu xac dinh duoc dya vao dic trung hinh hoc, vat liéu cta phan tir va
tai trong tdc dong vao n6. Tuy nhién phuong trinh trén mai chi 1a phuong
trinh can bang cua mot phan tir, trong khi d6 mét két cau bao gom nhiéu phan
tr tao nén. Dya vao phuong trinh can bang cia mot phan ta, thuc hién ghép
ndi dé tao nén phuong trinh can bang cua hé két cau, tir 6 xac dinh duoc
chuyén vi cua cac nat, trudc khi ghép néi doi khi can chuyén hé truc toa do
(tir hé toa d6 cuc bd sang hé toa do tong thé).
2.2.4. Chuyén h¢ truc tog d¢

Pé thuan tién cho viéc nhap s6 lidu tai trong va xem ndi luc, trén moi mot
phan tir c6 mot hé toa d6 riéng goi 13 hé toa dd cuc bd. Trong khi d6 toa d6 cua

cac niit va chuyén vi duoc tinh theo hé toa 6 chung, goi 14 hé toa do tong thé.
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0 X
Hé téng thé Hé cucbd

Hinh 3.2

Khi ghép nbi ma tran do ctimg va vecto luc, va chuyén vi can chuyén ca

dai lvong nay tir hé toa do cuc bo Vé tong thé, tur phuong trinh cua hé toa d6 cuc

bo:

[K].-{u}. = {Fi.

Taco:

[TIKLITT [T Huj. =[THF}

X X
Trong d6 [T] 1a ma tran chuyén tryc toa do: Y} =[TRy
Z Z

bat:

K] =[TIKLITT = [TIKL[T] do [T] =[T]" (ma tran tryc giao)
{F. =[THF.

{u}, =[THul,

Trong do:

[K], - ma tran d6 ciing caa phuong trinh tir trong hé toa do tong thé.
{F}, - vecto lyc nat trong hé toa d6 tong thé.

{u}, - vecto chuyén vi nut trong hé toa d¢ tong thé.

Khi xac dinh duoc cac chuyén vi nut caa hé trong toa do tong thé thi

chuyén vi ctia cac nut ciia phuong trinh trong hé toa do cuc bo la:
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fuf, =[T]"{u}, hozc {uf, =[T] {ul,
Phuong trinh can bang cua phan tir trong hé toa do téng thé:
(K] {ul. ={FL.

2.2.5. Ghép néi matrin dé Cieng va vecto tdi trong niit ciia toan hé

(2.22)

Dua vao dac trung hinh hoc va co hoc cua phén tr ta xac dinh duoc [K]e
va {F}e theo so d6 lién két ciia cac phan tir thanh 1ap bang lién két sau d6 xac

dinh ma tran d6 cung va vecto tai trong caa hé, cac buac thuc hién nhu sau:

a. Pdnh chi sé niit va chuyén vi

Hinh 2.4

Hé o ba nat, 2 phan tir gian va 6 chuyén vi. Nhu vay, ma tran d6 ciing
cua 1 phan tir ¢ kich thudc 4*4.

Bang lién két phan tir

. Nt dau Nut cudi
Phan tir
u (1) vV (2) u(3) v (4)
1 1 2 3 4
2 3 4 5 6

b. Ma trg@n d¢ cing

Sau khi da chuyén vé hé toa do tong thé ta co ma tran d6 cting cua cc

phuong trinh twong dwong véi cac chuyén vi:
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1 2 4 3 456
[* 11 K *| 3
| or o #]2 S A
[K]lz****3 [K]zz****S
* ok Kk x| Y * k *x *x|g

Do hé c6 6 chuyén vi nén ma tran do cing cua hé [k], co kich thuoc

6*6 twong (ng véi cac chuyén vi:
2 3 456
* K* X Kk K|
* * * * * *
* * * * * *

[K]sz******

* * * X * *

g B~ W N P

* * X % * *6

Cac gia tri duoc xac dinh bang cach cong don tir [K], va [K],. Duyét
tung gia tri cia [K] chuyén vao [K] theo dung chi sé, tiép tuc voi [K],
nhung cong théem.

c¢. Vecto lyc cua toan hé

Ttr s6 chuyén vi caa hé ta co vecto lyc twong @ng.

%) 1
*) 1 * 3 x| 2

. * 2 , *| 4 x| 3
{F}l V& 3 {F}z V& 5 : {F}s = Vs 4
x| 4 x| 6 x| 5

*1 6

Tur cac vecto lyc cia mdi phan tr da duoc xac dinh, ta duyét ting gia

tri cia {F}, dwa vao vi tri cia {F}, sao cho c6 cung chi sé. Tiép tuc lam nhu
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vay véi {F}, nhung phai cong thém vao. Cudi cung ta c6 hé phuong trinh cua
hé két cu:

[K}{u}, = {F}, (2.23)

d. Trwong hep géi dan héi tai nit

Véi mot s6 loai két cau tai gdi co cac lién két dan hdi, vai mdi lien két
ta co mot 1o xo vai @6 cang cho trudc, khi d6 @ cirng caa lo xo sé duoc cong
thém vao ma tran d6 cang cua hé tai vi tri trén duong chéo chinh vai s6 chi

tuong tng

Hinh 2.5

Vi du: ki thém vao ki1, k2 thém vao koo.
2.2.6. X Iy diéu Kién bién

Mubn tim chuyén vi cia cac nat ta can giai hé phuwong trinh:
[K].{u}, = {F}, tuy nhién ma tran d¢ cting cia hé dugc thanh lap khi chua tinh
dén cac lien két cua két cAu voi moi truong, do d6 det[K] = 0 hay noi cach
khac hé suy bién. Bé giai hé phuong trinh nay can dua cac diéu kién bién vao.
D6 la chuyén vi bi chan (chuyén vi = 0) tai cac chuyén vi nay sé& c6 phan lyc.

Vidu:ui=u2=us=us=0
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Hinh 2.6

Cach dua cac diéu kién bién vao nhu sau: voi mét chuyén vi nao do u;
= 0 ta x04 cot i va dong i cia ma tran [K] va {F},. Lam nhu vay véi tét ca cac
chuyén vi ta nhan duoc mot hé phuong trinh méi khong suy bién va giai duoc
bang cic phuong phap: khir Gause, Choleski, lap: [K]{u}, = {F}, vi du

1 23 4 35 6

[ P — 0 ]
2 e ¥ o )
3 # E * ko b * * 3
4 ¥ F ¥ ¥ % A x| = |*| 4
5 N 1Y) T3
6 | ¥k 6 06

Sau khi xo04a ta c6 hé phuong trinh:

o ) =
K., K.|lu, F,
Giai phuong trinh tim us, us
2.2.7. Tim phan luc tgi cic géi
Phan luc tai cac gdi xuét hién khi chuyén vi tai d6 bi chan (ui = 0). Néu
ta bo phan chin va thay vao d6 bang phan luc (theo dung phuong ctia chuyén

vi) theo mo hinh sau:
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e ' (o
! L o u

]QZ

Trong d6 Q1, Q2 la phan luc, dé tim phai luc Q; twong &ng véi ui = 0 ta
lay dong cua hé phuong trinh.

[KL{ul, = {FL
Vi du us khi d6 ta cé:

1 23 456

1 % % G % *

2 % F3 X O X *

3 + % % ok 4 A ||* * *
L4

4 |1 ¥ *x * 5 Al|*[=|* *

5 — H—t— |*

6 i * k% 0 * *‘
k], Wl Ul 10,

— Qs = UsKs3 + Usksa - Fs (2.25)

Trong d6 us va us tim duogc tir viéc giai hé [K].{u}, = {F}, twong tw nhu
vay ddi voi Qi, Q2 Qe. Chiéu dwong cua lyc Qi 1a chiéu trang véi chiéu
duong cua hé toa d6 tong thé.

2.2.8. Truwong hop biét trwéc mét sé chuyén vi

Gia st cho truéc mot sé chuyén vi {u}, = {a};khi d6 cach khir ui duoc
thuc hién nhu sau: thay ui vao cac dong tai vij tri i chuyén tich cac kiiui sang
bén phai va xoa dong i ta c6 hé phuong trinh mai.

Viduchou:=ay
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1 [* k12 * K* K* K| (* *

2 | * k22 * Kk Kk x| (g *

31" ke L oddongi=2,

4 | * k42 * * * x| |=*x *

5 |* k52 * * * x| |* *

6 _* k62 * K* K *_ \* \*
K], ujs {FJs
4 6

% * * | (* * k12 1

* * x *x *x||* * k32 3

* *x *x x x|)Jxl_Jx —-a, k42 4

* *k x *x *x||* * k52 5

_* * * * *_ * * kez 6

KL {ul R

Giai hé nay tim duoc cac {u},

S

Phan luc tai cac chuyén vi cho trugc xac dinh nhu sau:
Thay cac chuyén vj tim duoc vao dong i, ta co:
Kowu1 + K2oUz + Kosus + KoaUs + KasUos + Koslos = F2 + Q2 (2.26)
= Q2 - ka1U1 + K2aU2 + Ka3Usz + KagUs + KasUzs + KaeUs - F2
Tuong tuy nhu vay vai trudng hop cac chuyén vi cho truéc khac.
2.3. Cach xdy dung ma tran d¢ cieng cia phan tir chiu uén
Xét phan tir dAm co hai nut, moi
nat c6 hai bac ty do 1 chuyén vi va Lo
goc xoay va dam co dién tich mat cat VG]_ VGZ

| |
ngang 1a A; mO6 men quén tinh cua I |

3 @

Hinh 2.7. Phan tir hai mit

mat cat ngang 13 I; mé dun dan hoi
cua vat liéu E (hinh 2.7)
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Pé tinh toan duoc tong quat, chiéu dai phan tir 1ay bang hai don vi, goc
toa d6 nam ¢ giira phan ta. Nhu vay, néu biét dugc cac bac tu do tai cac nit
phan tir 13 v,,0,,v,,0, thi chuyén vi tai diém bat ky trong phan tu tai toa do x
duoc xac dinh nhu sau:

v=N,Vv,+N,0,+N,v,+N,.0,
(2.27)

Trong d6 : N, N,, N,,N,: 1a cic ham dang va duogc xac dinh nhu sau:

1

1 1
N =Z(2—3x+x3); szz(l—x—x2+x3);

1 1
N ZZ(2+3X_X3); N4=Z(—1—x+x2+x3).

3

Theo cong thic trén ta thay:
e\ dv
x:-lzvl’ d_X lezvz’d_x

Nhu vay, mdi phan tir c6 4 bac tw do X ={v,,0,,v,,0,}can xac dinh. Néu

1 727

=0

x=1

=0,:v (2.28)

x=-1

\Y

2

biét dugc X thi ta c6 biét duoc chuyén vi trong phan tir cling nhu bién dang
uén va mé men theo cong thirc sau:
dv __[dle d’N, d’°N, d°N,

}{vl 6, v, 0,}'; (2.29)

r= dx’® dx> dx* dx* dx?
M =Ely =—El dnN, dN, dN, dN, {v, 6, v, 6,}' (2.30a)
dx*> dx® dx>  dx?

Cong thirc trén 1a tinh todn cho phan tir o chiéu dai bang 2, néu phan tir

c6 chiéu dai 1a AX thi bién dang uén va mé men dugc tinh nhu sau:

div( 2 Y 2 Y[d?N, d?N, d?N, d’N, :
—_ S =] = v, 6, v, 6
X deLij (Ax){dxz dx* dx®  dx? i 6 v, 6
(2.29b)

M=El.x=—El-[3J N 48, 4N ANy 6 v, 6
AX dx dx dx dx

(2.30b)
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Xét phan tir c6 cac tai trong tap trung F={P1,P2, MI,MZ}T tac dung tai

cac nat ctia phan ta. Theo phuong phap nguyén 1y cuc tri Gauss, luong rang

budc ddi voi bai toan tinh viét cho phan t nhu sau:

AX 7 4 :
zz7j M[x Jdx — 3" FX, — min (2.31)
-1 i=1
biéu kién ding cua (2.31) dugc viét lai nhu sau:
AX 1 4
SZ:7I M3[x Jdx — > F8X, =0 (2.32)
1 i=1
hay:
delledX deszldX dengldX IdN4dN1dX
4 dx? dx? 4 dx® dx? 4 dx? dx’ 5 dx? dx?
142 2 142 2 142 2 142 2 W P
, JleszdX J‘dNZdNZdX J‘stszdX J‘dNAdNZdX 1 1
(ij MRS 4odx® dx? 4odx® dx® S odx’ dx? 0, | M,
AX IlengdX IszngdX JdNadNadX IdNAdNSdX w,| | P,
5 odx? dx® 5 dx® dx? 5 odx®dx® 5 dx® dx? 0, M,
NN, NN, NN, N, N,
% dx® dx 5 dx® dx S odx® dx % dx® dx )
(2.33)
[KJiX =1F} (2.34)

trong do: [K]: ma tran d6 cirng caa phan tir; {F}: véc to tal trong tac dung nut;
{X} : véc to chuyén vi nut cua phan ti.
Tinh tich phan céac hé sb trong [K] ta c6 thé tinh bf?mg phuong phap

chinh x4c (bang ham int(fx,a,b) co san trong matlab) hoic tinh bang phuong
phap tich phan sé cua Gauss va két qua d6 cang caa phan tir chiu uén ngang

phang nhu sau:

[ 12EI 6EI 12El  6El |
AX® AXE A AXE
6EI 4El 6EI 2El

[K]= AX? AX A AX (2.35)

12El 6El  12El 6El
CAC A A AX
6El 2El 6El 4E]|

L AX? AX  AX AX
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Biét dugc ma tran do cing phan ta thi ta dé dang xdy dung duwoc ma tran
d6 cuang caa toan thanh. Néu thanh chi c6 mot phan tir thi ma tran caa phan tir
cling chinh 13 ma tran do cang cua thanh. Trong phan tir néu bac ty do nao
khong co thi trong ma tran d6 ciing caa phan tir d6 ta bo di hang va cot twong
ung véi bac tu do do.

2.4. Cach xdy dwng ma tran do cieng tong thé cia két cau

Pé trinh bay cach xay dung ma tran d6 cang téng thé caa két cau trong
phuong phap phan tir hitu han, luan van xin dugc trinh bay thong qua vi du
giai bai toan dam chiu uén dudi tic dung cua tai trong tinh cu thé sau (con cac
bai toan khac thi cach xdy dung ma tran d6 cing tong thé ciing lam tuong ty):

Vi du 2.1: Tinh toan két ciu dam P
chiu lyc nhu (hinh 2.8). Biét dam
6 @ cing EI=10°(kNcm?) i

| a=1(m) L a . a a3
khong doi va P=10 (kN). Xac dinh Hinh 2.8. Hinh vi du 2.1
chuyén vi tai gitra dam.

i

a 5

I

2 3

i
| |
a=1(m) | a L a 1 a

|

| | | |

| <& hidu Nét trong thanhh

| | | |

(o) 1 2 3

= — U

| 1 2 '3 o
———

|

|

|

|

|

I

N

|
L
|
|
|
|
|
|
|
|
|

(52 hiC"LL bEc tO db ChuyC']ni vbEnot i

4 5| 8 9| |

} 6 yd 10 11

<& hidu bEc td do gac xoay not
Hinh 2.9. Roi rac héa thanh thanh cdc phan tir

Chia thanh ra thanh n phan t.Cac nut cua phan tir phai trung véi i tri
dat luc tap trung, chiéu dai cac phan tir c6 thé khac nhau. Mdi phan tir c6 4bac
tu do, nhu vAy néu n , phan ti roi rac thi tong cong c6 4n , bac ty do. Nhung
vi cAn dam bao lién tuc gifra cac chuyén vi 1a chuyén vi ctia nat cudi phan tu
thir e bang chuyén vi cua nat dau phantt thtr (e+1) nén s6 bac tu do cua
thanh s& nhé hon 4n ,.Khi gidi ta chi can dam béo diéu kién lién tuc cua

chuyén vi con diéu kién lién tuc vé goc xoay dugce xét bang cach cach dua vao
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cac diéu kién rang budc. Vi dy dam trong (vi du 3.1) ta chia thanh 4 phan ta
(hinh 2.9)
Nhu vay, tong cong s6 an 1a 11 an < 4x4=16 an. Goi ma tran n_ 1a ma

pt?

tran chuyén vi co kich thugc n, (n 2) 1a ma trn c6 n , hang va 2 cot chua

cac an s6 1a chuyén vi tai nait ctia cac phan tir (hinh 2.8)
n,@)=[0 1];n,(2)=[1 2];n,(8:)=[2 3]; n,(4:)=[3 0]

01 2 37
n =
11 2 30
Goi matran n, 1a ma trén chuyén vi c6 kich thuéc n,(n,,,2) 1a ma trén ¢
N, hang va 2 cot chira cac an so la goc xoay tai nut cua cac phan tu (hinh 3.5).
n,L:)=[4 5];n,(2:)=[6 7];n,(3:)=[8 9]; n,(4:)=[10 11]
- _[4 68107
“ 15791

Sau khi biét an sé thyc cua cac thanh ta c6 thé xay dung do cang tong
thé caa thanh (co rat nhiéu cach ghép ndi phan tir khac nhau, tiiy vao trinh do
lap trinh ctia mdi nguoi nén tac gia khong trinh bay chi tiét cach ghép ndi céc
phan ti lai dé duoc ma tran d6 cang caa toan thanh va c6 thé xem trong code
mo dun chuong trinh cua tac gia)

Néu bai toan co n, an sb chuyeén vi va Ny an sd goc xoay thi ma tran do
cting cua thanh 1a K c6 kich thuéc (nxn), K(n,n)véin=(n,+n, ). Nhu & vi

du 3.1,n=11. Bay gio xét didu kién lién tuc vé goc xoay giira cac phan t.

Diéu kién lién tuc vé goc xoay gitta cac phan tr duoc viét nhu sau:

o8 71 B (2.36)
dX nut2 dX nutl
hay: oA, K% j — (% H =0 (2.37a)

dx
SA, Kdl ﬂ -0 (2.37b)
dX nutl

A
nut2 dX
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sn || s o[ el 2o (2.37¢)
dX nut2 dX nutl

Trong d6 2. ciing la an sb ctia bai toan (co k an s6), do d6 tong sb an so

ctia bai toan luc 1a (n+k) do d6 ma tran d6 cing cta phan tir lac ndy ciing phai
thém k dong va k cot nhu vay kich thuéc cua ma tran do cing la
K(n+k,n+k). Goi k, la goc xoay tai niit 2 cua phan ti truéc, k,1a goc xoay

tai nut 1 cua phan tir sau thi ta c6 cac hé sb trong ma tran d6 cang K:

k(n+i,kl):A—2X; k(n+i,k2):—§ (i=1:K) (2.389)
k(kl,n+i):A—2X; k(kz,n+i):—A—2X (i=1:K) (2.38h)

Néu co6 hai phan tir thi c6 mot diéu kién vé goc xoay, co n o phan tir thi
co (2npt —l) diéu kién lién tuc vé goc xoay gilta cac phan tir. Nhu vay cudi

cung ta s& thiét 1ap dugc phuong trinh:

[KJiX =1F}

R X, |
: rso—hang=n :
F, X .
trong do: {F} = : {X} —=| 7" |1a an so cta bai toan
0 A,
: +s0o—hang =k E

Trong vi du 3.1 khi chia thanh ra thanh 4 phan tir. Két qua ma tran do
ctng cua thanh:
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(24 -12 0 -12 -12 1.2 1.2 0 0 0 0 0 0 0
-12 24 -12 0 0 -12 12 1.2 1.2 0 0 0 0 0
0 -12 24 0 0 0 0 -12 12 12 12 0 0 0
-12 0 0 16 08 0 0 0 0 0 0 0 0 0
-12 0 0 08 16 0 0 0 0 0 0 210° 0 0
12 12 0 0 0 1.6 0.8 0 0 0 0 -210° 0 0
[K] _10° 12 -12 0 0 0 0.8 1.6 0 0 0 0 0 2.10° 0
0 12 -12 0 0 0 0 1.6 0.8 0 0 0 -2.10° 0

0 12 -12 0 0 0 0 0.8 1.6 0 0 0 0 2.10°

0 0 12 0 0 0 0 0 0 16 08 0 0 -2.10°
0 0 12 0 0 0 0 0 0 08 16 0 0 0
0 0 0 0 210° -210° 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 210° -2.10° 0 0 0 0 0 0

| 0 0 0 0 0 0 0 0 210° -210° 0 0 0 0 |

Két qua chuyén vi, goc xoay tai cac nat:
{WZ;W3;W4; :| B [0.09166667(cm); 0.13333333(cm);0.09166667(cm);}

PPy P3Py P 1 0.05(rad); 0.0375(rad); 0; —0.0375(rad); —0.05(rad)

Ta thiy két qua trén so vai két qua giai chinh xéac theo phwong phap giai
tich rat ding vi du nhu chuyén vi tai nut 3 tinh theo phuong phap giai tich:
PI®

w, = =0,13333333(cm)
48E]
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CHUONG 3
TINH TOAN ON PINH CUA KHUNG CO XET PEN BIEN DANG
TRUQT NGANG BANG PHUONG PHAP PHAN TU HUU HAN

Trong chuong nay trinh bay 1y thuyét dam co xét bién dang truot
ngang, sau do6 trinh bay phuong phap chuyén vi cudng bac, cudi cung sir
dung phuong phap phan tir hitu han xay dung bai toan xac dinh tai trong toi
han cua khung c6 xét bién dang truot ngang.

3.1. Ly thuyét dam cé xét bién dang trwet ngang

Ly thuyét xét bién dang truot trong dam do Timoshenko dua ra va
thuong duoc goi 1a 1y thuyét dim Timoshenko. Khi xay dung 1y thuyét nay
van st dung gia thiét tiét dién phang cua 1y thuyét dam thong thuong, tuy
nhién do ¢ bién dang truot, truc dam sé& xoay di mot goc va khong con thang
goc véi tiét dién dam nira.

Ly thuyét xét bién dang trugt dugce dung pho bién trong phuong phap phan tu
hitu han hién nay 1a dung ham d6 vong y va ham gdoc xoay 6 do momen ubn
gy ra 13 hai ham chua biét. Trong trudng hop nay bién dang truot tai truc

trung hoa dugc xac dinh nhu sau, vi du nhu [36, trg 5].

Y
dy
=——-0 3.1
I (3.1)
Tu d6 ta co cac cong thurc xac dinh M va Q
M= —E (d@)
=8 dx
Q
_or g] 3.2
a dx (32)
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Trong céac cong thic trén EJ 1a d6 ciing udn, GF 1a d6 cung cat cua tiét
dién, G 1a modun truot cua vat liéu, F 1a dién tich tiét dién, o 1a hé s6 xét su
phan bb khong déu cua wng suét tiép tr2n chiéu cao tiét dién.

Céc tac gia [36, trg 5] cho rang khi modun truot G—oo thi tir (3.2) suy ra

6

_dy
dx
nghia 13 tr& vé 1y thuyét dam khong xét bién dang truot: Goc xoay ciia dudng

(3.3)

dd vong 1a do momen gay ra. Theo nghién cttu sinh 1ap luan trén khong diing
boi vi khi théa méan phuong trinh (3.3) thi tir phuong trinh (3.2) suy ra luc cat
Q =0, dan V& truong hop udn thuan tay cua dam. Vi Iy do d6 nén 1y thuyét xét
bién dang truot dung y va 0 lam an khong hoi tu vé 1y thuyét diam thong
thuong va khi 4p dung vao bai toan tdm, nd ciing khong hoi tu vé 1y thuyét
tim théng thuong (ly thuyét tim Kierchhoff, [36, trg 71], [33, trg 404].
Phuong hudng chung dé khic phuc thiéu sot vira néu 1a bo sung th2m céc nut
xét luc cat Q trong cac phan tir dim hoac phan tir tim [33, 34, 36] hoic dung
phan tir c6 ham dang 14 da thic bac thap (bac nhat) [ 39,trg 126]. Véan dé
tim phan t&r ¢6 ham dang khong bi hién tuong bién dang truot bi khoa, shear
locking, vin dang dugc tiép tuc nghién ctu, [40]. Tinh hinh chung hién nay
vé 1y thuyét xét bién dang truot trong dam va tim 1a nhu trén.

Khac véi cac tac gia khac, trong [27, 28] 1y thuyét xét bién dang truot
duoc x4y dyng trén co so hai ham chua biét 1a ham do véng y va ham luc cit
Q. Trong truong hop nay bién dang truot xac dinh theo

_Q

= (3.4)

a 12 hé s6 xét sy phan bd khong déu cua tng suét cat tai truc dam.
Géc xoay do momen udn sinh ra bang hiéu giira goc xoay dudng do

vong voi goc xoay do luc cit gay ra.
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dy dy oaQ
f=——y= 3.5
dx 4 dx GF (3:9)

Momen uén s& bang

M =-£399 _ EJ(— y , o dO, (3.6)
dx dx GF dx
Bién dang uén y
dzy a dQ
=— 3.7
d dx? GF dx (3.7)

Duya trén 1y thuyét nay ta s& xay dung phuong trinh cin bang va céc
diéu kién bién cua dam nhu sau. Theo phuong phap nguyén 1y cuc tri Gauss
ta viét phiém ham luong cudng bic (chuyén dong) nhu sau: (gia sir dam co

lyc phan b déu q).
l

= jM)(dx +nydx —fqydx
0 0

0
— min (3.8)
Cac ham do vong Yy, ham bién dang truot ¥ va ham bién dang uén y 1a cac
dai lwong bién phan, nghia 13 diéu kién can va du dé hé & trang thai can bang
la
l
6Z = fM(S)(dx + j Qéydx — f qéydx =0

0

Hay
l

O L = PRy Y P pre
0

0 0

=0 (3.9
Trong phuong trinh tich phan (3.9) hai dai lugng can tim 13 y(x) va Q(x) do

d6 c6 thé tach ra thanh hai phuong trinh sau:
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l l

fMd [—%‘ dx —qu[y]dx

0 0
=0 (3.10)
j GF dx ]d +jQ5 [G
=0 (3.11)

L4y tich phan ting phan phuong trinh (3.10)
l

jM(S[—W dx = fMd [dz]

0
l
dM
+ JR— _
x
0

Tich phan tirng phan thanh phan cudi cua biéu thirc trén ta c6

- —M(S[

l l
d?y dy1lt dMm ! d*M
JMS ——Z|dx =—M6[ ] +—368[y]| -

dx? dx dx 0 dx?
0 0

Phuong trinh (3.10) sau khi iy tich phan ting phan c6 dang
dy1lt dM l
-ms | 2| +
dx 0

E(SD’]

0

6[yldx

F(d2M
_f< +q>6[y]dx=0 (3.12)

dx?
0

Boi vi cdc dai lwong 8[y] va & 2| 1a nho va bét ky nén tir (3.12) ta co

d*M
dx?

+q

=0 (3.12a)
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=0 (3.12b)
dM(S[ | !
dx y 0
=0 (3.12¢)

Tich phan ting phan phuong trinh (3.11):
l
fMa = fMd (s [“Q])d
GF dx dx = GFl) ™
0

! l
(2 [

Sau khi lay tich phan ting phan
l

[t g

0
=0 (3.13)

[GF

Boi vi bién phan & [%] 12 nhé va bat ky nén tir (2.13) ta ¢6

_E + Q
=0 (3.13a)
aQ !
M5 () .
=0 (3.13b)

Str dung cong thic (3.6), hai phwong trinh vi phan cin bang cia dam (2.12a)
va (3.13a) co6 dang.

d* d3
o A Q
dx* GF dx3

=q (3.14a)
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3 2
E][dy adQ]

dx3 GF dx2
=Q (3.15a)
Phuong trinh (3.14a) va (3.15a) ¢6 thé viét lai dudi dang
d*y B ah? d3Q
dx* 6 dx3
=g (3.14b)
; d3y ah?d?Q
dx3 6 dx?
=Q (3.15b)
Dé nhan duoc cac diéu kién bién cua dam thi két hop (3.12b) va (3.13b) ta co
d a01)’"
M6 [— % + % O
=0 (3.16)
Chu y t6i phuong trinh (3.13a), phuong trinh (3.12¢) viét lai nhu sau
Qs[y1lo
=0 (3.17)

Tom lai, Iy thuyét xét bién dang truot cho ta hai phuong trinh vi phan
(3.14) va (3.15) d6i v6i hai ham y va Q: phuong trinh (3.14) 13 phuong trinh
vi phan cén bang gitra ndi lec va ngoai luc, phuong trinh (3.15) 1a phuong
trinh lién hé gitra momen uén va lyc cit. Cac phuong trinh (3.16) va (3.17) 1a
cac dicu Kién bién & hai dau thanh.

Ta xét diéu kién bién (3.16)

Néu nhu tai x=0 hoic x=1, goc xoay 6 do mémen ubn giy ra co bién phan

dy aQ :
59=5[——+— +0 thiM}=0
dx GFll, Mo
— lién két khoép (3.18q)

Néu nhu goc xoay 0 khong ¢ bién phan
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l

50 = 5[——+ —Q] =0 thi M|\bdt ky

GF

- lién két ngam  (3.18b)
Péi vai dieu kién (3.17), néu nhu chuyén vi y tai x=0 hodc x=I c6 bién phan.

Syl # 0 thiQlo =0,

— khong c6 goi tua (3.18¢)
Néunhu S[y]|} = 0 thi Q|}bdt ky,—
lién két goi twa (3.184)

Khi khong xét bién dang trugt, G—oo hodc h—0 thi cac phuong trinh
(3.14) va (3.15) ciing nhu cac phuong trinh vé diéu kién bién (3.16) va (3.17)
hodc (3.18) déu dan vé 1y thuyét dam Euler- Bernoulli. Cho nén c6 thé nai ly
thuyét xét bién dang truot néu trén (xem ham y va ham Q 13 hai ham chua
biét) 1a Iy thuyét day da vé dam.

Cubi cung can luu y rang khi xét tinh lién tuc vé goc xoay gitra hai
doan dam 14 no6i dén tinh lién tuc cua goc xoay do mdmen giy ra xac dinh

theo cong thirc (3.5), khong phai lién tuc cua goc xoay Z—z.

Hé so o

Hé sb @ 1a hé s tap trung tng suat cat tai truc dam.

Péi véi tiét dién chit nhat 6=1.5, d6i véi tiét dién tron 6=4/3. Tuy nhién khi
xét bién dang truot céc tri trén thay d6i twong ung bang 1.2 va 1.11 [31, trg
132, 60, trg 492].Trong tinh toan sau nay tac gia dung hé s6 6=1.2 ddi vai tiét
dién chir nhat. Phuong phap chung dé xac dinh hé sb 6 1a can bang téng theo
chiéu cao dam cong ciia (g suat cit thuc hién trén bién dang truot twong Gng
Véi cong luc cat thuc hién trén bién dang truot tai truc dam, van dé nay da
duoc nhiéu tac gia nghién ctu [31] [33, trg 400].

3.2. Bai toan 6n dinh cta thanh chiu nén c¢é xét bién dang trwet ngang

Phuong phap chung dé danh gia sy mat 6n dinh cua co hé 1a dua hé ra
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khoi vi tri can bang ban dau caa nd va kiém tra xem né co ton tai trang thai
can bang méi khong. Néu nhu tim duoc trang thai cAn bang méi khac voi
trang thai can bang ban dau thi c6 thé xem hé 1a mat 6n dinh va luc gitt cho hé
& trang thai can bang méi nay goi 1a luc t6i han, trudng hop nguoc lai hé 1a on

dinh.

Pé don gian trinh bay ma khong mat 5 X 5
< A , ) . ; yo
di tinh tong quat cia phuong phap, ta xét —
. . !
thanh chiu nén mot dau ngam mot dau tu m'! /n

do, chiu luc nhu (hinh 3.1a). Thanh c6 |~

trang thai can bang ban dau 13 trang thai

chiu nén thang dung. O trang thai can bang

(a) (b)

nay thanh bi co ngan lai mot doan 1a
A=PI/EF, EF 1a d cimg kéo nén cga o0 3-1. Thanh ngdm =Ty do
thanh, E 1a md dun dan hdi cua vat liéu, |
1a chiéu dai ban dau cua thanh, P 1a luc tac
dung.

Pé xét trang thai can bang nay cuia thanh ¢6 6n dinh hay khong ta cho
mot diém bat ky trén thanh 1éch ra khoi vi tri cin bing ban dau mot doan Yo
nao d6. Khi d6 thanh s& bi chuyén vi theo dudng dan héi y(x) va luc P ngoai
tac dung nén con gdy ra momen udn M, = P(y-yo). By gio trong thanh c6
noi lyc mémen udn M va luc cat Q khac véi trang thai ban dau chi chiu nén
(hinh 3.1b) va momen ngoai luc Mp. P9 co ngan A cia thanh thuong 1a nhé so
VGi chiéu dai thanh cho nén dé don gian ta xem chiéu dai thanh sau bién dang
van bang | .

Bién dang udn caa thanh x xac dinh theo (3.7), bién dang truot ¥ xéac
dinh theo (3.4). Luong cudng bic theo phuong phap nguyén 1y cuc tri Gauss

cua bai toan nay dugc viét nhu sau:
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Z=[(M—-M,)ydx+[Qydx — min (3.19)

Cht ¥ momen ndi lyc va momen ngoai luc luén khac dau nhau. Trong
(3.19), ¥ va y 1a hai dai lugng bién phan, do d6 diéu kién can va du dé thanh
& trang thai can bang la

6Z = [(M =M )Sydx+ [Qsdx =0 (3.20)

B B _d’y  a dQ Q).
HayéZ_'I[(M Mp)é[ o T GF dxjdx+!Q§(GFjdx—O

(3.20a)
Str dung phép tinh bién phan dbi voi phuong trinh (3.20a) nhan dugc

hai phuong trinh can bang sau

d*(M -M
- ( . ) =0 (3.21a)
dx
d(M-M)) a
— + =0 3.21b
g 6210
Thay M xac dinh theo (3.6) vao hai phuong trinh (3.21) ta c6
gy Y _ @ dQ), pdy_, (3.22a)
dx*  GF dx’ dx?
3 2
gy Y _ @ dQ) pdy 5_g (3.22b)
dx’ GF dx dx

Hai phuong trinh (3.22) 1a hai phuong trinh vi phan can bang cua thanh
chiu udn doc bai luc P @it & dau thanh c6 xét dén bién dang truot. D6 1 hai
phuong trinh vi phan tuyén tinh thuan nhat (khong c6 vé phai) ma phuong
phap giai chung cung véi cac diéu kién bién ¢ hai dau thanh di duoc trinh bay
& chuong 1.

Duéi day trinh bay phuong phap chuyén vi cudng buc giai hé phuong trinh
(3.22).
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3.3. Phuong phép chuyén vi cudng birc

Phuong phép chuyén vi cudng bic nham dwa phuong trinh (3.22a) 1a
phuong trinh can bang giita ndi luc va ngoai luc vé phuong trinh ¢6 vé phai bang
cach cho mot diém nao d6 trong thanh, vi du diém x=x1, mét chuyén vi yo:

9=Yeu— Y, =0 (3.23)

Pua bai toan tim cuc tri cta (3.19) vai diéu kién rang budc (3.23) vé bai toan
cuc tri khong rang budc bang cach xiy dung phiém ham mé rong Lagrange F
nhu sau:

F=2Z+A4g — min
F=[(M~M,)zdx+ [Qudx+A(Y, ., — ¥,) = min (3.24)

Trong d6 A 1a thira s6 Lagrange va ciing 1a 4n caa bai toan. Tir diéu kién

OF = [(M =M )oydx+ [Qoydx+5(Ag) =0

nhan dugc hai phuong trinh sau:

‘ ; v (-4 khi x=
EJ(dy—ade+de:{ | x=x,

dx* GF dx’ dx® 0 khi x=#x
(3.25a)
gy 4Y_ 2 dQ) s 4 g
dx* GF dx* dx
(3.25b)

cung véi phuong trinh (3.23).
Phuong trinh (3.25a) 1a phuong trinh c¢6 vé phai. Pé nd trd thanh phuong
trinh udn doc (3.22a) cua thanh thi
A=0 (3.26)
V& mit toan hoc, phuong trinh (3.26) 1a phuong trinh da thic xac dinh

cac tri riéng cua hé (3.22) boi vi nghiém cua né ciing 1a nghiém cua (3.22). Vé
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co hoc, A co tht nguyén 1a luc. Do 1a luc gitt dé cho thanh c6 chuyén vi Yo
tai diém x=x1. Luc giit phai bang khong, suy ra phwong trinh (3.26). Tri riéng
cua (3.22) phu thudc vao thong sb P, suy ra A ciing 13 ham cua P. Cho nén
giai phuong trinh (3.26) theo P, s& nhan dugc cac luc téi han caa thanh bi uén
doc.
3.4. Xac dinh lgc té1 han caa thanh chiu nén.

Nhu da trinh bay ¢ trén, bai toan 6n dinh cua thanh chiu nén bai luc

doc truc P dat & dau thanh dan vé tim cyc tri caa (3.19), viét lai dudi day.

Z=[(M-M,)ydx+[Qydx — min (3.27)

M, =P(y-v,) (3.28)

Yo 1a chuyén vi caa dau thanh c6 luc P. Néu dau thanh co lién két ¢ dinh thi
yo bang khong. Cac dai luong M, ¥ va ¥ xac dinh theo cac biéu thic (3.5),
(3.6) va (3.7). C6 hai phuong phap chung gidi bai toan (3.27): gidi cac
phuong trinh vi phan c4n bang (cac phuong trinh Euler) ctia phiém ham hoac
giai truc tiép trén phiém ham (3.27). Phuong phap giai truc tiép co vu diém &
chd sir dung duoc cac phuong phap ctia quy hoach toan. Khi giai truc tiép thi
can xap xi hai ham y va Q theo dang ham luong giac hodc dang ham da thuc.
Bai toan (3.27) khong con 14 bai toan bién phan nira ma trd thanh bai toan toi
vu thong sb.

Pé giai bai toan 6n dinh udn doc cua thanh ta st dung phuong phéap
chuyén vi cudng btc bang cach dua thém rang budc (3.23), viét lai dudi day

9=Y,.u—Y, =0 (3.29)

Tom lai, bai toan 6n dinh caa thanh din vé tim cuc tri caa (3.27) Voi

cac dai luong bién phan 1a y, ¥ va » va rang budc (3.29). Cac ham x4p xi

cia y va Q phai thoa man cac diéu Kién bién ¢ hai dau thanh (cac diéu kién
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(3.18)). Trudng hop cac ham y va Q chua théa min mdt trong cac diéu kién
(3.18) thi c6 thé dua thém diéu kién d6 vao rang budc.

3.5. Tinh on dinh cia khung chiu nén cé xét dén bién dang trwgt ngang
theo phwong phap phan tir hiru han.

Bai toan 6n dinh ctia hé thanh thang 13 bai toan phirc tap va kha Iy tha.
Trong [ ] tac gia di xay dung phuong phap méi dé giai bai toan 6n dinh cua
thanh thang chiu tic dung cta tai trong tinh c6 xét bién dang truot ngang va
dua ra két qua tinh lyc t&1 han dbi voi cac thanh co diéu kién bién khac nhau,
v6i viée dung ham xap xi do vong va lyc cit 1a cac da thic. Trong muc nay,
tac gia cling dung phuong phap phan tir hiru han dé xay dung va giai cac bai
toan 6n dinh caa hé thanh théng chiu tac dung cua tai trong tinh co xét dén
anh huong ciia bién dang trugt ngang. Khi nghién ciru 6n dinh cta hé thanh ta
chap nhan cic gia thiét dudi day nham don gian hoa viéc xac dinh tai trong
t&1 han:

1. Vat liéu cta hé thanh lam vi¢c trong gidi han dan hoi

2. Cac nuat cua h¢ xem nhu tuyét doi cung. Do do, chuyén vi tai cac dau
thanh quy tu vao mgt ntt s€ nhu nhau.

3. Céc thanh cua h¢ xem nhu khong co dan. Trudc va sau bién dang,
khoang cach theo phuong ban dau gitra cic nit ctia hé khong thay doi.

4. Khi xac dinh chuyén vi trong hé, khéng nhimg xét dén anh huéng cua
bién dang uén do mémen udn gy ra ma con xét dén anh hudng cua bién dang
truot do lyc cat gay ra.

5. Tai trong tac dung trén hé chi dat ¢ cac nat. Nhitng tai trong nay chi gy
ra kéo hodc nén ma khong gy ra udn ngang trong cac thanh khi hé chua mét
6n dinh.

Phuong phép phan tir hitu han chia cong trinh thanh nhitng phan nho
duoc goi 12 cic phan t, tinh toan cong trinh dugc din vé tinh toan nhiing
phan tir nho sau d6 két ndi cac phan tr d6 lai voi nhau ta lai duoc 101 giai cta
mot cong trinh hoan chinh. Tuong tu, phuong phép sai phan hiru han ciling
chia cong trinh thanh nhimg doan nho va trang thai chuyén vi...dugc xac dinh

tai moi diém sai phan. Sy khac nhau gitra hai phuong phdp ndm & cho doi voi
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sai phan hitu han trang thai chuyén vi ctia cac diém thudc doan nim gitra hai
nut thuong duoc tinh theo phuong phap ndi suy tuyén tinh con phuong phap
phan tir hitu han céc trang thai chuyén vi gitta hai diém duoc xac dinh bing
cac ham dang d cho. Uu diém chu yéu ctia phuong phap phan tir hitu han 13
nho chia cong trinh thanh cac doan nhé thi dé dang mo ta dugc cac hinh dang
phuc tap ctia cong trinh, dac biét 1a vi cdc doan nho cho nén mo ta trang thai
chuyén vi bang céc da thtrc bac thap. Vi du néu chon ham xap xi 13 da thirc thi
phai chon da thuc bac 9 dé md ta duong do vong cua dAm nhung khi dung
phﬁn ttr hitu han thi ta c6 thé dung cac da thirc bac thép 2, 3 hodc 4 dé mo ta
chuyén vi ciia mdi phan tir. S¢ di nhu vy 1a do trang thai (mg suat trong mdi
phan tir nho thi khac nhau rat it. Thong thuong dbi véi phan tir dim chiu udn
thi dung da thic bac 3 dé mé ta chuyén vi.
y=ao+ aiX + ax*+ asx®

Ta thay c6 4 thong s can xac dinh. Tuy nhién dé tién dung ta thay 4
thong sb ao, a1, @z, as bang chuyén vi, goc xoay ctia phan tir hai nat nhu hinh
3.2.

Do dung ham bac 3 cho nén céc luc tac dung 1én phéan tir déu phai quy
vé nut ké ca lyc quan tinh trong bai toan dong.

3.5.1. Ma trin @9 cirng phin tir

—s X

: : W01 Waf;
thuong dung da thirc bac ba dé tinh chuyén vi ' |

) 0]
cua no, do doé c6 bon thong s6 can xac dinh. @b

Co thé chon phan tir hai nut, méi nat co hai

D61 voéi phan tir chiu udén nhu dam

j Hinh 3.2. Phan tir hai niit
thong so l1a chuyén vi W va goc xoay O tai

nut do, hinh 3.2.

Pé tinh toan duoc tong quat, chiéu dai phan tir 1dy bang hai don vi
(phan tr dang thong sb), gdc toa do dit ¢ gilta. Nhu vay, néu biét dugc céac
thong s6 W1, 01, Wo, 0, thi chuyén vi moi diém nam trong phén tir xac dinh
theo da thirc bac ba sau day.

W(X) = fiW1 + £201 + F3W2 + 140 (3.27)
trong do: fi= 1/4(x—1)%(x+2); f=1/4(x-1)(x+1);
f3=1/4(x+1)4(—x+2); fa=1/4(x+1)*(x-1);
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Tlr cac cong thirc trén ta thay chuyén vi o Q,

cia nut 1 (co toa do x = —1) bang Wi, é 7 <£

chuyén vi tai nat 2 (cod toa do x=1) bﬁng

W.. Lay dao ham W(x) theo x va ta lai c6 Hinh 3.3. Phin st hai mit
goc xoay tai nat 1 (x = —1) 1a 61, goc xoay
tainat2 (x=1) 1a 0.

Ta ciing dung da thirc bac ba dé xap xi ham lyc cat cua phan tir, & day
phan tir lyc cét ciing chira hai nat (Hinh 3.3), mdi nit c6 mot théng sb chua biét
Qi la luc cit phén tur tai vi tri do.

Chiéu dai phan ttr 1iy bang hai don vi, gbc toa do dit ¢ giita phan tu.
Néu biét cac luc cit Q1, Q2 tai hai nut thi lyc cat V tai diém bat ky ctia phan tir
tinh theo cong thtc.

V = Qaf 5+ Q2fs (3.28)
trong do: f5=1/2(1-x); fe=1/2(1+x);
Pua vao (3.28) cac gia tri x sau
Xx=-1 tacolyccit V=Q
x=1 tacélyccit V=Q,

Nhu vay, mdi phan tir ¢6 hai chuyén vi nat W1, W2 hai goc xoay 01, 02

va hai luc cat nat Q1, Qz, tong cong cd sau thong sb (6 an) can xac dinh.

Goi X 1a véc to cOt chira sau an cua phan tu theo tha tu sau.

X = [Wy, 61, W2, 62, Q1, Q2] (3.29)
thi c6 thé viét lai cac biéu thirc (3.27) va (3.28) dudi dang ma tran nhu sau.
W=I[fi b f3f,0000]X;V=[0 000 f5s fg] X (3.30)

Sau khi d3 biét cac ham chuyén vi va ham lyc cit thi dé dang tinh duoc
bién dang udn yx, nodi luc mémen Mx, bién dang truot yx, goc xoay ¢ (do

moémen gay ra) cua phan tr nhu sau.

d’W _, o dV
_|_ 31
Xx { dx2B+GFde} (3.31)
M, =EJy, (3.32)
U 3.33
7= G oo 00 f f£]X ( )
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dwW o
=|-—B+—=V 3.34
\ { dx P+ GF } ( )
Trong cac cong thuc trénf = %x 1a hé s6 dua chiéu dai hai don vi cia

phan tir vé chiéu dai that Ax caa né.

Biét dugc ham d6 vong, ham lyc cat cta phan tir thi dé dang tinh duoc
ma tran d6 cimg phan tir. Theo phuwong phap nghuyén 1y cuc tri Gauss ta viét
lwong cudng birc d6i véi bai toan tinh nhu sau.

1 1
Z= [ M, [x]dx+ [ V[y,]dx — Min (3.35)
-1 -1
¥x va yx 12 cac biéu thirc chtra cac 4n X(i) cho nén diéu kién dimg cta (3.35)
dugc viét lai nhu sau.

1 1
8Z= [ M, 8y, Jdx+ [ V8[y,]dx=0

-1 -1

_1f: Otx vl _Orx _
Hay 8Z = B[_lex{ax(i)}dxjt_jlv{ax(i)}dxj_0 (3.36)

Hé s6 }6 - A% dé dwa tich phéan tir (-1) dén (1) vé tich phéan theo chiéu dai

phan tir. C6 sau an ta c6 duge sau phuong trinh va c6 dang sau.
AX=B (3.37)
trong do: B - véc to tai trong.
Céc tich phan trong (3.36) c6 thé tinh chinh xac hodc tinh theo cac tich
phan gin dung (tich phan sb ) cua Gauss (khong trinh bay & day). Sau khi
tinh, v&i truong hop chia dim thanh bon phan tir, nhan dugc A<[6x6] nhu sau.

[ 768 -768 96 96 0 0
-768 768 -96 -96 0 0
96 -96 16 8 -0.0001 0.0001
96 -96 8 16 0.0001 -0.0001
0 0 -0.0001 0.0001 O 0
0 0 0.0001-0.00010 0

(Al =

Ma tran Ae goi la ma trdn do cung phan tir, dx 1a do dai mot phan ti.
Bé&i vi ham d§ vong cua phén tur 1a da thic bac ba nén cac luc tac dung cling

nhu luc quan tinh ctia cac phan tr déu phai phan bd vé nut cia no.
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Néu nhu tai nat (1) ¢6 luc tac dung P thi vé phai B(1)=P...

Biét duoc ma tran do cung phﬁn tir thi dé dang xay dung duoc ma tran
do cing cua toan dam. Gia st dAm chi c6 mot phﬁn tir thi ma tran Ae chinh la
ma tran do cung tong thé ctia dam. Gia sir chuyén vi tai nat (1) bang khong thi
ta bo dong 1, cot 1 ctia ma tran Ae, gia st luc cat tai nat 2, Q=0 thi ta bo tiép
cot 6, dong 6 ciia Ae boi vi chung ta khéng co hai an nay.

Chua ¥ ngodi cac an chuyén vi, goc xoay, luc cit ciia dam con phai xét
thém céc 4n 1a cac thira s Lagrange A cia cac diéu kién lién két & hai ¢au dam.

Ngoai ra con can dua thém céac diéu kién lién tuc vé gbc xoay tai diém
tiép giap giira hai phan tr (3.34).
3.5.2. Bai toan on dinh tinh

Pé thay rd duoc ndi dung ciia phuong phap ddi véi cac bai toan on dinh
ctia hé thanh thang dan hoi tuyén tinh, c6 xét dén anh hudng cta bién dang
trugt ngang tac gia trinh bay qua cac bai toan cu thé sau déy.
Vidu. 3.1: Khung siéu tinh bac hai

Xac dinh luc téi han Py cho khung ‘Ii'
chiu lyc nhu (hinh 3.2). Biét d6 cing ubn 1T & —=

ye

cua cac thanh EJ=const.

Chia cot va dam cua khung ra lam npt -+
phan tir (hinh 3.3). Khi léch ra khéi vi tri Af"
can bang, luc P gdy ra momen ubén M, trong
cot (1) 1a. ’ T

M,=P(y1 — Wo) Hinh 3.2. Khung siéu tinh bac

. 5 hai
Wy 1a chuyén vi ngang tai nat & dau tu do

o

cua dam.
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Hinh 3.3. DPdnh s6 mit, sé dan

58 59 =
T Ié)

@ BEEIJE

DPdi v6i mdi phﬁn tiri cua cot 1 (cdt cé luc nén doc truc P dat tai dau thanh) ta

co
Mpl P[le WO] (a)

Xi 14 thong s6 chuyén vi ciia phan tir i. Momen My gdy ra bién dang udn y;i

cho nén trong thanh phan luong cudng birc ta viét thém

> Mpdy;dx = Z%j PWX;8y;dx — ZA—j PW,X;8y;dx (b)
i=1 -1
Dbi v6i mbi phan tir ddm ngang (2) va cot (3)
Mpi = Pwyi voi (i=1+npt) (c)
Luong cudng btrc cia bai toan déi véi dam 2 va cot 3 duoc viét nhu sau
Ax npt 1
S M, o~ 3 IV D o> i @
=11 i=1_1

Lugng cudng birc ciia bai toan dbi véi cot 1 duge viét nhu sau
X npt 1
Zij('\/l MPl)[Zl]dX__ZJ.V[]/]dX%mIn (e)
! 1

Diéu kién dimg cta phiém ham lugng cudng buc (d) 1a:

npt 1

oz = 8 I bl 8 vl bx=
o e S{HmEbth{Ehle 7
ay &z==X > (M 0% Zj dx |=0

i=1_1 i=1_1 8X

Diéu kién ding cua phiém ham luong cudng bic (e) la:
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o = X5 (M, - M, Bl - 25 Vs Jox =0

2 i=1-1 i=1-1

IR EE TTVIRET YO 2740 P VR /7 ¥ O
hay o&Z= Z(Zj(Mi Mpi){axldx ZJV.LX}dx] 0

i=1-1 i i=1-1 i

(e’)

Goi nwl, nw2 va nw3 1a sb thong sb chuyén vi tai cac nut cua coOt 1,
dam 2 va cot 3 co chuyén vi; nwx1, nwx2, nwx3 1a sb thong sd goc xoay tai
cac nat ciia dim c6 goc xoay, nqxl, nqx2, ngx3, 1a s thong sé luc cat. Dua
vao diéu kién nay ta s& xay dung dugc ma tran d6 cimg ciia khung c6 béc:

nxn (n=nw123+nwx123+ngx123), trong bai toan nay n=59 (sau khi bo
di nhitng hang va cot tuong tmg c¢6 chuyén vi hoic goc xoay bang khong).

Bay gid xét cac diéu kién lién két tai hai chan cot 1, 3 dam, lién két tai
nat khép, nat cimg cua khung va cac diéu kién lién tuc vé goc xoay giita cac
phan tir.

Chan cot 1 va 3 1a ngam nén goc xoay bang khong, trong phiém ham

mo rong dicu kién rang budc nay dugc viét nhu sau

dy, «

N Z =0
’ll( dx GF Qljx_o

dy, «
N s =0
2( dx GF Q3]x_o

bicu ki¢n moOmen uon tai dau trén cot 1 va dau trai trdi dam 2 bang

khong, trong phiém ham mo rong diéu kién rang budc nay dugc viét nhu sau

_d,, a dQ
dx*  GF dx )
S, =0
d’y, «a dQ,
—~ +
dx*  GF dx

Piéu kién goc xoay tai dau trén cot 3 va dau phai dam 2 bang nhau,

x=0_]

trong phiém ham mé rong diéu kién rang budc nay dugc viét nhu sau

dy, a (Y _
l“[[dx GFQZJX_I (dx GFngXJ 0

Diéu kién lién tuc vé goc xoay gilta cac phan tir cuia cot 1, 3 va dam 2

duoc viét nhu sau

58



dy «
dx GFQ)

S, [ﬂ_i ) =0
dx GF nut1 phantusau

v6i [i=3(npt-1)], trong vi du nay ta chia hai c6t 1, 3 va ddm 2 thanh 4 phén tir

nut2 phantutruoc [

nén sb diéu kién lién tuc vé goc tai cac nat gira cac phan tir 1a [i=3(4-1)=9],
ung voi As+, A1a.

Theo phuong phap chuyén vi cudng burc tai mot vi tri (nat) nao d6 cua
dam, ta cho 1éch khoi vi tri can bang mot chuyén vi Yo. Chang han tai nat tha
k ta cho mot chuyén vi cudng birc Yo ta co:

\N|xk ~ Yo =0 (f)

Picu kién chuyén vi tai vi tri bat ky trén cot 1 bang yo, trong phiém

ham mo rong diéu kién rang budc nay duoc viét nhu sau

574(h, = ¥5)=0
A1+A14 12 thira s6 Lagrange va 13 hai an cta bai toan. Nhu vdy, ma tran a bay
gio ¢6 kich thudc (nt14)x(n+14) hay [(59+14)x(59+14)]. Vay ta ¢c6 ma tran
d6 ctimg tong thé cua toan khung [A]=[73x73].

Ma tran vé phai B lac nay co bac: [73x1] véi gia tri hé s [B(73)=Yo]
con cac hé sd con lai bang khong.

Giai phuong trinh [A]X=B ta s& tim duoc cac 4n s 1a cac chuyén vi tai
cdc nut cta phan tir va cac thira sd Largrange. Tiép theo, ta cho thira sb
Largrange tuong Gmg v6i chuyén vi cudng birc bang khong, trong trudng hop
nay 1a Ay, ta s€ tim dugc gia tri luc P tuong g 1a cac gia tri to1 han cua luc
nén 1én khung.

Khi chia c6t, ddm thanh bdn phan tr nhu hinh 3.3, ta nhan dugc A(P)
1a da thic bac 8 ctia P, giai phuong trinh A14(P) =0 theo an sb P ta s& tim

duoc 8 gid tri luc té1 han Pw, & day dua ra 5 luc té1 han dau tién 1an luot la:
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Bang 3.1. Luc téi han cua khung tinh cho hai truwong hep h/l.

MS4i thanh trong khung c6 4 phan tir, phan tir luc cit 2 nut.

Ty 1€ Day cac luc té1 han P
h/l Path Path Psth Path Psth
1/100 7,770'IE—;J 31948?—;] 74,956'IE—;] 138,677?—;] 262,756'IE—;]
1/5 5,795?—;] 27,687?—;] 70,156||E—;] 135,504IIE—;] 261,197?—;]
Sai sb
o 25,48 15,39 6,4% 2,29% 0,59%
0

Ta thiy cic két qua trén dung voi két qua phan tich theo giai tich véi

mot luc t6i han dau tién va két qua thay doi rat 16n khi h/l thay dbi, khi

h/1=1/5 thi luc t&i han dau tién giam to1 25,48%.

Vidu. 3.2: Khung siéu tinh bac mgt

Xac dinh luc t6i han Py cho khung
chiu lyc nhu (hinh 3.4). Biét do cing udn
cua cac thanh EJ=const.

Chia cot va dam cia khung ra lam npt
phan tir (hinh 3.4). Khi 1éch ra khoi vi tri
can bang, luc P giy ra mémen uén M, trong
cot (2) 1a.

Mp=P(y2 — Wo)

W 14 chuyén vi ngang tai nut ¢ dau cua cot.
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Hinh 3.5. Danh s6 mit, s6 an
DPdi v6i mdi phﬁn tor i cta cot 1 (cdt ¢o luc nén doc truc P dat tai dau thanh) ta
co
Myi= P[WXi— Wo] (a)
Xi 14 thong s6 chuyén vi ciia phan tir i. Momen My gdy ra bién dang udn y;i

cho nén trong thanh phan luong cudng b ta viét thém

> Mpdy;dx = Z%j PWX;8y;dx — ZA—j PW,X;8y;dx (b)
i=1 -1
Dbi v6i mbi phan tir ddm ngang (2) ta c6
Mpi= Pwxi vo1 (1=1+ npt) (©
Luong cudng bt cia bai toan ddi véi dim 2 duge viét nhu sau
AX npt 1
S M, o~ 3 IV D o> i ©)
=11 i=1_1

Lugng cudng birc ciia bai toan dbi véi cot 1 duge viét nhu sau

=M M- S E N ko min @)

i=1
Diéu kién ding cta phiém ham lugng cudng buc (d) 1a:

npt 1

&z = X5 1Mol x-S vl Jox
. (d”)
hay éZ——[antI( )BZ' }dx ZJ [57. }de:O

i=1_1 i=1_1 8X

Diéu kién ding cua phiém ham luong cudng bic (e) la:
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o = X5 (M, - M, Bl - 25 Vs Jox =0

2 o = s
hay &:ﬂ(”zm}(m—m .){%}dx—”zpt}v {%}dxlzo )
2 (a2t e, 13 | oX,

Goi nwl, nw2 1a sb thong sb chuyén vi tai cdc nat cua cot 1, dam 2 ¢
chuyén vi; nwx1, nwx2, 1a sb thong sb goc xoay tai cic nut cia dam céd goc
xoay, ngxl, nqx2, 1a sé thong s lyc cat. Dya vao diéu kién nay ta s& xay
dung dugc ma tran do cing cua khung co bac:

nxn (n=nw12+nwx12+nqx12), trong bai toan nay n=39 (sau khi bo di
nhitng hang va cdt tuong tmg cd chuyén vi hoic goc xoay bang khong).

Bay gid xét cac diéu kién lién két tai chan cot 1, dau bén phai dam, lién
két tai nut cung cua khung va cac diéu kién lién tuc vé gdc xoay gitta cac
phan tir.

Chan cot 1 12 ngam nén goc xoay bang khong, trong phiém ham mo
rong diéu kién rang budc nay dugc viét nhu sau

dy, a
;Ll(& GF Qlj

=0

x=0
Piéu kién goc xoay tai dau trén cot 1 va dau trai dam 2 bang nhau,

trong phiém ham mao rong diéu kién rang budc nay duoc viét nhu sau

a6 ) (B @ -
ﬂ{(dx GFQljX=I (dx GFQZJXJ 0

bicu kién lién tuc vé goc xoay gilra cac phan tur ciia cot 1 va dam 2

duoc viét nhu sau

dy « dy «
gl el
|: dX GF nut2 phantutruoc dX GF nutl phantu sau

v6i [i=2(npt-1)], trong vi du nay ta chia c6t 1 va dam 2 thanh 4 phan ti nén sb

diéu kién lién tuc vé goc tai cac nut gitta cac phan tir 1a [i=2(4-1)=6], tng voi
A3+, As.

Theo phuong phéap chuyén vi cudng birc tai mot vi tri (nit) nao d6 cua
dam, ta cho 1éch khoi vi tri can béng mot chuyén vi Yo. Chéng han tai nut tha

k ta cho mot chuyén vi cudng birc Yo ta co:
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W, — Yo =0 (f)

Piéu kién chuyén vi tai vi tri bat ky trén cot 1 bang yo, trong phiém
ham mé rong diéu kién rang budc nay dugc viét nhu sau

5/19(\N|xk ~¥,)=0
Mi+Ag 12 thira s6 Lagrange va 1a hai an ctia bai toan. Nhu vAy, ma tran a bay
gio ¢o kich thudc (n+9)x(n+9) hay [(39+9)x(39+9)]. Vay ta ¢6 ma tran do
cting tong thé cua toan khung [A]=[48x48].

Ma tran vé phai B liic ndy c6 bac: [48x1] véi gia tri hé s6 [B(48)=yq]
con cac hé sé con lai bang khong.

Giai phuong trinh [A]X=B ta s& tim dugc céac 4n s6 1a cac chuyén vi tai
cdc nut cta phan tir va cac thira sd Largrange. Tiép theo, ta cho thira sb
Largrange tuong Gmg v&i chuyén vi cudng birc bang khéng, trong trudng hop
nay la Ao, ta s€ tim dugc gia tri luc P twong tng la cac gia tri t&i han cua luc
nén 1é€n khung.

Khi chia c6t, ddm thanh bén phﬁn tir nhu hinh 3.5, ta nhan dugc Aqo(P)

1a da thtrc bac 8 ciia P, giai phuong trinh Ao(P) =0 theo an sé P ta s& tim duogc
8 gia tri luc t6i han Py, & ddy dua ra 5 luc téi han dau tién lan luot la:
Bang 3.1. Luc téi han cia khung tinh cho hai truwong hop h/l.
MS4i thanh trong khung c6 4 phan tir, phin tir lic cit 2 niit.

Ty I¢ Day cac luc té1 han Py,
h/l Pith Path Psth Path Psth
1/100 6,030% 27,467'IE—;] 68,511IIE—;] 132,590?-;] 248,385?—;]
1/5 5,901?—2J 27,201?—;] 68,182?—;] 132,295?-;] 247,688?—;]
Sai sb
2,14 0,97 0,48 0,22 0,28
%

Ta thay céac két qua trén ding véi két qua phén tich theo giai tich vi ba
luc t6i han dau tién va két qua thay ddi rat nho khi h/1 thay d6i, khi h/1=1/3 thi

luc t6i han dau tién gidm 16n nhat 2,14%.
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Vidu. 3.1: Khung siéu tinh bac ba

Xac dinh luc téi han Pw cho khung P
yo yo
chiu luc nhu (hinh 3.6). Biét ¢6 cing uén cua R (2) 4
cac thanh EJ=const.
Chia cot va dam cua khung ra lam npt
: g Pt o ], (3)
phan tu (hinh 3.7). Khi 1éch ra khoi vi tri can
X
bang, luc P gdy ra moémen udon M; trong cot A D
I
\ y
(1) Ia.
— [
Mp=P(y: ~ Wo) !
Wo 1a chuyén vi ngang tai nat & dau ciia cot 1 Hinh 3.6. Khung siéu tinh bic ba
@
le 3 lo
'I SO DO DAM NGANG 'I
B (2] iy 2 ;
Ml i Nwa M s000NUTOAM M3 vz Nws M
© of < 0 2121 2222 2323 o - .
P s = O I s L1d.dd 2
T T emsidEteane | PTITITIIIY
Pl T e mummamEmey me R NEMEEE
11T T1Ta4 nelasmipnalanel, I T 1 T4
. 5 © © © 7 Twedad Py © © ® ©

Hinh 3.7. Pdnh s6 mit, sé dan
DPdi v6i mbi phﬁn tir i cua cot 1 (cdt cé luc nén doc truc P dat tai dau thanh) ta

4

co
Mpl P[le WO] (a)
Xi 14 thong sd chuyén vi cta phan tr i. Momen Mpi gdy ra bién dang udn yi

cho nén trong thanh phan luong cudng brc ta viét thém

npt Ax 1 npt
> Mpdy;dx = z7j PWX; 8y, dx — > = j PW, X5y, dx (b)
i=1 -1 i=1 _1
Dbi v6i mbi phan tir dim ngang (2) va cot (3)
Mpi= Pwxi vo1 (1=1+ npt) (c)
Luong cudng btrc cia bai toan déi véi dim 2 va cot 3 duoc viét nhu sau
Ax npt 1
B x5 fy Jox > i @

Luong cudng birc cua bai toan ddi vai cot 1 duoge viét nhu sau
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AX npt 1

> [(M, Mp,)[;(]dx——ZjV[y]dxemln (e)
_]_ -1
Piéu kién ding cua phiém ham lugng cudng buc (d) la:

X npt 1

5z =% 1(m, b[z.]dx——zw&[y]

2 i=1_1 i=1_1
(d)
_ Axfets % |y~ v | 9 _
hay or = (EL( >{ax } E_IlV {ax } j °

Piéu kién dimg ctia phiém ham lugng cudng buc (e) 1a:

t 1

4 ——%J(M Mp.)é[xi]dX——ZW[y]dx 0

i=1_1 i=1_1

()
AX | @it i et | 97 _
hay az_—z (ZJ(M MF"){a }dx zjV{adexJ_o

i i1

Goi nwl, nw2 va nw3 1a sd thong ) chuyén vl tai cac nut cua cot 1,
dam 2 va cot 3 c6 chuyén vi; nwx1, nwx2, nwx3 1a sb thong sé goc xoay tai
cac nat ciia dim c6 goc xoay, nqx1, nqx2, ngx3, 1a sb thong sé luc cit. Dua
vao diéu kién nay ta s€ xay dung dugc ma tran d¢ cing cua khung co bac:

nxn (n=nw123+nwx123+nqx123), trong bai toan nay n=59 (sau khi bo
di nhitng hang va cot tuong tng c6 chuyén vi hoic goc xoay bang khong).

Bay gio xét cac diéu kién lién két tai hai chan cot 1, 3 dam, lién két tai
nut khép, nit cing cua khung va cac diéu kién lién tuc vé goc xoay giita cac
phan tir.

Chan cot 1 va 3 1a ngam nén goc xoay bang khong, trong phiém ham

m¢& rong di€u kién rang budc nay dugc viét nhu sau

dy, «
2= =0
/11( dx GF Qlszo
=0

dy; o
o)

Diéu kién gdc xoay tai dau trén cot 1 va dau trai trai dam 2 bang khong,

x=0

trong phiém ham mé rong dic¢u kién rang budc nay dugc viét nhu sau
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a, _ a (Y, a _
Z{(dx GFQle_I (dx GFQZJX_J 0

Diéu kién goc xoay tai dau trén cot 3 va dau phai dam 2 béng nhau,

trong phiém ham m¢ rong diéu kién rang budc nay duogc viét nhu sau

ay, a (A @ _
ﬂ{[dx GFQZJX_I (dx GFQ‘JXJ 0

Diéu kién goc chuyén vi ngang tai dau trén cot 1 va 3 bang nhau, trong

phi€ém ham mo rong di€u kién rang budc nay dugc viét nhu sau

Asl(yllx:l - (y3Xx:l J: 0
Diéu kién lién tuc vé gbdc xoay gilta cac phén tir cia cOt 1, 3 va dam 2

duoc viét nhu sau

5, (ﬂ_i j =0
dX GF nutl phantusau

v6i [i=3(npt-1)], trong vi du nay ta chia hai c6t 1, 3 va ddm 2 thanh 4 phan tir

dy o j
dx GF

nut2 phantutruoc (

nén sb diéu kién lién tuc vé goc tai cac nht giira cac phan tir 13 [i=3(4-1)=9],
ung voi Ae+, Ais.

Theo phuong phap chuyén vi cudng burc tai mot vi tri (nat) nao d6 cua
dam, ta cho 1éch khoi vi tri can béng mot chuyén vi Yo. Chéng han tai nut tha
k ta cho mot chuyén vi cudng birc Yo ta co:

W, =¥, =0 (f)

Piéu kién chuyén vi tai vi tri bat ky trén cot 1 bang yo, trong phiém
ham mo rong diéu kién rang budc nay duoc viét nhu sau

5215(V\’|xk - y0)= 0
A1+A1s 13 thira s& Lagrange va 1a hai an cta bai toan. Nhu vay, ma trn a bay
gio ¢6 kich thudc (n+15)x(n+15) hay [(59+15)x(59+15)]. Vay ta ¢c6 ma tran
d6 climg tong thé cua toan khung [A]=[74x74].
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Ma tran vé phai B liic nay c6 bac: [74x1] véi gia tri hé s6 [B(74)=Yyo]
con cac hé sb con lai bang khong.

Giai phuong trinh [A]X=B ta s& tim dugc cac 4n s 1a cac chuyén vi tai
cac nut cua phan tir va cac thira s Largrange. Tiép theo, ta cho thira s6
Largrange tuong Gmg v&i chuyén vi cudng birc bang khéng, trong trudng hop
nay 1a Ass, ta s€ tim dugce gid tri luc P tuong g 1a cac gia tri to1 han cua luc
nén 1é€n khung.

Khi chia c6t, ddm thanh bén phan tir nhu hinh 3.7, ta nhan dugc Ais(P)
1a da thirc bac 12 cua P, giai phuong trinh A15(P) =0 theo 4n s6 P ta s& tim
dugc 12 gié tri lyc t6i han P, & day dua ra 5 lyc t6i han dau tién lan luot 1a:

Bang 3.1. Luc téi han cia khung tinh cho hai truwong hop h/l.

M3i thanh trong khung cé 4 phan tir, phén tir lue cit 2 nit.

Ty 1€ Day cac luc té1 han P,
h/l Path Path Psth Path Psth
1/100 14,592?—2J 27,877'|5—;] 70,934'|5—2J 133062'|5—;] 250,952'|5—;]
1/3 13,455?-;] 27,369?—;] 70,800||E—;] 132,358'IE—;] 250,707?-;]
Sai s6
7,79 1,82 0,19 0,53 0,09
%

Ta thay céac két qua trén ding véi két qua phan tich theo giai tich vdi ba
lyc t&i han dau tién va két qua thay dang ké khi h/l thay doi, khi h/I=1/3 thi

luc t6i han dau tién giam toi 7,79%.
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KET LUAN VA KIEN NGHI

KET LUAN:

Qua két qua nghién ciru tac gia rat ra mot s6 két luan sau:
1. Tac gia da ap dung thanh cong phuong phap phan tir hitu han va phuong
phap chuyén vi cudng birc dbi voi bai toan khung chiu udn doc, ¢ xét dén
bién dang truot ngang.
2. Khi chia mdi thanh cua khung thanh bén phan tir ¢3 nhan duoc ba lyc t6i
han dau tién hoan toan chinh xac so véi két qua giai bang cac phuong phap
truyén théng. Néu mudn tim dugc nhiéu két qua chinh xac hon ta chia thanh
thanh nhiéu phan tir hon.
3. Nhiing nghién cau vé on dinh cia khung, co tiét dién khong doi cho thay:
Luc téi han Euler cua khung khi xét bién dang truot ngang (trudng hop
h/1=1/3; 1/5...) thudng nhoé thua so véi truong hop khong xét bién dang trugt
ngang (truong hop h/I=1/100) . Luc téi han nhan dugc caa khung trong hai
truong hop co xét va khong xét bién dang truot sai khac nhau déng ké, c6
treong hop 1én téi 25%.
KIEN NGHI:

C6 thé dung két qua nghién ctu cua luan van 1am tai liéu tham khao,
nghién ctru va hoc tap, ciing nhu ung dung trong thuc té tinh toan két cau

cong trinh
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