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MO DAU
1. Sw can thiét cia vin dé nghién ciru

Khi thiét ké cong trinh, néu chi kiém tra diéu kién bén va diéu kién
ctng khong thoi thi chua du dé phan doan kha nang lam viéc cua cong trinh.
Trong nhiéu truong hop, diac biét 13 cac két cau chiu nén hodc nén cung voi
uén, tuy tai trong chua dat dén gia tri pha hoai va c6 khi con nhé hon gia tri
cho phép vé diéu kién bén va diéu kién cimg nhung két ciu van cé thé mat
kha niang bao toan dang cén bang ban dau. Do do, viéc nghién ctu on dinh
cong trinh 1a can thiét va co y nghia thyc tién.

Bai toan 6n dinh cua két cau da duoc giai quyét theo nhiéu huéng khac
nhau, phan 16n xuat phat tir nguyén ly ning lugng ma theo d6 két qua phu
thuoc rat nhiéu vao cach chon dang cua hé ¢ trang thai 1éch khoi dang can
bang ban dau. Cho dén nay, cac duong 16i xay dung bai toan on dinh cua két
cau chiu udn thuong khong ké dén anh hwong cua bién dang truot ngang hoic
c6 ké dén nhung do cach dat van dé va cach chon an chua that chinh xac nén
dd gap rat nhiéu kho khin ma khong tim duoc két qua cua bai toan mot cach
chinh xac va day du.

Phuong phap phan tir hitu han 12 mét phuong phap tinh dang duoc ap
dung hét strc rong rii hién nay trén thé giéi, vi phuong phap nay rat thuan tién
cho viéc ap dung may tinh dién tir, cho phép tinh két cdu vai nhimg so d tinh
toan kha phtic tap, phan anh twong d6i day da tinh hinh 1am viéc caa két cau
thue; cho phép tu dong hoa tinh toan két cau, tiét kiém dwoc nhiéu lao dong
va thoi gian. Phuong phap nay khong chi duge ap dung trong linh vuc co hoc
vat ran bién dang, ma con trong nhiéu linh vuc khac.

2. Poi twong, phwong phap va pham vi nghién ctru

Trong dé tai nay, tac gia 4p dung phwong phap phan ta hitu han dé

nghién ctu on dinh dan hdi cua dam cé xét dén bién dang truot ngang, chiu

tac dung cua tai trong tinh.



3. Muc dich nghién cwu
Nghién cru 6n dinh dan hoi caa dam co xét dén bién dang truot ngang

4. Noi dung nghién ciru

—Trinh bay téng quan vé Iy thuyét 6n dinh va 6n dinh cong trinh

—Trinh bay phuong phap phan tir hitu han dé nghién ciru bai toan 6n dinh
ctia dam thang chiu udn doc c6 xét dén bién dang truot ngang.

—Trinh bay 1y thuyét xét bién dang trugt ddi véi bai toan 6n dinh dan hoi
ctia dam Vvéi viéc dung hai ham chua biét 1a ham do vong y va ham lyc cit Q.

—Str dung phuong phap phap phan tir hitu han dé xay dung va giai bai
toan 6n dinh dan hoi cua dam chiu uén doc cé xét dén bién dang truot ngang,

chiu tac dung cua tai trong tinh.



CHUONG 1
TONG QUAN VE LY THUYET ON PINH CONG TRINH

1.1. Khai niém vé 6n dinh va 6n dinh cong trinh
1.1.1. Khdi niém vé én dinh va mdt 6n dinh
1.1.1.1. Dinh nghia vé on dinh

- Theo Euler - Lagrange:

On dinh 1a kha nang cua cong trinh bao toan duoc Vi tri ban dau cua nd
cling nhur dang can bang ban dau twong Gng voi tai trong trong trang thai bién
dang, ludn ludn giit, khi c6 cac nhidu loan tuy ¥ tir bén ngoai gan Véi trang
thai khong bién dang ban dau va hoan toan tro vé trang thai d6 trong giai doan
dan hoi, con trong giai doan dan déo thi theo thuong I8, sé& tro vé trang thai do
mét cach tirng phan, néu nhu cic nguyén nhan ngiu nhién giy ra nhiéu loan
cong trinh bi triét tiéu [10].

Noi cach khéac, 6n dinh 13 tinh chéat cua cong trinh chéng lai cac tac
nhan ngiu nhién tir bén ngoai va tu nd khoi phuc hoan toan hoac mét phan vi
tri ban dau va dang can bang cta né trong trang thai bién dang, khi cac tac
nhan ngiu nhién bi mat di[10].

- Theo Liapunov [54]

“Trang thai can bang cia mot hé 1a 6n dinh néu khi va chi khi hé tro lai
hinh dang nay sau mét nhidu loan nho tam thoi nao d6. Nhiéu loan nhu thé c6
thé sinh ra boi mot luc nho tac dong 1én hé trong mét thoi gian rat ngan va bo
ra sau do”.

Pinh nghia nay dugc hiéu trong y nghia dong luc : Piéu nay am chi 1a
dao dong cua hé tit dan do dong niang dua vao nho nhiéu loan tiéu tan nhanh.
Bai vay sau mot thoi gian ngan chuyén dong ding lai va sy can bang tinh ban
dau duoc phuc hoi.

Nhu vay theo hai dinh nghia trén ta di dén két luan: Vi tri ciia cong



trinh hay dang can bang ban dau trong trang thai bién dang cua cong trinh
duoc goi 1a 6n dinh hay khong 6n dinh duéi tac dung cua tai trong néu nhu
sau khi gay cho cong trinh mot do Iéch rat nho khoi vi tri ban dau hoic dang
can bang ban dau bang mot nguyén nhan bat ky nao d6 ngoai tai trong da cé
(con goi 1a nhiéu) roi bo nguyén-nhan dé di thi cong trinh sé& c6 hay khong c6
khuynh huéng quay trg vé trang thai ban dau.

Budc qua do ciia cong trinh tir trang thai on dinh sang trang thai khong
6n dinh goi la mét 6n dinh. Gigi han dau cua buéc qua do do goi la trang thai
toi han cia cong trinh. Tai trong twong Gng Vvéi trang thai tdi han goi 1a tai
trong téi han.
1.1.1.2. Cdc truong hop mét én dinh
— Truong hop 1: Mat 6n dinh vé vi tri [31]

— Hién tuong mat 6n dinh vé vi tri x4y ra khi toan bd cong trinh duoc xem la
tuyét d6i cung, khong giit nguyén duoc vi tri ban dau ma budc phai chuyén

sang vj tri can bang méi khac vi tri ban dau.

©)
Hinh 1.1. ®)

Xét mot vién bi cumg trén mot bé mat cing, Hinh 1.1.

R& rang 1a trong trudng hop (a) su can bang cia vién bi 1a 6n dinh. Sau
mét nhidu loan nho cubi ciing nod sé tro vé day cdc, tuy vay su suy giam nho
c6 thé xay ra.

Trong trudng hop (b) Sy can bang 13 khong 6n dinh, boi vi sau mot
nhiéu loan nho vién bi s& khong bao gior ¢6 thé phuc hoi vi tri ban dau cua né.

Trong trudng hop (€), kich vién bi ra khoi Vi tri can bang ban dau thi no
lan trén mit phang ngang dén khi nging chuyén dong, nd c6 vi tri can bang
méi khac véi trang thai can bang ban dau. Trong trudng hop nay ta ndi rang
trang thai can bang ban dau 13 phiém dinh (khong phan biét).

— Truong hop 2: Mat 6n dinh vé dang can bang [l 1]



Hién tuong mat on dinh vé dang can bang ¢ trang thai bién dang xay ra
khi dang bién dang ban dau cua vat thé bién dang twong Gng vai tai trong con
nho, budc phai chuyén sang dang bién dang méi khac truéc vé tinh chat néu
tai trong dat dén mot gia tri nao d6 hoac xay ra khi bién dang cua vat thé phat
trién nhanh ma khong xuét hién dang bién dang méi khac trudc vé tinh chat
néu tai trong dat dén mot gia tri nao d6. Trong nhitng trudng hop ndy, su can
bang giita cac ngoai luc va ndi luc khong thé thuc hién duoc tuong tng Véi
dang bién dang ban dau ma chi co thé thuc hién duogc twong ung vai dang
bién dang méi khac dang ban dau veé tinh chit hoic chi c6 thé thuc hién duoc
khi giam tai trong. Hién tuong nay khac véi hién tuong mat 6n dinh vé vi tri ¢
cac diém sau: Doi twong nghién ctru 1a vat thé bién dang chir khong phai tuyét
ddi ciing, su can bang can dugc xét véi ca ngoai luc va noi luc.

Mat 6n dinh vé dang can bang gom hai loai:

Mat 6n dinh loai mot (mat 6n dinh Euler), c6 cac dic trung sau:

Dang can bang c¢6 kha ning phan nhanh, phat sinh dang can bang méi
khac dang can bang ban dau vé tinh chat Trudc trang thai téi han dang can
bang ban dau 14 duy nhat va 6n dinh; sau trang théi ti han dang can bang 1a
khong 6n dinh.

Nhu hinh 1.1, dé biét dugc trang thai can bang cua co hé ¢6 on dinh
hay khong thi ta phai kich né ra khoi vi tri cdn bang ban dau. Phuong phap
chung dé danh gia su mat 6n dinh cua co hé 1a: Pua hé ra khoi vi tri can bang
ban dau cia n6 va kiém tra xem no co ton tai trang thai can b.'?mg ma&i khong.
Néu nhu tim duoc trang thai cdn bang méi khac véi trang thai can bang ban
dau thi hé 1a mét 6n dinh va lyc giir cho hé & trang thai can bang mai nay goi
1a luc téi han, truong hop nguoc lai hé 1a on dinh.

1.2. Lich sir phat trién ciia 1y thuyét on dinh cong trinh

Thuc té cho thay nhiéu cong trinh bj sap d6 do mat 6n dinh, chiéc cau

duong sat du tién ¢ Kevda — Nga 1 cdu dan hé di bj pha huy nam 1875 do

hé dam bién trén bi mat 6n dinh, cau Menkhienxtein ¢ Thuy si bi pha huy
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nim 1891 do mét 6n dinh, Cau dan Quebéc qua song St. Laurent & Canada, bi
pha huy vi mat 6n dinh cua diam chiju nén trong khi xay dung vao nim
1907[10, trg 5], bé chtra khi & Hamburg bi pha huy nim 1907 do dam ghép
chiu nén bi mit 6n dinh, cau dan Mojur & Nga bi pha hay nam 1925 do dam
ghép chiu nén bj mat 6n dinh, riéng & Phap theo sb liéu cua k§y su Girard
trong khoang thoi gian tir 1955-1965 da c6 24 cau bi pha huy, phan 16n 1a do
nguyén nhan mat 6n dinh, Cau Tacoma & My xdy dung hoan thanh ngay
1/7/1940 va bi pha huy 7/11/1940 do bj mét 6n dinh vi tic dung cia gi6 [32,
trg 277] v.v...

Van dé 6n dinh két cau duoc bat dau tir cong trinh nghién ciu bang
thuc nghiém do Piter Musschenbroek cong bb nam 1729, da di dén két luan
rang luc t6i han ty Ié nghich véi binh phuong chiéu dai dam. Ba muoi nim
sau bang phan tich toan hoc Leonhard Euler ciing nhan dugc két qua nhu vay.
Pau tién cac ky su khong chap nhan két qua thi nghiém cua Piter
Musschenbroek va két qua caa 1y thuyét Euler ngay ca Culong [31, trg 185]
ciing tiép tuc cho rang do ctng cua cot ty 1é thuan véi dién tich mit cat ngang
va khong phu thudc vao chiéu dai dam. Nhiing quan diém d6 dya trén cac két
qua thi nghiém cua cot gd va cot sat ldp ghép co chiéu dai twong dbi ngan,
nhitng dam loai nay thuong bi pha hoai véi tai trong nho thua tai trong Euler
do vat liéu bi pha hoai ma khong phai do mat 6n dinh ngang gy ra. E.Lamac
12 nguoi dau tién giai thich mot cach thoa dang su khong phu hop gitra két
qua ly thuyét va két qua thuc nghiém, 6ng ay chi ra rang Iy thuyét Euler 1a
hoan toan phu hop véi thuc nghiém khi bao dam rang nhiing gia thiét co ban
cua Euler vé xem vat liéu 1a dan hoi va diéu kién 1y twong ciia cac dau cudi
can phai dugc bao dam. Nhimg thi nghiém sau nay khi nguoi ta rat chu y bao
dam cua dau cudi cua dam va bao dam cho lyc dat dung tim cta dam da
khang dinh tinh dung d3n cua cong thic Euler.

1.3. Cac phwong phap xiy dwng bai toan 6n dinh cong trinh
1.3.1. Phuong phdp tinh

11



Theo phuong phap nay tai trong tdi han sé& 13 tai trong nho nhat dé xay
ra phan nhanh dang can bang, tirc 1 bén canh dang can bang ban dau ton tai
dang can bﬁmg lan can. Dé x4c dinh tai trong nay chi can nghién ctru sy can
béng cua hé ¢ trang thai lan can khi cho hé chuyén vi bé va di tlm tai trong bé
nhat twong (mg voi dang can bang lan can do.

Khao sat can b.'?lng caa mot hé o trang thai 1éch khoi dang can béng ban dau.
Tinh gi tri cua lyc & trang thai léch dé ddi chiéu véi gia tri cia lyc da cho &
trang thai can bang ban dau.

Gia st P 1a lyc di cho o trang thai can bang ban dau
P* 1a luc &g VGi trang thai 1éch khoi dang can bang ban dau (lyc can c6 dé
gitr hé ¢ trang thai 1éch).

- Néu P < * thi hé can bang 6n dinh

- Néu P = P* thi hé c4n bang phiém dinh

- Néu P > P* thi hé c4n bang khong 6n dinh

Xét hé mot bac ty do, mot dau ngam dan hoi, mot dau tu do
Sau khi khao sat can béng cua hé ¢ trang thai can 1éch ta co:

k
P=I— do do:

k .
-V6i P < n thi hé can bang 6n dinh
7= k 3 A A M M =X .
-Voi P = n thi hé can bang bang phiém dinh

k
'Vé’l P:T

hé can bang khéng 6n dinh
1.3.2. Phuong phadp nang luong

Phuong phap nay duya trén viéc nghién ctru ning luong toan phan cua
hé. Khi n6 dat' cuc tiéu thi hé ¢ trang thai c4n bang 6n dinh. Su léch khoi
trang thai can bang on dinh sé& lam tang nang luong. Tai trong ti han (ng voi
nang luong cuc tiéu.

Nguyén ly Larange - Dirichlet:

12



“ Néu hé & trang thdi can bang én dinh thi thé ndang toan phdn dat cuc
tiéu So V4i tdt cd cdc vi tri ldn cdn vé ciing bé ké tir trang thdi cdn bang do.
Néu hé ¢ trang thai can bcing khong on dinh thi thé nang toan phd‘n dat cuc
dai S0 V4i tat ca cdc vi tri ldn cdn vo cung bé ké tir trang thdi can bc‘?ng do.
Néu hé 6 trang thdi can bang phiém dinh thi thé néing toan phan khéng déi”.
Thé ning toan phan U* cua hé ¢ trang thai bién dang gom:

- Thé nang bién dang caa noi luc u

- Thé ning cua ngoai luc Up= -T (trai diu voi cong cua ngoai luc T)
U=U+Up=U-T

D6 bién thién J U* cua thé niang toan phan cua hé khi chuyén tir trang thai

dang xét sang trang thai lan can s¢€ la

OU*=0U-90T

Trong do: O LP- bién thién cua thé ning toan phan

ou - d6 bién thién cua thé nang bién dang 9 T - d6 bién thién cua cong
cac ngoal luc Nhu vay, theo nguyén ly Lagrange - Dirichlet:

Néu OU > O T thihé ¢ trang thai can bang 6n dinh Néu O U < O T thi hé ¢
trang thai can bang khong 6n dinh Néu OU = OTthihé 6 trang thai can
bang phiém dinh

1.3.3. Phuong phap dong luc hoc

Pay 1a phuong phap chung nhat, dua trén viéc nghién ciru chuyén dong
cta hé sau khi c6 kich dong ban dau. Néu chuyén dong 1a dao dong c6 bién do
tang khong nging theo thoi gian thi dang can bang ban dau 1a khong on dinh.
Nguoc lai, néu hé luon dao dong bé quanh trang thai can béng ban dau hoic
tat dan thi d6 1a dang can bang 6n dinh.

1.4. Bai toan on dinh uén doc ciia dAm va phuong phap giai
Phuong trinh can bang caa dam thang c6 tiét dién khong d6i chiu tac

dung cua luc P dit & dau dam co thé duoc viét nhu sau:

d*y d?y
E) f+P 3 =0 (1.1)
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Phuong trinh trén 1a phuong trinh vi phan tuyén tinh thuan nhat (khong
c6 vé phai).Phuong trinh dao dong tu do caa dam dugc trinh bay & chuong 3
cling thudc loai phuong trinh nay. Vi vay, dé tong quat & day trinh bay
phuong phap chung tim
nghiém cia phuong trinh vi phan tuyén tinh bac n thuan nhat c6 cac hé sé la
hang sé [29]:

a, d’y +a, y
dx" dx"*

n-1

+..+a,y=0 (a, #0) (1.2)

Pé giai phuong trinh vi phan trén thi giai phwong trinh dic tinh ciia n6 1a:
aor+aur" 1+, +an.1r+a,=0 (1.3)

a) Truong hgp phuong trinh dac tinh c6 n nghiém phan biét thi nghiém cua
phuong trinh vi phan (a) viét du6i dang sau:

X

y=ce" +ce” +.+ce” (1.4)

Céac hé sb ¢ dugc xac dinh tir diéu kién bién cta bai toan

b) Néu nhu mot nghiém rk nao d6 co6 nghiém lap lai mg lan thi thanh phan
tuong (ng trong nghiém trén dugc thay bang

x™*)e" (1.5)

2
(C, +C X+C, X +...+ Cre(m, 1)

Trong trudng hop ¢ hé phuong trinh tuyén tinh sau:

d d d :
gpjl(&)yl-i_qojz(&)yz+"'+¢jn(&)yn:0 (J:]-! 21 3!"'”) (16)

O day ¢, (%) 1a da thuc cua (%). M&i ham yk = yk(x) (k=1...n) déu c6
dang (1.46) va (1.47), con cac s6 mii r1 s& 1a nghiém caia hé cac phuong trinh
dac tinh
D(r) Edet[¢jk(r)J:0 (1.7)

bay la hé phuong trinh dac trung cia hé phuong trinh vi phan. Tu
phuong trinh (1.7) tim dugc I, dua cdc nghiém y dang (1.4) va (1.5) vao h¢

phuong trinh (1.6) s& x4c dinh dugc cac twong quan ciia cac hé sb, cac hé s6
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tu do dugc xac dinh tir cac diéu Kién bién.Po 1a phuong phap chung dé giai
phuong trinh vi phan tuyén tinh thuan nhat c6 hé s6 1a hing so.

Tro lai phuong trinh uén doc cua dam. Phuong trinh (1.1) hoan toan
giai dugc bang cach giai phuong trinh dic tinh (1.3),tim nghiém theo (1.4) va
(1.5), cac hé s6 caa (1.4) va (1.5) xac dinh tir cac diéu kién bién cua dam. Tuy
nhién, mot cach giai ngin gon hon khi viét ham d¢ vong y cua dam dudi dang
Ssau
Y = asin(kx) + bcos(kx) + cx +d (1.8)

That vay, dua ham (1.8) vao phuong tinh (1.1) ta thiy phuong trinh
(1.1) dugc thoa méan. Véan dé con lai 12 xac dinh cac hé sé a,b,c,d . Bon hé sb
a,b,c,d cua ham y duoc x4c dinh tuy theo 4 diéu kién bién Y, Y,V ,V tai hai
dau cudi dam. Dudi day trinh bay cac 10i giai dam co cac diéu kién bién khac
nhau.
Vi du: Xdc dinh luc téi han ciia dAm hai dau khép

Céc diéu kién bién tai lién két khop 1a chuyén vi va momen ubn bang

khong. Ta co :

yx=0=0.0 Y x=0)=0 yix=1 =0 Y (x =1 =0
Pua 4 diéu kién trén vao (1.8), nhan duogc 4 phuong trinh sau

b+d =0; b=0;asin(kl) +cl =0; ak®sin(kl) =0
Ta c6 b=c=d=0, asin(kl)=0

Néu a=0 thi y=0, d6 la nghiém tim thuong cua (1.1). Bé co dugc
nghiém khong tdm thuong (y = 0), ta cho

sin(kl) =0hay kl =nz,....n=12,3,...)

Thay k vao phuong trinh (1.8) ta co6
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B n?z’EJ

P=""1 (1.9)

Vi cac gia tri P x&c dinh trén, dam co trang thai can bﬁng mai, trang thai
. ¥ N
uon doc Vi y = asm(l— X) (1.10)

khac véi trang thai ban dau 1 trang thai nén, dam thang. Ta n6i dAm mat 6n
dinh va luc P 1a luc t6i han Euler. Chu ¥ rang véi P téi han xac dinh theo
(1.9), d6 vong (1.10) cta dam van hitu han. Tuy nhién, theo li thuyét dam-cot
trinh bay & trén, d6 vong cua dam vai luc P xac dinh theo (1.9) s& tang 1én vo
cung, nén (1.10)1a biéu thire xac dinh lyc téi han cua dam. Kixelov cho ring
luc P t6i han (1.10) van nam trong mién o6n dinh.

Pé thoa man 4 didu kién bién Y,Y,Y ,Y cua phuong trinh (1.1) ta ¢o
thé dung 4 thong sb Chuyén Vi, goc xoay, momen udn va luc cit chua biét tai
hai dau dam 1am 4n thay cho cac hé s6 a,b,c,d caa phuong trinh (1.8).Ta c6
phuong phap thong sb ban dau duogc gido su Kixelov sir dung trong gido trinh

dong luc hoc va 6n dinh cong trinh ciia minh.

1.5. Nhan xét chwong 1:

O trén di trinh bay cac phuong phap chung dé xay dung bai toan 6n
dinh cong trinh. Cac phuong phap d6 la: Phuong tinh, phuong phap nang
luong va phuong dong luc hoc. Cac phuong phap ndi trén hoan toan tuong
duong nhau. Pa gidi thidu cac dinh nghia, cac khai niém va cac dinh 1y vé 6n
dinh nham muc dich hiéu rd ban chit cua bai toan on dinh cong trinh. Pa trinh
bay phuong phap chung dé giai cic phuong trinh vi phan tuyén tinh thuan
nhat va ap dung dé nghién cttu 6n dinh cua dam thang chiu lyc nén P tac dung
& dau dam. C6 thé noéi day 1a phuong phap toan duy nhéat va do d6 pho bién

nhét trong nghién citu on dinh cong trinh hién nay.
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CHUONG 2
PHUONG PHAP PHAN TU HUU HAN

2.1. Phuong phap phan tir hitu han

Trong chuong nay, s& chi dé cap tdi ndi dung co ban nhat cua phuong

phap, va chu yéu xét t6i tng dung vao tinh toan hé dam voi vat liéu con lam

viéc trong giai doan dan hdi. Tuy nhién, trong phan 1y thuyét co ban, van lay

vi du minh hoa véi bai toan phang dé thay rd hon ban chét cua phuong phap.

2.1.1. Roi rac hoa so' d@d tinh

Trong phuong phap phan tu
hitu han, ap dung bién phap roi rac
hoa, mot két cdu lién tuc duoc coi 1a
mot tap hop cac phﬁn tr ndi Vi
nhau tai cac diém nat. Trén hinh 2.1
cho thdy hé dam gom cac phan tir 1a
cac dam thang duoc ndi véi nhau
boi cac nit khop hodc nat cing tai
dau dam (hinh 2.1a, c, e); hinh 2.1f,
i cho hinh anh cac phan tu cua ban

phang, cua vat thé khoi.

e, & %% 3 e,
bl f?l
4 n ' i
L, 4 ¥ d//L i‘
ui. v woourg o oy
: t JT !‘J"b JT/\Qj
#I
e .
L m %
9 a4 k, ]
D }\\ '
5 N3 |
& 1'9
Hinh 2.1

Nt phan tir dugc dic trung bai s6 bac tu do cua no. P6 1a cac chuyén

vi thang cta nut (ui, Vi) hay dao ham cua nd (goc xoay i), chiing dugc goi 1a

thong s6 chuyén vi nat. Toan bd m chuyén vi nat caa mot phan tir duoc danh

s6 va sap xép theo thir tu thanh vecto chuyén vi nat caa mot phan tir:

5,

6. =

(@)
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Vecto chuyén vi nat ctia phan tir dam i-j hai dau nat khop va hai dau
nut cimg trén hinh 2.1b, d 1an luot c6 cip (4x1) va (6x1)
8l ul

2 2

=

{8}, =1 {8, =

c 5

w
N

> o O
I
< € < <

N
[$)]
—

d
d
d
o
d, 0,

Hinh 2.1g cho thiy mét phan tir tam giac cua ban phang va cac chuyén
Vi nat cda no.

Toan bo n chuyén vi nat c6 mot hé duge danh sb va sap xép theo thu tu

thanh mot vecto chuyén vi nit cta toan két cau:

(a1 ®

Nut cia mot phan tir khong nhét thiét phai & tai cac dinh cua phan tu,
ma con ¢6 thé nim trén cac bién cua phan ti; hinh 2.1h cho thady mét phan tur
tam gidc cua ban phang gom 6 nit va vecto chuyén vi nat ¢ cap (12 x 1)

Khi tinh toan, tai trong tac dung trén hé duogc thay thé bang mot hé luc
tap trung (P, M) dit tai cac diém nat co cac thanh phan twong tng véi chuyén
vi nat. Vi mot phan tir, vecto tai trong ntt {f}, (luc nat do tai trong) tuong
g voi vecto chuyén vi nut {8}, cia phan tir; con véi toan két cau, tuong tng
V6i vecto chuyén vi nat {A} ¢6 vecto tai trong nat {F}.

Khi roi rac hoa két cau, sb luong phan tir duge phan chia cang 16n, kich
thugc phan tir cang nho thi mic d6 chinh x4c cang cao, song sé lugng phan tu
ciia mot hé ciing nhu kich thudc caa phan tir nhat thiét phai 1a hitu han.

Tai mdi nut, tat ca cac phan ta ndi vao né déu ciing chung mot chuyén
vi nén diéu kién lién tuc da duoc dam bao tai cac nat. Cac diéu kién bién ciing

duoc dam bao tai cac nat.
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Khi tach xét riéng mot phan tir, c6 thé xem su lién két giita phan ta
dang xét voi cac phan tir 1an can bang cac dam lién két tai cac diém nat. Noi
luc trong lién két nat (lwc nat) va chuyén vi nat § 1a twong tng voi nhau (hinh
2.2) va lap thanh véc to luc nat {N}

2.1.2. Ma tran d¢ cierng cua mot phan tir

Trong giai doan vat

licu bién dang dan hdi, giira
lyc nat N va chuyén vi nut &

ctia mot phan tir ¢6 quan hé

QL
{R
o)
oM <
I'é-
Zl <
o=
zi
R

phu thudc tuyén tinh.

Hinh 2.2

Chang han véi phan tir tam gidc cta bai toan phang (hinh 9-2) luc nit
thae nhat N1 = Nix (lyc tai lién két ngang cia ndt i va theo huéng cua &: =u,)
duoc tinh béng téng cac luc nat do chuyén Vi cac nut cua phﬁn tir gy nén:

N1 = Ni = Kuli + K, Vi + KisUj + KiaVj + KisU + KisVie —— (C)
trong do ki - phan luc don vi tai lién két tht i (luc nat tha i) do chi
riéng chuyén vi nat thir j bang 1 tai don vi § = 1 gy nén, va duoc goi 1a hé s6
do cung.

Cac gach ngang trén cac ky hiéu chi ro cac dai lugng d6 dugc xét trong
hé toa do riéng cua phan tu e.

Néu viét phuong trinh dang (b) cho lan luot theo tht tu du ca 6 lyc nut
cta phan t tam gidc trén hinh 2.2, ta dugc hé 6 phwong trinh dai sé tuyén

tinh, viét dudi dang ma tran nhu sau:

Nl _Rll RIZ e RlS | 61 ]
N:Z _ RZl EZZ e RZG . S:Z (d)
NG) _Eﬁl RGZ RSG_ 86)

hay
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N} =|k| 45} (9-1)

Trong do {N}e,{g}e, [ELlﬁn luot 1a cac vecto luc nut phﬁn ti, vecto
chuyén vi nit phﬁn tr va ma tran do cang caa phan tir e dang xét trong hé toa
d6 riéng cua phan tir do.

Khi tinh toan két ciu, can phai 1ap ma tran d6 ciing phan tu [E]E cho tat
ca cac phan tir cia hé.
2.1.3. Phwong trinh co ban ciia phwong phap phan tir hiru han
Khi phan chia két ciu thanh cac phan ti ndi
véi nhau tai cac diém nut, tai mdi nat c6 thé
c6 nhiéu phan tir dugc ndi vao. Gia st tai
nat s trong bai toan phang c6 m phan ti

dugc ndi nhu trén hinh 2.3.

Hinh 2.3
Tai do, m phan tr c6 chung mot chuyén vi, nén diéu Kién lién tuc ciing

nhu diéu kién can béng tai nat s déu dugc thoa man.

Theo phuong trinh (c) chuyén vi cta tat ca cac nat cia m phan tir dugc
ndi tai nat tai nut s, déu gdy nén lyc nut tai nat s, do do vecto lyc tai nut s 1a
{NSX} bang tong céac luc nat do chuyén vi nat cia m phan tir xung quanh gay

sy
nén (tinh theo (c)). Néu hé & trang thai can bang, thi vecto lyc nut tinh trén
phai cin bang véi vecto ngoai luc tai nut s, va viét dugc phuong trinh biéu

dién diéu kién can bang ciia nut s nhu sau:

>IN, = {F) (e)

r=1
Trong do:
{NS}r - vecto luc nat tai nat s, do cac chuyén Vi nut cua phﬁn ttr r ndi tai
nat s gdy nén, va 1ap & hé toa chung cua két cau (khong co gach ngang khac

VOi {N} da 1ap trong hé toa do riéng cua phan ti). {N,} & day duoc lap nén

20



bang cach tap hop cac vecto {N }e = [EL {S}e theo (2.1) sau khi d& chuyén vé hé
toa d6 chung nho phép bién doi toa do (s& duogc trinh bay trong 2.7).

{FS} - vecto ngoal luyc nut s, bﬁng cac thanh phén ngoai luc dat chinh
tai nut s cong voi cac thanh phan do céc ngoai luc dit trong cac phan tr quanh
nut s tinh quy veé tai nat do.

Néu viét phuong trinh dang (€) cho lan luot theo th tu toan bd cac nut
cua két cau, ta dugc hé phuong trinh dai s6 c6 dang:

[KKA}={F} 2.2)

Trong do: [K] - ma tran d6 cung cua toan két ciu thanh 14p tir cic ma
tran do cung caa ting phan tu [EL trong (2.1)

{A} - vecto chuyén vi niit ctia toan két cau.

{F} - vecto ngoai hyc nit.

Hé phuong trinh (2.2) thuc chit 1a hé phuong trinh can bang luc tai
toan bd cac nat cua hé. Sau khi xét diéu kién bién (nut khong c6 chuyén vi
hodc c6 chuyén vi di biét trudce) thi hé nay hoan toan co thé giai dugc. Ban
chét cua no gidng hé phuong trinh chinh tic trong phuong phap chuyén vi va
1a phuong trinh co ban caa phuong phap phan ti hitu han.

Giai hé phuong trinh (2.2), tim duoc cac vecto chuyén vi nat cia toan
két cAu {A} & he toa do chung, tir do s& tim duoc chuyén vi nat {5}, cia mdi
phan tir trong hé toa do riéng ctua phan t, sau d6 xac dinh dugc néi luc, ung
suat, bién dang caa diém bat ky trong phan tir (ciing nhu cua két ciu) nho cac
quan hé da co trong Co két cau va Ly thuyét dan hoi.

Nhu vy, Van dé co ban ctia phuong phap phan tir hitu han 1a phai thiét
lap dugc hé phuong trinh (2.2) tirc xac dinh duoc [K] va {F }, ma trudc hét 1a
xac dinh duoc ma tran ciing phan tir [EL trong (2.1).

2.2. Cac quan hé co ban trong mét phan tir hiru han

Ma tran d¢ cieng phan tir [k
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Pé 1ap ma tran cang phan tir [EJE c6 thé xuat phat tir nhiéu cach khac
nhau; dudi day ta chi xét mot trong cac cach do - cach 4p dung nguyén ly
cong kha di cua Lagrange da duoc dé cap t6i trong Co hoc 1y thuyét va Ly
thuyét dan hoi.

2.2.1. Nguyén ly cong kha di ciia Lagrange ap dung cho hé dan héi

Gia sir c6 mot vat thé dan hoi co thé "
tich V, dién tich bé mat chiu tai 1a Sp, dién
tich bé mat c6 diéu kién bién chuyén vi 13 Sy
(hinh 2.4).

Ngoai luc tac dung vao vat gém: Hinh 2.4

- Luc thé tich trong mét don vi thé tich: X, Y, Z

- Luc bé mat trén mot don vi dién tich: Xp, Yp, Zp

Goi chuyén vi kha di cia phan té tng véi ngoai luc trén 1a u, v, w ta
dugc cong kha di cia cac ngoal luc:

W = [[[(Xu+Yv+Zw)dv+ [[ (X u+Yv+Zw)ds ()

va thé niang ngoai luc
A=-W (b)
Mat khac, trong vat thé dan hoi xuét hién noi luc va bién dang, tao nén

thé ning bién dang cua vat thé:
1
U = ,[[,[E(GXSX + Gygy + GZSZ + Twyxy + Tyzsz + szsz)dV (C)

Khi d6 thé ning toan phan cua vat thé 1a:
d=U+A=U-W (d)
Theo nguyén 1y Lagrange khi c6 chuyén vi kha di cho phép, néu vat thé
& trang thai can bang va thoa man diéu kién bién, thi thé ning toan phan caa
hé dat gia tri cuc tiéu:
3D =56(U-W)=0 (2.3)
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Phuong trinh nay 1a co s dé rat ra cac phuong trinh cin bang va cac
diéu kién bién, do do 13 co s& cua phuong phap chuyén vi trudc day, ciing
nhu phuong phap phan tir hitu han sau nay.

2.2.2. Ham chuyén vi va ham dang

Mubn 4ap dung nguyén Iy Lagrange theo cong thirc (2.3) dé lap ma tran
d6 cting phan tu [RL phai co dugc cac biéu thirc cong kha di ngoai luc We,
thé ning bién dang Ue, thé ning toan phan @, trong d6 cac dai luong chuyén
vi {u}, bién dang {e}, ung suét {c} déu chua biét. O déy ta chon chuyén vi
nat ctia phan to {S}e lam 4n, va biéu dién cac dai luong trén qua {S}e . Can luu
y cac ky hiéu trén déu co ¥ nghia tong quat, va cac vecto co cac phﬁn tu Sép

xép theo thtr tu twong tng nhu sau:

SX GX
4 Sy Gy
(e)
W={vhe={"lh o= @)
W yxy Txy
sz Tyz
YZx TZV

Pé chon chuyén vi nat phan ti {8}8 lam 4n co ban, truéc hét can xay
dung biéu thuc tinh chuyén vi. Vé§i vat liéu 1am viéc trong giai doan dan hoi,
c6 thé gia thiét chuyén vi tai mot diém bat ky M trong phan tir duéi dang mot

da thtic, chang han voi bai toan phang (hinh 2.5).
U(Xv y):al(P1+a2(P2 o +a0, :Zaiq)i (24)

Trong d6: ¢i - ham chura toa d6 x, y cua diém bat ky M dang xét

ai - hé sb caa da thuc.

u(x, y) goi 1a ham chuyén vi, dong vai trd hét sac quan trong trong viéc
ddng thoi dam bao mirc d6 chinh xac cua loi giai bai toan ciing nhu vira du

don gian trong thuat toan giai.
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Chuan vi tai mot diém gom nhiéu thanh phan (chang han, véi bai toan
phang 1a hai), do d6 (2.4) viét dudi dang ma tran, duoc:
u(x, y)}
fuj= =MHe} @
{V(x, y)
Trong d6 [M] 1a ma tran chua

cac toa do X, y cua diém bat ky dang

xét.

7 Hinh 2.5 ’
Ap dung (f) cho cac diém nut i, j, k (& hé toa @6 phan tr), ta dugc ve

trai 1a vecto chuyén vi nit phan tir {S}e :

B =[Alo} ©
trong do [A] la ma trdn chra cac ma tran [I\/I] da thay x, y lan luot
bf?mg toa d6 cu thé cua cac diém nut i, J, k

Véi phan tir tam giac, {S}G c6 cap (6x1), do do [A] ¢ cap (6x6) va {o}
phai c6 cap (6x1) nhu vay ta thay duoc khi gia thiét ham chuyeén vi (2.4) phai
¢6 sb hé s6 hang o phai bang sb chuyén vi nat caa phan ti.
Tir (g) ritra {5} =[A]" 5, (h)
Thay (h) va (f) dugc chuyén vi {u} tai mot didm bat ky M trong phan

biéu dién qua chuyén vi nat {S}e cua phan tir dang xét:
ful = [MJ[AI {5}, =[N}, (2.5)

Trong d6 [N]=[M][A]" goi 1 ham dang, chua cac toa d6 Xi, Vi .... cua
cac diém nut cua phan tir va cac bién x, y 1a toa d6 caa diém bat ky M dang
x¢et.
2.2.3. Bién dang va &ng suit tai mdt diém trong phan tir

Can thiét 1ap biéu thic tinh bién dang va (ng suat tai diém M bat ky
trong phan tir thong qua an co ban 1a chuyén vi nit phan tir {S}e . St dung cac

cong thirc trong Ly thuyét dan hoi, chang han véi bai toan phang, co:
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Bién dang:

a | [
€, gé OX 5
u
B={e, (= 2 S Hol - 0
Ty ou ov 0 0
oy OX| oy OX

Trong d6 {0} 1a ma tran chira cac toan tir dao ham.
Thay thé {u} tinh theo (2.5) vao (i), dugc cach biéu dién {e} qua
chuyén vi nat {3}, :
(e}~ 0N D). ~ (1) @5)

Trong d6 ma tran [B] = [@][N] chtra cac dao ham cua ham dang.

Ung xuét:
SR, - 1
o | |1-H 1 p 0 |[e
E E "
fol=10, =13, vre )= —|n 1 0 |ig,
1—“ 1—}1 1_H
O E 0 0 > Ty
20+ - -

{o}=[DHe} )
Trong d6 [D] - ma tran chira cac hang s dan hoi caa vat liéu.
Thay thé {8} tinh theo (2.6) vao (k) dugc cach biéu dién {G} thong qua
chuyén vi nat . :
(o} =[D][B] 2.7)
2.2.4. Thé niing toan phan ®. cia mot phan tir. Ma tran cieng phan tir [EL
Pé thiét 1ap biéu thic tinh @ cua mot phan ta. Ta lap cac biéu thuc

tinh céng kha di ngoai luc We va thé ning bién dang U, cua phan ta do.
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Xét trudng hop phan tir vira chiu tai trong tap trung dat tai nat 1a {5}9
(twong Gng voi chuyén vi nat {E}G, vira chiu tai trong phan bd trén bé mat

X

phan tir c6 cuong do tai diém M bat ky 1a {q}:{ } (V6i bai toan phang)

y

Cong kha di ngoai luc We (khong xét luc thé tich) tinh duoc:

We = B)..{P}, + [{u} {a}de ()
Thay thé {u} tinh theo (2.5) vao (1), dwoc:
We = B} P}, + B [[NT {q}d (m)

Q.

Thé ning bién dang Ue cia phan tu tinh theo (d) duoc:
1
Ue= = [le} {odv
237

Thay thé {e} theo (9-6) va {c} theo (2.7) dugc:
0.~ 261 fleT o}ek |5} o

Thé ning toan phan cua phan tir @ tinh duoc:
®:=Us-We= o B -[VI[BT-[D]-[B]dv]-{?S}e ~BLAPL-BL [N fajoe

Theo nguyén 1y cuc tiéu cua thé ning toan phan (8P = 0) tién hanh lay
dao ham riéng lan luot Véi tung Chuyén vi nut va cho béng khong, ta dugc hé
m phuong trinh (cho phan tir m ¢6 chuyén vi nat):
0D,
031

oD
oD e
—F = 05, I{O} (p)
oD
O3
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Thay thé biéu thiac ®. theo (0) vao (p) va ap dung phép dao ham riéng

T T
ddi véi ma tran Ok AX =2AX; XB_pg , duoc;
oX oX

[ I[BT-[D][B]dV}{S}e _ P} + [N gl @

V, Q,
la mot hé phuong trinh dai sb tuyén tinh, dang:
[kLisf, =17 (2.8)

Trong d6: [EL 1 ma tran d6 cing cua phan tu e

k) = ({87 [oYak 29

{t},={P}. + [N {a}de (2.10)

QE
1a vecto luc nat phan tir do ngoai lyc tac dung 1én phan tir (gom ngoai

luc dat dang nt {5}6 va ngoai luc dit trong phan tir quy vé nat {5q }e)
PPaj, = [INT {gJde (2.11)

So sanh hé phuong trinh (2.8) vira 1ap véi hé phuong trinh (2.1) truéc
day, chot hay (2.8) chinh 14 phuong trinh c4n bang giira noi luc va ngoai luc
tai cac nut cia mot phan ti.

Tat ca cac biéu thirc, phuong trinh di rat ra ¢ trén, 1a mot phan ta hiu
han e trong hé toa d¢ riéng cua n6. Tuong tu, lap cho toan b cac phﬁn tor va
chuyén doi vé hé toa do chung réi gop lai cho toan hé, ta duoc hé phuong
trinh co ban dang (2.2) trudc day.

[KKaj={F]
Muén c6 ma tran cing toan hé [K] trugc hét phai xac dinh dugc ma

tran cang [EL cua ting phan tir, mudn c6 vecto lyc ndt toan hé do ngoai luc

{F} trudc hét phai xac dinh duge cac luc nat tirng phan tir {5}6 va {Pq }e.

Nhu vay, trong 2.2 nay da cho ta cic cong thirc co ban dé tinh:
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- ma tran do cang phan tir [k | = [[B] [D]BJdV theo (2.9)

- vecto luc nut phan tor do ngoai luc dat trong phan ti giy nén
{P.} = [INT {a}de theo (2.11)
Qe

Trong d6 [B]=[8][N] theo (2.6) va ham dang [N]=[M][A]" theo (2.5)

Tuy theo loai bai toan cu thé (hé dam, tdm, ban, hé khéi) ma xac dinh
duoc:

- ma tran cac toan tir dao ham [08] trong (i) ({e}=[D]{u})

- ma tran cac hing dan hdi [D] trong (k) ({o}=[D]{e})

Cubi cung, con lai cdc ma tran [M] [A] déu phai xuat phat tir ham
chuyén vi da gia thiét:

{u}= [M ].{OL} theo (f) va {S}e = [A}{a} theo (g)

Ham chuyén Vi {u} duoc giai thiét dua trén hai co so:

- dua vao biéu thic thé ning toan phan @ di lap duoc d6i véi mdi loai
bai toan, sao cho ham chuyén Vi {u} duoc gia thiét co bac thép nhat du dé tién
hanh 14y dugc dao ham cac biéu thirc trong .

- dyra vao sé chuyén vi nat cua loai phan tir dé gia thiét sao cho s6 hang
cuia ham chuyén vi (tac sé phan ti trong {a}) bang s chuyén vi nat cua phan
tu

Nhu vay, khi nghién ctru bai toan cu thé, trudc hét phai thiét lap duogc
biéu thtrc thé ning toan phan @, dé co cin ct gia thiét {u}, xac dinh [8] va
[D]. Sau day ta s€ xét cach ap dung cac cong thuc trén dé lap ma tran d6 cung

phan tu lEL va vecto lyc nat phan ti {_pq }e cho mét sb loai bai toan.
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2.3. Ma tran dd cirng va véc to lwe nit ciia phan tir dam chiu uon phing

Xét phan tir 13 mot dam thang i-j

chiu tai trong phan bd doc theo truc WYW‘E
®

dam va c6 hudng vuong goc vai truc

. _ R A :
dam (hinh 2.8). Chon truc x trung voi — L —
truc dam, géc tai i. Chuyén vi tai mot i % .85

Lo s n o ALe WAe Lo A 52’9_"_______?1-
tict dign mat cat bat ky trong dam bao A i{;wj
gom chuyén vi thang y vudng goc véi Ezv‘tg “““““ 3
truc dam va cé goc xay cua tiét dién o | ] = S

\ ., fa=Mi -{'LfMJ'
déu 1a ham ciia mot bién x. ( s ); . ¢

Hinh 2.8

Vi goc xoay ¢ cua tiét dién co thé tinh duoc tir chuyén vi thang v,

d . . ,
((p = d_i) nén y dugc nhan lam thong so chuyén vi co ban. Vecto chuyén vi

nut {E_S}e va lyc nut tuong ung {f }e cta phan tir 1a:

81 Vi ?1 I:)iy

SEN ARG ALY

B =t (=1v [ e =1p @
3.) (9 f,) (M,

2.3.1. Biéu thic thé ning toan phan @, va cac ma tran [8], [D]
Trén co so gia thiét tiét dién phang da
su dung trong suc bén vat liéu, véi
viéc nhan chuyén vi y theo phuong
vudng goc vai truc dam 1a chuyén vj
co ban, thi dac trung cho ung Suit o
14 md men udn tai cac mat cua phan
t6 dx:

»-Ax—r
Hinh 2.9
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d?y

X2

c—>M=-EJ

va dic trung cho bién dang € 1a goc xoay d giira

hai mit cia phan t6 d6 (hinh 9-9)

e—do= %:dez—d )Zldx
p EJ dx

Nhu vay, thé ning bién dang:

| 2 2
U, =[Loedv=]2[~Ea Y9 lyy
2 2 dx* \ dx®

\ 0

1
Mat khac, cong ngoai luc: W = jq(x)y(x)dx va biéu thirc thé nang toan
0

phan @ c6 duoc:

1 | d 2 d 2 |
e = ! EJ d))/((zx). d{((ZX)dX —!q(x)y(x)dx (b)

2
Tir d6, cac ma tran [0]=— :)(2 [D]=EJ

2.3.2. Gié thiét ham chuyén vi {u}, [M ]; lap cac ma tran [A][N][B]

Do trong biéu thirc thé ning toan phan @, chira dao ham bac 2 caa y(x)
va phan tir dam i-j c6 4 chuyén vi nat, nén ta phai gia thiét u(x) 1a da thac bac

3 V6i 4 56 hang nhu sau (trong treong hop nay 12 y(x)):

[y

“r=[M}a ()

y(X)=a, + X+ +a =1l x x* %]

w

R Q L @

4
Néu chon y(x) 1a da thirc bac 2 thi chi dugc 3 s6 hang, chua bang sb
chuyén vi nat caa phan tir)

Thay toa d¢ caa cac diém nit i, j vao (¢) dugc:

30



Vi = (y)x=o - - N
d, (dy) 1 0 0 O o,
¢ =7
5 " Ldx 01 0 0] |a
Of. = 2l _ =04 — 2h= Al d
o 5071 v=0a [Tl2 1 17 ¢ [a, [Afod @
5.) o :(ﬂj 0 1 21 3°| |,
Poldx )L )
Xac dinh ma tran ham dang theo (9-5):

N]=[M][A]" =) x x x}K-3> _2

1

= [%(Zﬁ —3 4+ 17) S (X - 21k + IZX)I%(SIX2 - 2X3)£(X3 - |X2)} (e)

2

Theo (2.6) xéc dinh dugc ma tran [B]:

1
|3
2 12 x* —2Ix* +1°x
B)=felin)=- ¢ ' (1(3. e )

|3

(2x* =3Ix* + 1)

I%(XS —Ix2)

S O N

2.3.3. Lap ma tran dd ciing phin tir [k ]

Theo (2.9) tinh [k] = E[B]T [D][BJdx vsi [B] theo (f) va [D]=FJ
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36 144x 144X

IEE I°

24 84 T2x° 16 48x 36X°
=y +

- 1 |3 |4 |5 |2 |3 |4
[kl =]
0 36 144x 144x* 24 84x T72x* 36 144x 144X

(dx)

| |° |° I® |4 R I° ’ |°
12 60x 72x° 8 36x 72x2 12 60x_72x2 4 24x 36X

A A I° > I° R R . *

Véi EJ khong d0i, co:

(12
r
6 4
Qg 1@
k] =EJ
12 6 12
INEENS
6 2 6 4
12 I 121

2.3.4. Xac dinh véc to lue nit {|3q }e do tai trong tac dung trong dam giy nén

Ap dung cong thiic (2.11), vi du véi q(x) = g = const;

1(2x3’—3lx2+l3 al
I° 2

2

| | Iiz(xs—2|x2+|2x) %

(R =JINT =]4, adk=1 Q

’ | =3I - 2x° -
|3( ) 2

1 3 2 CI|2

—(x*—=1Ix -

|2( ) 12

Vi y nghia IZ”. theo cong thurc (2.1) trudc day, 1a phan lyuc tai lién két thtr i
(lyc nut thir i) do chi riéng chuyén vi 1 ién két nat thir j bang 1 don vi gdy nén; trong
tredng hop dam thang c6 tiét dién khong doi, cac dai lugng & , U, €, o déu 1a ham
clia x, nén ham chuyén Vi u(x) da gid thiét & trén 1a chinh x4c, va phan tir k; c6 thé

d& dang tinh theo 1y thuyét Co hoc két cau.
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Chang han, cac phan tir trén cot thir

5= =
hai cua ma trén cing phan tu kJ dalap per a(?‘lg : - 2»_%1
trong cong thire (2.3) chinh la cac phan luc v 3!)
6EJ 4 “—‘-S—
lién két nat dau dam do chuyén vi don vi i )
cta lién két nit tht hai gay nén (hinh 2.10)  Hinh2.10
ki=Y, = GEJ k=M. _ﬁ
ae '

_y __ 6B C oy 2B ‘L(’l« tytnug')

=1 = T 42 = j_—| 1 ¢ ____ﬂt%

z
Hinh 2.11

Tuong tu, vecto luc nut { } do tai trong dat trong phan ta giy nén, thay
cho cach tinh theo cong thirc (h) c6 thé tinh bang phan hyc lién két nut dau dam voi

du nguoc lai. Vi du vi q = const (hinh 2.11)

_ql aql

2 2

o] far

sU_ Ml )12 12
{Pq}e— Pjy = 4_i|>— q_|
MJ’ 22 22

Jarp gt

12 12

2.4. Lap ma tran dd cing va véc to lwe mit cia phan tir trong hé toa dd
chung ciia két cau, ma tran bién ddi toa d¢

Trong cac muc trudc ta da lap duoc cac ma tran do cang phén tor [EL
va vecto luc nat phan ta {5q}e hay {?}e la ddi vai hé truc toa do rieng cua
ting phan tir. Tuy nhién, trong phuong trinh co ban caa phuong phéap phan tu
hitu han [K].{A}:{F}, cac ma tran d¢ cung [K] vecto chuyén vi nit {A}

vecto luc nut {F} cua toan hé, dugc xac dinh tir cac phan ta tap hop nén, lai
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phai xét trong mét hé toa d6 chung cho toan két cau. Vi vay can thiét phai
chuyén ddi cac ma tran {I3q}e, {T}e da 1ap & hé toa do riéng cua ting phan tu
sang [k].,{f}, & hé toa d6 chung cua toan két cau.

Xét phan tir dam i-j hai dau lién két ngam bi bién dang va doi téi vi tri
ij' (hinh 2.12). Hé truc toa do riéng ctia phan tir 1a X, y trong do X tring truc
dam, géc tai i. Hé truc toa do chung caa két cau 1a x, y c6 phuong 1ap véi hé
truc riéng caa phan tir mot goc 6. Goc 0 1a dwong khi truc chung xoay tgi truc
riéng cung tén theo chiéu nguoc kim déng hd. Luc nay cac vecto chuyén vi

nut tuong ung trong hai hé truc toa do la:

Hinh 2.12
Sl al ?1 5ix
82 \_/| ?2 Eiy
|8 o 1 |f M,
{S}e: 23 = (_PI ’{f}e: ?3>: I%A )
4 ul 4 ix
SS \_/J ?5 Bjy
86 (P] fG M]
(61\ l"li f1 I:)ix
82 Vi fz Piy
) [0 f M.
), = b=l = sl (2.11)
84 i f4 Pix
65 VJ’ f5 Pjy
Os) @ fe M,
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Xét quan hé chuyén vi nat tai nat i (lién két ngam) gitra hé toa d6 chung
cua két ciu véi hé toa do riéng caa tirng phan ta (hinh 2.13).

Ui = U, cosO+V,sin 0

Vi =—U,Sin0+v,cosO (b)

6i = O,

Viét dudi dang ma tran, duoc:

u cos® sin® 0]fu, |
Vib=[-sin® cos® O[v b (c) Hinh 2.13
¢ 0 0 1]le
hay {S' }e = [7\‘| ]e'{si }e (d)

trong d6 [A,] - ma tran bién d6i vecto chuyen vi tai nat i (lién két
ngam) tir hé toa d6 chung vé hé toa d riéng cua phan tir e:
cos® sin6 O
[A,] =|-sin® cos® 0 ()
0 0 1
Tuong tu voi nat du j, c6 5}, =1, ] 46, }
Véi ca phan tir dam i-j, duoc phép bién ddi vecto chuyén vi nat phan tu
tir hé toa d6 chung {8}, vé hé toa do rieng {3}, la:

{S} = m‘] f _}e.{gf}ehay 8}, =[LL {8}, (2.12)

J J
trong d6 [L], - ma tran bién ddi vecto chuyén vi nit caa phan ti e khi

xoay truc, con goi la ma tran bién doi toa do.
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[ cosO sind 0 ]
~sin @ cosd 0 0]
[L] = 0 o1 (2.13)
¢ cos® sin® O
0] —sin® cos® 0
I 0 0 1

Twong tu, doi véi vecto luc nat caa phan ti, ¢o
). =[LL At
Do [A] va [L], 1a cac ma tran bién ddi cua phép bién déi truc giao, co
tinh chét:
D=5 Ll =[]
nén theo (2.12) c6 thé tim dugc chuyén vi nat phan tr & hé toa do
chung {8}, tir chuyén vi nat phan tir & hé toa do riéng {S}e nhu sau:
6}, =[L] 46}, (2.14)
Tuong tu, v6i luc nat phan tu:
{t),=[LL{F}) (2.15)
Thay thé cac biéu thuc {S}e, theo (2.12) va {?}e theo (f) vao hé phuong
trinh can bang tai cac nat caa phan tir da lap theo (2.8) trudc day:
[kl.8). =17
awoe  [RLLL), <[l
ay (DL ek = 1)
da co dang hé phuong trinh (2.8) & trén song {5}, va {f}, thuoc hé toa
d6 chung cua két cau:
k].{8}. ={f. (9)
vai [k] - ma tran d¢ cung cia phan tir e & hé toa chung cua két cau,
dugc xac dinh tir ma tran do cting phan tir da lap trong hé toa do riéng cua

phan tir.
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[k] =[LT || [L] (2.16)

Thay thé [EL da tinh theo (9.8) vao, dugc cong thuac tinh ma tran do

cing phan tr dam hai dau lién két ngam & hé truc toa d6 chung caa két cau
nhu sau:

[ EF , 12E],
EF 12E EF , 12E]
TR S
6EJ 6EJ 4E]
_78 - -
K] - 2 I’c |
e EF , 12EJ] , EF 12EJ] 6EJ EF , 12EJ) ,

EF 12E] EF , 12E] , 6EJ EF 12EJ EF , 12E] ,
TP T e T s st
6EJ 6EJ 2E] 6EJ 6EJ 4EJ
-—=5 —c — —s -—c —
L |’ |? I |’ |’ | ]
(2.17)

trong do |, ¢, s 1a chiéu dai dam, cos6 va sin® duoc tinh théng qua toa

do cua cac diém nuat;

= \/(Xi _Xi)z +(yj _yi)2 , COSO = % I_Xi , SINO = Y, =i

(2.18)

Ma tran bién ddi [).] da 14p theo (e) la cho truong hop nit i la nut cing
(lién két ngam) c6 ba chuyén vi nat. Néu la nat khop, vecto chuyén vi nat chi

c6 hai chuyén vi thang, khong co chuyén vi goc xoay tai nat do:

[k]:[ cosd  sin 6} )

—sin® coso
Do d6 véi cac phan tr ¢6 cac nat dau dam khac véi phan tir hai dau
ngam da xét & trén [L],, [k], s& khac.
2.5. Phwong phap sé mi 1ap ma tran dé cing [K] va véc to luc nut {F}
ciia toan két ciu
Hé phuong trinh co ban dé giai bai toan theo phuong phap phan ti hiru

han da cho & cong thac (2.2):
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[KHa}={F}

trong d6 vecto an chuyén vi nat {A} gdm céc thanh phan xép theo thir
tw chuyén vi nut cua toan két ciu, vecto lyc nat {F} va ma tran cing toan hé
[K] ciing ¢6 céc thanh phan xép theo thi ty twong Gng vai chuyén vi nat.

[K] va {F} & day duoc lap tir cac ma tran d6 cing [k], va lyc nat {f},
cua ting phan tu trong két cau ¢ hé toa do chung.

Dbi vi mdi phan tir e c6 mot hé phuong trinh can bing dang (2.8) & hé
toa do chung la:

[k].{8}, ={f,

trong d6 {3}, 1a vecto chuyén vi nat ¢ cac thanh phan dugc xép theo
thir tw da duoc quy dinh sin cho ting phan tir. Cau tric caa ma tran cang [k,
va vecto lyc phan tr {f}, ciing tuong ang véi chuyén vi nat {8},

Do thw ty cac thanh phan trong vecto chuyén vi nit {8}, caa tung phan
tir noi chung khac véi thir ty trong vecto chuyén vi nat {A} cia toan két cu,
nén can luu ¥ xép diing vi tri cua ting phan ti trong [k], va {f}, vao [K] va
{F}. Viéc sip xép nay thuong duoc ap dung phuong phap sé ma c6 néi dung
nhu sau:

MJdi chuyén vi nat va luc nat twong ang duoc dung hai s6 ma dé dit
ten:

1. S6 ma cuc bo 1a s6 ma tir 1 dén m (m Ia téng s chuyén vi nat cua
m&i phan tir). Do la thir tw sip xép trong vecto chuyén vi nat {8}, va luc nat
{f}, ctia mot phan tir. Néu cac phan tir c6 cac chuyén vi nat (m) nhu nhau thi
s6 ma cuc bd cua chuyén vi nat gidng nhau.

2. S6 ma toan thé a sé6 ma tir 1 dén n (n 1a tdng s6 chuyén vi nat cua
toan két cu). Po la thi ty sép xép trong vecto chuyén vi nat {A} 1a lyc nat

[F] cua toan két cAu.
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M&i thanh phan cua [k], hoic {f}, tuong @ng véi mot sé ma cuc bo
cua chuyén vi nat cu thé. Can cir vao s6 ma toan thé caa chuyén vi cu thé nay
ma sap xép vi tri caa thanh phan [k], va {f}, vao dtng vj tri trong ma tran
[K] va vecto {F} cuatoan két cAu.

C6 thé minh hoa noi dung sip xép trén qua vi du sau (hinh 2.19). Trén
hinh di ghi tén cta phan tir va s6 ma toan thé caa chuyén vi nat. Su tuong
ing gitra s6 ma cuc bo va sé ma toan thé cua chuyén vi nat trong ting phan tir
dugc ghi trong bang:

Phan tr S6 ma cuc bd

Tén Loai 0°

(63

(34,5)

f-(a,z)
1 |%——F 0° |1|2]3|4]5 :

2 | 4——| 0° |3 |4|5|6]|7
3 |p—qg| 90° |3 |48

Hinh 2.14
Vi ting phan ta, 1ap dwoc ma tran do cang phan tir [k], va vecto lyc

nat phan tir [f ], & hé toa d6 chung, véi cac ky hiéu phan biét nhu sau:

1 [ 11 J
2 |*x (@) |2 .
[k]x_ 3 | * % * 3 {f}l: *
4 * % % * 4 *
*
5 L_* * ¥ * * ~?
123 4 5 °IT
CB, 1 23 4 5
s l = T
1|+ 3 , *
2 |+ + (dx) 4 +
[f,= 3 |+ #% 53 A4S} =9+
4 |+ + + 6 +
54+ +.+ + + Z E)
345 6 1 °IT
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Can ctr bang s ma da lap trén, véi mdi phan tir cia ma tran [k], va
vecto {f}, dwoc sip xép vao ma tran d¢ cing [K] va vecto lyc nat {F} cua
toan hé. Ching han, phan tir kas cua [k], dwoc xép vao tri cia kes trong [K];

phén tir f4 cua {f}, duoc xép vao tri cua fs trong {F |

cB, .1 2.3 4
i A 3 Al
2 A A (dx) 4 A
»[k]3: 3 A A A g {f}3= e
4 |A A A A |9 | A
L S0
3 4 8 9 “IT
* ! 1 M
* * ' | 2 .
R WA (dx) 3 -
¥R OXLA ¥t A 4 | e
[K]:* * * 4 LT 5 {F}:é s
0 0 + ' + o+ 16 7’ (
0 0 + + +  + o+ 7 . N
0 0 A A 0 0 0 A 8 N
_0 0 A A 0 0 0 A A_9 i J
1 2 . 3 4 5 6 7 8 9 )

Céc thanh phan trong ma tran caa ting phan tir dugc xép vao cuing mot
vi tri caa ma tran toan hé déu duoc cong lai véi nhau.
2.6. Cach xir Iy diéu kién bién

Pé giai dugc hé phuong trinh [K]{A}={F} cin phai c6 dinh thuc cua
ma tran [K] khac khong (det [K] = 0), tac Ia hé phuong trinh khong suy bién.
Vi bai toan két cau, diéu nay chi co thé dat dugc khi diéu kién bién duogc
thoa man (két cdu phai bat bién hinh). D6 la diéu kién cho trudc mét sd

chuyén vi nat nao d6, bang khang, hoic bang mot gia tri xac dinh.
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1 - Truong hop tai mot nat cua phan tir, ¢ lien két giit cho chuyén vi
nat bang khong (véi vi du hé cho trén hinh 2.14 cac chuyén vinat 1, 2, 6, 7, 8,
9 déu bang khong), ta xir Iy nhu sau:

+ Khong cho sé ma cua chuyén vi nat d6, hoic ghi "0". Viéc danh sd
ma toan thé cia chuyén vi nut theo thr tw va vecto chuyén vi nut toan he {A}
chi bao gdm cac chuyén vi nat con lai. V&i hé da cho trén hinh 2.14 dugc

danh so lai nhu trén hinh 2.15 va bang s6 ma ciing duoc 1ap lai:

- Phén tit S6 ma cuc bo
ol Les [o PR
S6 ma toan thé . ,

(4,2,3) Y A
1 |[p—F| 0° |00 |1]2]3 LS D o0
2 |4——| 0° |1|2|3]0]|0 |

{0,9)

3 |[o—|90°|1(2]0]0

Hinh 2.15

+ Khi lap [k], va {f}, cac dong va cot twong ang véi s6 ma chuyén vi
nat bang khong trén déu ghi sé khong (0):
Chang han, véi phan tir 3:

CB, 1 2 3 4
o 7
1 | A 1 A
2 | A A (&) 2 A
k — ; —_
[ ]3 3 0 0 0 0 {f}3 0
4100 0 0]0 0
1 2 0 0 “IT
Cudi cung, véi toan hé, duoc:
*+A ax)| 1
¥LA *+A 0 2 i
+ +
[K] ;  {F}=4*+A
*+ *+ *+ 3 *+
1 2 3 e
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2. Truong hgp mét chuyén vi nat dugc cho truéc mot gia tri xac dinh,
chang han Am = a (ké ca a = 0). Khi lap chuong trinh cho may tinh c6 thé xur
Iy theo hai cach sau:

a. Xt Iy kiéu gan sb khong:

- Trong ma tran [K] d3 13p duoc, gan Kmm= 1, con véi moi i, j khac m
gan Kmj := 0, Kim :=0

Trong vecto {F} da lap dwoc, gan Fn :=a

Vi du véi hé phuong trinh caa bai toan co [K] cap (4x4), co diéu kién

bién Am = A= a, sau khi xir Iy diéu kién bién nhu trén duoc:

_Kll | (Al (Fl
0 1 (dx) A _)a
K3l O K33 A3 F3

_K41 0 K43 K41_ A4 I:4

Nhu vay hé phuong trinh [K]{A}={F} trén da thoa man didu kien
bién, vi phuong trinh thir hai lac nay chinh la A= a.

b. Xt Iy kiéu cong mét sb vé cung Ion

Str dung mot s6 A vo cung 16n, chang han A > 102, va thuc hién phép
gan cac tri cua matran [K] va {F} da lap duoc theo thir ty sau:

- Gan Kym .= Knm + A

- Sau do gan Fm := Kmm. @

Sau khi xir Iy diéu kién bién, ciing ddi vai vi du ma tran [K] cép (4x4)

nhu trén, duoc:

_Kll ] Al Fl
K, K,+A (dx) . A, (K,, +A)a
=<
KSl KSS K33 AS FS
_K41 K42 K43 K44_ A4 L I:4

Hé phuong trinh trén da thoa man diéu kién bién, vi phuong trinh thi
hai
Ka1A1+ (K2t A)Azt KazAs + KaAg = (K22 + A).a

42



Chia ca hai vé cho (Kz2 + A) lai dugc A, = a.
2.7. Xac dinh ndi luc cia phan tir

Sau khi giai hé phuong trinh [K]{A}={F} duoc vecto chuyén vi nut
toan két cdu {A} trong hé toa do chung, tir d6 c6 thé xac dinh dugc noi luc
cu6io cung trong ting phan t.

Can ct phuong trinh quan hé gitra phan luc lién két nat va chuyén vi
nat caa mot phan tir e theo cong thie (2.1)

N =[k|l8. @

néu biét chuyén vi nat phan te {S}e & hé truc toa do6 riéng caa phan tir
do, thi co thé tim dugc phan luc lién két nut {N}e (luc nat) caa phan ta, va dé
ciing chinh 1a cac ndi luc tai diém cua phan tir sat vai nat (hay noi luc tai
diém nat caa phan ti).

Chuyén vi nat {S}e cua phan tr & hé toa do riéng co thé tim dwoc tur
chuyén vi nat phan tor {8}, & hé toa d6 chung theo cong thuc chuyén truc
(2.12)

e

B, =[L].6), (b)
[L], - ma tran bién ddi toa do. [L], dwoc thiét 1ap cho tung loai phan tir
khac nhau, theo cac cong thuc (2.13). Trong khi 18p trinh ta su dung phuong
phap s6 ma dé tim lai {S}e :
{8}, - chuyén vi nat phan tir & hé toa do chung, nhan dugc tir vecto
chuyén vi nit toan két ciu {A} sau khi giai hé phuong trinh.
Thay thé (b) vao (a) duoc ndi luc tai cac diém nat caa phan tir do cac
chuyén vi nat phan tir gay nén:
INL =[k]IL] {8}, ©)
Xét truong hop tong quat, trong phan tir con ¢é tai trong tac dung, thi
noi luc [NL tinh trén con phai thém nai luc {Nq}e do tai trong trong phan tir

gay nén
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Dung ky higu [S] =|k|[L] (2.17)
cudi cung duoc noi lyc tai cac diém nat cia phan tir 1a:
(N =[s]46). + N | (2.18)
NOI luc {Nq}e tinh bang luc nat phan to {5q}e theo cong thace (2.11) do
ngoai luc dat trén ph?ln t
nhung 1y dau nguoc lai, hay ciing

chinh bang phan lyuc lién két ntit phan

te {Rq( do tai trong dat trén phan tir
e g

gay nén:

Hinh 2.16

Naj.=- Pajo = Ra. @
Khi tinh hé dam phang, cac phan tir don gian la cac doan dam thang, co
thé theo (2.17) 1ap sin céac cong thirc tinh ma tran [S] cho tung loai doan dam.
- Phén tir dim hai dau lien két ngam (hinh 2.16): Véi [k| theo (2.14)
va [L], theo (2.13) lap dugc (c = cos6; s = sin6)
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CHUONG 3
ON PINH UON DQC CUA DAM CO XET
PEN BIEN DANG TRUQT NGANG

3.1. Ly thuyét dam cé xét bién dang trwet ngang

Ly thuyét xét bién dang truot trong dam do Timoshenko dua ra va
thuong dugc goi 1a 1y thuyét dam Timoshenko. Khi x4y dung 1y thuyét nay
van st dung gia thiét tiét dién phang cta 1y thuyét dam thong thuong, tuy
nhién do c6 bién dang truot, truc dim s& xoay di mot goc va khong con thing
goc véi tiét dién dam nira.

Ly thuyét xét bién dang truot duge dung phd bién trong phuong phap
phan tir hitu han hién nay 13 dung ham d6 ving y va ham guc xoay 6 do
momen udn giy ra 1a hai ham chua biét. Trong trudng hop nay bién dang

truot tal truc trung hoa duoc xac dinh nhu sau, vi du nhu [36].

dy
=——— 3.1
v =7 (3.1)
Tu do6 ta c6 cac cong thuc xac dinh M va Q
de
M=t ()
GF[ dy
el e A 9] 3.2)
a dx

Trong céac cong thirc trén EJ 1a @6 cang udn, GF 1a d6 cting cat cua tiét
dién, G 1a modun trugt cua vat liéu, F 1a dién tich tiét dién, a 1a hé sb xét su
phéan bé khéng déu cua tng suat tiép tr2n chiéu cao tiét dién.

Céc tac gia [36] cho rang khi modun trugt G—oo thi tir (3.2) suy ra

dy
_4 3.3
Ix (3.3)

nghia 1a tré vé 1y thuyét dim khong xét bién dang truot: Goc xoay cua dudng

0

d6 vong 1a do momen gay ra. Theo nghién cttu sinh 1ap luan trén khong dting
boi vi khi théa man phuong trinh (3.3) thi tir phuong trinh (3.2) suy ra luc cat
Q =0, dan V& truong hop udn thuan tay cta dam. Vi 1y do d6 nén 1y thuyét xét

bién dang truwot dung y va 6 1am an khong hoi tu vé 1y thuyét dam thong
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thuong va khi 4p dung vao bai toan tdm, nd ciing khong hoi tu vé 1y thuyét
tim thong thuong (Iy thuyét tim Kierchhoff, [33, 36]. Phuong hudng chung
dé khac phuc thiéu so6t vira néu 1a bo sung th2m cac nat xét lyc cit Q trong
cac phan tir dam hoac phan tir tim [33, 34, 36] hoic dung phan tr c6 ham
dang 1a da thtc bac thap (bac nhat) [39]. Van dé tim phan ta ¢6 ham dang
khong bi hién twong bién dang trugt bi khoa,shear locking, van dang dugc
tiép tuc nghién ctu [40].Tinh hinh chung hién nay vé 1y thuyét xét bién dang
truot trong dim va tdm 1a nhu trén.

Khac véi cac tac gia khac, trong [27, 28] 1y thuyét xét bién dang truot
dugc xay dung trén co sé hai ham chua biét 1a ham d¢ vong y va ham lyc cit
Q. Trong truong hop nay bién dang truot xac dinh theo

aQ
y= GE (3.4)
. 12 hé sb xét sy phan bd khong déu cua ung suat ct tai truc dam.
Goc xoay do momen uén sinh ra bang hiéu gitra goc xoay duong do
vong voi goc xoay do luc cit gay ra.

g dy_ _dy oQ

- S L 3.5
dx 4 dx GF (3:9)

Momen uén s& bang

2
M=-£399 gy 9Y, @ dQ (3.6)
dx dx*  GF dx
Bién dang uén y
d’y « dQ

=— 3.7
=7 ax T GF dx (3.7)

Duya trén 1y thuyét ndy ta s& xay dung phuong trinh cAn bang va céc
diéu kién bién cua dam nhu sau. Theo phuong phap nguyén 1y cuc tri Gauss
ta viét phiém ham luong cudng bic (chuyén dong) nhu sau: (gia st dam co

lwc phan bb déu q).
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!
= jM)(dx +nydx —qudx — min (3.8)

0
Cac ham d6 vong Y, ham bién dang truot ¥ va ham bién dang udn x la céc
dai lwong bién phan, nghia 13 diéu kién can va di dé hé & trang thai can bang
la

l

6Z = jM(S)(dx +jQ6ydx —jq(Sydx =0

0

Hay
l

L l
o7 = [ |- g+ [ 00 [ — [ o
0 o .

=0 (3.9)
Trong phuong trinh tich phan (3.9) hai dai lugng can tim 13 y(x) va Q(x) do

d6 c6 thé tach ra thanh hai phuong trinh sau:

ch? [—%‘ dx —fq6[y]dx =0 (3.10)
0 0
o] e + s Ga =0

0

L4y tich phan ting phan phuong trinh (3.10)

+fdM5 dy]d
dx ldx x
0

Tich phan ting phan thanh phan cudi caa biéu thirc trén ta c6

dy’

_— [
dx

l

fm e P Ma[dy]l+dM5[ | dzMa[ 1d
dx? X = dx dx dx? yiex

0

Phuong trinh (3.10) sau khi ldy tich phan ting phan co dang
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Ma[dy] l dM(S[ ] l
dx Y

dx 0
l
_[<de ) [yldx =0 (3.12)
0
Boi vi cac dai luong 8[y] va & [é] 12 nhé va bt ky nén tir (3.12) ta c6
d*m
=0 (3.12q)
dy !
_Mg[ ] _0 3.12b
I ( )
dM !
“— 5yl =0 3.12
I [v] . (3.12¢)

Tich phan ting phan phuong trinh (3.11):
l
a dQ aQ
M -
j 0 [GF ax ) f Md (5 [GF]) dx
op| [dM [aQ
a a
(o]
( crl)l, ) ax °lerl™
0
Sau khi lay tich phan ting phan
l

j ——+Q gg] dx =0 (3.13)
0

Boi vi bién phan & |Z2|1a nho va bat ky nén tir (2.13) ta co

dM
—E + Q =0 (313&)
aQ1|* _
Més [ﬁ] = 0 (3.13b)

Sir dung cong thic (3.6), hai phwong trinh vi phan cén bang cia dam (2.12a)
va (3.13a) co6 dang.

d*y a d3Q
EJ\="%— 2
dx GF dx

(3.14a)
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E & @ 47 3.15
][dx3 GFdx] ¢ (3.15a)

Phuong trinh (3.14a) va (3.15a) c6 thé viét lai dudi dang

d*y ah?d3Q
2t 6 di? =q (3.14b)
d3y ah?d?Q
2 6 dxZ =Q (3.15b)

Dé nhan dugc cac didu kién bién cua dam thi két hop (3.12b) va (3.13b) ta co

M6 [——+ (3.16)

Chu y t61 phuong trinh (3.13a), phu:ong trinh (3.12¢) viét lai nhu sau
Qsyllb =0 (3.17)

Tom lai, Iy thuyét xét bién dang truot cho ta hai phuong trinh vi phan
(3.14) va (3.15) d6i v6i hai ham y va Q: phuong trinh (3.14) 13 phuong trinh
vi phan can bang gitra ndi luc va ngoai luc, phuong trinh (3.15) 1a phuong
trinh lién hé gitra moémen uén va lyc cat. Cac phuong trinh (3.16) va (3.17) 1a
cac diéu Kién bién & hai dau dam.
Ta xét diéu kién bién (3.16)

Néu nhu tai x=0 hoic x=1, g(’)c xoay 0 do momen udn giy ra c6 bién phan

6[——+ ¢0 thi M|} =0

— lién két khép (3.18a)
Néu nhu goc xoay 0 khf)ng c6 bién phan

80 =34 [—— +—|| =0 thiM|\bdt ky — lién két ngam (3.18b)

béi véi diéu kién (3.17), néu nhu chuyén vi y tai x=0 hoic x=1 ¢6 bién phan.
S[yllo # 0 thiQlo =0,
— khong cé goi twa (3.18¢)
Néunhu 6&[y]|} = 0 thi Q|\bdt ky,— lién két goi twa (3.18d)
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Khi khong xét bién dang trugt, G—oo hodc h—0 thd coc phuong trdnh
(3.14) va (3.15) ciing nhu cac phuong trdnh vé diéu kién bién (3.16) va (3.17)
hoic (3.18) déu dan vé 1y thuyét dam Euler- Bernoulli. Cho nén c6 thé nii Iy
thuyét xét bién dang truot néu trén (xem ham y va ham Q 13 hai ham chua
biét) 1a Iy thuyét day da vé dam.

Cubi cung can luu y rang khi xét tinh lién tuc vé gdc xoay gitra hai
doan dam 14 no6i dén tinh lién tuc ctua goc xoay do mdmen giy ra xac dinh
theo cong thirc (3.5), khong phai lién tuc cta goc xoay Z—z.

Hé sé o
Hé sb & 1ahé sb tap trung ¢ng suat cat tai truc dam.

Déi voi tiét dién chir nhat 6=1.5, ddi vai tiét dién tron 6=4/3. Tuy nhién
khi xét bién dang truot cac tri trén thay doi twong Gng bang 1.2 va 1.11 [31,
60].Trong tinh toan sau nay tac gia dung hé sé 6=1.2 d6i vai tiét dién chix
nhat. Phuong phap chung dé xac dinh hé sb o 1a can bang téng theo chiéu cao
dam cong ciia (g suét cat thyuc hién trén bién dang trugt tuong ung véi cong
luc cét thuc hién trén bién dang truot tai truc dam, van dé nay da duoc nhiéu
tac gia nghién ctru [31, 33].

3.2. Bai toan 6n dinh cia dAm chiu nén cé xét bién dang truwet[15, 18]

Phuong phap chung dé danh gia sy mat 6n dinh cia co hé 1a dua hé ra
khoi vi tri can bﬁng ban dau cia n6 va kiém tra xem né co6 ton tai trang thai
can bang méi khong. Néu nhu tim duoc trang thai cAn bang méi khac voi
trang thai can bﬁng ban dau thi ¢6 thé xem hé 1a mét 6n dinh va luc gitr cho hé
& trang thai cn bang mai nay goi 12 luc téi han, trudng hop nguoc lai hé 13 6n
dinh.
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Pé don gian trinh bay ma khong mat di tinh

(e

téng quat cua phwong phap, ta xét dam chiu
nén mot dau ngam mot dau tu do, chiu luc
nhu (hinh 3.1a). Dam c6 trang thai cAn bang
ban dau 1 trang thai chiu nén thang dung. O o %3_ i
trang thai can bang nay dam bi co ngan lai E
mot doan 1a A=PI/EF, EF 1a do6 cing kéo

nén ctua dam, E 1a md dun dan hoi cua vat
ligu, | 1a chicu dai ban dau cuadam, P1a IuC nn 3 1. DAm ngam — Tu do
tac dung.

Pé xét trang thai can bang nay cua dam co 6n dinh hay khong ta cho
mot diém bat ky trén dam Iéch ra khoi vi tri cAn bang ban diu mot doan o
nao d6. Khi d6 dam s& bi chuyén vj theo dudng dan hdi y(x) va luc P ngoai
tac dung nén con gy ra mémen uén Mp = P(y-Yo). Bay gio trong dam cé noi
luc mémen udn M va luc cit Q khac véi trang thai ban dau chi chiu nén (hinh
3.1b) va momen ngoai luc M,. D6 co ngin A cua dam thuong 1a nho so véi
chiéu dai dam cho nén dé don gian ta xem chiéu dai dam sau bién dang vén
bang | .

Bién dang uén cua dam y xac dinh theo (3.7), bién dang truot ¥ xac
dinh theo (3.4). Luong cudng birc theo phuong phap nguyén 1y cuc tri Gauss

ctia bai toan nay dugc viét nhu sau:

Z=[(M-M,)zdx+ [Qydx — min (3.19)

Cht y momen ndi lyc va momen ngoai luc luoén khac d4u nhau. Trong
(3.19), ¥ vay1a hai dai luong bién phan, do d6 diéu kién can va da dé dam &
trang thai cén bang 1a

6Z = [(M =M ,)Sydx+ [QSydx =0 (3.20)

dy a dQ aQ
Hay OZ= j(M M)&( v GF dxjdx+IQ5( jdx 0(3.20a)
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Sir dung phép tinh bién phan d6i v6i phuong trinh (3.20a) nhan dugc

hai phuong trinh c4n bang sau

d*M-M,) 0 (3.21a)
_ - 2la
dx’
d(M-M) o
_ ATV B 3.21b
e 621
Thay M xac dinh theo (3.6) vao hai phuong trinh (3.21) ta co
4 3 2
gy 4y _ @ dQ) pdy_, (3.22a)
dx*  GF dx’ dx’
gyl 4y _ @ dQ) bW 5 (3.22b)
dx’* GF dx dx

Hai phuong trinh (3.22) 13 hai phuong trinh vi phan cén bang cia dam
chiu uén doc bai luc P dat ¢ dau dam co xét dén bién dang truot. Do 13 hai
phuong trinh vi phan tuyén tinh thuan nhat (khong c6 vé phai) ma phuong
phap giai ching cung vdi cac diéu kién bién ¢ hai dau dam da dugc trinh bay
& chuong 1.

Du6i day trinh bay phuwong phap chuyén vi cudng bic theo [18] giai hé
phuong trinh (3.22).

3.3. Phuwong phap chuyén vi cudng birc [18]

Phuong phap chuyén vi cudng bic nham dua phuong trinh (3.22a) 13
phuong trinh can bang gitta noi luc va ngoai luc vé phuong trinh co vé phai
béng cach cho mét diém nao d6 trong dam, vi du diém x=x1, mot Chuyén Vi
Yo.
0=Ya =Y =0 (3.23)

Pua bai toan tim cuc tri caa (3.19) véi diéu kién rang budc (3.23) vé bai toan
cuc tri khong rang budc bang cach xiy dung phiém ham mé rong Lagrange F
nhu sau:

F=Z+1g > min
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F=[(M-M)xdx+ [Qdx+A(Y, ., — ¥,) = min (3.24)

Trong d6 A 1a thira s6 Lagrange va ciing 1a an cta bai toan. Tir diéu kién

OF =[(M —M,)5dx+ [Qsux+5(Ag) =0

nhan dugc hai phuong trinh sau:

4 3 2 — A khi x=x
g 4Y_ @ dQ) pdy_ _ : (3.25a)
dx* GF dx dx 0 khi x=#x
3 2
gyl 4Y_ @ dQ) pdy 5
dx’* GF dx dx (3.25h)

cung v&i phuong trinh (3.23).
Phuong trinh (3.25a) 1a phuong trinh c¢6 vé phai. Pé nd trd thanh phuong
trinh uén doc (3.22a) cua dam thi

A=0 (3.26)

V& mit toan hoc, phuong trinh (3.26) 1a phuong trinh da thic xac dinh
cac tri riéng cua hé (3.22) boi vi nghiém cua né ciing 1a nghiém cua (3.22). Vé
co hoc, A ¢ thit nguyén 1 Iyc. D6 1a lyc gitr dé cho dam c6 chuyén vi Yo tai
diém x=x1. Luc giit phai bang khong, suy ra phuong trinh (3.26). Tri riéng
cua (3.22) phu thudc vao thong sb P, suy ra A ciing 1a ham cta P. Cho nén
giai phuong trinh (3.26) theo P, s& nhan dugc cac luc tai han cia dam bi udn
doc.

3.4. Xac dinh lyc téi han cia dam chiu nén c6 xét dén bién dang truot
ngang bang phwong phap phan tir hiru han

Str dung phuong phap phan tir hitu han dé nghién ctru cac bai toan on
dinh tinh cta dam co xét dén bién dang trugt ngang s& dugc trinh bay trong
muc nay. Phuong phap xay dung bai toan 1a phuong phap phan tir hiru han, st
dung phuong phap chuyén vi cudng birc dé giai cac bai toan trj riéng va véc-
to riéng. Noi dung muc nay bao gom: X4y dung ma tran d6 cting phan tir ¢6
xét bién dang truot do luc cit Q gdy ra, lan luot trinh bay bai toan tinh, bai

toan xac dinh luc téi han Euler cua dam chiu uon doc va cac vi du tinh.
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Phuong phap phan tir hitu han chia cong trinh thanh nhimg phan nho
duoc goi 1 cic phan t, tinh toan cong trinh dugc din vé tinh todn nhimng
phan tir nho sau d6 két ndi cac phan tir d6 lai voi nhau ta lai dugc 101 giai cta
mot cong trinh hoan chinh. Tuong tw, phuong phap sai phan hitu han cling
chia cong trinh thanh nhimg doan nho va trang thai chuyén vi...dugc xac dinh
tai mdi diém sai phan. Su khac nhau giita hai phwong phap nam & chd ddi véi
sai phan hitu han trang thai chuyén vi cia cac diém thudc doan nam giira hai
nut thuong duoc tinh theo phuong phap ndi suy tuyén tinh con phuong phap
phan tir hitu han cac trang thai chuyén vi gitta hai diém dugc xac dinh bang
cdc ham dang d3 cho. Uu diém chu yéu cua phuong phap phan ti hiru han 13
nho chia cong trinh thanh cac doan nhé thi dé dang mé ta dugc cac hinh dang
phuc tap ctia cong trinh, dac biét 1a vi cdc doan nho cho nén mo ta trang thai
chuyén vi bang céc da thic bac thap. Vi du néu chon ham xép xi 14 da thic thi
phai chon da thirc bac 9 dé mé ta duong d6 vong ctia dam nhung khi dung
phﬁn tr hiru han thi ta ¢ thé dung céc da thirc bac thép 2, 3 hodc 4 dé mo ta
chuyén vi ctia mdi phan tir. S¢ di nhu vay 1a do trang thai Gng suit trong mdi
phan tir nho thi khac nhau rat it. Thong thuong ddi véi phan tar dam chiu udn
thi dung da thtrc bac 3 dé mé ta chuyén V1.

y=aot aiX + axx*+ asx®

Ta thiy c6 4 thong s can xac dinh. Tuy nhién dé tién dung ta thay 4
thong s ao, a1, az, a3 bang chuyén vi, goc xoay cuia phan tir hai nit nhu hinh
3.2.

Do dung ham bac 3 cho nén cac luc tac dung 1én phan tr déu phai quy
vé nut ké ca lyc quan tinh trong bai toan dong.

3.4.1. Ma trian d¢ cirng phin tir
—ae X

Dbi véi phan tir chiu uén nhu dim
p : W,61 Wf&

thuong dung da thirc bac ba dé tinh chuyén vi ' T
ctia nd, do d6 c6 bbn thong sb can xac dinh. éD @

C6 thé chon phan tir hai nut, moi nat cé hai

q Hinh 3.2. Phan tir hai niit
thong s6 la chuyén vi W va goc xoay 6 tai

nut do, hinh 3.2.
Pé tinh toan dugc tong quat, chiéu dai phan tir 1dy bang hai don vi

(phﬁn tur déng thong sé), géc toa do dat ¢ gitra. Nhu vay, néu biét duogc cac
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thong s6 Wi, 81, Wa, 02 thi chuyén vi mdi diém nam trong phan tir xac dinh
theo da thirc bac ba sau day.
W(X) = fiW1 + 01 + f3W2 + 110, (3.27)
trong do: fi= 1/4(x—1)4(x+2); f=1/4(x-1)?(x+1);
f3=1/4(x+1)4(—x+2); fa=1/4(x+1)*(x-1);

Tlr cac cong thirc trén ta thiy chuyén vi o Q,

cia nut 1 (co toa do x = —1) bang Wi, é 0 C_}D

chuyén vi tai nat 2 (c6 toa do x=1) bang

W,. Lay dao ham W(x) theo x va ta lai co Hinh 3.3. Phén tir hai niit
goc xoay tai nut 1 (x = —1) 1a 61, gbc xoay
tainat2 (x=1) 1a 6..

Ta ciing dung da thirc bac ba dé xdp xi ham luc cat cia phan tir, ¢ day
phan tir lyc cat ciing chira hai nat (Hinh 3.3), mdi nut ¢c6 mot thong s6 chua biét
Qi 1a luc cét phan tu tai vi tri do.

Chiéu dai phan ttr 14y bang hai don vi, gbc toa do dit & giita phan tir.
Néu biét cac luc cit Q1, Q tai hai nut thi luc cat V tai diém bat ky ctia phan ti
tinh theo cong thurec.

V = Qaf 5+ Q2fs (3.28)
trong do: f5=1/2(1-x); fe=1/2(1+x);
Dua vao (3.28) cac gia tri x sau
X=-1 tacoluccit V=Q
x=1 tacoluccit V=0Q

Nhu vy, mdi phan tir ¢6 hai chuyén vi nat W1, W2 hai goc xoay 01, 02

va hai luc cat nat Q1, Qz, tong cong cd sau thong sé (6 an) can xac dinh.

Goi X 1a véc to cOt chira squ an cua phan tu theo thir tu sau.

X =[Wy, 01, W2, 62, Q1, Q2] (3.29)
thi c¢6 thé viét lai cac biéu thire (3.27) va (3.28) dudi dang ma tran nhu sau.
W=I[fi b fz3f,0000]X;V=[0 000 f5s fg] X (3.30)

Sau khi da biét cac ham chuyén vi va ham luc cat thi dé dang tinh duoc
bién dang ubn yx, nodi luc mémen Mx, bién dang truot yx, goc xoay ¢ (do
momen giy ra) clia phan tir nhu sau.

| d*W ,  a dV
Xx_{ 0x’ B +Ed_xﬁ} (3.31)
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M, =Ely, (3.32)

yxzé[o 000 f f]X (3.33)
_| W o
¢{ dXB+GFV} (3.34)

Trong céac cong thirc trén f = %x 1a hé sb dua chiéu dai hai don vi caa

phan tir vé chiéu dai that Ax caa né.
Biét dugc ham do vong, ham luc cat cua phan tur thi dé dang tinh duogc
ma tran do cimg phan tir. Theo phuong phap nghuyén 1y cuc tri Gauss ta viét

lwong cudng birc d6i véi bai toan tinh nhu sau.
1 1
Z= [ M, [x, ]Jdx+ [ V[y,]dx — Min (3.35)
-1 -1

Yx Va yx 12 cac biéu thirc chtra cac 4n X(i) cho nén diéu kién dimg cta (3.35)

duoc viét lai nhu sau.

1 1
8Z= [ M, 8, Jdx+ [ V8[y,]dx=0

1t | O | O _
Hay 8Z = 5 [leX {ax(i)}dx +I1V{8X(i)}dxj =0 (3.36)

Hé s6 %s =A%/ d¢ dua tich phan tir (-1) dén (1) vé tich phan theo chiéu dai

phan tir. Co sau 4n ta c6 duoc sau phuong trinh va co dang sau.
AX=B (3.37)
trong do: B - véc to tai trong.

Céc tich phan trong (3.36) c6 thé tinh chinh x4c hoic tinh theo céc tich
phan gin dng (tich phan sd ) cia Gauss (khong trinh bay ¢ ddy). Sau khi
tinh, v6i truong hop chia dAm thanh bén phan tir, nhan dugc A¢[6x6] nhu sau.
[ 768 -768 96 96 O 0

-768 768 -96 -96 0 0
96 -96 16 8 -0.0001 0.0001
96 -96 8 16 0.0001 -0.0001

0 0 -0.0001 0.0001 O 0
0 0 0.0001-0.00010 0

AL =

Ma tran Ae goi la ma tran do cung phén tr, dx 1la d0 dai mot phén tur.
Bé1 vi ham d6 vong cua phén tr 1a da thic bac ba nén cac luc tac dung cling

nhu lyc quén tinh cia cac phan tir déu phai phan bo vé nit cia no.

56



Néu nhu tai nut (1) ¢ luc tic dung P thi vé phai B(1)=P...

Biét duoc ma tran do cung phﬁn tir thi dé dang xay dung duoc ma tran
do cing cua toan dam. Gia st dAm chi c6 mot phﬁn tir thi ma tran Ae chinh la
ma tran do cung tong thé ctia dam. Gia sir chuyén vi tai nat (1) bang khong thi
ta bo dong 1, cot 1 clia ma tran Ae, gia sur luyc cit tai ntt 2, Q=0 thi ta bo tiép
cot 6, dong 6 ciia Ae boi vi chung ta khong co hai an nay.

Chua ¥ ngodi cac an chuyén vi, goc xoay, luc cit ciia dam con phai xét
thém cac an 1a cac thira s6 Lagrange A cta cac diéu kién lién két ¢ hai dau dam.

Ngoai ra con can dua thém céac diéu kién lién tuc vé gbdc xoay tai diém
tiép giap giira hai phan tur (3.34).

3.4.2. Bai toan 6n dinh tinh
Vi du 1. DAm dau ngam - dau tw do

Xét dam c6 luc P 1a luc nén doc truc

l
dat & nit dau tu do ctia dAm. Khi 1éch ra khoi ® 1
vi tri can béng, lyc P gdy ra momen udn M, ?
trong dam.
My=P(y — W) +—— 3 ]
Wo 13 chuyén vi ngang tai nat ¢ dau ty do < o= g'*
ciia dam. P6i véi mdi phan tir i cua dim ta =P =

co

<

Myi = P[WXi— W]

Hinh 3.5. Dam ngam — ti do

Xi 14 thong sd chuyén vi ctia phan tr i. Momen My gdy ra bién dang udn y;

cho nén trong thanh phan luong cudng burc ta viét thém

npt Ay 1 npt Ax 1
1= — 1= -1

Céch tinh céac tich phan trén tuong tu nhu khi tinh ma tran do cung
phan tir. Pay 1a bai toan tri riéng cho nén ding phuong phap chuyén vi cudng
btrc. Cho mdt nut bat ky nao dé ciia dam c6 chuyén vi yo thi trong phiém ham
lugng cudng birc phai xét thém dai luong.

SMWi—Yo) (@
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Wi 14 chuyén vi nat i ctia dam, i 1a bat ky, A 1a thira s Lagrange 1a 4n méi
cua bai toan. Nhu vay, ma tran a thém mdt dong va thém mot cot va véc to B
thém mot dong. Sau khi giai phuong trinh
AX =B (b)
tim dugc nghiém A. A 13 phuong trinh da thirc d6i voi P, giai phwong trinh
MP) = 0 s& co cac luc toi han ctia dam.
Dam ngam-ty do (phan tir lyrc cdt 2 nat)

Bang 4.1. Luec t6i han ciia dim diu ngam - diu ty do tinh
cho hai truwong hop h/l. DAm c6 4 phan tir, phan tir lwe cit 2 nut.
Ty 1€ Day cac luc té1 han P,

h/l P1tn Path Patn Patn Pstn

|2

1/10 | 252850 25,878'|5—;] 82,315?—;] 171393?-;] 378156 =

1/3 2,528'|5—2J 25,878'IE—2J 82,315'|5—;] 171,393'|5—2J 378156 =

Bang 4.2. Lwe t6i han ciia dim diu ngam - dau tw do tinh
cho hai trudng hop h/l. Dam c6 9 phén tir, phan tir lwe ciit 2 niit.

Ty 1€ Day céc luc t61 han P,
h/l Pith Path Path Path Psth

1/10 2,472%] 22,609?—;] 64,327'?—;] 129,402'IE—;] 21962350

1/3 2,472'|5—;] 22,609'|5—;] 64,327'|5—;] 129,402'|5—;] 2196235

Dam ngam-ty do (phan tir luc cit 4 nat)
Bang 4.3. Luec téi han cua dim diu ngam - déu tu do tinh
cho hai truwong hep h/l. DAm c6 9 phin tir, phan tir e cit 4 nat

Ty I¢ Day cac luc to1 han P

h/l P1th Path Psth Path Psth

1/10 2,467% 22,206% 61, 687% 120,924% 199,976%

1/3 2,467% 22,206% 61, 685% 120,911% 199,919E—2‘]

Nhan xét:
Két qua tinh toan lyc t&i han luén phu thude vao ti $6 gilra chiéu cao

tiét dién va chiéu dai dam h/l. Tuy nhién, v&i trudng hop nay bai toan dam
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mot dau ngam— mot dau tu do 1a bai toan tinh dinh nén anh hudng cua bién
dang truot dén luc t6i han 1a khong dang ké. V& mit s6 hoc thi khi ti s6 h/l
cang nho (h/1<1/10) trd di thi c¢6 thé bdo qua anh hudng cia bién dang truot
nhung & day dung 1y thuyét ddy du vé ddm dé tinh toan mot cach d& dang do
d6 nén xét bién dang trugt trong moi truong hop.

O bang 3.3 ¢6 ba luc t&i han dau tién 1a chinh xé4c, khi chia dim thanh
bon phﬁn tir két qua nhan dugc ¢ bang 4.1 cé sai sb 1an luot 1a 2,47%,
16,53%, 33,43%. Nhu vay, ta can roi rac hdéa dAm thanh nhiéu phﬁn tir hon dé
nhan duoc két qua chinh x4c. That vay, khi chia dim thanh 9 phan tir két qua
nhan duoc ¢ bang 3.2 da tiém can két qua chinh xéc cu thé sai sd chi con 1a
0,2%, 1,81%, 4,27% d6i vé6i ba luc t6i han dau tién.

Qua két qua & bang 3.2 va 3.3 ta thiy khi chia dam thanh 9 phan tir luc
té1 han trong hai trudong hop, phﬁn ttr luc cit 4 nat nhan duge ba luc t6i han
dau tién chinh xac so voi két qua nhan duogc tir 101 giai ban giai tich, con véi
phan tir lyc cat hai nat van con sai s6 tuong tng 13 0,2%, 1,81%, 4,27% d6i
v6i ba lyc téi han dau tién.

Do vay mudn tang do chinh xac cua két qua nhan duoc thi hoac 1a tang
thém s phan tir hodc ting s6 nut trong phan tir lyc cit.

Vi du 2. Dam hai dau khop

Xac dinh lyc téi han cho dam @ : -r—__’i
chiu nén nhu hinh 3.6a. . L
’I
P x ‘7 y SO DO DAM NGANG
@ - 1 2 3 4 5 1y
A _25'__ ® i l—fi—{— &
l '[l' SO DO NUT DAM
Vy © P& N
]' l l' SO DO AN CHUYEN VI
i( T @ P2 Nwx
x SO DO AN GOC XOAY
@ —
A |'%jf‘;////‘:r'_ ©® FEHESAERAE N

~
x SO DO AN LUC CAT
—

/ml l/‘lbpl l/’nqn l/’l‘bp:

‘7 Yy CHIEU DAI PHAN TU

Hinh 3.6. Dam hai dau khép Hinh 3.7. Ddnh s6 niit, s6 dn

Chia dam ra lam npt phan tir (hinh 3.7), ndi lyc m6 men uén do luc P

gy ra trong cac phan tu cua dam la:
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M, =P.w, (i=1+npt) @)
M6 men uén M, gy ra bién dang udn y, do d6 trong thanh phan
lwong rang budc cia bai toan ta phai viét thém thanh phan nay, nhu vay luong
rang budc cho bai toan 6n dinh c6 thé viét nhu sau:
AX et

:—zj(M MP,)[;(]dx——ZjV [, Jax — min (b)

i=1_1 i=1-1
Piéu kién ding cta phiém ham lugng cudng birc (b) la:
npt 1

2 =3[ (M, =M. ol Jox- 55 Vol =0

i=1-1 i=1-1

(c)
_Ax et % gy Ty | %
hay az_—z (ZI(M MP,){@(] zlj [ dej_

i=1_1 i
Goi nw 13 sb thong sb chuyén vi tai cac nat caa dam c6 chuyén V1; NWX
1a s6 thong sb goc xoay tai cac nat cuia dam co goc xoay. Dua vao diéu kién
nay ta s& xay dung duoc ma tran do cimg ctua dam co6 bac: nxn (N=nw+nwx),
trong bai todn nay n=19 (sau khi bd di nhitng hang va cdt tuwong Ung co
chuyén vi hodc goc xoay bang khong).
Bay gid xét cac didu kién lién két khép tai hai dau dim va cac diéu kién
lién tuc vé gdc xoay giita cac phan ti.

bicu kién mémen uon tai hai dau dam bang khong duoc viét nhu sau.

S

dx?*  GF dx &
_dy, @ dQ}
dx*  GF dx ;

Trong phiém ham mé rong di€u kién trén dugc viét nhu sau

521(dy a dQ 0

dx*  GF dx o
oa -9V, @ Q) _,
dx? GF dx o

A1, A2 12 thira s6 Lagrange va 1a hai 4n cta bai toan. Nhu vy, ma tran a bay
gior ¢ kich thude (n+2)x(n+2) dé chtra thém hai an A1, A2 c6 s thir tur 1a
(n+1, n+2), trong bai toan nay la (20, 21).

Diéu kién lién tuc v€ goc xoay gitra cac phan tir dugc viét nhu sau
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(ﬂ_i j _(ﬂ_i J 0
dX GF nut 2 phantutruoc dX GF

nutl phantu sau

hay &2 (ﬂ_i ] _(ﬂ_i j 0
dX GF nut 2 phantutruoc dX GF nutl phantu sau

v6i (i=npt-1), trong vi du ndy ta chia dam thanh 4 phan tir nén s6 diéu kién

lién tuc vé& goc tai cac nut giita cac phan tir 1a (4-1=3), ing vi Az, As, As.

Vi A3, Mg, As 13 an sb (k+1), trong vi du trén 13 an s6 22, nén ta phai mo
rong ma tran a. Bay gio nd co kich thudc (n+5) x (n+5), (24x24). Vv...Goi k1
va ko 12 goc xoay va luc cit tai nit 2 phan tir trudc, ks va kq 13 goc xoay va luc
cit tai nat 1 phﬁn tr sau thi ta lai co.

2 2
a(k+1,k,)=1—, a(k, k+1)=—
( 1) " (kp k+1) "

o (0
a(k+1k,)=——, a(k, k+1)=——
( 2) GF (ky k+1) oF
a(k+1Ky) =—1-2, a(ky k+1)=——2

3 AX' 3 AX

a o
ak+1k )=— a(k k+1)=—
( ) oF (k. k+1) o

Trong vi du trén (Hinh 3.7): ki=5, k>=13, k3=6, ks=14. Nhu vay ma tran
d6 cing cta ciia dam duoc md rong thém (npt-1) hang va (npt-1) cot, ¢ day 1a
ba hang, ba cot.

Theo phuong phéap chuyén vi cudng birc tai mot vi tri (nit) nao d6 cua
dam, ta cho 1éch khoi vi tri can béng mot chuyén vi Yo. Chéng han tai nut tha
k ta cho mot chuyén vi cudng birc Yo ta co:

W, — Yo =0 (d)

Nhu vay ma tran do ciing cua phén tor lai dugc mo rong thém 1 hang,

mot cdt va luc ndy ma tran do ciing c6 bac

[(nw+nwx+ngx+ndkb+nlt+nye)X(nw+nwx+ngx+ndkb+nlt+nyo)]
=[(3+8+8+2+3+1)x(3+8+8+2+3+1)]=[25x25]
Trong d6: ndkb 1a sé diéu kién bién, nlt 1 sé diéu kién lién tuc, nyo 1a diéu
kién chuyén vi cudng birc ¢ trong cac rang budc ciia bai toan
v6i hé sb trong ma tran do cung:

a(25k) = 1}

a(k, 25) =1 ©)
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Ma tran vé phai lic nay cé bac: [(nw+nwx+ngx+nm+npt)x1l] véi gia
trj hé s6 [B(nw+nwx+ngx+nm+npt)=yo] con cac hé sé con lai bang khong.

Giai phuong trinh [A]X=B ta s& tim duoc cac 4n sb 1a cac chuyén vi tai
cac nut cua phan tir va cc thira sd Largrange. Tiép theo, ta cho thira sb
Largrange tuong tng v6i chuyén vi cudng birc bang khong ta s& tim dugc gia
trj luc P twong tng 13 cac gia tri t6i han caa lyc nén 1én dam.

Khi chia ddm thanh bén phan tir nhu hinh 3.7, ta nhan dugc A(P) 1a da
thirc bac 18 cia P, giai phwong trinh A(P) =0 theo 4n sb P ta s& tim duogc 18
gié tri lyc t6i han Py, & day dua ra 5 luc t6i han dau tién lan luot 1a:

Bang 3.4. Luec téi han ciia dim hai diu khép tinh
cho hai trwong hop h/l. DAm c¢6 4 phin tir, phan tir lwe cat 2 nut.

Ty 1€ Day cac luc té1 han P
h/l Pi1th Path Psth Patn Pstn
1/10 9,869';:—2J 39,487';:—;] 88,925% 15&473';:—;] 248,872';:—2J
1/3 9,869';:—;] 39,487';:—;] 88,925% 15a473'|5—;] 248,872?—3

Ta thay cac két qua trén dung vdi két qua phan tich theo giai tich.
Vi du 3. DAm dau ngam - dau khép

Xac dinh luc téi han cho dam @ -r___“i
chiu nén nhu hinh 3.8a. . L
7
P X \vi y SO DO DAM NGANG
©) - 1 2 3 4 5
_K“_ ® t—Al—Al—ii—
4 ’II, SO DO NUT DAM
Vy © 33— M
I' l I' SO DO AN CHUYEN VI
5.6 7.8 9 10 1
7 1 @ AL N
P X SO DO AN GOC XOAY
S
S N W © B H e e 1

T SO DO AN LUC CAT
K P/mz},l/mx},l/nm},l/m« ,

CHIEU DAI PHAN TU

3 3 ) Hinh 3.9. Bdnh sé nit, s6 an
Hinh 3.8. Dam hai dau khop

Chia dam ra lam npt phan tir (hinh 3.8), noi luc mé men udn do luc P

gy ra trong cac phan tr cua dam la:
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M, =P.w, (i=1+npt) @)
M6 men uén M, gy ra bién dang udn y, do d6 trong thanh phan
lwong rang budc cia bai toan ta phai viét thém thanh phan nay, nhu vay lugng
rang budc cho bai toan 6n dinh c6 thé viét nhu sau:
AX et

:—zj(M MP,)[;(]dx——ZjV [, Jax — min (b)

i=1_1 i=1-1
Diéu kién ding cta phiém ham lugng cudng birc (b) la:
npt 1

2 =3[ (M, =M. ol Jox- 55 Vol =0

i=1-1 i=1-1

(c)
_Ax et % gy Ty | %
hay az_—z (ZI(M MP,){@(] zlj [ dej_

i=1_1 i

Goi nw 13 sb thong ) chuyén vi tai cac nat cia dam c6 chuyén V1; NWX
1a s6 thong sb goc xoay tai cac nat ctia dam co goc xoay, ngx 1a sé thong sb
luc cat. Dya vao diéu kién nay ta s€ xay dung dugc ma tran do ciing cua dam
cd bac: nxn (n=nw+nwx+ngx), trong bai toan nay n=19 (sau khi bé di nhiing
hang va cot tuong tmg ¢ chuyén vi hodc gdc xoay bang khong).

Bay gid xét cac diéu kién lién két tai hai dau dam va cac diéu kién lién
tuc vé goc xoay giita cac phan tu.

Pau trai dim 13 ngdm nén gdc xoay bang khong duge viét nhu sau

dy_ a
dx GF
Trong phiém ham mé rong diéu kién trén dugc viét nhu sau
dy «a
Al(dx GF j
Piéu kién mémen udn tai dau trai dam bang khong duoc viét nhu sau.
_d'y, @ dQ
% GF dx
Trong phiém ham mé rong diéu kién trén duoc viét nhu sau

d’y, @ dQ
5/12[ d¢ ' GF dx)

x=0

=0

x=0

x=I

x=I

A1, A2 12 thira s6 Lagrange va 1a hai an cta bai toan. Nhu vy, ma trdn a bay
gid ¢o kich thudc (n+2)x(n+2) dé chira thém hai an A1, A2 c6 sb thtr tu 13
(n+1, n+2), trong bai toan nay la (20, 21).

Diéu kién lién tuc vé goc xoay gitra cac phan tir dugc viét nhu sau
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(ﬂ_i j _(ﬂ_i J 0
dX GF nut 2 phantutruoc dX GF

nutl phantu sau

hay &2 (ﬂ_i ] _(ﬂ_i j 0
dX GF nut 2 phantutruoc dX GF nutl phantu sau

v6i (i=npt-1), trong vi dy ndy ta chia dam thanh 4 phan tir nén sé diéu kién

lién tuc vé& goc tai cac nut giita cac phan tir 1a (4-1=3), ing vi Az, As, As.

Vi As, As, As 13 an s6 (k+1), trong vi du trén 12 an s6 22, 23, 24, nén ta
phai m¢ rong ma tran a. Bay gio nd co kich thudc (n+5) x (n+5), (24x24).
Vv...Goi ki1 va ko 14 goc xoay va luc cit tai nat 2 phan tir trude, ks va ks 14 goc
xoay va luc cit tai nat 1 phén tlr sau thi ta lai co.

2 2
a(k+1,k,)=1—, a(k, k+1)=—
( 1) " (kp k+1) "

o (0
a(k+1k,)=——, a(k, k+1)=——
( 2) GF (ky k+1) oF
a(k+1Ky) =—1-2, a(ky k+1)=——2

3 AX' 3 AX

a o
ak+1k )=— a(k k+1)=—
( ) oF (k. k+1) o

Trong vi du trén (Hinh 3.9): ki=5, k>=13, k3=6, ks=14. Nhu vay ma tran
d6 cung cta ciia dam duoc md rong thém (npt-1) hang va (npt-1) cot, ¢ day 1a
ba hang, ba cot.

Theo phuong phéap chuyén vi cudng birc tai mot vi tri (nit) nao do6 cia
dam, ta cho 1éch khoi vi tri can béng mot chuyén vi Yo. Chéng han tai nut tha
k ta cho mot chuyén vi cudng birc Yo ta co:

W, — Yo =0 (d)

Nhu vay ma tran d0 cirng cua phén tor lai dugc mo rong thém 1 hang,
mot cdt va luc ndy ma tran do ciing c6 bac

[(nwH+nwx+ngx+ndkb+nlt+nyo)x(nw+nwx+ngx+ndkb+nlt+nyo)]
=[(3+8+8+2+3+1)x(3+8+8+2+3+1)]=[25x25]
v6i hé sb trong ma tran do cung:

a(25, k) :1}

a(k, 25) =1 ©)

Ma tran vé phai lic ndy c6 bac: [(nw+nwx+ngx+nm+npt)x1] voi gia
trj hé sd [B(nw+nwx+ngx+nm+npt)=yo] con cac hé sé con lai bang khong.
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Giai phuong trinh [A]X=B ta s& tim dugc cac an sb 13 cac chuyén vi tai
cdc nut ctia phan tir va cac thira sd Largrange. Tiép theo, ta cho thira sb
Largrange tuong tng voi chuyén vi cudng buic bang khong ta s& tim duogc gia
tri luc P tuong tng la cac gia tri t&1 han ctua luc nén 1én dam.

Khi chia ddm thanh bén phan tir nhu hinh 3.9, ta nhan duge A(P) 1a da
thire bac 7 ctia P, giai phuong trinh A(P) =0 theo 4n s6 P ta s& tim duoc 7 gia
tri luc t6i han Py, & day dua ra 5 luc t6i han dau tién lan luot 1a:

Bang 3.5. Luec téi han ciia dim dau ngam - dau khép tinh
cho hai trwong hop h/l. DAm c¢6 8 phin tir, phan tir lwe cat 2 nut.

Ty I¢ Day cac luc toi han P,
h/l Pith Path Path Path Psih

1/10 20,192'|5—2J 59,748'|5—;] 119,453'|5—2J 200,363?—;] 304,649'|5—;]

1/3 20,192'IE—;] 59,748'IE—;] 119,453';:—;] 200,363?—3 304,649'IE—;]

Ta thay céac két qua trén ding véi két qua phan tich theo giai tich vdi ba
luc t6i han dau tién va két qua hau nhu khong thay d6i khi h/I thay doi.
Bang 3.6. Lurc téi han ciia dim dau ngam - dau khép tinh
cho hai trwong hop h/l. DAm c6 8 phin tir, phan tir lwe cat 4 nut.

Ty 1€ Day cac luc té1 han P
h/l Pith Path Path Path Psth
1/10 20,237'|5—2J 59,854'|5—;] 119,553'|5—2J 200,253?-;] 303835?—;]
1/3 22,755?-;] 67,021?—;] 132,654?—;] 220,207'|5—;] 328,914'|5—;]
Chénh
lach 12,44% 11,97% 10,95% 9,96% 8,25%
éc

Khi phan tir luc cat bén nat ta nhan thay ngay su thay doi twong dbi lon
trong hai truong hop khong xét (h/1=1/10) va c6 xét bién dang truot ngang
(h/1=1/3), theo bang 3.6. Nhu vay, cach lya chon s6 an cho phan tir mau chiu

cat can duogc luu y.
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KET LUAN VA KIEN NGHI

Qua két qua nghién ciru tac gia rit ra két luan sau:

1. Tac gia da ap dung thanh cong phuong phap phan tir hitu han va Iy
thuyét dam co xét bién dang truot ngang ddi voi cac bai toan on dinh cua
dam, da tim duoc két qua quan trong caa bai toan 6n dinh 13 lyc téi han.

2. Tac gia da ap dung dugc phuong phap chuyén vi cudng buc cho bai
toan 6n dinh dan hoi cua dam chiu uén doc cé xét dén bién dang truot ngang.
Bing phép tinh bién phan dua phuong trinh vi phan khong co vé phai vé
phuong trinh vi phan co vé phai bang cach cho mét diém nao d6 trong dam, vi
du diém x=x1, mot chuyén vi yo: tir d6 ching minh duoc rang phuong trinh
A=0 (phuong trinh vé phai) 13 phuong trinh xac dinh tri riéng. Po6i Vi bai
toon 6n dinh tinh thi cac tri riéng tim dwoc 1a cac luc t6i han Pwn. Dung
phuong phéap chuyén vi cudng buc dé giai bai toan 6n dinh caa dam cho ta
ngay phuong trinh da thic xac dinh lyc téi han ma khong phai thong qua cac
phép bién do6i phirc tap dé dua ma tran vé ma tran dudng chéo.

- B3 x4c dinh duoc luc t&i han cho cac dam c6 cac diéu Kién bién khac
nhau c6 ké dén bién dang truot ngang. Két qua tinh toan luc tdi han caa dam
khi khong xét dén anh huéng caa bién dang truot ngang (truong hop ti s6
h/I=1/10) déu trung khop véi két qua nhan duoc khi giai bang cic phuong
phép hién co.

- Lyc t&i han khi xét ¢én anh huong cua bién dang trugt déu nhé thua
luc téi han khi khong xét ¢én bién dang truot ngang. Luc téi han nhan duoc
cua dam trong hai truong hop cé xét va khong xét bién dang truot ngang sai
khoc nhau dang ké.

- Khi dam tinh dinh lyc téi han khong thay d6i khi h/l thay doi

- Khi dam dwoc roi rac hoa thanh nhiéu phan tir s& nhan duogc nhiéu luc
t61 han chinh xac hon
Kién nghi:

C6 thé dung két qua nghién ctu cua luan van 1am tai liéu tham khao,
nghién curu va hoc tap, cling nhu ung dung trong thuc té tinh toan két cAu

cong trinh
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