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MỞ ĐẦU 

1. Sự cần thiết của vấn đề nghiên cứu  

Khi thiết kế công trình, nếu chỉ kiểm tra điều kiện bền và điều kiện 

cứng không thôi thì chưa đủ để phán đoán khả năng làm việc của công trình. 

Trong nhiều trường hợp, đặc biệt là các kết cấu chịu nén hoặc nén cùng với 

uốn, tuy tải trọng chưa đạt đến giá trị phá hoại và có khi còn nhỏ hơn giá trị 

cho phép về điều kiện bền và điều kiện cứng nhưng kết cấu vẫn có thể mất 

khả năng bảo toàn dạng cân bằng ban đầu. Do đó, việc nghiên cứu ổn định 

công trình là cần thiết và có ý nghĩa thực tiễn.  

Bài toán ổn định của kết cấu đã được giải quyết theo nhiều hướng khác 

nhau, phần lớn xuất phát từ nguyên lý năng lượng mà theo đó kết quả phụ 

thuộc rất nhiều  vào cách chọn dạng của hệ ở trạng thái lệch khỏi dạng cân 

bằng ban đầu. Cho đến nay, các đường lối xây dựng bài toán ổn định của kết 

cấu chịu uốn thường không kể đến ảnh hưởng của biến dạng trượt ngang hoặc 

có kể đến nhưng do cách đặt vấn đề và cách chọn ẩn chưa thật chính xác nên 

đã gặp rất nhiều khó khăn mà không tìm được kết quả của bài toán một cách 

chính xác và đầy đủ. 

Phương pháp phần tử hữu hạn là một phương pháp tính đang được áp 

dụng hết sức rộng rãi hiện nay trên thế giới, vì phương pháp này rất thuận tiện 

cho việc áp dụng máy tính điện tử, cho phép tính kết cấu với những sơ đồ tính 

toán khá phức tạp, phản ánh tương đối đầy đủ tình hình làm việc của kết cấu 

thực; cho phép tự động hoá tính toán kết cấu, tiết kiệm được nhiều lao động 

và thời gian. Phương pháp này không chỉ được áp dụng trong lĩnh vực cơ học 

vật rắn biến dạng, mà còn trong nhiều lĩnh vực khác. 

2. Đối tượng, phương pháp và phạm vi nghiên cứu  

Trong đề tài này, tác giả áp dụng phương pháp phần tử hữu hạn để 

nghiên cứu ổn định đàn hồi của dầm có xét đến biến dạng trượt ngang, chịu 

tác dụng của tải trọng tĩnh. 
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3. Mục đích nghiên cứu  

Nghiên cứu ổn định đàn hồi của dầm có xét đến biến dạng trượt ngang  

4. Nội dung nghiên cứu 

 Trình bày tổng quan về lý thuyết ổn định và ổn định công trình 

 Trình bày phương pháp phần tử hữu hạn để nghiên cứu bài toán ổn định 

của dầm thẳng chịu uốn dọc có xét đến biến dạng trượt ngang. 

 Trình bày lý thuyết xét biến dạng trượt đối với bài toán ổn định đàn hồi 

của dầm với việc dùng hai hàm chưa biết là hàm độ võng y và hàm lực cắt Q. 

 Sử dụng phương pháp pháp phần tử hữu hạn để xây dựng và giải bài 

toán ổn định đàn hồi của dầm chịu uốn dọc có xét đến biến dạng trượt ngang, 

chịu tác dụng của tải trọng tĩnh. 
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CHƯƠNG 1 

TỔNG QUAN VỀ LÝ THUYẾT ỔN ĐỊNH CÔNG TRÌNH 

 

1.1. Khái niệm về ổn định và ổn định công trình 

1.1.1. Khái niệm về ổn định và mất ổn định 

1.1.1.1. Định nghĩa vể ổn định 

 - Theo Euler - Lagrange: 

Ổn định là khả năng của công trình bảo toàn được vị trí ban đầu của nó 

cũng như dạng cân bằng ban đầu tương ứng với tải trọng trong trạng thái biến 

dạng, luôn luôn giữ, khi có các nhiễu loạn tuỳ ý từ bên ngoài gần với trạng 

thái không biến dạng ban đầu và hoàn toàn trở về trạng thái đó trong giai đoạn 

đàn hồi, còn trong giai đoạn đàn dẻo thì theo thường lệ, sẽ trở về trạng thái đó 

một cách từng phần, nếu như các nguyên nhân ngẫu nhiên gây ra nhiễu loạn 

công trình bị triệt tiêu [10]. 

Nói cách khác, ổn định là tính chất của công trình chống lại các tác 

nhân ngẫu nhiên từ bên ngoài và tự nó khôi phục hoàn toàn hoặc một phần vị 

trí ban đầu và dạng cân bằng của nó trong trạng thái biến dạng, khi các tác 

nhân ngẫu nhiên bị mất đi[10]. 

  - Theo Liapunov [54] 

“Trạng thái cân bằng của một hệ là ổn định nếu khi và chỉ khi hệ trở lại 

hình dạng này sau một nhiễu loạn nhỏ tạm thời nào đó. Nhiễu loạn như thế có

thể sinh ra bởi một lực nhỏ tác động lên hệ trong một thời gian rất ngắn và bỏ 

ra sau đó”. 

Định nghĩa này được hiểu trong ý nghĩa động lực : Điều này ám chỉ là 

dao động của hệ tắt dần do động năng đưa vào nhờ nhiễu loạn tiêu tán nhanh. 

Bởi vậy sau một thời gian ngắn chuyển động dừng lại và sự cân bằng tĩnh ban 

đầu được phục hồi. 

Như vậy theo hai định nghĩa trên ta đi đến kết luận: Vị trí của công 
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trình hay dạng cân bằng ban đầu trong trạng thái biến dạng của công trình 

được gọi là ổn định hay không ổn định dưới tác dụng của tải trọng nếu như 

sau khi gây cho công trình một độ lệch rất nhỏ khỏi vị trí ban đâù hoặc dạng 

cân bằng ban đầu bằng một nguyên nhân bất kỳ nào đó ngoài tải trọng đã có 

(còn gọi là nhiễu) rồi bỏ nguyên-nhân đó đi thì công trình sẽ có hay không có 

khuynh hướng quay trở về trạng thái ban đầu. 

Bước quá độ của công trình từ trạng thái ổn định sang trạng thái không 

ổn định gọi là mất ổn định. Giới hạn đầu của bước quá độ đó gọi là trạng thái 

tới hạn của công trình. Tải trọng tương ứng với trạng thái tới hạn gọi là tải 

trọng tới hạn. 

1.1.1.2. Các trường hợp mất ổn định 

 Trường hợp 1: Mất ổn định về vị trí [31] 

 Hiện tượng mất ổn định về vị trí xảy ra khi toàn bộ công trình được xem là 

tuyệt đối cúng, không giữ nguyên được vị trí ban đầu mà buộc phải chuyển 

sang vị trí cân bằng mới khác vị trí ban đầu. 

 

(a) 

 

(c) 

Hình 1.1. 

 

(b) 

Xét một viên bi cứng trên một bề mặt cứng, Hình 1.1. 

Rõ ràng là trong trường hợp (a) sự cân bằng của viên bi là ổn định. Sau 

một nhiễu loạn nhỏ cuối cùng nó sẽ trở về đáy cốc, tuy vậy sự suy giảm nhỏ 

có thể xảy ra. 

Trong trường hợp (b) sự cân bằng là không ổn định, bởi vì sau một 

nhiễu loạn nhỏ viên bi sẽ không bao giờ có thể phục hồi vị trí ban đầu của nó. 

Trong trường hợp (c), kích viên bi ra khỏi vị trí cân bằng ban đầu thì nó 

lăn trên mặt phẳng ngang đến khi ngừng chuyển động, nó có vị trí cân bằng 

mới khác với trạng thái cân bằng ban đầu. Trong trường hợp này ta nói rằng 

trạng thái cân bằng ban đầu là phiếm định (không phân biệt). 

 Trường hợp 2: Mất ổn định về dạng cân bằng [l 1] 
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Hiện tượng mất ổn định về dạng cân bằng ở trạng thái biến dạng xảy ra 

khi dạng biến dạng ban đầu của vật thể biến dạng tương ứng với tải trọng còn 

nhỏ, buộc phải chuyển sang dạng biến dạng mới khác trước về tính chất nếu 

tải trọng đạt đến một giá trị nào đó hoặc xảy ra khi biến dạng của vật thể phát 

triển nhanh mà không xuất hiện dạng biến dạng mới khác trước về tính chất 

nếu tải trọng đạt đến một giá trị nào đó. Trong những trường hợp này, sự cân 

bằng giữa các ngoại lực và nội lực không thể thực hiện được tương ứng với 

dạng biến dạng ban đầu mà chỉ có thể thực hiện được tương ứng với dạng 

biến dạng mới khác dạng ban đầu về tính chất hoặc chỉ có thể thực hiện được 

khi giảm tải trọng. Hiện tượng này khác với hiện tượng mất ổn định về vị trí ở  

các điểm sau: Đối tượng nghiên cứu là vật thể biến dạng chứ không phải tuyệt 

đối cứng, sự cân bằng cần được xét với cả ngoại lực và nội lực. 

Mất ổn định về dạng cân bằng gồm hai loại: 

 Mất ổn định loại một (mất ổn định Euler), có các đặc trưng sau: 

Dạng cân bằng có khả năng phân nhánh, phát sinh dạng cân bằng mới 

khác dạng cân bằng ban đầu về tính chất Trước trạng thái tói hạn dạng cân 

bằng ban đầu là duy nhất và ổn định; sau trạng thái tới hạn dạng cân bằng là 

không ổn định. 

Như hình 1.1, để biết được trạng thái cân bằng của cơ hệ có ổn định 

hay không thì ta phải kích nó ra khỏi vị trí cân bằng ban đầu. Phương pháp 

chung để đánh giá sự mất ổn định của cơ hệ là: Đưa hệ ra khỏi vị trí cân bằng 

ban đầu của nó và kiểm tra xem nó có tồn tại trạng thái cân bằng mới không. 

Nếu như tìm được trạng thái cân bằng mới khác với trạng thái cân bằng ban 

đầu thì hệ là mất ổn định và lực giữ cho hệ ở trạng thái cân bằng mới này gọi 

là lực tới hạn, trường hợp ngược lại hệ là ổn định. 

1.2. Lịch sử phát triển của lý thuyết ổn định công trình 

 Thực tế cho thấy nhiều công trình bị sập đổ do mất ổn định, chiếc cầu 

đường sắt đầu tiên ở Kevđa – Nga là cầu dàn hở đã bị phá hủy năm 1875 do 

hệ dầm biên trên bị mất ổn định, cầu Menkhienxtein ở Thụy sĩ bị phá hủy 
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năm 1891 do mất ổn định, Cầu dàn Quebéc qua sông St. Laurent ở Canada, bị 

phá hủy vì mất ổn định của dầm chịu nén trong khi xây dựng vào năm 

1907[10, trg 5], bể chứa khí ở Hamburg bị phá hủy năm 1907 do dầm ghép 

chịu nén bị mất ổn định, cầu dàn Mojur ở Nga bị phá hủy năm 1925 do dầm 

ghép chịu nén bị mất ổn định, riêng ở Pháp theo số liệu của kỹ sư Girard 

trong khoảng thời gian từ 1955-1965 đã có 24 cầu bị phá hủy, phần lớn là do 

nguyên nhân mất ổn định, Cầu Tacoma ở Mỹ xây dựng hoàn thành ngày 

1/7/1940 và bị phá hủy 7/11/1940 do bị mất ổn định vì tác dụng của gió [32, 

trg 277] v.v… 

 Vấn đề ổn định kết cấu được bắt đầu từ công trình nghiên cứu bằng 

thực nghiệm do Piter Musschenbroek công bố năm 1729, đã đi đến kết luận 

rằng lực tới hạn tỷ lệ nghịch với bình phương chiều dài dầm. Ba mươi năm 

sau bằng phân tích toán học Leonhard Euler cũng nhận được kết quả như vậy. 

Đầu tiên các kỹ sư không chấp nhận kết quả thí nghiệm của Piter 

Musschenbroek và kết quả của lý thuyết Euler ngay cả Culông [31, trg 185] 

cũng tiếp tục cho rằng độ cứng của cột tỷ lệ thuận với diện tích mặt cắt ngang 

và không phụ thuộc vào chiều dài dầm. Những quan điểm đó dựa trên các kết 

quả thí nghiệm của cột gỗ và cột sắt lắp ghép có chiều dài tương đối ngắn, 

những dầm loại này thường bị phá hoại với tải trọng nhỏ thua tải trọng Euler 

do vật liệu bị phá hoại mà không phải do mất ổn định ngang gây ra. E.Lamac 

là người đầu tiên giải thích một cách thỏa đáng sự không phù hợp giữa kết 

quả lý thuyết và kết quả thực nghiệm, ông ấy chỉ ra rằng lý thuyết Euler là 

hoàn toàn phù hợp với thực nghiệm khi bảo đảm rằng những giả thiết cơ bản 

của Euler về xem vật liệu là đàn hồi và điều kiện lý tưởng của các đầu cuối 

cần phải được bảo đảm. Những thí nghiệm sau này khi người ta rất chú ý bảo 

đảm của đầu cuối của dầm và bảo đảm cho lực đặt đúng tâm của dầm đã 

khẳng định tính đúng đắn của công thức Euler. 

1.3. Các phương pháp xây dựng bài toán ổn định công trình 

1.3.1. Phương pháp tĩnh  
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Theo phương pháp này tải trọng tới hạn sẽ là tải trọng nhỏ nhất để xẩy 

ra phân nhánh dạng cân bằng, tức là bên cạnh dạng cân bằng ban đầu tồn tại 

dạng cân bằng lân cận. Để xác định tải trọng này chỉ cần nghiên cứu sự cân 

bằng của hệ ở trạng thái lân cận khi cho hệ chuyển vị bé và đi tlm tải trong bé 

nhất tương ứng với dạng cân bằng lân cận đó. 

Khảo sát cân bằng của một hệ ở trạng thái lệch khỏi dạng cân bằng ban đầu. 

Tính giá trị của lực ở trạng thái lệch để đối chiếu với giá trị của lực đã cho ở 

trạng thái cân bằng ban đầu. 

Giả sử: P là lực đã cho ở trạng thái cân bằng ban đầu 

P* là lực ứng với trạng thái lệch khỏi dạng cân bằng ban đầu (lực cần có để 

giữ hệ ở trạng thái lệch). 

- Nếu P < * thì hệ cân bằng ổn định 

- Nếu P = P* thì hệ cân bằng phiếm đinh 

- Nếu P > P* thì hệ cân bằng không ổn định 

Xét hệ một bậc tự do, một đầu ngàm đàn hồi, một đầu tự do 

Sau khi khảo sát cân bằng của hệ ở trạng thái cân lệch ta có:  

l

k
P   do đó: 

- Với P < 
l

k
 thì hệ cân bằng ổn định 

- Với 
l

k
P   thì hệ cân bằng bằng phiếm định 

- Với 
l

k
P   hệ cân bằng không ổn định 

1.3.2. Phương pháp năng lượng 

Phương pháp này dựa trên việc nghiên cứu năng lượng toàn phần của 

hệ. Khi nó đạt' cực tiểu thì hệ ở trạng thái cân bằng ổn định. Sự lệch khỏi 

trang thái cân bằng ổn định sẽ làm tăng năng lượng. Tải trọng tới hạn ứng với 

năng lượng cực tiểu. 

Nguyên lý Larange - Dirichlet: 
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“ Nếu hệ ở trạng thái cân bằng ổn định thì thế năng toàn phần đạt cực 

tiểu so với tất cả các vị trí lân cận vô cùng bé kể từ trạng thái cân bằng đó. 

Nếu hệ ở trạng thái cân bằng không ổn định thì thế năng toàn phần đạt cực 

đại so với tất cả các vị trí lân cận vô cùng bé kể từ trạng thái cân bằng đó. 

Nếu hệ ở trạng thái cân bằng phiếm định thì thế năng toàn phần không đổi”. 

Thế năng toàn phần U* của hệ ở trạng thái biến dạng gồm: 

- Thế năng biến dạng của nội lực u 

- Thế năng của ngoại lực UP= -T (trái dấu với công của ngoại lực T) 

U* = U + UP = U-T 

Độ biến thiên  U* của thế năng toàn phần của hệ khi chuyển từ trạng thái 

đang xét sang trạng thái lân cận sẽ là 

 U* =  U -  T 

Trong đó:  LP- biến thiên của thế năng toàn phần 

 U - độ biến thiên của thế năng biến dạng  T - độ biến thiên của công 

các ngoại lực Như vậy, theo nguyên lý Lagrange - Dirichlet: 

Nếu  U  >  T  thì hệ ở trạng thái cân bằng ổn định Nếu  U  <  T thì hệ ở 

trạng thái cân bằng không ổn định Nếu  U  =  T thì hệ ở trạng thái cân 

bằng phiếm định 

1.3.3. Phương pháp động lực học 

Đây là phương pháp chung nhất, dựa trên việc nghiên cứu chuyển động 

của hệ sau khi có kích động ban đầu. Nếu chuyển động là dao động có biên độ 

tăng không ngừng theo thời gian thì dạng cân bằng ban đầu là không ổn định. 

Ngược lại, nếu hệ luôn dao động bé quanh trạng thái cân bằng ban đầu hoặc 

tắt dần thì đó là dạng cân bằng ổn định. 

1.4. Bài toán ổn định uốn dọc của dầm và phương pháp giải 

  Phương trình cân bằng của dầm thẳng có tiết diện không đổi chịu tác 

dụng của lực P đặt ở đầu dầm có thể được viết như sau: 

                     0
2

2

4

4


dx

yd
P

dx

yd
EJ

                                                   
(1.1) 
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 Phương trình trên là phương trình vi phân tuyến tính thuần nhất (không 

có vế phải).Phương trình dao động tự do của dầm được trình bày ở chương 3 

cũng thuộc loại phương trình này. Vì vậy, để tổng quát ở đây trình bày 

phương pháp chung tìm  

nghiệm của phương trình vi phân tuyến tính bậc n thuần nhất có các hệ số là 

hằng số [29]: 

)0(0...
01

1

10






aya
dx

yd
a

dx

yd
a

nn

n

n

n

                                          (1.2) 

Để giải phương trình vi phân trên thì giải phương trình đặc tính của nó là: 

a0rn+a1rn-1+...+an-1r+an=0                                                                     (1.3) 

a) Trường hợp phương trình đặc tính có n nghiệm phân biệt thì nghiệm của 

phương trình vi phân (a) viết dưới dạng sau: 

xr

n

xrxr necececy  ...21

21                                                                (1.4) 

Các hệ số ci được xác định từ điều kiện biên của bài toán 

b) Nếu như một nghiệm rk nào đó có nghiệm lặp lại mk lần thì thành phần 

tương ứng trong nghiệm trên được thay bằng 

xrm

mkkkk

kk

k
excxcxcc )...(

1

)1(

2

21




  (1.5) 

Trong trường hợp có hệ phương trình tuyến tính sau: 

),...3,2,1(0)(...)()(
2211

njy
dx

d
y

dx

d
y

dx

d
njnjj

 
        

(1.6) 

Ở đây )(
dx

d
jk

  là đa thức của )(
dx

d
.  Mỗi  hàm yk = yk(x) (k=1...n) đều có 

dạng (1.46) và (1.47), còn  các số mũ rl sẽ là nghiệm của hệ các phương trình 

đặc tính 

  0)(det)(  rrD
jk

                                                                           (1.7) 

Đây là hệ phương trình đặc trưng của hệ phương trình vi phân. Từ 

phương trình (1.7) tìm được jk
r , đưa các nghiệm y dạng (1.4) và  (1.5) vào hệ 

phương trình (1.6)  sẽ xác định được các tương quan của các hệ số, các hệ số 
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tự do được xác định từ các điều kiện biên.Đó là phương pháp chung để giải 

phương trình vi phân tuyến tính thuần nhất có hệ số là hằng số. 

 Trở lại phương trình uốn dọc của dầm. Phương trình (1.1) hoàn toàn 

giải được bằng cách giải phương trình đặc tính (1.3),tìm nghiệm theo (1.4) và 

(1.5), các hệ số của (1.4) và (1.5) xác định từ các điều kiện biên của dầm. Tuy 

nhiên, một cách giải ngắn gọn hơn khi viết hàm độ võng y của dầm dưới dạng 

sau 

y dcxkxbkxa  )cos()sin(                                                       (1.8) 

EJ

P
k   

 Thật vậy, đưa hàm (1.8) vào phương tình (1.1) ta thấy phương trình 

(1.1) được thỏa mãn. Vấn đề còn lại là xác dịnh các hệ số dcba ,,, . Bốn hệ số 

dcba ,,,  của hàm y được xác định tùy theo 4 điều kiện biên 
'''''' ,,, yyyy tại hai 

đầu cuối dầm. Dưới đây trình bày các lời giải dầm có các điều kiện biên khác 

nhau. 

Ví dụ: Xác định lực tới hạn của dầm hai đầu khớp  

Các điều kiên biên tại liên kết khớp là chuyển vị và momen uốn bằng 

không. Ta có : 

0)0(;0)0(
2

2

 x
dx

yd
xy  ; 0)(;0)(

2

2

 lx
dx

yd
lxy  

 Đưa 4 điều kiện trên vào (1.8), nhận được 4 phương trình sau 

0)sin(;0)sin(;0;0 2  klakclklabdb  

Ta có           0 dcb ,   0)sin( kla  

 Nếu  0a  thì 0y  , đó là nghiệm tầm thường của (1.1). Để có được 

nghiệm không tầm thường ( 0y ), ta cho 

0)sin( kl hay   ,...)3,2,1,....(  nnkl   

Thay k  vào phương trình (1.8) ta có 



16 

 

2

22

l

EJn
P


                                                               (1.9) 

Với các giá trị P xác định trên, dầm có trạng thái cân bằng mới, trạng thái 

uốn dọc với                        )sin( x
l

n
ay


                                (1.10) 

khác với trạng thái ban đầu là trạng thái nén, dầm thẳng. Ta nói dầm mất ổn 

định và  lực P là lực tới hạn Euler. Chú ý rằng với P tới hạn xác định theo 

(1.9), độ võng (1.10) của dầm vẫn hữu hạn. Tuy nhiên, theo lí thuyết dầm-cột 

trình bày ở trên, độ võng của dầm với lực P xác định theo (1.9) sẽ tăng lên vô 

cùng, nên (1.10)là biểu thức xác định lực tới hạn của dầm. Kixelov cho rằng 

lực P tới hạn (1.10) vẫn nằm trong miền ổn định. 

 Để thỏa mãn 4 điều kiện biên 
'''''' ,,, yyyy của phương trình (1.1) ta có 

thể dùng 4 thông số chuyển vị, góc xoay, momen uốn và lực cắt chưa biết tại 

hai đầu dầm làm ẩn thay cho các hệ số  dcba ,,,  của phương trình (1.8).Ta có 

phương pháp thông số ban đầu được giáo sư Kixelov sử dụng trong giáo trình 

động lực học và ổn định công trình của mình. 

1.5. Nhận xét chương 1: 

  Ở trên đã trình bày các phương pháp chung để xây dựng bài toán ổn 

định công trình. Các phương pháp đó là: Phương tĩnh, phương pháp năng 

lượng và phương động lực học. Các phương pháp nói trên hoàn toàn tương 

đương nhau. Đã giới thiệu các định nghĩa, các khái niệm và các định lý về ổn 

định nhằm mục đích hiểu rõ bản chất của bài toán ổn định công trình. Đã trình 

bày phương pháp chung để giải các phương trình vi phân tuyến tính thuần 

nhất và áp dụng để nghiên cứu ổn định của dầm thẳng chịu lực nén P tác dụng 

ở đầu dầm. Có thể nói đây là phương pháp toán duy nhất và do đó phổ biến 

nhất trong nghiên cứu ổn định công trình hiện nay.  
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CHƯƠNG 2 

PHƯƠNG PHÁP PHẦN TỬ HỮU HẠN 

 

2.1. Phương pháp phần tử hữu hạn 

Trong chương này, sẽ chỉ đề cập tới nội dung cơ bản nhất của phương 

pháp, và chủ yếu xét tới ứng dụng vào tính toán hệ dầm với vật liệu còn làm 

việc trong giai đoạn đàn hồi. Tuy nhiên, trong phần lý thuyết cơ bản, vẫn lấy 

ví dụ minh hoạ với bài toán phẳng để thấy rõ hơn bản chất của phương pháp. 

2.1.1. Rời rạc hoá sơ đồ tính 

Trong phương pháp phần tử 

hữu hạn, áp dụng biện pháp rời rạc 

hoá, một kết cấu liên tục được coi là 

một tập hợp các phần tử nối với 

nhau tại các điểm nút. Trên hình 2.1 

cho thấy hệ dầm gồm các phần tử là 

các dầm thẳng được nối với nhau 

bởi các nút khớp hoặc nút cứng tại 

đầu dầm (hình 2.1a, c, e); hình 2.1f, 

i cho hình ảnh các phần tử của bản 

phẳng, của vật thể khối. 

 

 

 

Hình 2.1 

Nút phần tử được đặc trưng bởi số bậc tự do của nó. Đó là các chuyển 

vị thẳng của nút (ui, vi) hay đạo hàm của nó (góc xoay i), chúng được gọi là 

thông số chuyển vị nút. Toàn bộ m chuyển vị nút của một phần tử được đánh 

số và sắp xếp theo thứ tự thành vectơ chuyển vị nút của một phần tử: 

 

































m

2

1

e


                                                                                         (a) 
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Vectơ chuyển vị nút của phần tử dầm i-j hai đầu nút khớp và hai đầu 

nút cứng trên hình 2.1b, d lần lượt có cấp (4x1) và (6x1) 

 

































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Hình 2.1g cho thấy một phần tử tam giác của bản phẳng và các chuyển 

vị nút của nó. 

Toàn bộ n chuyển vị nút có một hệ được đánh số và sắp xếp theo thứ tự 

thành một vectơ chuyển vị nút của toàn kết cấu: 

  

































n

2

1


 (b) 

Nút của một phần tử không nhất thiết phải ở tại các đỉnh của phần tử, 

mà còn có thể nằm trên các biên của phần tử; hình 2.1h cho thấy một phần tử 

tam giác của bản phẳng gồm 6 nút và vectơ chuyển vị nút có cấp (12 x 1) 

Khi tính toán, tải trọng tác dụng trên hệ được thay thế bằng một hệ lực 

tập trung (P, M) đặt tại các điểm nút có các thành phần tương ứng với chuyển 

vị nút. Với một phần tử, vectơ tải trọng nút  
e

f  (lực nút do tải trọng) tương 

ứng với vectơ chuyển vị nút  
e

  của phần tử; còn với toàn kết cấu, tương ứng 

với vectơ chuyển vị nút    có vectơ tải trọng nút  F . 

Khi rời rạc hoá kết cấu, số lượng phần tử được phân chia càng lớn, kích 

thước phần tử càng nhỏ thì mức độ chính xác càng cao, song số lượng phần tử 

của một hệ cũng như kích thước của phần tử nhất thiết phải là hữu hạn. 

Tại mỗi nút, tất cả các phần tử nối vào nó đều cùng chung một chuyển 

vị nên điều kiện liên tục đã được đảm bảo tại các nút. Các điều kiện biên cũng 

được đảm bảo tại các nút. 
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Khi tách xét riêng một phần tử, có thể xem sự liên kết giữa phần tử 

đang xét với các phần tử lân cận bằng các dầm liên kết tại các điểm nút. Nội 

lực trong liên kết nút (lực nút) và chuyển vị nút  là tương ứng với nhau (hình 

2.2) và lập thành véc tơ lực nút  N  

2.1.2. Ma trận độ cứng cua một phần tử 

        Trong giai đoạn vật 

liệu biến dạng đàn hồi, giữa 

lực nút N và chuyển vị nút  

của một phần tử có quan hệ 

phụ thuộc tuyến tính.  

 

Hình 2.2 

 

Chẳng hạn với phần tử tam giác của bài toán phẳng (hình 9-2) lực nút 

thứ nhất ixNN 1  (lực tại liên kết ngang của nút i và theo hướng của 
i

u1 ) 

được tính bằng tổng các lực nút do chuyển vị các nút của phần tử gây nên: 

 kkjjiiix vkukvkukvkukNN 1615141312111   (c) 

trong đó ijk  - phản lực đơn vị tại liên kết thứ i (lực nút thứ i) do chỉ 

riêng chuyển vị nút thứ j bằng 1 tại đơn vị j = 1 gây nên, và được gọi là hệ số 

độ cứng. 

Các gạch ngang trên các ký hiệu chỉ rõ các đại lượng đó được xét trong 

hệ toạ độ riêng cuả phần tử e. 

Nếu viết phương trình dạng (b) cho lần lượt theo thứ tự đủ cả 6 lực nút 

của phần tử tam giác trên hình 2.2, ta được hệ 6 phương trình đại số tuyến 

tính, viết dưới dạng ma trận như sau: 
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N

N
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                             (d) 

hay 
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      
eee

kN  .  (9-1) 

Trong đó      eee
kN ,,  lần lượt là các vectơ lực nút phần tử, vectơ 

chuyển vị nút phần tử và ma trận độ cứng của phần tử e đang xét trong hệ toạ 

độ riêng của phần tử đó. 

Khi tính toán kết cấu, cần phải lập ma trận độ cứng phần tử  ek cho tất 

cả các phần tử của hệ. 

2.1.3. Phương trình cơ bản của phương pháp phần tử hữu hạn 

Khi phân chia kết cấu thành các phần tử nối 

với nhau tại các điểm nút, tại mỗi nút có thể 

có nhiều phần tử được nối vào. Giả sử tại 

nút s trong bài toán phẳng có m phần tử 

được nối như trên hình 2.3.  

 

 

 

 

 

 

 

 

Hình 2.3 

Tại đó, m phần tử có chung một chuyển vị, nên điều kiện liên tục cũng 

như điều kiện cân bằng tại nút s đều được thoả mãn. 

Theo phương trình (c) chuyển vị của tất cả các nút của m phần tử được 

nối tại nút tại nút s, đều gây nên lực nút tại nút s, do đó vectơ lực tại nút s là 









sy

sx

N

N
 bằng tổng các lực nút do chuyển vị nút của m phần tử xung quanh gây 

nên (tính theo (c)). Nếu hệ ở trạng thái cân bằng, thì vectơ lực nút tính trên 

phải cân bằng với vectơ ngoại lực tại nút s, và viết được phương trình biểu 

diễn ðiều kiện cân bằng của nút s như sau: 

    
s

m

r
rs

FN 
1

 (e) 

Trong đó: 

 
rs

N  - vectơ lực nút tại nút s, do các chuyển vị nút của phần tử r nối tại 

nút s gây nên, và lập ở hệ toạ chung của kết cấu (không có gạch ngang khác 

với  N  đã lập trong hệ toạ độ riêng của phần tử).  
s

N  ở đây được lập nên 
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bằng cách tập hợp các vectơ      
eee

kN   theo (2.1) sau khi đã chuyển về hệ 

toạ độ chung nhờ phép biến đổi toạ độ (sẽ được trình bày trong 2.7). 

 
s

F  - vectơ ngoại lực nút s, bằng các thành phần ngoại lực đặt chính 

tại nút s cộng với các thành phần do các ngoại lực đặt trong các phần tử quanh 

nút s tính quy về tại nút đó. 

Nếu viết phương trình dạng (e) cho lần lượt theo thứ tự toàn bộ các nút 

của kết cấu, ta được hệ phương trình đại số có dạng: 

     FK .  (2.2) 

Trong đó:  K  - ma trận độ cứng của toàn kết cấu thành lập từ các ma 

trận độ cứng của từng phần tử  ek  trong (2.1) 

   - vectơ chuyển vị nút của toàn kết cấu. 

 F  - vectơ ngoại lực nút. 

Hệ phương trình (2.2) thực chất là hệ phương trình cân bằng lực tại 

toàn bộ các nút của hệ. Sau khi xét điều kiện biên (nút không có chuyển vị 

hoặc có chuyển vị đã biết trước) thì hệ này hoàn toàn có thể giải được. Bản 

chất của nó giống hệ phương trình chính tắc trong phương pháp chuyển vị và 

là phương trình cơ bản của phương pháp phần tử hữu hạn. 

Giải hệ phương trình (2.2), tìm được các vectơ chuyển vị nút của toàn 

kết cấu    ở hệ toạ độ chung, từ đó sẽ tìm được chuyển vị nút  
e

  của mỗi 

phần tử trong hệ toạ độ riêng của phần tử, sau đó xác định được nội lực, ứng 

suất, biến dạng của điểm bất kỳ trong phần tử (cũng như của kết cấu) nhờ các 

quan hệ đã có trong Cơ kết cấu và Lý thuyết đàn hồi. 

Như vậy, vấn đề cơ bản của phương pháp phần tử hữu hạn là phải thiết 

lập được hệ phương trình (2.2) tức xác định được  K  và  F , mà trước hết là 

xác định được ma trận cứng phần tử  ek  trong (2.1). 

2.2. Các quan hệ cơ bản trong một phần tử hữu hạn 

Ma trận độ cứng phần tử  ek  
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Để lập ma trận cứng phần tử  ek có thể xuất phát từ nhiều cách khác 

nhau; dưới đây ta chỉ xét một trong các cách đó - cách áp dụng nguyên lý 

công khả dĩ của Lagrange đã được đề cập tới trong Cơ học lý thuyết và Lý 

thuyết đàn hồi. 

2.2.1. Nguyên lý công khả dĩ của Lagrange áp dụng cho hệ đàn hồi 

Giả sử có một vật thể đàn hồi có thể 

tích V, diện tích bề mặt chịu tải là SP, diện 

tích bề mặt có điều kiện biên chuyển vị là Sn 

(hình 2.4). 

Ngoại lực tác dụng vào vật gồm: 

 

 

 

 

 

 

Hình 2.4 

- Lực thể tích trong một đơn vị thể tích: X, Y, Z 

- Lực bề mặt trên một đơn vị diện tích: XP, YP, ZP 

Gọi chuyển vị khả dĩ của phân tố ứng với ngoại lực trên là u, v, w ta 

được công khả dĩ của các ngoại lực: 

 W =     
pS

PPP

v

dswZvYuXdvZwYvXu  (a) 

và thế năng ngoại lực 

 A = -W (b) 

Mặt khác, trong vật thể đàn hồi xuất hiện nội lực và biến dạng, tạo nên 

thế năng biến dạng của vật thể: 

   
v

zxzxyzyzxyxyzzyyxx
dVU

2

1
 (c) 

Khi đó thế năng toàn phần của vật thể là: 

  = U + A = U - W (d) 

Theo nguyên lý Lagrange khi có chuyển vị khả dĩ cho phép, nếu vật thể 

ở trạng thái cân bằng và thoả mãn điều kiện biên, thì thế năng toàn phần của 

hệ đạt giá trị cực tiểu: 

  = (U - W) = 0 (2.3) 
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Phương trình này là cơ sở để rút ra các phương trình cân bằng và các 

điều kiện biên, do đó là cơ sở của phương pháp chuyển vị trước đây, cũng 

như phương pháp phần tử hữu hạn sau này. 

2.2.2. Hàm chuyển vị và hàm dạng 

Muốn áp dụng nguyên lý Lagrange theo công thức (2.3) để lập ma trận 

độ cứng phần tử  ek , phải có được các biểu thức công khả dĩ ngoại lực We, 

thế năng biến dạng Ue, thế năng toàn phần , trong đó các đại lượng chuyển 

vị  u , biến dạng   , ứng suất    đều chưa biết. Ở đây ta chọn chuyển vị 

nút của phần tử  
e

  làm ẩn, và biểu diễn các đại lượng trên qua  
e

 . Cần lưu 

ý các ký hiệu trên đều có ý nghĩa tổng quát, và các vectơ có các phần tử sắp 

xếp theo thứ tự tương ứng như sau: 

   
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
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 (e) 

Để chọn chuyển vị nút phần tử  
e

  làm ẩn cơ bản, trước hết cần xây 

dựng biểu thức tính chuyển vị. Với vật liệu làm việc trong giai đoạn đàn hồi, 

có thể giả thiết chuyển vị tại một điểm bất kỳ M trong phần tử dưới dạng một 

đa thức, chẳng hạn với bài toán phẳng (hình 2.5). 

   



m

i
iimm

yxu
1

2211
...,  (2.4) 

Trong đó: i - hàm chứa toạ độ x, y của điểm bất kỳ M đang xét 

i - hệ số của đa thức. 

u(x, y) gọi là hàm chuyển vị, đóng vai trò hết sức quan trọng trong việc 

đồng thời đảm bảo mức độ chính xác của lời giải bài toán cũng như vừa đủ 

đơn giản trong thuật toán giải. 
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Chuẩn vị tại một điểm gồm nhiều thành phần (chẳng hạn, với bài toán 

phẳng là hai), do đó (2.4) viết dưới dạng ma trận, được: 

 
 

 
  









 .
,

,
M

yxv

yxu
u          (f) 

Trong đó  M  là ma trận chứa 

các toạ độ x, y của điểm bất kỳ đang 

xét. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Hình 2.5 

Áp dụng (f) cho các điểm nút i, j, k (ở hệ toạ độ phần tử), ta được vế 

trái là vectơ chuyển vị nút phần tử  
e

 : 

      .A
e

 (g) 

trong đó  A  là ma trận chứa các ma trận  M  đã thay x, y lần lượt 

bằng toạ độ cụ thể của các điểm nút i, j, k 

Với phần tử tam giác,  
e

  có cấp (6x1), do đó  A  có cấp (6x6) và {} 

phải có cấp (6x1) như vậy ta thấy được khi giả thiết hàm chuyển vị (2.4) phải 

có số hệ số hằng  phải bằng số chuyển vị nút của phần tử. 

Từ (g) rút ra       
e

A 


.
1

 (h) 

Thay (h) và (f) được chuyển vị  u  tại một điểm bất kỳ M trong phần 

biểu diễn qua chuyển vị nút  
e

  của phần tử đang xét: 

          
ee

NAMu 


...
1

 (2.5) 

Trong đó      1
.


 AMN  gọi là hàm dạng, chứa các toạ độ xi, yi .... của 

các điểm nút của phần tử và các biến x, y là toạ độ của điểm bất kỳ M đang 

xét. 

2.2.3. Biến dạng và ứng suất tại một điểm trong phần tử 

Cần thiết lập biểu thức tính biến dạng và ứng suất tại điểm M bất kỳ 

trong phần tử thông qua ẩn cơ bản là chuyển vị nút phần tử  
e

 . Sử dụng các 

công thức trong Lý thuyết đàn hồi, chẳng hạn với bài toán phẳng, có: 
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Biến dạng: 

    u
v

u

xy

y

x

x

v

y

u

y

v
x

u

xy

y

x

..0

0



























































































































                    (i) 

Trong đó    là ma trận chứa các toán tử đạo hàm. 

Thay thế  u  tính theo (2.5) vào (i), được cách biểu diễn    qua 

chuyển vị nút  
e

 : 

         
ee

BN  ...  (2.6) 

Trong đó ma trận     NB .  chứa các đạo hàm của hàm dạng. 

Ứng xuất: 

 

 

 

  





























































xy

xy

yx

xy

y

x

E

E

E

.
12

1

1

2

2

 = 















































xy

y

x

E
.

2

1
00

01

01

1 2
 

      .D  (k) 

Trong đó  D  - ma trận chứa các hằng số đàn hồi của vật liệu. 

Thay thế    tính theo (2.6) vào (k) được cách biểu diễn    thông qua 

chuyển vị nút  
e

 : 

      
e

BD  ..  (2.7) 

2.2.4. Thế năng toàn phần e của một phần tử. Ma trận cứng phần tử  ek  

Để thiết lập biểu thức tính e của một phần tử. Ta lập các biểu thức 

tính công khả dĩ ngoại lực We và thế năng biến dạng Ue của phần tử đó. 
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Xét trường hợp phần tử vừa chịu tải trọng tập trung đặt tại nút là  
e

P  

(tương ứng với chuyển vị nút  
e

 , vừa chịu tải trọng phân bố trên bề mặt 

phần tử có cường độ tại điểm M bất kỳ là  









y

x

q

q
q  (với bài toán phẳng) 

Công khả dĩ ngoại lực We (không xét lực thể tích) tính được: 

 We =        



e

dquP
T

e

T

e
..                                         (l) 

Thay thế  u  tính theo (2.5) vào (1), được: 

 We =          



e

dqNP
T

ee

T

e
..  (m) 

Thế năng biến dạng Ue của phần tử tính theo (d) được: 

 Ue =     
eV

T
dv

2

1
 

Thay thế    theo (9-6) và    theo (2.7) được: 

        
e

V

TT

ee

e

dvBDBU 







  ...

2

1
 (n) 

Thế năng toàn phần của phần tử e tính được: 

e = Ue - We =                   












ee

dqNPdvBDB
TT

ee

T

ee

V

TT

e
.....

2

1
 (o) 

Theo nguyên lý cực tiểu của thế năng toàn phàn ( = 0) tiến hành lấy 

đạo hàm riêng lần lượt với từng chuyển vị nút và cho bằng không, ta được hệ 

m phương trình (cho phần tử m có chuyển vị nút): 

 
 

 0

1















































m

e

e

e

e

e



 (p) 
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Thay thế biểu thức e theo (o) vào (p) và áp dụng phép đạo hàm riêng 

đối với ma trận 

















B

X

BX
AX

X

AXX TT

;2 , được: 

             











ee

dqNPdvBDB
T

ee

V

T
...  (q) 

là một hệ phương trình đại số tuyến tính, dạng: 

      
eee fk .  (2.8) 

Trong đó:  ek  là ma trận độ cứng của phần tử e 

       
eV

T

e dvBDBk  (2.9) 

        



e

dqNPf
T

ee
 (2.10) 

là vectơ lực nút phần tử do ngoại lực tác dụng lên phần tử (gồm ngoại 

lực đặt đúng nút  
e

P  và ngoại lực đặt trong phần tử quy về nút  
eqP ) 

  
eqP  =    




e

dqN
T

 (2.11) 

So sánh hệ phương trình (2.8) vừa lập với hệ phương trình (2.1) trước 

đây, chot hấy (2.8) chính là phương trình cân bằng giữa nội lực và ngoại lực 

tại các nút của một phần tử. 

Tất cả các biểu thức, phương trình đã rút ra ở trên, là một phần tử hữu 

hạn e trong hệ tọa độ riêng của nó. Tương tự, lập cho toàn bộ các phần tử và 

chuyển đổi về hệ toạ độ chung rồi gộp lại cho toàn hệ, ta được hệ phương 

trình cơ bản dạng (2.2) trước đây. 

     FK .  

Muốn có ma trận cứng toàn hệ  K  trước hết phải xác định được ma 

trận cứng  ek  của từng phần tử, muốn có vectơ lực nút toàn hệ do ngoại lực 

 F  trước hết phải xác định được các lực nút từng phần tử  
e

P  và  
eqP . 

Như vậy, trong 2.2 này đã cho ta các công thức cơ bản để tính: 



28 

 

- ma trận độ cứng phần tử       
eV

T

e dVBDBk  theo (2.9) 

- vectơ lực nút phần tử do ngoại lực đặt trong phần tử gây nên 

     



e

dqNP
T

eq
 theo (2.11) 

Trong đó     NB .  theo (2.6) và hàm dạng      1
.


 AMN  theo (2.5) 

Tuỳ theo loại bài toán cụ thể (hệ dầm, tấm, bản, hệ khối) mà xác định 

được: 

- ma trận các toán tử đạo hàm    trong (i)      uD .  

- ma trận các hằng đàn hồi  D  trong (k)       .D  

Cuối cùng, còn lại các ma trận  M ,  A  đều phải xuất phát từ hàm 

chuyển vị đã giả thiết: 

     .Mu  theo (f) và      .A
e

 theo (g) 

Hàm chuyển vị  u  được giải thiết dựa trên hai cơ sở: 

- dựa vào biểu thức thế năng toàn phần  đã lập được đối với mỗi loại 

bài toán, sao cho hàm chuyển vị  u  được giả thiết có bậc thấp nhất đủ để tiến 

hành lấy được đạo hàm các biểu thức trong . 

- dựa vào số chuyển vị nút của loại phần tử để giả thiết sao cho số hạng 

của hàm chuyển vị (tức số phần tử trong   ) bằng số chuyển vị nút của phần 

tử 

Như vậy, khi nghiên cứu bài toán cụ thể, trước hết phải thiết lập được 

biểu thức thế năng toàn phần , để có căn cứ giả thiết  u , xác định    và 

 D . Sau đây ta sẽ xét cách áp dụng các công thức trên để lập ma trận độ cứng 

phần tử  ek  và vectơ lực nút phần tử  
eq

p  cho một số loại bài toán. 
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2.3. Ma trận độ cứng và véc tơ lực nút của phần tử dầm chịu uốn phẳng 

Xét phần tử là một dầm thẳng i-j 

chịu tải trọng phân bố dọc theo trục 

dầm và có hướng vuông góc với trục 

dầm (hình 2.8). Chọn trục x trùng với 

trục dầm, gốc tại i. Chuyển vị tại một 

tiết diện mặt cắt bất kỳ trong dầm bao 

gồm chuyển vị thẳng y vuông góc với 

trục dầm và có góc xay của tiết diện  

đều là hàm của một biến x. 

Hình 2.8 

 

Vì góc xoay  của tiết diện có thể tính được từ chuyển vị thẳng y, 











dx

dy
 nên y được nhận làm thông số chuyển vị cơ bản. Vectơ chuyển vị 

nút  
e

  và lực nút tương ứng  
e

f  của phần tử là: 

 
































































j

j

i

e
v

v

1

4

3

2

1

;  



















































j

jy

i

iy

e

M

P

M

P

f

f

f

f

f

4

3

2

1

 (a) 

2.3.1. Biểu thức thế năng toàn phần e và các ma trận   ,  D  

Trên cơ sở giả thiết tiết diện phẳng đã 

sử dụng trong sức bền vật liệu, với 

việc nhận chuyển vị y theo phương 

vuông góc với trục dầm là chuyển vị 

cơ bản, thì đặc trưng cho ứng suất  

là mô men uốn tại các mặt của phân 

tố dx: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Hình 2.9 
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   M = 
2

2

dx

yd
EJ  và đặc trưng cho biến dạng  là góc xoay d giữa 

hai mặt cỉa phân tố đó (hình 9-9) 

  d = dx
dx

yd

EJ

Mdxdx
2

2




 

Như vậy, thế năng biến dạng: 

dx
dx

yd

dx

yd
EJdvU

l

V

e  


















0
2

2

2

2

2

1

2

1
 

Mặt khác, công ngoại lực: W =    
l

dxxyxq
0

 và biểu thức thế năng toàn 

phần e có được: 

e = 
   

    
ll

dxxyxqdx
dx

xyd

dx

xyd
EJ

00

2

2

2

2

.
2

1
 (b) 

Từ đó, các ma trận     EJD
dx

d
 ;

2

2

 

2.3.2. Giả thiết hàm chuyển vị  u ,  M ; lập các ma trận      BNA ,,  

Do trong biểu thức thế năng toàn phần e, chứa đạo hàm bậc 2 của y(x) 

và phần tử dầm i-j có 4 chuyển vị nút, nên ta phải giả thiết u(x) là đa thức bậc 

3 với 4 số hạng như sau (trong trường hợp này là y(x)): 

      

































 ..1

4

3

2

1

323

4

2

321
Mxxxxxxxy  (c) 

Nếu chọn y(x) là đa thức bậc 2 thì chỉ được 3 số hạng, chưa bằng số 

chuyển vị nút của phần tử) 

Thay toạ độ của các điểm nút i, j vào (c) được: 
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 

 
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Xác định ma trận hàm dạng theo (9-5): 
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Theo (2.6) xác định được ma trận  B : 
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2.3.3. Lập ma trận độ cứng phần tử  ek  

Theo (2.9) tính       dxBDBk

T

e ..
1

0

  với  B  theo (f) và   FJD   



32 

 

 







































 

.
3624472601272368726012

1441443672842414414436

)(
364816728424

14414436

4

2

325

2

435

2

425

2

43

6

2

545

2

436

2

54

4

2

325

2

43

6

2

54

1

0

l

x

l

x

ll

x

l

x

ll

x

l

x

ll

x

l

x

l

l

x

l

x

ll

x

l

x

ll

x

l

x

l

dx
l

x

l

x

ll

x

ll

l

x

l

x

l

FJk e

 

Với EJ không đổi, có: 
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2.3.4. Xác định véc tơ lực nút  
eq

P do tải trọng tác dụng trong dầm gây nên 

Áp dụng công thức (2.11), ví dụ với q(x) = q = const: 
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Với ý nghĩa 
ij

k  theo công thức (2.1) trước đây, là phản lực tại liên kết thứ i 

(lực nút thứ i) do chỉ riêng chuyển vị l iên kết nút thứ j bằng 1 đơn vị gây nên; trong 

trường hợp dầm thẳng có tiết diện không đổi, các đại lượng  , u, ,  đều là hàm 

của x, nên hàm chuyển vị u(x) đã giả thiết ở trên là chính xác, và phần tử 
ij

k có thể 

dễ dàng tính theo lý thuyết Cơ học kết cấu. 



33 

 

Chẳng hạn, các phần tử trên cột thứ 

hai của ma trận cứng phần tử  k  đã lập 

trong công thức (2.3) chính là các phản lực 

liên kết nút đầu dầm do chuyển vị đơn vị 

của liên kết nút thứ hai gây nên (hình 2.10) 
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Hình 2.10 

Hình 2.11 

 

Tương tự, vectơ lực nút  
eqP  do tải trọng đặt trong phần tử gây nên, thay 

cho cách tính theo công thức (h) có thể tính bằng phản lực liên kết nút đầu dầm với 

dấu ngược lại. Ví dụ với q = const (hình 2.11) 
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2.4. Lập ma trận độ cứng và véc tơ lực nút của phần tử trong hệ tọa độ 

chung của kết cấu, ma trận biến đổi tọa độ 

Trong các mục trước ta đã lập được các ma trận độ cứng phần tử  ek  

và vectơ lực nút phần tử  
eqP  hay  

e
f  là đối với hệ trục toạ độ riêng của 

từng phần tử. Tuy nhiên, trong phương trình cơ bản của phương pháp phần tử 

hữu hạn     FK . , các ma trận độ cứng  K , vectơ chuyển vị nút   , 

vectơ lực nút  F  của toàn hệ, được xác định từ các phần tử tập hợp nên, lại 
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phải xét trong một hệ toạ độ chung cho toàn kết cấu. Vì vậy cần thiết phải 

chuyển đổi các ma trận  
eqP ,  

e
f  đã lập ở hệ toạ độ riêng của từng phần tử 

sang  ek , 
e

f  ở hệ toạ độ chung của toàn kết cấu. 

Xét phần tử dầm i-j hai đầu liên kết ngàm bị biến dạng và dời tới vị trí 

i'-j' (hình 2.12). Hệ trục toạ độ riêng của phần tử là yx,  trong đó x  trùng trục 

dầm, gốc tại i. Hệ trục toạ độ chung của kết cấu là x, y có phương lập với hệ 

trục riêng của phần tử một góc. Góc  là dương khi trục chung xoay tới trục 

riêng cùng tên theo chiều ngược kim đồng hồ. Lúc này các vectơ chuyển vị 

nút tương ứng trong hai hệ trục toạ độ là: 
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 (2.11) 
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Xét quan hệ chuyển vị nút tại nút i (liên kết ngàm) giữa hệ toạ độ chung 

của kết cấu với hệ toạ độ riêng của từng phần tử (hình 2.13). 
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Hình 2.13 

 

hay      
eieiei  .   (d) 

trong đó  
ei

  - ma trận biến đổi vectơ chuyển vị tại nút i (liên kết 

ngàm) từ hệ toạ độ chung về hệ toạ độ riêng của phần tử e: 
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Tương tự với nút đầu j, có      
ejejej  .   

Với cả phần tử dầm i-j, được phép biến đổi vectơ chuyển vị nút phần tử 

từ hệ toạ độ chung  
e

  về hệ toạ độ riêng  
e

  là: 
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
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.

0

0
hay      

eee
L  .  (2.12) 

trong đó  eL  - ma trận biến đổi vectơ chuyển vị nút của phần tử e khi 

xoay trục, còn gọi là ma trận biến đổi toạ độ. 
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Tương tự, đối với vectơ lực nút của phần tử, có 

      
eee

fLf .  

Do    và  eL  là các ma trận biến đổi của phép biến đổi trực giao, có 

tính chất: 

    T
1

;    Tee LL 
1

 

nên theo (2.12) có thể tìm được chuyển vị nút phần tử ở hệ toạ độ 

chung  
e

  từ chuyển vị nút phần tử ở hệ toạ độ riêng  
e

  như sau: 

      
e

T

ee
L  .   (2.14) 

Tương tự, với lực nút phần tử: 

      
e

T

ee
fLf .   (2.15) 

Thay thế các biểu thức  
e

 , theo (2.12) và  
e

f  theo (f) vào hệ phương 

trình cân bằng tại các nút của phần tử đã lập theo (2.8) trước đây: 

      
eee fk .  

được          
eeeee fLLk ...   

hay          
eeee

T

e fLkL ...  

đã có dạng hệ phương trình (2.8) ở trên song  
e

  và  
e

f  thuộc hệ toạ 

độ chung của kết cấu: 

      
eee fk .   (g) 

với  ek  - ma trận độ cứng của phần tử e ở hệ toạ chung của kết cấu, 

được xác định từ ma trận độ cứng phần tử đã lập trong hệ toạ độ riêng của 

phần tử. 
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        ee

T

ee LkLk ..  (2.16) 

Thay thế  ek  đã tính theo (9.8) vào, được công thức tính ma trận độ 

cứng phần tử dầm hai đầu liên kết ngàm ở hệ trục toạ độ chung của kết cấu 

như sau: 
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  (2.17) 

trong đó l, c, s là chiều dài dầm, cos và sin được tính thông qua toạ 

độ của các điểm nút: 

l =    22

ijij
yyxx  , cos = 

l

xx
ij


, sin = 

lyy
ij


 (2.18) 

Ma trận biến đổi  
i

  đã lập theo (e) là cho trường hợp nút i là nút cứng 

(liên kết ngàm) có ba chuyển vị nút. Nếu là nút khớp, vectơ chuyển vị nút chỉ 

có hai chuyển vị thẳng, không có chuyển vị góc xoay tại nút đó: 

   













cossin

sincos
 (h) 

Do đó với các phần tử có các nút đầu dầm khác với phần tử hai đầu 

ngàm đã xét ở trên  eL ,  ek  sẽ khác. 

2.5. Phương pháp số mã lập ma trận độ cứng [K] và véc tơ lực nút  F  

của toàn kết cấu 

Hệ phương trình cơ bản để giải bài toán theo phương pháp phần tử hữu 

hạn đã cho ở công thức (2.2): 
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     FK .  

trong đó vectơ ẩn chuyển vị nút    gồm các thành phần xếp theo thứ 

tự chuyển vị nút của toàn kết cấu, vectơ lực nút  F  và ma trận cứng toàn hệ 

 K  cũng có các thành phần xếp theo thứ tự tương ứng với chuyển vị nút. 

 K  và  F  ở đây được lập từ các ma trận độ cứng  ek  và lực nút  
e

f  

của từng phần tử trong kết cấu ở hệ toạ độ chung. 

Đối với mỗi phần tử e có một hệ phương trình cân bằng dạng (2.8) ở hệ 

toạ độ chung là: 

      
eee fk .  

trong đó  
e

  là vectơ chuyển vị nút có các thành phần được xếp theo 

thứ tự đã được quy định sẵn cho từng phần tử. Cấu trúc của ma trận cứng  ek  

và vectơ lực phần tử  
e

f  cũng tương ứng với chuyển vị nút  
e

  

Do thứ tự các thành phần trong vectơ chuyển vị nút  
e

  của từng phần 

tử nói chung khác với thứ tự trong vectơ chuyển vị nút    của toàn kết cấu, 

nên cần lưu ý xếp đúng vị trí của từng phần tử trong  ek  và  
e

f  vào  K  và 

 F . Việc sắp xếp này thường được áp dụng phương pháp số mã có nội dung 

như sau: 

Mỗi chuyển vị nút và lực nút tương ứng được dùng hai số mã để đặt 

tên: 

1. Số mã cục bộ là số mã từ 1 đến m (m là tổng số chuyển vị nút của 

mỗi phần tử). Đó là thứ tự sắp xếp trong vectơ chuyển vị nút  
e

  và lực nút 

 
e

f  của một phần tử. Nếu các phần tử có các chuyển vị nút (m) như nhau thì 

số mã cục bộ của chuyển vị nút giống nhau. 

2. Số mã toàn thể là số mã từ 1 đến n (n là tổng số chuyển vị nút của 

toàn kết cấu). Đó là thứ tự sắp xếp trong vectơ chuyển vị nút    là lực nút 

 F  của toàn kết cấu. 
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Mỗi thành phần của  ek  hoặc  
e

f  tương ứng với một số mã cục bộ 

của chuyển vị nút cụ thể. Căn cứ vào số mã toàn thể của chuyển vị cụ thể này 

mà sắp xếp vị trí của thành phần  ek  và  
e

f  vào đúng vị trí trong ma trận 

 K  và vectơ  F  của toàn kết cấu. 

Có thể minh hoạ nội dung sắp xếp trên qua ví dụ sau (hình 2.19). Trên 

hình đã ghi tên của phần tử và số mã toàn thể của chuyển vị nút. Sự tương 

ứng giữa số mã cục bộ và số mã toàn thể của chuyển vị nút trong từng phần tử 

được ghi trong bảng: 

 

 

 
Hình 2.14 

Với từng phần tử, lập được ma trận độ cứng phần tử  ek  và vectơ lực 

nút phần tử  
e

f  ở hệ toạ độ chung, với các ký hiệu phân biệt như sau: 
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Căn cứ bảng số mã đã lập trên, với mỗi phần tử của ma trận  ek  và 

vectơ  
e

f  được sắp xếp vào ma trận độ cứng  K  và vectơ lực nút  F  của 

toàn hệ. Chẳng hạn, phần tử k43 của  3k  được xếp vào trị của k98 trong  K ; 

phần tử f4 của  
2

f  được xếp vào trị của f6 trong  F  

 

Các thành phần trong ma trận của từng phần tử được xếp vào cùng một 

vị trí của ma trận toàn hệ đều được cộng lại với nhau. 

2.6. Cách xử lý điều kiện biên 

Để giải được hệ phương trình     FK .  cần phải có định thức của 

ma trận  K  khác không (det  K   0), tức là hệ phương trình không suy biến. 

Với bài toán kết cấu, điều này chỉ có thể đạt được khi điều kiện biên được 

thoả mãn (kết cấu phải bất biến hình). Đó là điều kiện cho trước một số 

chuyển vị nút nào đó, bằng không, hoặc bằng một giá trị xác định. 
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1 - Trường hợp tại một nút của phần tử, có liên kết giữ cho chuyển vị 

nút bằng không (với ví dụ hệ cho trên hình 2.14 các chuyển vị nút 1, 2, 6, 7, 8, 

9 đều bằng không), ta xử lý như sau: 

+ Không cho số mã của chuyển vị nút đó, hoặc ghi "0". Việc đánh số 

mã toàn thể của chuyển vị nút theo thứ tự và vectơ chuyển vị nút toàn hệ    

chỉ bao gồm các chuyển vị nút còn lại. Với hệ đã cho trên hình 2.14 được 

đánh số lại như trên hình 2.15 và bảng số mã cũng được lập lại: 

 

 

 
Hình 2.15 

+ Khi lập  ek  và  
e

f  các dòng và cột tương ứng với số mã chuyển vị 

nút bằng không trên đều ghi số không (0): 

Chẳng hạn, với phần tử 3: 

 

Cuối cùng, với toàn hệ, được: 
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2. Trường hợp một chuyển vị nút được cho trước một giá trị xác định, 

chẳng hạn m = a (kể cả a = 0). Khi lập chương trình cho máy tính có thể xử 

lý theo hai cách sau: 

a. Xử lý kiểu gán số không: 

- Trong ma trận  K  đã lập được, gán Kmm= 1, còn với mọi i, j khác m 

gán Kmj := 0, Kim := 0 

Trong vectơ  F  đã lập được, gán Fm := a 

Ví dụ với hệ phương trình của bài toán có  K  cấp (4x4), có điều kiện 

biên m = 2= a, sau khi xử lý điều kiện biên như trên được: 
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Như vậy hệ phương trình     FK .  trên đã thoả mãn điều kiện 

biên, vì phương trình thứ hai lúc này chính là 2= a. 

b. Xử lý kiểu cộng một số vô cùng lớn 

Sử dụng một số A vô cùng lớn, chẳng hạn A >  1020, và thực hiện phép 

gán các trị của ma trận  K  và  F  đã lập được theo thứ tự sau: 

- Gán Kmm := Kmm + A 

- Sau đó gán Fm := Kmm. a 

Sau khi xử lý điều kiện biên, cũng đối với ví dụ ma trận  K  cấp (4x4) 

như trên, được: 
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Hệ phương trình trên đã thoả mãn điều kiện biên, vì phương trình thứ 

hai 

 K211+ (K22+ A)2+ K233 + K244 = (K22 + A).a 



43 

 

Chia cả hai vế cho (K22 + A) lại được 2 = a. 

2.7. Xác định nội lực của phần tử 

Sau khi giải hệ phương trình     FK .  được vectơ chuyển vị nút 

toàn kết cấu    trong hệ toạ độ chung, từ đó có thể xác định được nội lực 

cuóio cùng trong từng phần tử. 

Căn cứ phương trình quan hệ giữa phản lực liên kết nút và chuyển vị 

nút của một phần tử e theo công thức (2.1) 

      
eee

kN  .                                                 (a) 

nếu biết chuyển vị nút phần tử  
e

  ở hệ trục toạ độ riêng của phần tử 

đó, thì có thể tìm được phản lực liên kết nút  
e

N  (lực nút) của phần tử, và đó 

cũng chính là các nội lực tại điểm của phần tử sát với nút (hay nội lực tại 

điểm nút của phần tử). 

Chuyển vị nút  
e

  của phần tử ở hệ toạ độ riêng có thể tìm được từ 

chuyển vị nút phần tử   
e

  ở hệ tọa độ chung theo công thức chuyển trục 

(2.12) 

      
eee

L  .   (b) 

 eL  - ma trận biến đổi toạ độ.  eL  được thiết lập cho từng loại phần tử 

khác nhau, theo các công thức (2.13). Trong khi lập trình ta sử dụng phương 

pháp số mã để tìm lại  
e

 . 

 
e

  - chuyển vị nút phần tử ở hệ toạ độ chung, nhận được từ vectơ 

chuyển vị nút toàn kết cấu    sau khi giải hệ phương trình. 

Thay thế (b) vào (a) được nội lực tại các điểm nút của phần tử do các 

chuyển vị nút phần tử gây nên: 

        
eeee

LkN  ..   (c) 

Xét trường hợp tổng quát, trong phần tử còn có tải trọng tác dụng, thì 

nội lực  eN  tính trên còn phải thêm nội lực  
eqN  do tải trọng trong phần tử 

gây nên 
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Dùng ký hiệu      eee LkS .  (2.17) 

cuối cùng được nội lực tại các điểm nút của phần tử là: 

        
eqeee

NSN  .  (2.18) 

Nội lực  
eqN  tính bằng lực nút phần tử  

eqP  theo công thức (2.11) do  

ngoại lực đặt trên phần tử 

nhưng lấy dấu ngược lại, hay cũng 

chính bằng phản lực liên kết nút phần 

tử  
eqR  do tải trọng đặt trên phần tử 

gây nên: 

Hình 2.16 

 

  
eqN = -  

eqP  =  
eqR                                                 (d) 

Khi tính hệ dầm phẳng, các phần tử đơn giản là các đoạn dầm thẳng, có 

thể theo (2.17) lập sẵn các công thức tính ma trận  S  cho từng loại đoạn dầm. 

- Phần tử dầm hai đầu liên kết ngàm (hình 2.16): Với  ek  theo (2.14) 

và  eL  theo (2.13) lập được (c = cos; s = sin) 
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CHƯƠNG 3 

ỔN ĐỊNH UỐN DỌC CỦA DẦM CÓ XÉT 

ĐẾN BIẾN DẠNG TRƯỢT NGANG 

3.1. Lý thuyết dầm có xét biến dạng trượt ngang 

 Lý thuyết xét biến dạng trượt trong dầm do Timoshenko đưa ra và 

thường được gọi là lý thuyết dầm Timoshenko. Khi xây dựng lý thuyết này 

vẫn sử dụng giả thiết tiết diện phẳng của lý thuyết dầm thông thường, tuy 

nhiên do có biến dạng trượt, trục dầm sẽ xoay đi một góc và không còn thẳng 

góc với tiết diện dầm nữa. 

Lý thuyết xét biến dạng trượt được dùng phổ biến trong phương pháp 

phần tử hữu hạn hiện nay là dùng hàm độ vừng y và hàm gúc xoay   do 

momen uốn gây ra là hai hàm chưa biết. Trong trường hợp này biến dạng 

trượt tại trục trung hòa được xác định như sau, ví dụ như [36]. 

                                 𝛾 =
𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 𝜃                                                                      (3.1) 

Từ đó ta có các công thức xác định M và Q 

                                   𝑀 = −𝐸𝐽 (
𝑑𝜃

𝑑𝑥
) 

                                 𝑄 =
𝐺𝐹

𝛼
[−

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝜃]                                                   (3.2) 

Trong các công thức trên EJ là độ cứng uốn,GF  là độ cứng cắt của tiết 

diện, G  là mođun trượt của vật liệu, F là diện tích tiết diện,   là hệ số xét sự 

phân bố không đều của ứng suất tiếp trªn chiều cao tiết diện.  

Các tác giả [36] cho rằng khi môđun trượt G→∞ thì từ (3.2) suy ra  

                             𝜃 =
𝑑𝑦

𝑑𝑥
                                                                                 (3.3) 

nghĩa là trở về lý thuyết dầm không xét biến dạng trượt: Góc xoay của đường 

độ võng là do mômen gây ra. Theo nghiên cứu sinh lập luận trên không đúng 

bởi vì khi thỏa mãn phương trình (3.3) thì từ phương trình (3.2) suy ra lực cắt 

Q =0, dẫn về trường hợp uốn thuần túy của dầm. Vì lý do đó nên lý thuyết xét 

biến dạng trượt dùng y và 𝜃 làm ẩn không hội tụ về lý thuyết dầm thông 
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thường và khi áp dụng vào bài toán tấm, nó cũng không hội tụ về lý thuyết 

tấm thông thường (lý thuyết tấm Kierchhoff, [33, 36]. Phương hướng chung 

để khắc phục thiếu sót vừa nêu là bổ sung thªm các nút xét lực cắt Q trong 

các phần tử dầm hoặc phần tử tấm [33, 34, 36]  hoặc dùng phần tử  có  hàm 

dạng  là đa thức bậc thấp (bậc nhất) [39]. Vấn đề tìm phần tử có hàm dạng 

không bị hiện tượng biến dạng trượt bị khóa,shear locking, vẫn đang được 

tiếp tục nghiên cứu [40].Tình hình chung hiện nay về lý thuyết xét biến dạng 

trượt trong dầm và tấm là như trên. 

 Khác với các tác giả khác, trong [27, 28] lý thuyết xét biến dạng trượt 

được xây dựng trên cơ sở hai hàm chưa biết là hàm độ võng y và hàm lực cắt 

Q. Trong trường hợp này biến dạng trượt xác định theo  

                                                 GF

Q
                                                  (3.4) 

 là hệ số xét sự phân bố không đều của ứng suất cắt tại trục dầm.  

Góc xoay do momen uốn sinh ra bằng hiệu giữa góc xoay đường độ 

võng với góc xoay do lực cắt gây ra. 

                             GF

Q

dx

dy

dx

dy 
                                               (3.5) 

Momen uốn sẽ bằng 

                             
)(

2

2

dx

dQ

GFdx

yd
EJ

dx

d
EJM


                       (3.6) 

Biến dạng uốn   

                               dx

dQ

GFdx

yd 
 

2

2

                                              (3.7) 

Dựa trên lý thuyết này ta sẽ xây dựng phương trình cân bằng và các 

điều kiện biên của dầm như sau. Theo phương pháp nguyên lý cực trị Gauss 

ta viết phiếm hàm lượng cưỡng bức (chuyển động) như sau: (giả sử dầm có 

lực phân bố đều q). 
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                𝑍 = ∫ 𝑀𝜒𝑑𝑥 

𝑙

0

+ ∫ 𝑄𝛾𝑑𝑥 

𝑙

0

− ∫ 𝑞𝑦𝑑𝑥 

𝑙

0

→ min                      (3.8) 

Các hàm độ võng y , hàm biến dạng trượt   và hàm biến dạng uốn   là các 

đại lượng biến phân, nghĩa là điều kiện cần và đủ để hệ ở trạng thái cân bằng 

là  

𝛿𝑍 = ∫ 𝑀𝛿𝜒𝑑𝑥 

𝑙

0

+ ∫ 𝑄𝛿𝛾𝑑𝑥 

𝑙

0

− ∫ 𝑞𝛿𝑦𝑑𝑥 

𝑙

0

= 0 

Hay  

𝛿𝑍 = ∫ 𝑀𝛿 [−
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
+

𝛼

𝐺𝐹

𝑑𝑄

𝑑𝑥
] 𝑑𝑥 

𝑙

0

+ ∫ 𝑄𝛿 [
𝛼𝑄

𝐺𝐹
] 𝑑𝑥 

𝑙

0

− ∫ 𝑞𝛿[𝑦]𝑑𝑥 

𝑙

0

= 0     (3.9) 

Trong phương trình tích phân  (3.9)  hai đại lượng cần tìm là y(x) và Q(x) do 

đó  có thể tách ra thành hai phương trình sau: 

∫ 𝑀𝛿 [−
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
] 𝑑𝑥 

𝑙

0

− ∫ 𝑞𝛿[𝑦]𝑑𝑥 

𝑙

0

= 0                                                (3.10) 

∫ 𝑀𝛿 [
𝛼

𝐺𝐹

𝑑𝑄

𝑑𝑥
] 𝑑𝑥 

𝑙

0

+ ∫ 𝑄𝛿 [
𝛼𝑄

𝐺𝐹
] 𝑑𝑥 

𝑙

0

= 0                                              (3.11) 

Lấy tích phân từng phần phương trình (3.10) 

∫ 𝑀𝛿 [−
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
] 𝑑𝑥 

𝑙

0

= − ∫ 𝑀𝑑 (𝛿 [
𝑑𝑦

𝑑𝑥
]) 𝑑𝑥 

𝑙

0

= −𝑀𝛿 [
𝑑𝑦

𝑑𝑥
]|

0

𝑙

+ ∫
𝑑𝑀

𝑑𝑥
𝛿 [

𝑑𝑦

𝑑𝑥
] 𝑑𝑥 

𝑙

0

 

Tích phân từng phần thành phần cuối của biểu thức trên ta có  

∫ 𝑀𝛿 [−
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
] 𝑑𝑥 

𝑙

0

= −𝑀𝛿 [
𝑑𝑦

𝑑𝑥
]|

0

𝑙

+
𝑑𝑀

𝑑𝑥
𝛿[𝑦]|

0

𝑙

− ∫
𝑑2𝑀

𝑑𝑥2
𝛿[𝑦]𝑑𝑥 

𝑙

0

 

Phương trình (3.10) sau khi lấy tích phân từng phần có dạng 
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−𝑀𝛿 [
𝑑𝑦

𝑑𝑥
]|

0

𝑙

+
𝑑𝑀

𝑑𝑥
𝛿[𝑦]|

0

𝑙

− ∫ (
𝑑2𝑀

𝑑𝑥2
+ 𝑞) 𝛿[𝑦]𝑑𝑥 = 0                               (3.12)

𝑙

0

 

Bởi vì các đại lượng 𝛿[𝑦] và 𝛿 [
𝑑𝑦

𝑑𝑥
] là nhỏ và bất kỳ nên từ (3.12) ta có  

 
𝑑2𝑀

𝑑𝑥2
+ 𝑞 = 0                                                                                            (3.12𝑎) 

          −𝑀𝛿 [
𝑑𝑦

𝑑𝑥
]|

0

𝑙

= 0                                                                             (3.12𝑏) 

𝑑𝑀

𝑑𝑥
𝛿[𝑦]|

0

𝑙

= 0                                                                                       (3.12𝑐) 

Tích phân từng phần phương trình (3.11): 

∫ 𝑀𝛿 [
𝛼

𝐺𝐹

𝑑𝑄

𝑑𝑥
] 𝑑𝑥 

𝑙

0

= ∫ 𝑀𝑑 (𝛿 [
𝛼𝑄

𝐺𝐹
]) 𝑑𝑥 

𝑙

0

= 𝑀 (𝛿 [
𝛼𝑄

𝐺𝐹
])|

0

𝑙

− ∫
𝑑𝑀

𝑑𝑥
𝛿 [

𝛼𝑄

𝐺𝐹
] 𝑑𝑥 

𝑙

0

 

Sau khi lấy tích phân từng phần 

𝑀 (𝛿 [
𝛼𝑄

𝐺𝐹
])|

0

𝑙

+ ∫ (−
𝑑𝑀

𝑑𝑥
+ 𝑄) 𝛿 [

𝛼𝑄

𝐺𝐹
] 𝑑𝑥 

𝑙

0

 = 0                             (3.13)    

Bởi vì biến phân 𝛿 [
𝛼𝑄

𝐺𝐹
]là nhỏ và bất kỳ nên từ (2.13) ta có 

                          −
𝑑𝑀

𝑑𝑥
+ 𝑄 = 0                                                                  (3.13𝑎) 

                            𝑀𝛿 [
𝛼𝑄

𝐺𝐹
]|

0

𝑙

= 0                                                               (3.13𝑏) 

Sử dụng công thức (3.6), hai phương trình vi phân cân bằng của dầm (2.12a) 

và (3.13a) có dạng. 

                                𝐸𝐽 [
𝑑4𝑦

𝑑𝑥4
−

𝛼

𝐺𝐹

𝑑3𝑄

𝑑𝑥3
] = 𝑞                                           (3.14𝑎) 
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                               𝐸𝐽 [
𝑑3𝑦

𝑑𝑥3
−

𝛼

𝐺𝐹

𝑑2𝑄

𝑑𝑥2
] = 𝑄                                          (3.15𝑎) 

Phương trình (3.14a) và (3.15a) có thể viết lại dưới dạng 

                            𝐸𝐽
𝑑4𝑦

𝑑𝑥4
−

𝛼ℎ2

6

𝑑3𝑄

𝑑𝑥3
= 𝑞                                               (3.14𝑏) 

                           𝐸𝐽
𝑑3𝑦

𝑑𝑥3
−

𝛼ℎ2

6

𝑑2𝑄

𝑑𝑥2
= 𝑄                                                 (3.15𝑏) 

Để nhận được các điều kiện biên của dầm thì kết hợp (3.12b) và (3.13b) ta có 

                                     𝑀𝛿 [−
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+

𝛼𝑄

𝐺𝐹
]|

0

𝑙

= 0                                          (3.16) 

Chú ý tới phương trình (3.13a), phương trình (3.12c) viết lại như sau 

                                                   𝑄𝛿[𝑦]|0
𝑙 = 0                                                (3.17) 

Tóm lại, lý thuyết xét biến dạng trượt cho ta hai phương trình vi phân 

(3.14) và (3.15) đối với hai hàm y và Q:  phương trình (3.14) là phương trình 

vi phân cân bằng giữa nội lực và ngoại lực, phương trình (3.15) là phương 

trình liên hệ giữa mômen uốn và lực cắt. Các phương trình (3.16) và (3.17) là 

các điều kiện biên ở hai đầu dầm.  

Ta xét điều kiên biên (3.16)  

Nếu như tại x=0 hoặc x=l, góc xoay θ do mômen uốn gây ra có biến phân 

 𝛿𝜃 = 𝛿 [−
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+

𝛼𝑄

𝐺𝐹
]|

0

𝑙

≠ 0   𝑡ℎì 𝑀|0
𝑙 = 0                                                

→ 𝑙𝑖ê𝑛 𝑘ế𝑡 𝑘ℎớ𝑝  (3.18𝑎) 

Nếu như góc xoay θ không có biến phân  

    𝛿𝜃 = 𝛿 [−
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+

𝛼𝑄

𝐺𝐹
]|

0

𝑙

= 0   𝑡ℎì 𝑀|0
𝑙 𝑏ấ𝑡 𝑘ỳ → 𝑙𝑖ê𝑛 𝑘ế𝑡 𝑛𝑔à𝑚  (3.18𝑏) 

Đối với điều kiện (3.17), nếu như chuyển vị y tại x=0 hoặc x=l có biến phân. 

             𝛿[𝑦]|0
𝑙 ≠ 0 𝑡ℎì 𝑄|0

𝑙 = 0,

→ 𝑘ℎô𝑛𝑔 𝑐ó 𝑔ố𝑖 𝑡ự𝑎                                                (3.18𝑐) 

Nếu như   𝛿[𝑦]|0
𝑙 = 0 𝑡ℎì 𝑄|0

𝑙 𝑏ấ𝑡 𝑘ỳ, → 𝑙𝑖ê𝑛 𝑘ế𝑡 𝑔ố𝑖 𝑡ự𝑎             (3.18𝑑) 
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Khi không xét biến dạng trượt, G→∞ hoặc h→0 thỡ cỏc phương trỡnh 

(3.14) và (3.15) cũng như các phương trỡnh về điều kiện biên (3.16) và (3.17) 

hoặc (3.18) đều  dẫn về lý thuyết dầm Euler- Bernoulli. Cho nên có thể núi lý 

thuyết xét biến dạng trượt nêu trên (xem hàm y và hàm Q là hai hàm chưa 

biết) là lý thuyết đầy đủ về dầm. 

Cuối cùng cần lưu ý rằng khi xét tính liên tục về góc xoay giữa hai 

đoạn dầm là nói đến tính liên tục của góc xoay do mômen gây ra  xác định 

theo công thức (3.5),  không phải liên tục của góc xoay 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
. 

Hệ số  

Hệ số   làhệ số tập trung ứng suất cắt tại trục dầm.  

Đối với tiết diện chữ nhật ỏ=1.5, đối với tiết diện tròn ỏ=4/3. Tuy nhiên 

khi xét biến dạng trượt các trị trên thay đổi tương ứng bằng 1.2 và 1.11 [31, 

60].Trong tính toán sau này tác giả dùng hệ số ỏ=1.2 đối với tiết diện chữ 

nhật. Phương pháp chung để xác định hệ số ỏ là cân bằng tổng theo chiều cao 

dầm công của ứng suất cắt thực hiện trên biến dạng trượt tương ứng với công 

lực cắt thực hiện trên biến dạng trượt tại trục dầm, vấn đề này đã được nhiều 

tác giả nghiên cứu [31, 33]. 

3.2. Bài toán ổn định của dầm chịu nén có xét biến dạng trượt[15, 18] 

Phương pháp chung để đánh giá sự mất ổn định của cơ hệ là đưa hệ ra 

khỏi vị trí cân bằng ban đầu của nó và kiểm tra xem nó có tồn tại trạng thái 

cân bằng mới không. Nếu như tìm được trạng thái cân bằng mới khác với 

trạng thái cân bằng ban đầu thì có thể xem hệ là mất ổn định và lực giữ cho hệ 

ở trạng thái cân bằng mới này gọi là lực tới hạn, trường hợp ngược lại hệ là ổn 

định.   
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Để đơn giản trình bày mà không mất đi tính 

tổng quát của phương pháp, ta xét dầm chịu 

nén một đầu ngàm một đầu tự do, chịu lực 

như (hình 3.1a). Dầm có trạng thái cân bằng 

ban đầu là trạng thái chịu nén thẳng đứng. Ở 

trạng thái cân bằng này dầm bị co ngắn lại 

một đoạn là EFPl / , EF là độ cứng kéo 

nén của dầm, E là mô đun đàn hồi của vật 

liệu, l  là chiều dài ban đầu của dầm, P là lực 

tác dụng. 

 

Hình 3.1. Dầm ngàm – Tự do 

Để xét trạng thái cân bằng này của dầm có ổn định hay không ta cho 

một điểm bất kỳ trên dầm lệch ra khỏi vị trí cân bằng ban đầu một đoạn y0 

nào đó. Khi đó dầm sẽ bị chuyển vị theo đường đàn hồi y(x) và lực P ngoài 

tác dụng nén còn gây ra mômen uốn  Mp = P(y-y0). Bây giờ trong dầm có nội 

lực  mômen uốn M và lực cắt Q khác với trạng thái ban đầu chỉ chịu nén (hình 

3.1b) và momen ngoại lực Mp. Độ co ngắn  của dầm thường là nhỏ so với 

chiều dài dầm cho nên để đơn giản ta xem chiều dài dầm sau biến dạng vẫn 

bằng l .  

 Biến dạng uốn của dầm   xác định theo (3.7), biến dạng trượt   xác 

định theo (3.4). Lượng cưỡng bức theo phương pháp nguyên lý cực trị Gauss 

của bài toán này được viết như sau:  

  
l l

p
dxQdxMMZ min)( 

                                                 
(3.19)             

Chú ý momen nội lực và momen ngoại lực luôn khác dấu nhau. Trong 

(3.19), và  là hai đại lượng biến phân, do đó điều kiện cần và đủ để dầm ở 

trạng thái  cân bằng là 

                   
  
l l

p
dxQdxMMZ 0)( 

                                
(3.20) 

Hay       


















l l

p
dx

GF

Q
Qdx

dx

dQ

GFdx

yd
MMZ 0)(

2

2 

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 Sử dụng phép tính biến phân đối với phương trình (3.20a) nhận được 

hai phương trình cân bằng sau 

0
)(

2

2





dx

MMd
p

                                                                           (3.21a)               

0
)(














GF
Q

dx

MMd
p 

                                                             (3.21b) 

Thay M xác định theo (3.6) vào hai phương trình (3.21) ta có 

0
2

2

3

3

4

4











dx

yd
P

dx

Qd

GFdx

yd
EJ


                                                     (3.22a)           

0
2

2

3

3









 Q

dx

dy
P

dx

Qd

GFdx

yd
EJ



                                                 

(3.22b) 

Hai phương trình (3.22) là hai phương trình vi phân cân bằng của dầm 

chịu uốn dọc bởi lực P đặt ở đầu dầm có xét đến biến dạng trượt. Đó là hai 

phương trình vi phân tuyến tính thuần nhất (không có vế phải) mà phương 

pháp giải chúng cùng với các điều kiện biên ở hai đầu dầm đã được trình bày 

ở chương 1.  

  Dưới đây trình bày phương pháp chuyển vị cưỡng bức theo [18] giải hệ 

phương trình (3.22). 

3.3. Phương pháp chuyển vị cưỡng bức [18] 

Phương pháp chuyển vị cưỡng bức nhằm đưa phương trình (3.22a) là 

phương trình cân bằng giữa nội lực và ngoại lực về phương trình có vế phải 

bằng cách cho một điểm nào đó trong dầm, ví dụ điểm x=x1, một chuyển vị 

y0: 

0
01



yyg

xx                                                                                 (3.23) 

Đưa bài toán tìm cực trị của (3.19) với điều kiện ràng buộc (3.23) về bài toán 

cực trị không ràng buộc bằng cách xây dựng phiếm hàm  mở rộng Lagrange F 

như sau: 

min gZF   



53 

 

  


l

xx

l

p
yydxQdxMMF min)()(

01


                          
(3.24) 

Trong đó  là thừa số Lagrange và cũng là ẩn của bài toán.Từ điều kiện 

  
l l

p
gdxQdxMMF 0)()(   

nhận được hai phương trình sau: 



















1

1

2

2

3

3

4

4

0 xxkhi

xxkhi

dx

yd
P

dx

Qd

GFdx

yd
EJ



                        

 (3.25a) 
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3





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
 Q

dx

dy
P

dx

Qd

GFdx

yd
EJ



                                           (3.25b) 

cùng với phương trình (3.23).  

Phương trình (3.25a) là phương trình có vế phải. Để nó trở thành phương 

trình uốn dọc (3.22a) của dầm thì 

=0                                                                        (3.26)
 

Về mặt toán học,  phương trình (3.26) là phương trình đa thức xác định 

các trị riêng của hệ (3.22) bởi vì nghiệm của nó cũng là nghiệm của (3.22). Về 

cơ học,  có thứ nguyên là lực. Đó là lực giữ để cho dầm có chuyển vị  y0  tại 

điểm x=x1. Lực giữ phải bằng không, suy ra phương trình (3.26). Trị riêng 

của (3.22) phụ thuộc vào thông số P, suy ra  cũng là hàm của P.  Cho nên 

giải phương trình (3.26) theo P, sẽ nhận được các lực tới hạn của dầm bị uốn 

dọc.    

3.4.  Xác định lực tới hạn của dầm chịu nén có xét đến biến dạng trượt 

ngang bằng phương pháp phần tử hữu hạn 

 Sử dụng phương pháp phần tử hữu hạn để nghiên cứu các bài toán ổn 

định tĩnh của dầm có xét đến biến dạng trượt ngang sẽ được trình bày trong 

mục này. Phương pháp xây dựng bài toán là phương pháp phần tử hữu hạn, sử 

dụng phương pháp chuyển vị cưỡng bức để giải các bài toán trị riêng và véc-

tơ riêng. Nội dung mục này bao gồm: Xây dựng ma trận độ cứng phần tử có 

xét biến dạng trượt do lực cắt Q gây ra, lần lượt trình bày bài toán tĩnh, bài 

toán xác định lực tới hạn Euler của dầm chịu uốn dọc và các ví dụ tính. 
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Phương pháp phần tử hữu hạn chia công trình thành những phần nhỏ 

được gọi là các phần tử, tính toán công trình được dẫn về tính toán những 

phần tử nhỏ sau đó kết nối các phần tử đó lại với nhau ta lại được lời giải của 

một công trình hoàn chỉnh.  Tương tự, phương pháp sai phân hữu hạn cũng 

chia công trình thành những đoạn nhỏ và trạng thái chuyển vị...được xác định 

tại mỗi điểm sai phân. Sự khác nhau giữa hai phương pháp nằm ở chỗ đối với 

sai phân hữu hạn trạng thái chuyển vị của các điểm thuộc đoạn nằm giữa hai 

nút thường được tính theo phương pháp nội suy tuyến tính còn phương pháp 

phần tử hữu hạn các trạng thái chuyển vị giữa hai điểm được xác định bằng 

các hàm dạng đã cho. Ưu điểm chủ yếu của phương pháp phần tử hữu hạn là 

nhờ chia công trình thành các đoạn nhỏ thì dễ dàng mô tả được các hình dạng 

phức tạp của công trình, đặc biệt là vì các đoạn nhỏ cho nên mô tả trạng thái 

chuyển vị bằng các đa thức bậc thấp. Ví dụ nếu chọn hàm xấp xỉ là đa thức thì 

phải chọn đa thức bậc 9 để mô tả đường độ võng của dầm nhưng khi dùng 

phần tử hữu hạn thì ta có thể dùng các đa thức bậc thấp 2, 3 hoặc 4 để mô tả 

chuyển vị của mỗi phần tử. Sở dĩ như vậy là do trạng thái ứng suất trong mỗi 

phần tử nhỏ thì khác nhau rất ít. Thông thường đối với phần tử dầm chịu uốn 

thì dùng đa thức bậc 3 để mô tả chuyển vị. 

  y = a0 +  a1x + a2x2+ a3x3  

Ta thấy có 4 thông số cần xác định. Tuy nhiên để tiện dùng ta thay 4 

thông số a0 , a1, a2, a3 bằng chuyển vị, góc xoay của phần tử hai nút như hình 

3.2. 

Do dùng hàm bậc 3 cho nên các lực tác dụng lên phần tử đều phải quy 

về nút kể cả lực quán tính trong bài toán động. 

3.4.1. Ma trận độ cứng phần tử  

Đối với phần tử chịu uốn như dầm 

thường dùng đa thức bậc ba để tính chuyển vị 

của nó, do đó có bốn thông số cần xác định. 

Có thể chọn phần tử hai nút, mỗi nút có hai 

thông số là chuyển vị W và góc xoay  tại 

nút đó, hình 3.2. 

 

Hình 3.2. Phần tử hai nút 

 

Để tính toán được tổng quát, chiều dài phần tử lấy bằng hai đơn vị 

(phần tử đẳng thông số), gốc tọa độ đặt ở giữa. Như vậy, nếu biết được các 

11 W ,2

 1-1

W, 11 2

0
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thông số W1, 1, W2, 2 thì chuyển vị mỗi điểm nằm trong phần tử xác định 

theo đa thức bậc ba sau đây. 

  W(x) = f1W1 + f21 + f3W2 + f42                               (3.27) 

trong đó: f1= 1/4(x1)2(x+2); f2=1/4(x1)2(x+1); 

                f3=1/4(x+1)2(x+2); f4=1/4(x+1)2(x1); 

Từ các công thức trên ta thấy chuyển vị 

của nút 1 (có toạ độ x = 1) bằng W1, 

chuyển vị tại nút 2 (có toạ độ x=1) bằng 

W2. Lấy đạo hàm W(x) theo x và ta lại có 

góc xoay tại nút 1 (x = 1) là 1, góc xoay 

tại nút 2 (x = 1) là 2.  

 

Hình 3.3. Phần tử hai nút 

 

Ta cũng dùng đa thức bậc ba để xấp xỉ hàm lực cắt của phần tử, ở đây 

phần tử lực cắt cũng chứa hai nút (Hình 3.3), mỗi nút có một thông số chưa biết 

Qi là lực cắt phần tử tại vị trí đó. 

Chiều dài phần tử lấy bằng hai đơn vị, gốc tọa độ đặt ở giữa phần tử. 

Nếu biết các lực cắt Q1, Q2 tại hai nút thì lực cắt V tại điểm bất kỳ của phần tử 

tính theo công thức. 

      V = Q1f 5+ Q2f6                                            (3.28) 

trong đó:   f5=1/2(1-x); f6=1/2(1+x); 

Đưa vào (3.28) các giá trị x sau 

x = 1     ta có lực cắt  V = Q1 

x = 1      ta có lực cắt  V = Q2 

Như vậy, mỗi phần tử có hai chuyển vị nút W1, W2 hai góc xoay 1, 2 

và hai lực cắt nút Q1, Q2, tổng cộng có sáu thông số (6 ẩn) cần xác định. 

Gọi X là véc tơ cột chứa sáu ẩn của phần tử theo thứ tự sau. 

 X = [W1, 1, W2, 2, Q1, Q2]                         (3.29) 

thì có thể viết lại các biểu thức (3.27) và (3.28) dưới dạng ma trận như sau. 

              W = [f1  f2  f3  f4 0  0  0  0 ]X; V = [0  0  0  0   f5  f6] X               (3.30) 

Sau khi đã biết các hàm chuyển vị và hàm lực cắt thì dễ dàng tính được 

biến dạng uốn x, nội lực mômen Mx, biến dạng trượt x, góc xoay  (do 

mômen gây ra) của phần tử như sau. 

             

2
2

x 2

d W dV

GF dxdx

 
      

 
                              (3.31) 

-1

Q

0

11

 1

Q2
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  x xM EJ                                                                    (3.32) 

  

 Xff
GF

x 650000


 

                                      

(3.33) 

      
dW

V
dx GF

 
    

 
                                          (3.34) 

Trong các công thức trên 2
x

 


 là hệ số đưa chiều dài hai đơn vị của 

phần tử về chiều dài thật x của nó. 

Biết được hàm độ võng, hàm lực cắt của phần tử thì dễ dàng tính được 

ma trận độ cứng phần tử. Theo phương pháp nghuyên lý cực trị Gauss ta viết 

lượng cưỡng bức đối với bài toán tĩnh như sau. 

  
   

1 1

x x x
1 1

Z M dx V dx Min
 

                 (3.35) 

x và x là các biểu thức chứa các ẩn X(i) cho nên điều kiện dừng của (3.35) 

được viết lại như sau. 

 
   

1 1

x x x
1 1

Z M dx V dx 0
 

                                                                  

Hay  
1 1

x x
x

1 1

1
Z M dx V dx 0

X(i) X(i) 

     
       

      
                  (3.36) 

Hệ số 1 x
2




 để đưa tích phân từ (-1) đến (1) về tích phân theo chiều dài 

phần tử. Có sáu ẩn ta có được sáu phương trình và có dạng sau. 

 AeX = B                                                                       (3.37)  

trong đó: B - véc tơ tải trọng. 

Các tích phân trong (3.36) có thể tính chính xác hoặc tính theo các tích 

phân gần đúng (tích phân số ) của Gauss (không trình bày ở đây). Sau khi 

tính, với trường hợp chia dầm thành bốn phần tử, nhận được Ae[6x6] như sau. 

   



























0              0   0.0001-   0.0001     0             0    

0              0    0.0001    0.0001-   0             0    

0.0001-   0.0001    16         8           96-        96   

0.0001    0.0001-   8           16         96-        96   

0              0         96-       96-      768      768- 

0              0         96         96        768-    768   

eA  

Ma trận Ae gọi là ma trận độ cứng phần tử, dx là độ dài một phần tử. 

Bởi vì hàm độ võng của phần tử là đa thức bậc ba nên các lực tác dụng cũng 

như lực quán tính của các phần tử  đều phải phân bổ về nút của nó. 
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Nếu như tại nút (1) có lực tác dụng P thì vế phải B(1)=P... 

Biết được ma trận độ cứng phần tử thì dễ dàng xây dựng được ma trận 

độ cứng của toàn dầm. Giả sử dầm chỉ có một phần tử thì ma trận Ae chính là 

ma trận độ cứng tổng thể của dầm. Giả sử chuyển vị tại nút (1) bằng không thì 

ta bỏ dòng 1, cột 1 của ma trận Ae, giả sử lực cắt tại nút 2, Q2=0 thì ta bỏ tiếp 

cột 6, dòng 6 của Ae bởi vì chúng ta không có hai ẩn này. 

Chú ý ngoài các ẩn chuyển vị, góc xoay, lực cắt của dầm còn phải xét 

thêm các ẩn là các thừa số Lagrange  của các điều kiện liên kết ở hai đầu dầm. 

Ngoài ra còn cần đưa thêm các điều kiện liên tục về góc xoay tại điểm 

tiếp giáp giữa hai phần tử (3.34). 

3.4.2. Bài toán ổn định tĩnh 

Ví dụ 1. Dầm đầu ngàm - đầu tự do 

Xét dầm có lực  P là lực nén dọc trục 

đặt ở nút đầu tự do của dầm. Khi lệch ra khỏi 

vị trí cân bằng, lực P gây ra mômen uốn Mp 

trong dầm. 

                 Mp=P(y  W0)    

W0 là chuyển vị ngang tại nút ở đầu tự do 

của dầm. Đối với mỗi phần tử i của dầm ta 

có 

                Mpi = P[WXi  W0] 
 

Hình 3.5. Dầm ngàm – tự do 

 

Xi là thông số chuyển vị của phần tử i. Mômen Mpi gây ra biến dạng uốn i 

cho nên trong thành phần lượng cưỡng bức ta viết thêm 

                

1 1npt npt

P i i i 0 i i
i 1 i 11 1

x x
M dx PWX dx PW X dx

2 2  

 
         

Cách tính các tích phân trên tương tự như khi tính ma trận độ cứng 

phần tử. Đây là bài toán trị riêng cho nên dùng phương pháp chuyển vị cưỡng 

bức. Cho một nút bất kỳ nào đó của dầm có chuyển vị y0 thì trong phiếm hàm 

lượng cưỡng bức phải xét thêm đại lượng. 

     (Wiy0)                                                             (a) 
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Wi là chuyển vị nút  i của dầm, i là bất kỳ,  là thừa số Lagrange là ẩn mới 

của bài toán. Như vậy, ma trận a thêm một dòng và thêm một cột và véc tơ B 

thêm một dòng. Sau khi giải phương trình 

   AX = B                                                              (b)  

tìm được nghiệm .  là phương trình đa thức đối với P, giải phương trình  

(P) = 0 sẽ có các lực tới hạn của dầm. 

Dầm ngàm-tự do (phần tử lực cắt 2 nút) 

Bảng 4.1. Lực tới hạn của dầm đầu ngàm - đầu tự do tính  

cho hai trường hợp h/l. Dầm có 4 phần tử, phần tử lực cắt 2 nút. 

Tỷ lệ 

h/l 

                          Dãy các lực tới hạn Pth  

P1th P2th P3th P4th P5th 

1/10 2
528,2

l

EJ  
2

878,25
l

EJ  
2

315,82
l

EJ  
2

393,171
l

EJ  
2

156,378
l

EJ  

1/3 2
528,2

l

EJ  
2

878,25
l

EJ  
2

315,82
l

EJ  
2

393,171
l

EJ  
2

156,378
l

EJ  

Bảng 4.2. Lực tới hạn của dầm đầu ngàm - đầu tự do tính  

cho hai trường hợp h/l. Dầm có 9 phần tử, phần tử lực cắt 2 nút. 

Tỷ lệ 

h/l 

                          Dãy các lực tới hạn Pth  

P1th P2th P3th P4th P5th 

1/10 2
472,2

l

EJ  
2

609,22
l

EJ  
2

327,64
l

EJ  
2

402,129
l

EJ  
2

623,219
l

EJ  

1/3 2
472,2

l

EJ  
2

609,22
l

EJ  
2

327,64
l

EJ  
2

402,129
l

EJ  
2

623,219
l

EJ  

Dầm ngàm-tự do (phần tử lực cắt 4 nút) 

Bảng 4.3. Lực tới hạn của dầm đầu ngàm - đầu tự do tính  

cho hai trường hợp h/l. Dầm có 9 phần tử, phần tử lực cắt 4 nút 

Tỷ lệ 

h/l 

                          Dãy các lực tới hạn Pth  

P1th P2th P3th P4th P5th 

1/10 2

EJ
2, 467

l
 

2

EJ
22, 206

l
 

2

EJ
61,687

l
 

2

EJ
120,924

l
 

2

EJ
199,976

l
 

1/3 2

EJ
2, 467

l
 

2

EJ
22, 206

l
 

2

EJ
61,685

l
 

2

EJ
120,911

l
 

2

EJ
199,919

l
 

Nhận xét:  

Kết quả tính toán lực tới hạn luôn phụ thuộc vào tỉ số giữa chiều cao 

tiết diện và chiều dài dầm h/l. Tuy nhiên, với trường hợp này bài toán dầm 
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một đầu ngàm– một đầu tự do là bài toán tĩnh định nên ảnh hưởng của biến 

dạng trượt đến lực tới hạn là không đáng kể. Về mặt số học thì khi tỉ số h/l 

càng nhỏ (h/l1/10) trở đi thì có thể bỏ qua ảnh hưởng của biến dạng trượt 

nhưng ở đây dùng lý thuyết đầy đủ về dầm để tính toán một cách dễ dàng do 

đó nên xét biến dạng trượt trong mọi trường hợp. 

Ở bảng 3.3 có ba lực tới hạn đầu tiên là chính xác, khi chia dầm thành 

bốn phần tử kết quả nhận được ở bảng 4.1 có sai số lần lượt là 2,47%, 

16,53%, 33,43%. Như vậy, ta cần rời rạc hóa dầm thành nhiều phần tử hơn để 

nhận được kết quả chính xác. Thật vậy, khi chia dầm thành 9 phần tử kết quả 

nhận được ở bảng 3.2 đã tiệm cận kết quả chính xác cụ thể sai số chỉ còn là 

0,2%, 1,81%, 4,27% đối với ba lực tới hạn đầu tiên. 

Qua kết quả ở bảng 3.2 và 3.3 ta thấy khi chia dầm thành 9 phần tử lực 

tới hạn trong hai trường hợp, phần tử lực cắt 4 nút nhận được ba lực tới hạn 

đầu tiên chính xác so với kết quả nhận được từ lời giải bán giải tích, còn với 

phần tử lực cắt hai nút vẫn còn sai số tương ứng là 0,2%, 1,81%, 4,27% đối 

với ba lực tới hạn đầu tiên.  

Do vậy muốn tăng độ chính xác của kết quả nhận được thì hoặc là tăng 

thêm số phần tử hoặc tăng số nút trong phần tử lực cắt.  

Ví dụ 2. Dầm hai đầu khớp 

          Xác định lực tới hạn cho dầm 

chịu nén như hình 3.6a. 

 

Hình 3.6. Dầm hai đầu khớp 

 

Hình 3.7. Đánh số nút, số ẩn 

 

Chia dầm ra làm npt phần tử (hình 3.7), nội lực mô men uốn do lực P 

gây ra trong các phần tử của dầm là: 

P

P

0 1 1 2 2 3 3 0

12 13 14 15 16 17 18 19

SO DO NUT DAM

SO DO AN CHUYEN VI

CHIEU DAI PHAN TU

2 3 41 5

SO DO DAM NGANG

SO DO AN LUC CAT

nw

nút

nqx

4 5 6 7 8 9 10 11

SO DO AN GOC XOAY

nwx
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)1(. nptiwPM xiPi 
                                                                           

(a) 

Mô men uốn PiM  gây ra biến dạng uốn Pi  do đó trong thành phần 

lượng ràng buộc của bài toán ta phải viết thêm thành phần này, như vậy lượng 

ràng buộc cho bài toán ổn định có thể viết như sau: 

     min.
22 1

1

11

1

1







   
  

dxV
x

dxMM
x

Z i

npt

i
i

npt

i
Pii                             (b) 

Điều kiện dừng của phiếm hàm lượng cưỡng bức (b) là: 

     

  0.
2

0.
22

1

1

11

1

1

1

1

11

1

1





















































  

  

  

  

dx
X

Vdx
X

MM
x

Zhay

dxV
x

dxMM
x

Z

i

i
npt

i
i

i
npt

i
Pii

i

npt

i
i

npt

i
Pii






                        (c) 

Gọi nw là số thông số chuyển vị tại các nút của dầm có chuyển vị; nwx 

là số thông số góc xoay tại các nút của dầm có góc xoay. Dựa vào điều kiện 

này ta sẽ xây dựng được ma trận độ cứng của dầm có bậc: nxn (n=nw+nwx), 

trong bài toán này n=19 (sau khi bỏ đi những hàng và cột tương ứng có 

chuyển vị hoặc góc xoay bằng không). 

Bây giờ xét các điều kiện liên kết khớp tại hai đầu dầm và các điều kiên 

liên tục về góc xoay giữa các phần tử. 

Điều kiện mômen uốn tại hai đầu dầm bằng không được viết như sau. 





































0

0

2

2

0

2

2

lx

x

dx

dQ

GFdx

yd

dx

dQ

GFdx

yd





  

Trong phiếm hàm mở rộng điều kiện trên được viết như sau 





































0

0

2

2

2

0

2

2

1

lx

x

dx

dQ

GFdx

yd

dx

dQ

GFdx

yd







 

1, 2 là thừa số Lagrange và là hai ẩn của bài toán. Như vậy, ma trận a bây 

giờ có kích thước (n+2)(n+2) để chứa thêm hai ẩn 1, 2 có số thứ tự là 

(n+1, n+2), trong bài toán này là (20, 21).  

Điều kiện liên tục về góc xoay giữa các phần tử được viết như sau 
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





























































0

0

12

12

sautuphannuttruoctuphannut

i

sautuphannuttruoctuphannut

Q
GFdx

dy
Q

GFdx

dy
hay

Q
GFdx

dy
Q

GFdx

dy






 

với (i=npt-1), trong ví dụ này ta chia dầm thành 4 phần tử nên số điều kiện 

liên tục về góc tại các nút giữa các phần tử là (4-1=3), ứng với 3, 4, 5. 

Vì 3, 4, 5 là ẩn số (k+1), trong ví dụ trên là ẩn số 22, nên ta phải mở 

rộng ma trận a. Bây giờ nó có kích thước (n+5) x (n+5), (24x24). Vv...Gọi k1 

và k2 là góc xoay và lực cắt tại nút 2 phần tử trước, k3 và k4 là góc xoay và lực 

cắt tại nút 1 phần tử sau thì ta lại có. 

  

4 4

1 2

2 2

3 3

2 2
a(k 1,k ) 1 , a(k ,k 1)

x x

a(k 1,k ) , a(k ,k 1)
GF GF

2 2
a(k 1,k ) 1 , a(k ,k 1)

x x

a(k 1,k ) , a(k ,k 1)
GF GF


     


       



     
 
 
   


   

Trong ví dụ trên (Hình 3.7): k1=5, k2=13, k3=6, k4=14. Như vậy ma trận 

độ cứng của của dầm được mở rộng thêm (npt-1) hàng và (npt-1) cột, ở đây là 

ba hàng, ba cột. 

Theo phương pháp chuyển vị cưỡng bức tại một vị trí (nút) nào đó của 

dầm, ta cho lệch khỏi vị trí cân bằng một chuyển vị y0. Chẳng hạn tại nút thứ 

k ta cho một chuyển vị cưỡng bức y0 ta có: 

00  yw
xk

                                                                              
(d) 

Như vậy ma trận độ cứng của phần tử lại được mở rộng thêm 1 hàng, 

một cột và lúc này ma trận độ cứng có bậc 

  

[(nw+nwx+nqx+nđkb+nlt+ny0)x(nw+nwx+nqx+nđkb+nlt+ny0)] 

=[(3+8+8+2+3+1)x(3+8+8+2+3+1)]=[25x25] 

Trong đó: nđkb là số điều kiện biên, nlt là số điều kiện liên tục, ny0 là điều 

kiện chuyển vị cưỡng bức có trong các ràng buộc của bài toán 

 với hệ số trong ma trận độ cứng:  









1)25,(

1),25(

ka

ka

                                                                 
(e)
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Ma trận vế phải lúc này có bậc: [(nw+nwx+nqx+nm+npt)x1]  với giá 

trị hệ số [B(nw+nwx+nqx+nm+npt)=y0] còn các hệ số còn lại bằng không. 

Giải phương trình [A]X=B ta sẽ tìm được các ẩn số là các chuyển vị tại 

các nút của phần tử và các thừa số Largrange. Tiếp theo, ta cho thừa số 

Largrange tương ứng với chuyển vị cưỡng bức bằng không ta sẽ tìm được giá 

trị lực P tương ứng là các giá trị tới hạn của lực nén lên dầm. 

Khi chia dầm thành bốn phần tử như hình 3.7, ta nhận được (P) là đa 

thức bậc 18 của P,  giải phương trình (P) =0 theo ẩn số P ta sẽ tìm được 18 

giá trị lực tới hạn Pth, ở đây đưa ra 5 lực tới hạn đầu tiên lần lượt là: 

Bảng 3.4. Lực tới hạn của dầm hai đầu khớp tính  

cho hai trường hợp h/l. Dầm có 4 phần tử, phần tử lực cắt 2 nút. 

Tỷ lệ 

h/l 

                          Dãy các lực tới hạn Pth  

P1th P2th P3th P4th P5th 

1/10 2
869,9

l

EJ  
2

487,39
l

EJ  
2

925,88
l

EJ  
2

473,158
l

EJ  
2

872,248
l

EJ  

1/3 2
869,9

l

EJ  
2

487,39
l

EJ  
2

925,88
l

EJ  
2

473,158
l

EJ  
2

872,248
l

EJ  

Ta thấy các kết quả trên đúng với kết quả phân tích theo giải tích. 

Ví dụ 3. Dầm đầu ngàm - đầu khớp 

          Xác định lực tới hạn cho dầm 

chịu nén như hình 3.8a. 

 

Hình 3.8. Dầm hai đầu khớp 

 

Hình 3.9. Đánh số nút, số ẩn 

 

Chia dầm ra làm npt phần tử (hình 3.8), nội lực mô men uốn do lực P 

gây ra trong các phần tử của dầm là: 

P

P

0 1 1 2 2 3 3 0

12 13 14 15 16 17 18 19

SO DO NUT DAM

SO DO AN CHUYEN VI

CHIEU DAI PHAN TU

2 3 41 5

SO DO DAM NGANG

SO DO AN LUC CAT

nw

nút

nqx

4 5 6 7 8 9 10 11

SO DO AN GOC XOAY

nwx
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)1(. nptiwPM xiPi 
                                                                           

(a) 

Mô men uốn PiM  gây ra biến dạng uốn Pi  do đó trong thành phần 

lượng ràng buộc của bài toán ta phải viết thêm thành phần này, như vậy lượng 

ràng buộc cho bài toán ổn định có thể viết như sau: 

     min.
22 1

1

11

1

1







   
  

dxV
x

dxMM
x

Z i

npt

i
i

npt

i
Pii                             (b) 

Điều kiện dừng của phiếm hàm lượng cưỡng bức (b) là: 

     

  0.
2

0.
22

1

1

11

1

1

1

1

11

1

1





















































  

  

  

  

dx
X

Vdx
X

MM
x

Zhay

dxV
x

dxMM
x

Z

i

i
npt

i
i

i
npt

i
Pii

i

npt

i
i

npt

i
Pii






                        (c) 

Gọi nw là số thông số chuyển vị tại các nút của dầm có chuyển vị; nwx 

là số thông số góc xoay tại các nút của dầm có góc xoay, nqx là số thông số 

lực cắt. Dựa vào điều kiện này ta sẽ xây dựng được ma trận độ cứng của dầm 

có bậc: nxn (n=nw+nwx+nqx), trong bài toán này n=19 (sau khi bỏ đi những 

hàng và cột tương ứng có chuyển vị hoặc góc xoay bằng không). 

Bây giờ xét các điều kiện liên kết tại hai đầu dầm và các điều kiên liên 

tục về góc xoay giữa các phần tử. 

Đầu trái dầm là ngàm nên góc xoay bằng không được viết như sau 

0
0











x

Q
GFdx

dy 
 

  Trong phiếm hàm mở rộng điều kiện trên được viết như sau 

0
0

1 









x

Q
GFdx

dy 
  

Điều kiện mômen uốn tại đầu trái dầm bằng không được viết như sau. 

0
2

2











lx
dx

dQ

GFdx

yd 

  

Trong phiếm hàm mở rộng điều kiện trên được viết như sau 

0
2

2

2 









lx
dx

dQ

GFdx

yd 
  

1, 2 là thừa số Lagrange và là hai ẩn của bài toán. Như vậy, ma trận a bây 

giờ có kích thước (n+2)(n+2) để chứa thêm hai ẩn 1, 2 có số thứ tự là 

(n+1, n+2), trong bài toán này là (20, 21).  

Điều kiện liên tục về góc xoay giữa các phần tử được viết như sau 
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
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


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




0

0

12

12

sautuphannuttruoctuphannut

i

sautuphannuttruoctuphannut

Q
GFdx

dy
Q

GFdx

dy
hay

Q
GFdx

dy
Q

GFdx

dy






 

với (i=npt-1), trong ví dụ này ta chia dầm thành 4 phần tử nên số điều kiện 

liên tục về góc tại các nút giữa các phần tử là (4-1=3), ứng với 3, 4, 5. 

Vì 3, 4, 5 là ẩn số (k+1), trong ví dụ trên là ẩn số 22, 23, 24, nên ta 

phải mở rộng ma trận a. Bây giờ nó có kích thước (n+5) x (n+5), (24x24). 

Vv...Gọi k1 và k2 là góc xoay và lực cắt tại nút 2 phần tử trước, k3 và k4 là góc 

xoay và lực cắt tại nút 1 phần tử sau thì ta lại có. 

  

4 4

1 2

2 2

3 3

2 2
a(k 1,k ) 1 , a(k ,k 1)

x x

a(k 1,k ) , a(k ,k 1)
GF GF

2 2
a(k 1,k ) 1 , a(k ,k 1)

x x

a(k 1,k ) , a(k ,k 1)
GF GF


     


       



     
 
 
   


   

Trong ví dụ trên (Hình 3.9): k1=5, k2=13, k3=6, k4=14. Như vậy ma trận 

độ cứng của của dầm được mở rộng thêm (npt-1) hàng và (npt-1) cột, ở đây là 

ba hàng, ba cột. 

Theo phương pháp chuyển vị cưỡng bức tại một vị trí (nút) nào đó của 

dầm, ta cho lệch khỏi vị trí cân bằng một chuyển vị y0. Chẳng hạn tại nút thứ 

k ta cho một chuyển vị cưỡng bức y0 ta có: 

00  yw
xk

                                                                              
(d) 

Như vậy ma trận độ cứng của phần tử lại được mở rộng thêm 1 hàng, 

một cột và lúc này ma trận độ cứng có bậc 

   [(nw+nwx+nqx+nđkb+nlt+ny0)x(nw+nwx+nqx+nđkb+nlt+ny0)] 

=[(3+8+8+2+3+1)x(3+8+8+2+3+1)]=[25x25] 

 với hệ số trong ma trận độ cứng:  









1)25,(

1),25(

ka

ka

                                                                 
(e)

 

Ma trận vế phải lúc này có bậc: [(nw+nwx+nqx+nm+npt)x1]  với giá 

trị hệ số [B(nw+nwx+nqx+nm+npt)=y0] còn các hệ số còn lại bằng không. 
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Giải phương trình [A]X=B ta sẽ tìm được các ẩn số là các chuyển vị tại 

các nút của phần tử và các thừa số Largrange. Tiếp theo, ta cho thừa số 

Largrange tương ứng với chuyển vị cưỡng bức bằng không ta sẽ tìm được giá 

trị lực P tương ứng là các giá trị tới hạn của lực nén lên dầm. 

Khi chia dầm thành bốn phần tử như hình 3.9, ta nhận được (P) là đa 

thức bậc 7 của P,  giải phương trình (P) =0 theo ẩn số P ta sẽ tìm được 7 giá 

trị lực tới hạn Pth, ở đây đưa ra 5 lực tới hạn đầu tiên lần lượt là: 

Bảng 3.5. Lực tới hạn của dầm đầu ngàm - đầu khớp tính  

cho hai trường hợp h/l. Dầm có 8 phần tử, phần tử lực cắt 2 nút. 

Tỷ lệ 

h/l 

                          Dãy các lực tới hạn Pth  

P1th P2th P3th P4th P5th 

1/10 2
192,20

l

EJ  
2

748,59
l

EJ  
2

453,119
l

EJ  
2

363,200
l

EJ  
2

649,304
l

EJ  

1/3 2
192,20

l

EJ  
2

748,59
l

EJ  
2

453,119
l

EJ  
2

363,200
l

EJ  
2

649,304
l

EJ  

Ta thấy các kết quả trên đúng với kết quả phân tích theo giải tích với ba 

lực tới hạn đầu tiên và kết quả hầu như không thay đổi khi h/l thay đổi. 

Bảng 3.6. Lực tới hạn của dầm đầu ngàm - đầu khớp tính  

cho hai trường hợp h/l. Dầm có 8 phần tử, phần tử lực cắt 4 nút. 

Tỷ lệ 

h/l 

                          Dãy các lực tới hạn Pth  

P1th P2th P3th P4th P5th 

1/10 2
237,20

l

EJ  
2

854,59
l

EJ  
2

553,119
l

EJ  
2

253,200
l

EJ  
2

835,303
l

EJ  

1/3 2
755,22

l

EJ  
2

021,67
l

EJ  
2

654,132
l

EJ  
2

207,220
l

EJ  
2

914,328
l

EJ  

Chênh 

lệch 
12,44% 11,97% 10,95% 9,96% 8,25% 

 Khi phần tử lực cắt bốn nút ta nhận thấy ngay sự thay đổi tương đối lớn 

trong hai trường hợp không xét (h/l=1/10) và có xét biến dạng trượt ngang 

(h/l=1/3), theo bảng 3.6. Như vậy, cách lựa chọn số ẩn cho phần tử mẫu chịu 

cắt cần được lưu ý. 
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KẾT LUẬN VÀ KIẾN NGHỊ 

 

Qua kết quả nghiên cứu tác giả rút ra kết luận sau: 

1. Tác giả đã áp dụng thành công phương pháp phần tử hữu hạn và lý 

thuyết dầm có xét biến dạng trượt ngang đối với các bài toán ổn định của 

dầm, đã tìm được kết quả quan trọng của bài toán ổn định là lực tới hạn.  

  2. Tác giả đã áp dụng được phương pháp chuyển vị cưỡng bức cho bài 

toán ổn định đàn hồi của dầm chịu uốn dọc có xét đến biến dạng trượt ngang. 

Bằng phép tính biến phân đưa phương trình vi phân không có vế phải về 

phương trình vi phân có vế phải bằng cách cho một điểm nào đó trong dầm, ví 

dụ điểm x=x1, một chuyển vị y0: từ đó chứng minh được rằng phương trình 

=0 (phương trình vế phải) là phương trình xác định trị riêng. Đối với bài 

toỏn ổn định tĩnh thì các trị riêng tìm được là các lực tới hạn Pth. Dùng 

phương pháp chuyển vị cưỡng bức để giải bài toán ổn định của dầm cho ta 

ngay phương trình đa thức xác định lực tới hạn mà không phải thông qua các 

phép biến đổi phức tạp để đưa ma trận về ma trận đường chéo.  

- Đã xác định được lực tới hạn cho các dầm có các điều kiện biên khác 

nhau có kể đến biến dạng trượt ngang. Kết quả tính toán lực tới hạn của dầm 

khi không xét đến ảnh hưởng của biến dạng trượt ngang (trường hợp tỉ số 

h/l=1/10) đều trùng khớp với kết quả nhận được khi giải bằng các phương 

pháp hiện có. 

- Lực tới hạn khi xét đến ảnh hưởng của biến dạng trượt đều nhỏ thua 

lực tới hạn khi không xét đến biến dạng trượt ngang. Lực tới hạn nhận được 

của dầm trong hai trường hợp có xét và không xét biến dạng trượt ngang sai 

khỏc nhau đáng kể. 

- Khi dầm tĩnh định lực tới hạn không thay đổi khi h/l thay đổi 

- Khi dầm được rời rạc hóa thành nhiều phần tử sẽ nhận được nhiều lực 

tới hạn chính xác hơn  

Kiến nghị:  

Có thể dùng kết quả nghiên cứu của luận văn làm tài liệu tham khảo, 

nghiên cứu và học tập, cũng như ứng dụng trong thực tế tính toán kết cấu 

công trình 
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