BO GIAO DUC VA PAO TAO
TRUONG DAl HQC DAN LAP HAI PHONG

TRINH HIEU BONG

NGHIEN CUU NOI LUC VA CHUYEN VI CUA DAM
BANG PHUONG PHAP SAI PHAN HUU HAN

Chuyén nganh: Ky thuat Xay dung Cong trinh Dan dung & Cong nghiép
M s6: 60.58.02.08

LUAN VAN THAC SY KY THUAT

NGUOI HUONG DAN KHOA HOC

TS. PHAM VAN PAT

Hai Phong, 2018




LOI CAM DOAN

T6i xin cam doan day la cong trinh nghién ctu cua riéng t6i. Cac sb
lidu, két qua trong luan vin 14 trung thuc va chua timg duogc ai cong bd trong
bat ky cong trinh nao khac.

Tac gia luan van

Trinh Hiéu Pong



LOI CAM ON

Téc gia ludn van xin tran trong bay to long biét on siu sac nhat d6i voi
TS. Pham Van DPat da tan tinh giap do va cho nhiéu chi dan khoa hoc cé gia
tri cling nhu thuong xuyén dong vién, tao moi diéu kién thuén loi, giup do tac
gia trong subt qua trinh hoc tap, nghién ctru hoan thanh luan van.

Tac gia xin chan thanh cdm on cac nha khoa hoc, cac chuyén gia trong
va ngoai trudng Pai hoc Dan 1ap Hai phong di tao diéu kién giup 45, quan
tam gop y cho ban ludn van dugc hoan thién hon.

Tac gia xin tran trong cdm on cac can b, gido vién cua Khoa xay dung,
Phong dao tao Pai hoc va Sau dai hoc - truong Pai hoc Dan 1ap Hai phong,
va cac dong nghiép da tao diu kién thuan loi, gitp d& tac gia trong qua trinh
nghién ctru va hoan thanh luan van.

Tac gia luan van

Trinh Hiéu Pong



MUC LUC

MODAU ettt e e e e e 6
CHUONG 1: CACNGUYENLYBIENPHAN ................. 8
THUONG DUNG TRONG COHOC .« ..vvviiiiee e 8
1.1. Phép tinh bidn phan [1,2,3] « oo v v et e et e e e e e 8
1.2. Nguyén ly thé nang bién dang tdi thiu. ... ................. 11
1.3. Nguyénlycongbucucdal ........coiiuiiniennnennnnn 12
14 Nguyenly cOng 40 [4, 5] . o v i i i it e e et e et e e i e e 13
1.5. Phuong phap nguyén ly cuc tri Gauss .. ......... ..., 14
15 1. Nguyenly Gauss . .....c..ouiiiiinnnneeneenneennns 14
1.5.2. Phuong phap nguyén ly cuctriGauss . ................... 16
1.5.2.1.Cohocchatdiém . ... ..o ieiininnneeennnns 16
1522.Cohocmbitruongli€ntuc. . . .o oo v it i ittt iiie e 18
1.5.3. Phuong phap nguyén 1y cuc tri Gauss (tiéptheo) . .. .......... 24

1.5.4. Sir dung phuong phap nguyén 1y cuc tri Gauss thiét 1ap phuong trinh vi
phan cAn bang cla dAm .. ..ottt e 28
1.5.5. Sir dung phuong phap nguyén 1y cuc tri Gauss thiét 1ap phuong trinh vi
phan dao dong clia dam . ... ....covr it e 29

1.5.6. St dung phuong phap nguyén 1y cuc tri Gauss thiét 1ap phuong trinh vi

phan can bang cua thanh thang chiuudndoc .. ... ..o vvunn. ... 31
CHUONG2: LY THUYETDAM CHIUUON ................. 33
2.1. Ly thuyét ddm Euler —Bernoulli [1]. . . ..o oot v oo ee 33
2.1.1. Dam chiu udn thudn tAy phang . . ... ..ot v e e an. .. 33
2.1.2. Dam chiu udn ngang phang . .. ... ..ovvvr v innennenn... 35
2.2. Ly thuyét dam xét bién dang truotngang . .................. 38

CHUONG 3. PHUONG PHAP SAI PHAN HUU HAN TINH TOAN DAM
CHIU UON . .ottt e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 44



3.1. Phuong phdpsaiphanhtruhan .......................... 44

3.1.1. Biéu dién dao ham cac cip bang phuong phap sai phan hituhan . . . . . 44
3.1.1.1.Biéu dién dao ham bang parabon NdI SUY . . . oo vvvvv v e 44
3.1.1.2.Biéu dién dao ham bang phép trién khai Taylor . . .. ......... 46
3.1.1.3.Sai phén lui (sai phan léch trai) . . .. ....... ... ... .. ..., 49
3.1.1.4.Saiphan tin . ... .ottt 54
3.1.15.8aiphantrungtam . ... ...ttt e e e e 57
3.2. Str dung phuong phép sai phan hitu han tinh toan dam chiu udn co céc
dieukiénbiénkhdcnhau . ........o i 62
3.2.1. Phuong trinh vi phan cAn bang ciadam . . ... ............ .. 62
322.Cacbudcthuchién........ ... 63
323.Cacvidutinhtodn . .........c.ciiiiiieeeeeeeennnnnnn. 63
KETLUAN VAKIENNGHI . ..o tii ettt it 78

TAILIEU THAM KHAO . ..ottt e e 79



MO DAU

1. Ly do nghién ciru dé tai

Trong linh vuc thiét ké két ciu cong trinh, két cdu may v.v... ky thuat
tinh toan hién dai tao nén nhimg kha ning mdi vé mit chat lugng. Nhitng kha
nang nay duogc tan dung mot cach day du nhat qua st dung cac phuong phap
roi rac hoa hay 13 cac phuong phap sb trong co hoc két cau. Cac phuong phap
nay cho phép 1ap chuong trinh tinh toan bang mdy tinh dién tir d6i vdi cac két
cdu chiu lyc c6 mirc d6 phirc tap bat ky voi cac didu kién bién va tai trong bt
ky. Theo mot so do tinh toan duy nhat thuc hién duoc su nghién clru vé tinh
hoc, dong hoc va 6n dinh cua moi két cau, ké dén mot cach hiéu qua cac dac
trung phi tuyén ctia vat lidu, cic dic thu cua két cdu khi chuyén vi 16n ciing
nhu dudi cac tdc dong phuc tap do dong dat, do no....

Trong co hoc két cau cd dién muc dich chinh 1a di tim cac nghiém lién
tuc, ma diéu do chi co thé thuc hién ddi véi mot sb rat han ché cac bai toan.
Do viy, v6i mdi bai toan lai van dung mot phuwong phép riéng dé tim 101 giai
cho chinh nd. Khac v6i cac phuong phap cua co hoc két cau c6 dién, sy van
dung mot sb loai phuong phap sé theo mot so d6 twong ddi théng nhat dan
dén cac chuong trinh tinh bang may tinh dién tir véi tinh chat van ning.

Phuong phap sai phan hitu han 13 mét trong hai phwong phép sé co ban
cuing v&i phuong phap phan tir hitu han ma ngay nay dang dung phd bién nhat
khong can ban cii dbi voi cac bai toan ki thuat néi chung va bai toan két cau
cong trinh noi riéng.

Phuong phép sai phan hitu han giai hau hét cac bai toan co hoc két cau
déu dua vé giai phuong trinh vi phan hoic hé phuong trinh vi phan. Nghiém
chinh xdc cia cac phuong trinh nay c6 thé xac dinh dugc cho mét sb trudong
hop riéng don gian vdi cac dac trung vat 1y va céc diéu kién bién chon trudc
cia két ciu. Thuc té ung dung rat da dang, ma nghi¢ém chinh xac dudi dang
tuong minh cia phan 16n cac bai toan két ciu khong co. Khi d6 cac phuong
phap s6 tao ra kha nang phong phu dé tim 10i giai. Phuong phap sai phan 1a

mot dang c6 dién theo hudng nay.



2. Poi tuwgng, phwong phap va pham vi nghién ciru

Trong ludn vin nay, tac gia dung phuong phap sai phan hiru han dé
nghién ctru ndi luc chuyén vi ciia dam chiu tac dung cua tai trong tinh.

3. Muc dich nghién ciru

Muc dich nghién ctru cua dé tai 1a “Tinh todan néi luc va chuyén Vi cua
dam bang phwong phdp sai phan hitu han”
4. Noi dung nghién ctru
- Trinh bay cac nguyén Iy bién phan thuong dung trong co hoc
- Trinh bay 1y thuyét dim chiu ubn
- Trinh bay phuong phép sai phan hitu han va tmg dung dé giai bai toan

xac dinh noi lyc va chuyén vi cua dam chiu tac dung cua tai trong tinh



CHUONG 1
CAC NGUYEN LY BIEN PHAN
THUONG DUNG TRONG CO HQC

Trong chuong trinh bay cic nguyén 1y bién phan thuong dung trong co
hoc, & day sé& 1an luot trinh bay phép tinh bién phan, nguyén ly thé nang bién
dang tdi thiéu, nguyén 1y cong bu cuc dai, nguyén 1y chuyén vi 4o, nguyén 1y
cuc tri Gauss va cudi cung 14 phuwong phap nguyén 1y cuc tri Gauss.

1.1. Phép tinh bién phan [1, 2, 3]

Dinh nghia bién phdan dy: Bién phan Sy cia ham y(x) cua bién doc lap
x 1a hi¢u cua ham méi Y(x) véi ham y(x)

Sy =Y (x) -y(x) (11)

Tir (1.1) ta thay bién phan 8y lam thay d6i quan hé ham cua y(x) va do
d6 khong nén nham sé gia Ay khi c6 s gia Ax, Ay =y(x+Ax)-y(X). Trong
truong hop nay quan hé ham y(x) khong thay doi.

Bién phdn dy:’ Néu nhu ham y va bién phan 8y c6 dao ham theo x
thi bién phan 8y’ khi c6 bién phan Jy s& 1a:
8y =84 =18y = Y(0—y'® (L2)

Trong (1.2) ky hiéu bién phan & va ky hiéu dao ham % hoan doi vi tri
cho nhau (tinh chat giao hoan).

Néu nhu cho ham

F=F1Y2,¥3 - Yn; X)

thi s0 gia AF khi c6 cac bién phan &y; dugc xac dinh nhu sau

F(ys +6y1, Y2+ 6y2,y3+6y3, ... 0n +
AF =3y ..6yn;x) = FOYL, Y2, Y3 Vi X) (s

Néu nhu cho ham

F=FOuYY3 Yy 1Y ¥ 5y %)
thi s6 gia AF khi c6 cac bién phan 8y;, §y’; duoc xac dinh nhu sau



AF =
< Y1+ 8y1,Y2 +8Y2, Y3+ 8Y3 Yo + Syn, ¥ + ) ~
FA\6yY' ..y, +6y,, ¥y, +8y,, ..+ y’n’___ +6y' 5 x +
(', +6y' ¥, +6y .,y +6y, ...y +6y ;x)
—F{yuY2 Y3 Y Y 1Y 3V g ¥ i %}
Néu nhu ham F lién tuc dén dao ham bac hai thi s6 gia AF c6 thé viét

!

tuong tu theo cong thirc Taylor dbi voi ham F = F(xq, X5, ... X,,) VGi su chu
y rang ¢ day dai luong bién thién 1a x; con trong trudng hop dang xét thi mdi
ham y; c6 hai dai luong bién thién 1a cac bién phan &y;,8y;’ . Ta co:

oF , 1 0%F
6y} + 1 Ziza Tk=1 5, 5, 0Viyict

_yngOF o

y,i
Y Ry 88y Tl Ty ok 87187k} +e(p?)
=1 k=1 ayiaylk l k =1 k=1 ay,iaylk l k
(1.3)
Biéu thic £(p?) 1a vo cung bé bac hai d6i véi p

p =8yl + 8y +6yF +6y5 + - by2 +6y'2

Thanh phan c6 dao ham bac nhat trong (1.3) duoc goi 1a bién phan bac
nhit cua F vaky hiéu &F, thanh phan c6 dao ham bac hai trong (1.3) khi
khong c6 hé s6 4 duoc goi 1a bién phan bac hai va ky hiéu la §2F. Nhu vay,
cac bién phan 8F, 6%F 1a cac s gia ciia ham F khi c6 cac bién phan Sy;,
5y';.

Phuwong trinh Euler:
Tim cuc tri (gia tri min hodc max) caa phiém ham sau
Z = f;le(y,y’,x)dx (1.4)

véi hai can cuda tich phan , x1 va x2, da cho. Trong bai toan nay cac
ham y(x) va y’(x) 1 cac ham chua biét , cin dugc tim sao cho phiém ham Z
dat cuc tri.

Theo qui tic tim cuc tri thi sb gia bac nhat cua Z phai bang khong hay
8Z = 0. Pua bién phan bac nhat caa Z 1ay theo (1.3) vao (1.4), ta co:

2 2 0F oF ,
82 = [} 6F dx = [/ (5-6y + 3-8y )dx = 0 (1.5)

L4y tich phan ting phan tich phan th hai cua phwong trinh (1.5), ta co:



2 OF , 2 OF oF
J1 5,7 07"dx = 77 55d(6y) = 5 8y15% - |

x2 d (aF
x1 9y’ x1 g x1 dx

a_y’) dydx

Phuong trinh (1.5) bay gid duoc viét lai nhu sau:
oF X2
3,7 000yl )+

Bai vi 8y 1a dai luong bat ky tir (1.6) ta co

OF d ,0F

2 0F d OF
f;‘l @—Ea—y,)(Sydx =0 (1.6)

Phuong trinh (1.7) dugc goi la phuong trinh Euler.

Thanh phan dau trong (6) 1a diéu kién tai can trén va can dudi x1 va x2.

Néu nhu gi tri ham tai x1 va x2 ,y(x1) va y(x2) dabiétthi &y, =0
va 8y,, = 0 cho nén phuong trinh Euler (1.7) la diéu kién can dé phiém
ham (1.4) co cuc tri.

Néu nhu gia tri y(x1) hodc y(x2) hoic ca hai khong xac dinh thi tir
phuong trinh (1.6), ngoai phuong trinh Euler con phai xét thém hoac mot
hoic ca hai diéu kién sau

oF

a—y,xl - O (18)

or

sy, =0 (1.9)

Néu nhu phiém ham (1.4) chtta cac dao ham bac cao, vi du bac p:

Z = f;‘f Fy,y',y", ..y®,x)dx (1.10)

thi dwa S6F tir (1.3) vao (1.10) va thuc hién tich phan tirng phan
nhiéu 1an ta s& nhan dugc phuong trinh Euler cta (1.10). i voi phiém ham
(1.10) ta co cong thirc tong quat sau []

P (1P (55m) =0 (1.11)

Khi ham dudi dau tich phan chta nhidu ham y; véi i=1,2.3,...n thi
ng voi moi ham.

y; taco mot phuong trinh Euler dang (1.7) hoac (1.11).

Trong phép tinh bién phan con nghién ctru trudng hop mot hoic ca hai
can tich phan x1 va x2 la cac dai lwong di dong [1, 2, 3].



Déi v6i cac bai toan co hoc 14 cac bai toan c6 y nghia vat 1y rd rang thi
néu nhu phuong trinh Euler duoc giai cung v6i cac diéu kién bién c6 nghiém
thi nghiém d6 1a duy nhét.

Phép tinh bién phan cing v6i nguyén Iy chuyén vi 4o 1a cac cong cu
toan hoc rat hiru ich dé xay dung phuong trinh can bang hoic phuong trinh
chuyén dong ciing nhu cac diéu kién bién cua cac bai toan co hoc.

1.2. Nguyén ly thé niing bién dang tdi thiéu

Khi phuong trinh can bang duoc biéu thi qua ¢ng suat hoic noi luc va
do d6 thé ning bién dang ciing biéu thi qua ¢ng suat hoic noi luc ta co
nguyén 1y thé niang bién dang cuc tiéu, nguyén ly Castiliano (1847-1884).
Nguyén 1y phét biéu nhu sau:

Trong tdt cd cdc trang thdi can bang lwc cé thé thi trang thdi can
bing thuc xdy ra khi thé nang bién dang la cuc tiéu.

Trang thai can bang luc c6 thé 13 trang thai ma cac luc tac dung lén
phan t6 théa mén céc phuong trinh can bang. Ta viét nguyén 1y dudi dang
Sau:

T1(F ) — min
Véi rang budc 1a cac phuong trinh can bang viét dudi dang luc.

Dol voi dam ta c¢o:

= —f —dx - min (1.12)
d*m
oz~ 4 (1.13)

Ni luc can tim mémen udn 13 ham phan bé theo chiéu dai dam M(X)
va phai théa man cac diéu kién lién két ¢ hai dau thanh (dugc xac dinh ¢ hai
dau thanh). Pay 1a bai toan cuc tri c6 rang budc. Bang cach dung thira s6
Lagrange A(x) du’a vé bai toan khong rang budc sau:

m=20" gy ¢ f A(x) [ + q] dx — min (1.14)

0 EJ
A(x) 1a thira s6 Lagrange va ciing 1a an cia bai toan. Theo phép tinh
bién phan tir phiém ham (1.14) ta nhan duoc hai phwong trinh sau (phuong
trinh Euler— Lagrange).

M=-E%2 (1.15)

dx2



d*m
dx?

= —q (1.16)

A(x) c6 thtr nguyén 1a chuyén vi cho nén phuong trinh (1.15) biéu thi
quan hé gitra M va chuyén vi. Thé (1.15) vao (1.16) ta co:

E] A (1.17)

dx*

A(x) 1a d6 vong cta dam va phuong trinh (1.17) 13 phuong trinh vi
phan can bang caa dam viét theo chuyén vi nhan duoc & trén.
1.3. Nguyén ly cong bu cuc dai

Khi dung an 1a cic chuyén vi va bién dang thi c6 nguyén 1y cong bu
cuc dal.

Trong tat cd cdc chuyén vi dong hoc cé thé (khd di) thi chuyén vi
thure la chuyén Vi cé cong b cwe dgi.

Chuyén vi dong hoc c6 thé 1a chuyén vi thoa man cac phuong trinh lién
hé giira chuyén vi va bién dang va thoa mén céc diéu kién bién. Cong bu bang
tich ctia ngoai luc va chuyén vi trir di nang lugng bién dang.

[Cong ngoai luc — thé ning bién dang]—max
Vi rang budc la cac phuong trinh lién hé gitra chuyén vi va bién dang.
LAy vi du dbi voi dam chiu udn, ta co

f(l) qydx —%fol E] x* dx - max (1.18)
V61 rang budc:

d2
X= (L.19)

x 1a bién dang udn ciing 14 d6 cong cua dudng do vong. Tich phan thi
nhéat trong (1.18) 1a cong toan phan caa ngoai luc (khong co6 hé sb '), tich
phan thtr hai 13 thé nang bién dang biéu thi qua bién dang uén.

Thay x tr (1.19) vao (1.18), ta c6

Jy avdx = [ EJ (- y) dx - max (1.20)

2

Thay dau cua (1.20) ta co

—f E]( dy) dx—féqydx—)min (1.21)

2



Khi y c6 gia tri x4c dinh tai hai dAu mat dam thi diéu Kién can dé biéu
thire (1.21) cuc tiéu 1a phuong trinh Euler sau
4
o (1.22)

dx*

Phuong trinh (1.22) 1a phuong trinh vi phan can bang cua dam chiu
uén. Nguyén 1y cong bu cuc dai dudi dang biéu thuc (1.21) dugc sir dung
rong rai trong tinh toan cong trinh theo phuong phap phan tir hitu han.

1.4. Nguyén ly cong ao [4, 5]
Cho 3 phuong trinh sau
YX=0, XYXX=0 Y>Z=0 (1.23)

Néu nhu cho 3 dai luong a,b va ¢ khong dong thoi bang khong (a,b,c

doc 1ap tuyén tinh ddi v6i nhau) thi tir (2.1), ta co:
aX+bYY+c)Z=0 (1.24)

Nguoc lai, néu nhu cho (1.24) thi ta lai nhan duoc (1.23).

Chu ¥ rang cac phuong trinh (1.23) va (1.24) 1a cac phuong trinh duoc
xay dyng trén co s& 1ap luan toan hoc thuan tuy, cac phuong trinh (1.23) va
(1.24) ciing nhu cac dai luong a, b,c khong nhét thiét phai c6 y nghia vt 1y
cu thé nao ca.

Bay gio ta xem X, Y, Z 14 c4c hinh chiéu cua cac luc tac dung 1én chat
diém 1én cac truc cta hé toa do vuong goc x, y,va z thi hé phuong trinh (1.23)
1a hé phuong trinh can bang luc . Goi 1y, 1, va 1, lacac chuyén vi a0 theo
chiéu X,y va z, ta co

XX, + XY, + X Zér, =0 (1.25)

Chuyén vi a0 7, r, va 1;1a chuyén vi do mét nguyén nhan bat ky
nao do gay ra, 1a ham lién tuc cua toa do x,y,z. Cac 6r, 67, va 4, lacac
bién phan cua chuyén vi ,1a cac dai lugng bé dé cho chuyén vi 1a lién tuc, cho
nén tir (1.25) ta lai nhan dugc hé phuong trinh can bang luc (1.23). Phuong
trinh (1.25) thuong duoc goi 1a nguyén 1y cong 4o0.

Néu nhu cac chuyén vi thuc lién tuc dén dao ham bac nhat thi cac bién
phan  ér, én, va &r, ciing phai lién tuc dén dao ham bac nhat .Néu cac

chuyén vi thuc lién tuc dén dao ham bac hai thi cac bién phén 67, 6n, va



ér, cling phai lién tuc dén dao ham bac hai. P6 1a cac diéu kién ddi véi
chuyén vi ao.

Ta cling c6 thé sir dung cic bién phan cta chuyén vi thuc va néu nhu
cac chuyén vj thuc théa man cac diéu kién bién thi nguyén 1y (1.25) duoc goi
1a nguyén 1y chuyén vi kha di.

Bdt dang thiic Fourier:

Nguyén 1y chuyén vi a0 (1.25) dung v6i truong hop lién két gitr (lién
két hoan lai,). Khi c6 lién két khong giit ,vi du, khi hai chat diém ndi vai
nhau bang mot soi ddy thi ching chi c6 thé chuyén dong lai gan nhau, nhung
vi c6 soi day, chung khong thé chuyén dong xa nhau hoic mét vat thé lan trén
bé mit cua vat cing khac nhung khong thé ‘lin” vao nhung c6 thé chuyén
dong tach ra khoi bé mat do thi trong truong hop nay nguyén 1y chuyén vi 40
(1.25) co6 dang

X X0+ X Yo, + X Z6r, <0 (1.26)

Bat dang thuc (1.26) duoc goi 1a bat dang thirc Fourier [ ]. Gauss va
nha toan hoc nguoi Nga Ostrogradsky M.B.(1801-1862) ciing nhan duoc bét
dang nay [ ]. Bat dang thac (1.26) chi ra rang khi co lién két khong giit thi
cong 4o la dai luong khong duong.

1.5. Phuwong phap nguyén ly cuc tri Gauss
1.5.1.Nguyén ly Gauss

Nha toan hoc ngudi buc Gauss Karl Friedrich (1777- 1855) c6 cong
trinh vé co hoc véi tya d& “Vé nguyén 1y mdi, chung ctia co hoc’ viét vao
nim 1829. Céng trinh nay duoc dich sang tiéng Nga va in lai trong “Céc
nguyén 1y bién phan cta co hoc” v6i chu thich va cha giai cin k& va 1y thu
cua Gauss va cua nguoi bién tap [1].

Mo dau cong trinh ctia minh, Gauss viét :”Nhu da biét , nguyén 1y van
tbc 4o dua bai toan co hoc bat ky vé van dé toan hoc thuan tay, con nguyén
Iy D’Alembert dua bai toan dong luc hoc vé bai toan tinh hoc”. Gauss con
cho rang cac nguyén 1y co ban khac cta co hoc déu xuat phat tir hai nguyén ly
néu trén va dit van dé tai sao ngay tir dau lai khong xét lién két khong git.
Dua trén cac nhan xét trén Gauss dua ra nguyén ly mdi va chung cua minh

nhu sau:



“Chuyén dong cua hé chat diém gitta chiing c6 lién két tiy ¥, chiu tac
dung bat ky, & mdi thoi diém, tring hoan toan néu nhu c6 thé, véi chuyén
dong cua h¢ do6 khi hoan toan ty do, tuc la chuyén dong xay ra véi luong
cudng buc tdi thiéu néu nhu sé do lugng cudng birc 1ay bang tong tich cua
khéi luong mdi chat diém véi binh phuong do 1éch vi tri kha di cua chat
diém khi co lién két v6i vi tri chuyén dong cta chat diém khi hoan toan tu do
sau mét thoi doan vo cung nhd”.

Gia st ¢ thoi diém t chét diém m ¢6 vi tri A . Néu nhu ¢ thoi diém
nay ta giai phong cac lién két thi do c¢6 van tdc ban dau va tac dung cua luc,
sau thoi doan vo cung nhé dt chit diém c6 vi tri B. Chat diém khi co luc tac
dung va chiu anh hudng cua lién két sau thdi doan dt s& co vi tri C co thé
nao d6. Chuyén dong thuc xdy ra khi luong cudng blic Z cta chéat diém  viét
ddi véi hé nhiéu chat diém 1a téi thiéu

Z=Y;m;BC} - min (1.27)

Duya vao bat dang thuc (2.4) 1a bat dang thuc cling do ong dua ra, Gauss
trinh bay cac luan cur chirng minh cho nguyén Iy ctia minh.

Biéu thirc gidi tich ciia nguyén ly Gauss

Trong co hé chat diém nguyén 1y duoc giai thich nhu sau [1].

Xét hé chat diém co toa do r va van toc 7 & thoi diém t. Sau thoi doan
vo cung nhoé dt chat diém chiu tac dung cua lyc F va cua van tdc s& co vi tri
((t+dt) = revde + de? @)

Néu nhu tai thoi diém t ta giai phong céc lién két nhung van giir lec

tac dung, thi sau thoi doan dt vi tri cua chat diém sé& 1a
((trdt) = reide + 2 de? (b)

Hiéu cua (b) va (a) 1a 6 léch vi tri chat diém khi hoan toan tu do va khi

c6 lién két. Luong cudng bac chuyén dong theo caa hé chat diém theo (1.1)

bang

dt? Fi  .\2
Z =" Limi( - — 1)

Nguyén 1y Gauss dting cho mdi thoi diém cho nén c6 thé xem dt 13
hang va ta c6 biéu thirc sau



Fi . \2 . 1
Z=y;m (E—n) - min (1.28) Hay: Z =Zi;i(Fi —

m;7.)?> - min (1.28b)
Trong hé toa d6 vudng goc x, y, z biéu thuc (1.28) c¢6 cac dang
Z= Ti{mCl—%)? +m; (- y;)z +m(E = %)%} > min (1.29)
m; m; m;
Trong (1.29) cac dai luong X,Y,Z lan lugt 13 hinh chiéu trén cac
truc toa d6 Xx,y,z cua lyc F tac dung 1én chit diém.

Céc biéu thirc (1.28) va (1.29) 1a cac biéu thuc giai tich cia nguyén 1y
(1.27) .

Khoi lugng chat diém ciing nhu luc tac dung 1én nd da biét cho nén
trong (1.28) va (1.29) gia téc 1a dai luong chua biét. Khao sat voi cac diéu
kién lién két khac nhau, cac nha nghién ctu cho rang dai luong bién phan
trong cac biéu thuc giai tich (1.28) hodc (1.29) chi ¢6 thé la gia toc [1, 2, 3].

Céc tai lidu co hoc hién nay khi ban vé nguyén 1y cuc tri Gauss, vi du
xem [1, 2, 3, 4],déu gidi thiéu biéu thuc (1.28, 1.29), nhung can luu ¥ rang
céc biéu thuc nay khong phai do Gauss ma do nhitng nha nghién cru nguyén
ly Gauss dua ra. Ngoai ra, trong [2] con néu nhan dinh r::ing nguyén 1y Gauss
la mot dang dac biét cia nguyén ly D’ Alambert.

1.5.2. Phwong phap nguyén ly cwe tri Gauss

Nhu Gauss di viét, nguyén 1y cua 6ng 1a nguyén 1y chung ctia co hoc,
nghia 14 c6 tinh khai quat cao, nhung vé&i két luan va nhan dinh trinh bay &
trén, nguyén 1y nay hau nhu khéng duoc st dung trong co hoc. Phuong phap
nguyén 1y cuc tri Gauss trinh bay ¢ day 1a phuong phap st dung truc tiép
nguyén 1y Gauss dé xdy dung cac phuong trinh chuyén déng va phuong trinh
can bang cua co hé nham khang dinh phan nao tinh khai quat ctia nguyén 1y.

1.5.2.1. Co hgc chdt diém

Cac biéu thic (1.28) va (1.29) trinh bay & trén 13 cac biéu thic cua
luong cudng birc viét cho hé chat diém khi co lién két bat ky (lién két gitr va
lién két khong gitr). Trong trudng hop lién két gii, xem gia tdc 1a dai luong
bién phan, tir (1.28) ta nhan duoc phuong trinh can bang:

S5 (Fy = myi} )87, =0 (130)



Chu y rang thanh phan trong ngoic don cia (1.30) biéu thi diéu kién
can bang luc tac dung Ién chat diém, cho nén c6 thé xem 7 la gia téc a0. V&
mat toan hoc , cac dai luong 4o 1a bat Ky, nghia 1a c6 thé xem khong chi gia
tdc, ma ca van téc va chuyén vi cling la cac dai lugng 4o . Do d6 ngoai
(1.30), c6 thé viét thém
S (Fy = myf; )67, =0 (L.31)

S5 (F; = myf; )81, =0 (1.32)

Phuong trinh (1.5) xem vén téc 13 dai lugng bién phan, phuwong trinh
(1.32) xem chuyén vi 1a dai luong bién phan. Nhu vay, cac dai luong bién
phan cta nguyén 1y cuc tri Gauss (1.27) trong truong hop lién két giir co thé
1a gia toc, van toc hoic chuyén vi

Tuong tu, trong truong hop lién két git, tir biéu thire lwong buc
(1.29) s€ nhan duogc cac phuong trinh

Xi . . Y; . . VA . .
Zimi{(Ch - #) 6%+ (- =) 8% + (L - )62} = 0 (1.33)

Tim{(Sh - %) 8%, + (= 9) 89+ (L= £)62} = 0 (1.34)
Zimi{(% — &) 6x + (mi - 5) 6y + (mii — )62} = 0 (1.35)

Pai luong bién phan trong (1.33) 1a gia téc, trong (1.34) 1a van téc,
trong (1.35) 1a chuyén vi.

Nhu vay, trong trudng hop lién két gitt, nguyén 1y Gauss (1.27) duoc
dan vé nguyén 1y cong 40 (1.31 — 1.35).

Vi du 1.1. Viét phuong trinh chuyén dong cua chat diém c6 khi
lugng m chuyén dong khong ma sat dudi tac dung cua luc trong truong trén
duong cong phang y = bx? (hinh 2). Vi du nay 14y tir [ 4].

Bai lam: Trong vi du nay lyc tac dung lén chat diém chiéu x 1a X=0,
chiéu y 1a Y=mg. Céc phuong trinh (1.33)-(1.35) Vi cha ¥ rang luc quan tinh
mang ddu 4m va chuyén dong xay ra trong mat phang (x,y), duoc viét lai nhu
sau

m(%)8% +m(=. +7 )8y = 0 @)

m(x )6x +m(% +3)8y =0 (b)



m(x )6x + m(% +3)8y =0 (c)

1Y

@) =X
Hinh 2. Minh hoa cho vidu 1
Bay gid ta tinh cic van tdc va gia toc caa y theo van tdc va gia tc cua

y = bx?, y = 2bxx,y = 2bx? + 2bx%
Ta tinh cac bién phan 8y, 8y ,8¥ qua cac bién phan Sx, 6%, 5%

5 = 84 (2bi? + 2bx¥) = 2bx6% (d)
6y = 64, (2bxx) = 2bxdx (e)
8y = 6,(2bx?) = 2bxéx (f)

Pua 1an luot cac cac bién phan (d),(e).(f) vao cac phuong trinh
(@),(b),(c) ta s€ nhan dugc cung mdt phuong trinh sau
%+ (g + 2b%? + 2bx%)2bx = 0
Sap xép lai, ta co
(1 + 4b%x®)% + 4b?x%? + 2bgx = 0

Phuong trinh vira nhin duogc 1a phuong trinh chuyén déng can tim cua
vi du trén.

Nhiing trinh bay trén chi ra rang,d6i véi co hoc chat diém trong truong
hop lién két gitr, dai luong bién phan cta nguyén 1y Gauss c6 thé 1a gia tdc,
van téc hoac chuyén vi.

1.5.2.2. Co hoc méi truwong lién tuc

a. Cac phwong trinh Navier

Str dung truc tiép nguyén 1y Gauss (1.1) dé xay dung cac phuong trinh
chuyén dong ctia méi truong lién tuc 14 ndi dung cta phan trinh bay dudi day.
Dé trinh bay duoc rd rang, ta xét méi truong dan hdi ddong nhat diang hudng.
Tach mot phéan t6 khoi dx.dy.dz ra khoi méi trudong . Cac luc tac dung dit o



trong tim phan t4 14 cac luc khoi b, by, b, va cac lyc quan tinh f,, f,,, f; , con
& trén cac bé mat cua phan t6 co cac tng suat phap oy, gy, 0, Va cac ung suat
tiép Txy» Txz: Tyz(hinh 2). Do ¢6 lyc tac dung, trong tim phéan t6 ¢6 cac chuyén

vi U theo chiéu x, v theo chiéu y va w theo chiéu z.

7]
LEE

dx3
a
I

3
Aat2 »

dx2

Hinh 1.2 Trang thai (ng Suat phan t6

Céc bién dang cta phan té do cac chuyén vi giy ra, khi xem céc
Chuyén vi 1a bé, theo 1y thuyét dan hoi, vi du xem [ ], dugc xéc theo cac biéu
thuc

X “oax Y T ey 2 4z
du . dv du . ow ow  0Ov
=G+ =+ = (ot 1,
Exy dy + ax) Exz (az + ox! vz dy + 62) (1.36)

Quan hé giira tng suat va bién dang sé& 1a
o, = 2G (&, +1_V?9) L0, = 2G(s, +1_”79) o, =2G(g, +

0),

v

1-2v
Txy = GExy,  Tyz = GExy Ty, = GEy,
E
O=¢e,+te +e,, G= 20 (1.37)

Trong cac biéu thirc trén @ 1a bién dang thé tich, G 1a modun truot cua
vat liéu, E 1a modun dan hdi va v 1a hé sb Poisson.

Khi giai phong lién két, phan t6 khong c6 lién hé nao voi méi truong ,
chi chiu tac dung cua cac luc khéi by, by, b, va cac luc quan tinh f, f,, f; va
c¢6 cac chuyén vi u,, Vo Wy nhu cua vat cing, Vi uy = o, vy = 00, wy —

00,
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Hinh 1.3
Dé cho cac chuyén vi uy, Vo Wo dugc xac dinh, dat thém cac lo-xo theo
cac chiéu x, y, z (hinh 1.3) Po cing cac lo-xo

k,= lim —2xx

. —by+f; . —by+
,ky = lim 2% g = |im 22
Up—  Uo Vo Vo wo—o  Wo

Ta ciing dat cac lo-xo vao phan t6 ¢o lién két . RS rang 1a cic lo-xo
dugc dua thém vao khong 1am thay ddi cac chuyén vi w, v, w caa phan t co
lién két va chuyén vi g, vo,w, Clia phan t6 tu do.

Phan t6 6 lién két c6 cac bién dang (chuyén dong) sau :

Cacbiéndang &,¢&,,6, codocing 2G,

2Gv
(1-2v)

Bién dang thé tich 6 ¢ d6 cang

Céc bién dang truot Exyr Exz »Eyz €O cdc do cung G.

Phén t6 ty do (khong c6 lién két véi moi truong) khong co cac bién
dang nay.

Theo nguyén 1y Gauss (1.1) ta viét ludng btc chuyén dong

2Gv

2
(1-2v) 0% +

Z=f{2G(ex2+sy2+ezz)+

2 2
c <5xy +£;Z +>} v
Eyz

+ [{ky(u—up)?* +ky(v—vp)* + k,(W—wp)*}dV — min
(1.38)
V 14 thé tich vat thé can tinh.
Trudc tién ta tim cyuc trj ba tich phan cudi cua biéu thirc trén véi chi y
rang cac dai luong u,v va w 13 cac ham toa do cho nén phai dung phép tinh

bién phan . Ta nhan duoc :



min [ k,(u — uy)* dV = min [ lim fxbx
Ug—0 U
— [2(f;y — by)bu dV
min [ k, (v — v)?dV = min | llm yv by
>0 Vg
—fZ(fy— b, )év dV

(u—1uy)?dV =

(v —vp)%dV =

min [ k,(w — wg)?dV = min [ lim Z "
W —00 0
— [2(f, — b,)6w dV (1.39)

Bay gid Viét lai luong cudng birc Z (1.38) khi thay cac bién dang bang
cac dao ham ctia chuyén vi va chu y tdi cac biéu thuc (1.13)

z=1{26(5) +26(3) +26 (%) + ZL (B + 2+ 3 +
G(Z—;+Z—Z) +6(2 Z—V:) +G(Z—Z+Z—”y”) }dv — [{2(f, — by)du +
2(f, — b, )8v + 2(f, — b,)6w}dV — min (1.40)

Trong (1.40) c6 ba ham 4n u,v va w can xac dinh. Lay bién phan 1an
lugt theo ba ham an s& nhan dugc ba phuong trinh.

Trudc tién léy bién phan theo u ,ta co
67 = J26 58 (G) + 15 Gt s+ a0 G) + 6 G+ 5) 6 (5) +
G(2+ ‘;:) (2) - (f = bo)suav =0 (1.41)

Phuong trinh (1.41) 1a phuong trinh ctia nguyén 1y cong do. Nhu vay,

nguyén 1y Gauss trong truong hop lién két giir lai dugc dan vé nguyén 1y cong
ao.

Je—bs (W —wy)?dV =

Trong (1.41) van chira céc bién phan cta dao ham cho nén tinh bién
phan tiép tuc phuong trinh nay, ta nhan duoc

o7 = {26 (53) - 25 (5 + 5y + 5ae) ~ 6 (5 530)

0xdy  0x0z dy% = Oyox
62
6 (Co+o )} sudv — [(f, — by)dudV = 0 (1.42)
Phuong trinh (1.42) chi chaa bién phan Su. Tich phan trén s& bang

khong khi ham dudi dau tich phan bang khong va vi Su 1a bat ky nén sau khi
sap xép lai ta co:




G ,9%u 6212

2 —
GV-u + 1-2v (axz axay 9x0z ) thy = fi =0 at2
2 o 5 82 92 L
O day Vi= S+ =5+ ﬁ (toan tir Laplace).

Bang cach tinh tuong tu doi véi hal ham an v va w, s€ c6 thém hai

phuong trinh nita, ca ba phuong trinh duoc viét lai nhu sau

2 2 2
2 G (6 u 0“v a%w ) a_u
GViu+ 1-2v \0x2 = 0oxdy + 0x0z + by 6t2
2 2 2
2 G (6 u d“v 92 W) _ 0w 1.4
GV7v + 1-2v \@ydx  dy? + dydz + by moe (1.43)
2 2 2 2
2 G (6 u 0“v 0 w) 0w
GVw + 1-2v \0zdx = dzdy + 9z2 +b, =m at?

Céc phuong trinh (1.43) duogc goi 1a cac phuong trinh Navier.

Céc trinh bay & trén 13 vi dy sir dung truc tiép nguyén Iy cuc tri Gauss,
so sanh hé can tinh v&i chinh hé d6 khi hoan toan tu do (khi giai phong céc
lién két) , dé nhan duoc hé phuong trinh vi phan chuyén dong cua vat thé dan
hoi dong nhat dang hudng, hé phuong trinh Navier.

Str dung cac lo-x0 4o va nguyén ly Gauss v6i cach lam tuong tu S€
nhan duoc cac phuong trinh chuyén dong cia dam , khung, thanh, tdm chiu
uén v. v...

b.Cdc phuwong trinh truyén séng

Ly thuyét bién dang ctia moi trudng lién tuc cho thay riang co thé phan
tich bién dang chung cua phan t6 thanh bién dang thé tich va chuyén dong
quay ctia phan t6 nhu 1a vat cung.

Cac ung suat phdp oy, oy, g, gdy ra bién dang thé tich c6 hai thanh
phan, thanh phan do cac bién dang dai Ex, &y, & VOi do cimg 2G va thanh

A A A . A re AN 2Gv A A ) - X
phan do hé so Poisson gay ra voi do cung T Nhu vay, do cung cua bién

2Gv 1-v
= 2G .
1-2v

dang thé tich 0 séla 2G +
Céc ung suat tiép 7,y, 7., , Ty, gy racac bien dang quay véi d cing
G 1am cho phan t quay nhu vat cing quanh cic truc x, y va z . Cac goc quay
xac dinh bang
ow  0v 1 0w Odu 1 ov

o= Gy mn) =G e = Grmg) (149



Phan t6 c¢6 4 chuyén dong, bién dang thé tich va 3 chuyén dong quay.

Trudc tién, xét bién dang thé tich. Khi tach phan té khoi moi trudng va
néu nhu phén t6 khong c6 lién két véi méi truong, phan té hoan toan tu do,
thi

96 20 26
7 =0,2-=0, —=0
0x dy 0z
Nguoc lai ,khi c6 lién két voi moi trudng thi
6

—;eo —;eo Z %0
0z

Lugng cudng buc s¢€ 1a

=[55G+ G+ (57 v~ min

1-2v

Phuong trinh Euler cua phiém ham trén bang

2G(1-v) [ 9%6 9%0 , 9°%6
( ) ( 2 + 2 + 2 ) =0
1-2v dx ady 0z

Truong hop cé luc quan tinh ta ¢o

2G(1-v) (629 226 N 9%0 ) _ 9%
1-2v 9x2  ay? 9z2/) I ar2
bat
_]26(1-v)
vy = /—p(l—ZV) (1.45)
. 2 ( 9%6 | 0%0 aze)_aze
Ta cod vy (axz + 272 + pyl) Raleve: (1.46)

O ddy v, c6 th nguyén 1a van toc. Phuong trinh (1.46) la phuong
trinh truyén song thé tich véi van tdc truyén song v, , duoc goi la phuong
trinh truyén song doc (kéo, nén) theo cac phuong khic nhau, quy dao chuyén
dong cua cac hat tring véi phuong tuyén song.

Xét chuyén dong quay quanh truc X , w, . Khi tich phan t6 khoi méi
truong va néu nhu phan t6 khong c6 lién két voi moi truong, phan td hoan

toan tu do, thi

Jwy —0, 0wy — 0, Jwy 0
dx dy 0z
Nguoc lai ,khi c6 lién két véi moi truong thi
w Jw Jw
—#0, —=#0, —#0
Ox 0z

Lugng cudng buc s¢€ 1a



dwy

— 0wxy2 | 9Wxy2 2 ;
Z—fG{(ax) +(6y) +(az)}dV - min
Phuong trinh Euler cua phiém ham trén sé 1a

9%w 9%w 9%w
G ( X X x) — 0
0x2 T dy? + 0z2

Truong hop cé luc quan tinh ta c6

G ( 02w, n 02w, n azwx) = p 02w,

0x2 dy? 0z2 ot2
bat

G
Ve = |— (1.47)

p

9%w 9%w 9%w 9%w

Ta cé v ( x x x)= x 1.48
co S\ ox2 t dy? + 9z2 at2 ( )

O diy v, co thi nguyén 13 van téc. Phuong trinh (1.48) duoc goi 1a
phuong trinh truyén séng cat v4i van toc truyén séng cat v, theo phuong x,
quy dao chuyén dong caa cac hat nam trong mat phang (yz).

Thuc hién cac budc tinh twong ty d6i véi chuyén dong quay quanh truc
y va truc z nhan dugc hai phuong trinh truyén song sau.
Phuong trinh

02w 02w 02w 0%w
v (SR+S 2+ ) =2 (1.49)
dx oy 0z at

duogc goi 12 1a phuong trinh truyén séng cét véi van toc truyén song cat

v, theo phuong y, quy dao chuyén dong cua cac hat nam trong mat phang

(x2).

Phuong trinh

0w, 0*w, , *w, ) 2w,
v = 1.
S(axz +6y2+ 0z2 d t2 (1.50)

duoc goi 13 14 phwong trinh truyén séng cit voi van toc truyén song
cit vy theo phuong z, quy dao chuyén dong cia cac hat nam trong mit
phang (xy).

Nhu vay da nhéan dugc 4 phuong trinh truyén séng va hiéu rang moi
phuong trinh truyén song 13 phuong trinh chuyén dong caa mét dang chuyén
dong (bién dang) trong khong gian ctia co hé méi trudng lién tuc. Thiét nghi, chi
Vv&i nguyén ly Gauss méi co cach xay dung phuong trinh truyén séng nhu trén.

1.5.3. Phwong phap nguyén Iy cuc tri Gauss (tiép theo)



O trén trinh bay phuong phap nguyén 1y cuc tri Gauss khi so sanh hé
can tinh véi chinh hé d6 khi giai phong lién két, hodc néi cach khac, so sdnh
chuyén dong ciia phén té ciia méi triong lién tuc Véi chuyén dong cua chat
diém. Phuong phap nguyén 1y cuc tri Gauss con cho phép so sdnh hai co hé
méi truong lién tuc khdc nhau khi c¢d hai cing chiu lyc tic dung giong nhau.

Tro lai voi bai toan dan hdi 3 chiéu trinh bay ¢ trén. Cho hai vat thé
dan hoi, dong nhat, dang huéng chiu tac dung cia luc khéi by, by, b, . Gid
st biét duoc 10i giai cia mot hé 1a cac chuyén Vi ug, vy, W, thi dé tinh
chuyén vi cia hé chua biét u,v,w taxay dung lugng cudng buc bing cach
so sanh chuyén dong caa hai hé :

Z = [{5: (26, — 2Goe0x)? + 5= (2Ge, — 2Gooy)? + 5= (2GE, —

1-2v ( 2Gv ZGOV
2Gv "1-2v 1-2v

Gooxz)? +E(G€yZ—GOSOyZ)2}dV - min (1.51)

260802)2

1
0 )2 + = (Gexy GO‘EOxy)2 + E(ngz -

Luong cudng btc (1.51) viét cho truong hop céc thong s6 dan hoi cua
hai hé khac nhau.
Thay cac bién dang béng cac dao ham cua chuyén vi ta co
1 ou dug , 1 dv vy,
= j{z—(zaa— 26o—-) +—(2(;$— 260 5.)
ow
+ —(ZG— — 2G, —)2

2

1—-2v, 2Gv [ou Jdv Jw 2Gyv [Ouy dvy 0dw,
(el 2o e e )
1—-2vlox 0dy o0z dx  0dy 0z

2Gv 1-2v
+l< 6_u+6v 6u06v0>
G dy 0x dy Ox
el Sl Gel) + i (e [+ 5

Go |52+ a‘”;O x| 2) }dV

Phiém ham trén chta 3 dai luong bién phan éu, é6v, dw s€chota3
phuong trinh can bang theo chiéu X, chiéu y va chiéu z.

LAy bién phan theo chuyén vi u, s& co



. ou auo) 2Gv O0u a_v 6_w _ 2Gev %
0Z = f{(G GO Bx (1 2v [Bx t 6y+az] 1-2v [ dx

s (o [ 2] o[ ) 024 224 2] -
Go |22 + aW"])a—}dv_o (1.52)

Phuong trinh (1.52) 14 phuong trinh ctia nguyén 1y cong do. Nhu vay,
nguyén 1y cuc tri Gauss trong truong hop lién két giir duoc dan vé nguyén 1y
cong ao.

L4y bién phan tiép phuong trinh nay ta nhan duoc

azuo) _ (ZGV [ 0%u  0%v 62w]
1-2v “9x%2 = 09xdy  0x0z

57 = f{—(zc;%—zco

322
et S+ GO G+ T - ol
2
oo
(G axa] Go a;zuzo Zx‘;lo])a uldV =0
Sau khi rut gon, viét duoc
GV u + 1—621/ (Zj; aizavy + aa;;;) -
= GoV2uy + G0 (2o 9o, 0wy (1.53a)

0x2 0xdy  0x0z
Cach 1am tuong ty d6i voi chuyén vi v va w ta co

GV2 v+ G (62v 9%u BZW)
1-2v \9y2 = 0x0y  0zdy
Gy, ,0°v 9%u 6 w,
= G,V*v 0 0 0 0 1.53b
0 ot 1-2v (ayz t 0x0y azay) ( )
G (0*°w = 9d%u 0%v
GV w ( )
t 1-2v \0z%2  0x0z 0yoz
Gy, ,0°w 0%u 9%v
= GovZWO + 0 ( 0 9 + 0) (153C)

0z2 0x0z  0yoz

Céc phuong trinh trén chi ra ring c6 thé im cacham an  u,v,w
theo cac ham da biét u,, vy, w,y va bai vi cac vé phai ciia ba phuong trinh 1an
luot bang cac luc tac dung, & ddy 1a cac luc khdi by, by, b, nhu gia thiét,
nén cac ham an tim duoc cling théa man luc tac dung da cho. Khi giai hé
phuong trinh vi phan (1.53) can théa mén cac diéu Kién bién vé chuyén vi va
bién dang cta hé chua biét.



Ciing c6 thé dung tng suat lam an. Goi oy, 0y, 0%, Tays Txz) Tyz 12 CacC
ham an tng suat clia bai todn va  doy, Goy, Goz, Toxys Toxz» Toyz 1a cdc ham
ng suat da biét cia mot he. Nhu da biét, trong trudng hop lién két git
nguyén 1y Gauss dan vé nguyén 1y cong 40, ta cd

Z = [{ (0x — 00x)8x + (0 — 00y )8€y, + (0, — 0p,)8¢, +
(Txy - TOxy)&?xy + (sz - TOxz)ggxz + (Tyz - TOyz)6€yz}dV -

min (1.54)
Thay cac bién dang bang cac dao ham cua chuyén vi ta co
du v ow
Z= [{(0x =008 (52) + (0 = 006G + (0, = 00,05 () +
ou , Ov du , ow v

(Txy - TOxy)6 (5 + a) + (sz - TOxz)6 (E + a) + (Tyz - TOyz)é‘(E +
ow .
5)}dV - min

Phuong trinh Euler ctia phiém ham trén 1a

9oy | Otxy | 0Ty, _ 000y aToxy_l_aTmcz

ox T oy T T ax T dy 0z

day + 0Txy + 07y, _ dagy + 0Toxy + 0Toyz

dy ox 0z dy ox 0z
ao'z a‘[xz aTyZ aO'OZ aTOxz aTOyZ
00z — 1.55
0z + dx t oy 0z t ox + ay ( )

Céac phuong trinh (1.55) chi ra rang c6 thé xac dinh truong tng suat
cua hé chua biét qua trudng Gng suat caa hé da biét va boi vi truong ang suat
cua hé da biét can bang véi ngoai luc tac dung cho nén trudng ¢ng suat caa
hé chua biét tim dugc ,theo phuong trinh trén, cling can bang véi ngoai luc.
Khi giai hé phuong trinh vi phan (1.55) can chi y théa mén cac diéu kién bién
Vvé ing suat caa hé chua biét.

Chung ta biét trong co hoc méi trudng lién tuc, dan hoi tuyén tinh c6
nhitng 10i giai giai tich ctia mot s6 bai toan nhu : truong wng suat trong khong
gian vO han (loi giai Kelvin) va trong nua khong gian vo han (loi giai
Mindlin) khi chiu tac dung cua luc tap trung don vi nam trong moi truong,
trudng ang Suat dong luc hoc cua khong gian vo han chiu tac dung cua luc
xung don vi ndm trong moi truong | ] v.v.... C6 thé sir dung cac 10i giai

trén dé nghién ctru truong Gng suat va bién dang ciing nhu 10i giai dong luc



hoc caa hé dan hoi nhiéu 16p , cia vat thé dan hdi hitu han v.v... Trong co
hoc cong trinh ta c6 10i giai gii tich cua dim v6 han va tim vo han niam trén
nén Winkler .... C6 thé dung cac 10i giai nay dé tim 151 giai cta tim hiu han
va dam hitu han v.v...

Phuong phap so sanh hai hé khi ching chiu luc tac dung giéng nhau
l1a phuong phap méi trong co hoc ndi chung va trong co hoc cong trinh néi
riéng.

1.5.4. Sir dung phwong phap nguyén Iy cwe tri Gauss thiét 1ap phuong
trinh vi phan cAn bing clia dim

Xét dam chiu tai trong phan bd déu q, do cimg udn ciia ddm EJ=const

va co lien két bat ky, hinh a. H¢ so sanh dugc chon 1a mot dam khong c6 lién

két o tai trong va do cing udn nhu dam dang xét, hinh b.

q
) . xca TC q 0
, - he = 0.7°
U, k Uy—> 0
dx dx
(a) (b)

Hinh 1.4. Phén t6 dam a, phan t6 tu do b.
Theo phuong phap nguyén 1y cuc tri Gauss, lugng cudng birc cua bai

toan duoc viét nhu sau:

7 = fol EJ (— &)2 dx + fol k(y — yo)?dx - min (a)

dx?
Trong d6: k = lim — 13 d6 cing cua 10 xo
Yo~ Yo
Tt diéu kién cuc tri cua dam, ta co:
[ 1 d%y\? 1

57 = 6{_[0 B (-22) +J, k& —yo)z]dx} =0

N (I L T A IR _

= 6{_f0 E]( dxz) + /5 Jm =& = Yo) dx} =0

=6{:folE](—%)2+fol lim q(£—2y+yo)]dx}= 0

yo—)OO

2
Vi ta tim gi4 tri min nén khi y, — oo thi i— — 0 do do
0



(ﬁ— 2y +yo) - =2y

Yo
Do d6 ta co:
57 = 5{[[01 EJ (— %)2 + folq(—Zy)] dx} =0
Hay: —;—;[ZE] (%)] +29=0
E2—q=0 (b)

Phuong trinh (b) chinh 13 phuong trinh vi phan duong d6 vong ciia dam
1.5.5. Sir dung phuwong phap nguyén 1y cwe tri Gauss thiét 1ap phwong
trinh vi phian dao dong ciia dim

a. Dao dong tw do khi khong ké lic can

Xét dam c6 khoi luong phan bd déu m, luc quan tinh tac dung trén dam
l1a fm, do cting uén cuia dam EJ=const va c6 lién két bat ky, hinh a. H¢ so sanh
duge chon 1a mot dam khong c6 lién két co tai trong va do cliing udn nhu ddm
dang xét, hinh b.

q
- — Y Ve q
k Xco =0, }’CO
uc k uo—r::)’_'
dx dx
(a) (b)
Hinh 1.5.

Theo phuong phap nguyén 1y cuc tri Gauss, lugng cudng birc cua bai
toan duoc viét nhu sau:
! d2y\? ! .
Z= fo EJ (— ;32’) dx + fO k(y — y5)?dx - min (@)
Trong do:

k= lim - 1a do cing cua 16 xo
Yo—® Yo

Tu diéu kién cuc tri cia dam, ta co:

d?y

57 = 5{[[01 E] (—@)2 + [ k(y _yo)z] dx} =0



52 = 8 {[[1 81 (- 52) + J; tim, L2y — yoy?] ax} = 0

57 = 5{[] Ej(—d—;) +f0y11£noofm (——2y+y0)] dx}_o

Vi ta tim gi4 trj min nén khi y, — oo thi y——> 0 do do (y—— 2y +
0 0

yo) - —2y
Do do6 ta co:

57 = 5{[]01 £ (- %)2 + fo’fm(—Zy)] dx} _
()] -0

EJ %2+ fr =0

0%y _ g (b)

oty
Bt man
Phuong trinh (b) 1a phuong trinh vi phan dao dong tu do cua dam chiu

Hay:

b. Dao dong cudng birc khi khong ké lwe can
Khi didm chiu tai phan bd déu q. Theo phuong phap nguyén 1y cuc tri

Gauss, luong cudng buc cua bai toan dugc viét nhu sau

©)

Z= E]( szl) dx + fol k(y — y5)?dx - min
Trongdo: k= lim & ;fm , 1a.d6 ctmg ciia 16 xo
Vo=@ 0

Tu diéu kién cuc tri cua dém, ta co:
l
0z = 5{[f £ (_Tz) + Jo k@ _YO)Z]dx} =0

o{lE (-2 g -] -

—>ooy

=6{[folE](—%) +f hm(q fm)(——2y+y0)]dx}=0

Vi ta tim gié trj min nén khi y, — oo thi 2 o 0 do do
0

(y—o— 2y +yo) — =2y



Do d¢ ta co:
52= 8 {151 (-22) + fia ~ fu)(-29)] dx} = 0

Hay: %22 |2E/ (%)] +2f, —2q=0

B32+mS2=q @

Phuong trinh (d) 14 phuong trinh vi phan dao dong cudng buc ciia dam
khi khong ké dén lyc can.
1.5.6. Sir dung phwong phap nguyén 1y cwe tri Gauss thiét 1ap phwong
trinh vi phan cAn bang ciia thanh thang chiu uén doc

X¢ét thanh théng chiu tai trong nén doc truc P, d0 cting uén cua dam
EJ=const va co lién két bat ky. Tach khoi hé mot phan t6 co chiéu dai dx, khi

phan t6 chiu nén c6 bién dang uon nhu hinh a.

Hinh 1.6
Tai dau (a) c6 ndi luc M gay ra bién dang uén
_ d*y
x=—Ho

Gia str tai dau (b) c6 chuyén vi A,

Tai dau (a) co ngoai lyc Mp=P A gy ra goc xoay ¢ = %, vi @ nho nén
tgp =@ - A =@dx = %dx, taco: Mp = PA = Pgdx

Theo phuong phap nguyén 1y cuc tri Gauss, lugng cudng birc cua bai
toan duogc viét nhu sau:

7= folM(—?)dx—fOlP%(ﬂ)dx - min (e)

x?2 dx

Tur di€u kién cuc tri cua dam, ta co:



oz = =a{[J;m (532 + [y P (5] ax} = 0

Hay: —E[M—P]ZO
d’M d?y
—z TPz

Thay y = —EJ % vao phuong trinh trén ta c6

EJ42 4+ PLY =0 %)

Phuong trinh (b) chinh 1a phuong trinh 6n dinh cta thanh thdng chiu
udn doc

Nhu vay, to phuong phap nguyén 1y cuc tri Gauss ta cling nhan dugc
cac phuong trinh vi phan cin bang caa dim, phuong trinh dao dong tu do, dao
dong cudng birc ciia thanh khi khong ké t6i luc can va phuong trinh 6n dinh

ctia thanh chiu uén doc, twong tu nhu céc nguyén 1y khac.



CHUONG 2
LY THUYET DAM CHIU UON

2.1.Ly thuyét dam Euler — Bernoulli [1]

Dam chiu uén 1a ciu kién c6 kich thuée tiét dién nho hon nhiéu lan so
v6i chiéu dai cua nod, trén mat cat ngang dam ton tai hai thanh phﬁn noi luc l1a
moémen udn M va luc cat Q. Tai trong tac dung 1én ddm nam trong mit phang
c¢6 chita duong trung binh ctia ddm va thang goc véi truc dam. Dudi day ta xét
hai truong hop dam chiu uén thuan tay phang va uén ngang phang.
2.1.1.Dam chiu uon thuin tiy phing

Dam chiu udn thuan tiy phang 13 ddm ma trén moi mit cat ngang dam
chi c6 mot thanh phan néi luc 14 mémen udn nam trong mit phing quan tinh
chinh trung tam.

Ung sudt trén mdt cdt ngang

Gia st dAm c6 mit cit ngang hinh chit nhat (bxh) chiu uén thuan tay
nhu hinh... Ta tién hanh thi nghiém sau:

Trude khi dam chiu lyc ta vach 1én mit ngoai dim nhiing dudng thang
song song va vudng goc véi truc dim tao nén nhitng 6 vudng, hinh..... Sau
khi dam bién dang hinh....ta thdy rang nhiing dudng song song vdi tryc dam
tré thanh nhitg dudng cong, nhitng dudng thang vudng goc véi truc dam van
thang va vudng goc voi truc dam. Tir d6 nguoi ta dua ra hai gia thiét sau day:

-Mit cit ngang dam ban dau phang va vudng gbc véi truc dam, sau
bién dang van phang va vudng goc véi truc dam (gia thiét vé mit cit ngang,
gia thiét Bernoulli).

-Trong qua trinh bién dang cac thé doc ciia ddm khéng ép 1én nhau va
khong ddy xa nhau (gia thiét vé cac thd doc).

Ngoai ra khi tinh todn dam ta con dwa vao cdc gia thiét sau:

- Vit liéu co tinh chat lien tuc, ddng nhat va dang hudng

- Bién dang cua vat thé 1a bién dang dan hoi va dan hdi tuyét doi.

- Bién dang cua vat thé do ngoai lyc gy ra 1a nho so véi kich thudc
ctua chung.

- Tuén theo nguyén ly doc 1ap tac dung



Tir hinh... ta nhan thay rang: khi dam bi uén thi cac thd trén co lai,
cac thé dudi gidn ra. Do vay khi chuyén tir thé co sang thd gidn s& co thd
khong co, khong gian. Tho nay goi la thd trung hoa. Tap hop cac thd trung
hoa goi 1a 16p trung hoa, giao ciia 16p trung hoa véi mat cit ngang goi la
duong trung hoa. Néu ta xét mot mit cit ngang nao d6 ciia dam thi sau khi bi
ubn n6 s& cho hinh dang nhu hinh...Pudng trung hoa cia mat cit ngang 13
mot duong cong. Vi chuyén vi cia cic diém trén mit cit ngang ctia dam 1a
bé, nén ta coi rang hinh dang mat cat ngang dim khong thay doi sau khi bién
dang. Khi d6 duong trung hoa ctia mit cat ngang 1a duong thang va gia s lay
truc ox trung véi dudong trung hoa.

Xét bién dang ctia doan dam dz duoc cat ra khoi dam bang hai mat cat
1-1 va 2-2. Sau bién dang hai mat cat nay 1am v&i nhau mot goc de va thé
trung hoa c6 ban kinh cong 1 p (hinh...). Theo tinh chat cia thd trung hoa ta

co:
dz = pde (2.1)
Ta xét bién dang ctia thé ab cach thd trung hoa mot khoang 13 vy, ta co:
ab, = dz = pdy; abs = dz = (p + y)de (2.2)
Tu (2.2) tasuy ra:
g, = a—bs%th _ (p+yi)c;<i—pd<p; 2.3)

Xét ing suit tai diém bat ky A(x,y) trén mit cat ngang nao doéctia dim
(hinh..). Trong d6 truc oy 1a truc d6i ximg ciia mit cit ngang, truc ox trung
v6i duong trung hoa cia mat cat ngang.

Ta tach ra tai A mot phan t6 hinh hop bang cic mit cit song song voi
cac mit toa do (hinh...). Khi d6 theo gia thiét thir nhét thi gbc cia phan t6 sau
bién dang khong doi, nén ta suy ra trén cac mat caa phan t6 khong co ung suat
tiép. Mat khac theo gia thiét thir hai thi trén cic mit cia phan td song song
v6i truc Z khong co g sudt phap, nghia 1 o, = g, = 0. Do vy trén cac
mit ctiia phan t6 chi co Gng suét phap o, va theo dinh luat Hooke ta c6:

0, =Ee, = E%; (2.4)

Dam chiu udn thuan tuy nén ta co



N, = [, 0,dF =0 (2.5)

M, = [, o,ydF =0 (2.6)
Thay (2.4) vao (2.5) ta dugc
— y _E —_n E —

S, = 0 nghia 1a ox 13 truc quan tinh chinh trung tim. Vi y 1a truc ddi
xtmg nén suy ra oxy la truc quén tinh chinh trung tdm cta mit cit ngang.
Thay (2.4) vao (2.6) ta duoc:

E y? E
M, = fp o,ydF = ;fp Ede = ;]x (2.8)
.1 My Coaa
Suy ra: = B (2.9) EJ,. 1a @6 cting
ctiia dam khi uén. Thay (2.9) vao (2.4) ta co:
My
0z = E_ny (2.10)

Tt cong thire (2.10) ta c6 cac nhan xét:

-Luét phan bd cla o, trén mit cat ngang dam 1a bac nhat déi voi y.

-Nhitng diém trén mitcit ngang co cung tung do y (nghia 13 nhimg
diém nim trén duong thang song song vai truc trung hoa x) s& c6 trj sd bing
nhau va né ti 1& v6i khoang cach tir cac diém do tdi truc trung hoa.

-Nhitng diém nam trén truc trung hoa y=0 c6 tri sé ¢, = 0. Nhiing
diém xa truc trung hoa nhat s& c6 tri sé tmg suét 16n nhét va bé nhét.
2.1.2.Dam chiu uén ngang phing

Dam chiu uén ngang phang 1a ddm ma cac mat cit ngang cia nd cb cac
thanh phan ndi luc 13 luc cat Qy va mémen udn My nam trong mit phang quan
tinh chinh trung tim ctia dam.

Ung sudt trén mdt cit ngang

Xét dam chiu uén ngang phang nhu trén hinh...Ta quan st thi nghiém sau:

Truéce khi dam chiu luc ta vach 1én mat ngoai dam nhiing duong théng
song song va vudng goc véi truc dim tao nén nhitng 6 vudng, hinh..... Sau
khi dam bién dang hinh....ta thiy rang nhiing dudng thing song song voi
tryc ddm tro thanh nhitng dudng cong nhung van con song song véi truc dam,

nhitng duong thang vudng goc véi truc ddm khong con thang va vudng goc



v6i truc dam nita hinh. ... Piéu d6 chimg té6 mit cit ngang dam sau bién dang
bi vénh di. Néu tai diém A bt ky cta dam ta tich ra mot phan t6 bang cac
mit song song v4i cac mit toa do thi sau khi bién dang cac gbc vudng cua
phan t6 khong con vudng nita, nghia 12 phan t6 co bién dang goc. Suy ra trén
cdc mat phan t0 s& cd Gng suét tiép. Trong 1y thuyét dan hoi ngudi ta di
chting minh dugc rang trén cac mit ctia phan td c6 cac ing suat sau:

Oy, 02, T2y, Tyz. Nhung thuc té cho thiy rang Gmg suat phap Ty, rat bé
s0 voi cac thanh phan khac nén ta bo qua, nghia 13 khi ddm chiu ubn ngang
phang thi trén mit cit ngang dam c6 hai thanh phan ung suat la: ing suat
phap o,, va tng suat tiép hinh. ..

a.Ung sudt phdp o,

Trong muc trudc nhd gia thiét Bernoulli vé mat cit ngang phang ta da
dua tdi cong thire tinh Gng sudt phap o, trén mit cat ngang dam la:

0, =—=Y (2.11)

Trong trudng hop dam bi uén ngang phang thi sau bién dang mat cat
ngang dam bi vénh di, nghia 1a khong con phang nira. Nhu vay moi 1ap luan
dé dua t6i cong thirc (2.11) dé tinh Gng suét phap o, khong phu hop nita. Tuy
nhién trong 1y thuyét dan hdi nguoi ta da chimg minh dugc rang ddi voi dam
chiu ubn ngang phang ta van co thé dung cong thuc (2.11) dé tinh tng suit o,
ma sai s6 khong 16n lam.

b.Ung sudt tiép trén mat cdt ngang dam chiu uéon ngang phﬁng (cong
thirc Durapski):

Gia sir ¢c6 dam mat cat ngang 13 hinh chit nhat hep (b<h) chiju udn
ngang phang hinh...

Ta xét Umg suét tiép tai diém bat ky A(x,y) trén mit cit ngang 1-1 nao d6
cia dim. Qua diém A ta ké dudng thang song song véi truc ox cit bién ctia mit
cit tai B va C, cit truc oy tai D. Truoc hét ta xét ung suat tiép tai B,C va D.

Ung suit tiép tai C 1a T, gla st c6 phuong bat ky trong 1-1.

Phan 7, thanh hai thanh phan: 75, va Tzy . Nhung theo dinh luat doi
g cua tng suét tiép thi ta co: 75, = 1<, = 0 (5, = 0 vi mit bén dam theo

gia thiét khong co tai trong tac dung) hinh. ...



Do vay 7, = rgy c6 phuong song song vo1 oy. Do tinh chat doi xung ta
suyratg =Tp, = Tgy.

Ciing do tinh chat d6i xtmg va gia thiét hinh chit nhat hep nén 7p =
0, =18, =15,

Do gia thiét hinh chit nhat hep nén CD=b/2 cang nhé ma tng suat tiép
tai C va D chi ¢6 phuong y. Do vy ta suy ra la Gng suat tiép tai A chi c6
phuong y: 7, = 7}, Dong thoi:

Tjéz = TJC/Z _; TJ?Z = ch;z = Tjez

Nhu vay tng suét tiép ciia cac diém trén duong thang BC qua A chi c6
phuong y va tri s6 bang nhau. Nghia 1a tmg sut tiép trén BC phan bd déu véi
cuong do la . Dé tinh T,y ta cit mot doan dam dz bang hai mat cat 1-1 va
2-2 hinh....Sau d6 cit doan dam dz bang mot mit phang qua diém A song
song voi truc Z. Mit phiang nay chia doan dam dz ra 1am hai phan. Néu goi
BC = bc va dt (BCEF)=Fc thi tir diéu kién c4n bang ctia phan dudi ctia doan
dz hinh...ta suy ra:

ZZ - J sV dF — f 6P dF +1,,bcdZ = 0
Fc Fc

Mat khac ta lai co

1 Mx
o) =%y @
(2) _ My+dM,

== (b)

Thay (b) vao (a) ta duogc:
1 My+dMy
Tyz =lzy = Yoay [f Tx ydF — ch Tx ]
1 dMy
" Jxbe dz Jre yAF ©)
Taco: =0 ; [ ydF =S¢ (d)
T odz y» JFrc y x

S¢: goi 1a mOémen tinh cua phan dién tich Fc ddi véi truc x. Thay (d)
vao (c) ta suy ra:

_ _ Sk
Tyz =Tay =50 (2.12)




Trong d6 be goi 12 bé rong cta mit cat ngang qua diém can tinh Gng
suat A. Cong thirc (2.12) goi 1a cong thirc Durapski. Tir cong thirc ndy va theo
diéu kién can bang ctia phan thanh & trén ta suy ra la Ty, Cung chiéu véi truc
Z, T4y cCung chiéu véi Qy. Nghia la dau coa T4y Va @, nhu nhau. Do vay & day
chi can tinh tri s6 cua T4y theo (2.12) con dau ctia n6 dugc xac dinh tir biéu dd
luc cit Qy.

C. Ludt phdn bé vimg sudt tiép t,,, doi véi mat cit hinh chit nhdt:

Gia s mit cit ngang dam chiu udn ngang phing 1 hinh chit nhat bé
rong b, chiéu cao h. Ta di tim luat phan b ciia tng suat tiép Tzy d6i voi mit

cat néu luc cat tai mat cat nay la Q,,.

5= (-5) ol H -] =25 )
S . _ _ QyS% _ ng(hfz_yz) _ Qy (n? 2
U Ta: Ty, =T, = At= ot = (: —y ) (2.13)

Tir (2.13) ta nhan thay rang: Luat phan b T,y trén mat cat 1a parabol

bac hai d6i v6i y. V6i y=0 (nhitng diém nam trén truc trung hoa ox) thi:

Qyh* _ 3Q
Tzy (0) = Tax = 83-/]x = Z_Fy (2.14)
y = i% thit,, =0

T d6 ta c6 thé vé dugc biéu do T4y cho mat cat nhu hinh. ..

2.2. Ly thuyét dAm xét bién dang truot ngang

Ly thuyét xét bién dang truot trong dam do Timoshenko dwa ra va
thuong duoc goi 1a 1y thuyét dam Timoshenko. Khi x4y dung 1y thuyét nay
van st dung gia thiét tiét dién phang cua 1y thuyét dim thong thuong, tuy
nhién do c6 bién dang truot, truc dam s& xoay di mot goc va khong con thang
goc véi tiét dién dam nira.

Ly thuyét xét bién dang trugt duoc dung phd bién trong phuong phap
phan tir hitu han hién nay 1a dung ham d¢ vdng y va ham goc xoay 6 do
momen uén gy ra 1a hai ham chua biét. Trong trudng hop nay bién dang

trurot tai truc trung hoa duoc xac dinh nhu sau, vi du nhu [28, trg 5].



d
y=Z- (2.1)
Tu do6 ta ¢ cac cong thuc xac dinh M va Q
o
M=t/ ()

Q==-2+ 0 (2.2)
Trong cac cong thirc trén EJ 1a @6 cang udn, GF 1a d6 cang cat cua tiét
dién, G 1a modun truot cia vat lidu, F 1a dién tich tiét dién, a 1a hé s6 xét su
phan bd khong déu cua tng suat tiép tr*n chiéu cao tiét dién.
Céc tac gia [28, trg 5] cho rang khi modun trugt G—oo thi tir (2.2) suy ra

_ay
T odx

nghia 13 tr& vé 1y thuyét dam khong xét bién dang truot: Goc xoay cua
duong 36 vong la do moémen giy ra. Theo nghién cttu sinh 1ap luan trén
khong dung bdi vi khi théa man phuong trinh (2.3) thi tir phuong trinh (2.2)
suy ra luc cat Q =0, dan vé truong hop uén thuan tay cua dam. Vi Iy do d6
nén 1y thuyét xét bién dang truot dung y va 6 lam an khong hoi ty Vé 1y thuyét
dam théng thuong va khi ap dung vao bai toan tdm, né ciing khong hoi tu vé
ly thuyét tam thong thuong (Iy thuyét tim Kierchhoff, [28, trg 71], [25, trg
404]. Phuong hudng chung dé khac phuc thiéu st vira néu 1a bo sung th*m
cac nut xét lyc cat Q trong cac phan tir dam hoac phan tir tim [25, 26, 28]
hodc dung phan tir ¢6 ham dang 1a da thic bac thap (bac nhat) [ 31,trg
126]. Vian dé phén tir c6 ham dang khong bi hién tuong bién dang truot bi
khoa, shear locking, van dang duoc tiép tuc nghién ctu, [32]. Tinh hinh
chung hién nay vé 1y thuyét xét bién dang truot trong ddm va tam 13 nhu trén.

Khac véi cac tac gia khac, trong [19, 20] 1y thuyét xét bién dang truot
dugc xay dung trén co sé hai ham chua biét 1a ham d¢ vong y va ham lyc cit

Q. Trong truong hop nay bién dang truot xac dinh theo
VY=o (2.4)

"~ GF



a 12 hé s6 xét su phan bd khong déu cua tng suét cat tai truc dam.
Goc xoay do momen udn sinh ra bang hiéu giita goc xoay duong do
vong voi goc xoay do luc cat gay ra.

g=2_y=2_ (2.5)
dx dx GF

Momen uén s& bang

_ g% _ gy (ty, a4
M= _E]E = L] (dx2 t GF dx) (2'6)
Bién dang uén y
__ @’y adQ
dx? ' GF dx (2'7)

Duya trén 1y thuyét ndy ta s& xay dung phuong trinh cAn bang va céc
diéu kién bién cua dam nhu sau. Theo phuong phap nguyén 1y cuc tri Gauss
ta viét phiém ham luong cudng bic (chuyén dong) nhu sau: (gia sir dam co
luc phan bd déu q).

7 = fol Mydx + fol Qydx — fol qydx - min (2.8)

Céac ham d6 vong Yy, ham bién dang truot » va ham bién dang uén
1a cac dai luong bién phan, nghia 13 diéu kién can va du dé hé ¢ trang thai can
bang la

6Z = folMS)(dx + fol QSydx — folqdydx =0

Hay

67 = [y M6 [~ 42+ 29 ax + [1 05 [ dx ~ [ q8lyldx =0 (29)

dx? = GF dx
Trong phuong trinh tich phan (2.9) hai dai lugng can tim 13 y(x) va
Q(x) do d6 c6 thé tach ra thanh hai phuong trinh sau:

Jy M6 [~ 2] dx ~ f qblyldx =0 2.10)
fyme [ =22 dx + [ Q8 |2 dx =0 (2.11)

L4y tich phan ting phan phuong trinh (2.10)



Jo s [ 3] ax = = fyma ([ ]) ax

=-wo ]|, + s [2]ax

Tich phan ting phan thanh phan cudi cua biéu thirc trén ta c6

folM(S[—%]dx =—M6[dy]| _|_ | B ldM Jldx

0 dxz

Phuong trinh (2.10) sau khi 14y tich phan tirng phan c6 dang

-ws [, + Groml, - 1y (5

Boi vi cic dai lwong 8[y] va & || 1a nho va bat ky nén tir (2.12) ta c6

+q)6[yldx =0 (2.12)

S +q=0 (2.12a)
dy L _

—M§ [E”O =0 (2.12b)

M L

E(g[y]L) =0 (2.12c)

Tich phan ting phan phuong trinh (2.11):

foMo [ el dx = fyma (5[37]) dx

=M (5 [2])], - fo e 5[] ax

Sau khi Iy tich phan tirng phan

M (s [‘;‘—ﬁ)| + 0, (-5 +0) 6|2 dx =0 (2.13)
Boi vi bién phan & | 2| 1a nho va bét ky nén tir (2.13) ta co
~24Q=0 (2.13a)

M§ [g”; =0 (2.13b)

Str dung céng thirc (2.6), hai phuong trinh vi phan can bing cua dam
(2.12a) va (2.13a) co6 dang.



E] =2 _2Z:l=gq (2.14d)

k] [dx3 :F ZxQ] Q (2.15a)

Phuong trinh (2.14a) va (2.15a) c6 thé viét lai dudi dang

d*y ah?d3®Q _

e (2.14b)
d®y ah?d?Q _
E] 5——75=0 (2.15b)
Pé nhan duoc cac diéu kién bién ctia dam thi két hop (2.12b) va (2.13b)
ta co
aQ L _
Mo |-+ G—F“O =0 (2.16)

Chu y t6i phuong trinh (2.13a), phuong trinh (2.12¢) viét lai nhu sau

Qs[yllh =0 (2.17)

Tom lai, Iy thuyét xét bién dang truot cho ta hai phuong trinh vi phan
(2.14) va (2.15) d6i véi hai ham y va Q: phuong trinh (2.14) 13 phuong trinh
vi phan can bang gitra ndi luc va ngoai luc, phuong trinh (2.15) 13 phuong
trinh lién hé gitra momen uén va lyc cit. Cac phuong trinh (2.16) va (2.17) 1a
cac dieu kién bién & hai dau thanh.

Ta xét diéu kién bién (2.16)

Néu nhu tai x=0 hodc x=I, goc xoay 6 do mémen uén giy ra co bién

phan

50 =65|-2+2 ]| £0 thi M[} = 0 lién két khop (2.18a)
Néu nhu goc xoay 0 khong ¢ bién phan

50 =6|-2+° ]| =0 thi M|\bat ky — lién két ngam  (2.18b)

Déi vé6i diéu kién (2.17), néu nhu chuyén vi y tai x=0 hoic x=1 c6 bién

phan.



S[yll5 # 0 thi Q| = 0, khong c6 géi tua (2.18c)

Néu nhu

S[yll5 = 0 thi Q|}bat ky,— lién két géi tua (2.18b)

Khi khong xét bién dang trugt, G—oo hodc h—0 thi cic phuong trinh
(2.14) va (2.15) cling nhu cac phuong trinh vé diéu kién bién (2.16) va (2.17)
hodc (2.18) déu dan vé 1y thuyét dam Euler- Bernoulli. Cho nén c¢6 thé néi 1y
thuyét xét bién dang trugt néu trén (xem ham y va ham Q 1a hai ham chua
biét) 1a Iy thuyét day du vé dam.

Cubi cung can luu y rang khi xét tinh lién tuc vé goc xoay gitra hai
doan dam 13 néi dén tinh lién tuc cia goc xoay do mémen gy ra xac dinh
theo cong thirc (2.5), khong phai lién tuc cua goc xoay Z—z.

Heéso o

Hé s6 o 1a hé sd tap trung ung suat cét tai truc dam. Pdi voi tiét dién
chit nhat a=1.5, d6i voi tiét dién tron 0=4/3. Tuy nhién, khi xét bién dang
trugt cac tri trén thay déi twong tmg bang 1.2 va 1.11 [23, trg 132, 52, trg
492]. Trong tinh to4n sau nay tac gia dung hé s6 a=1.2 dbi voi tiét dién chir
nhat. Phuong phap chung dé xac dinh hé s6 o 1 can bang tong theo chiéu cao
dam cong cua ung suét cit thuc hién trén bién dang truot tai truc dam, van dé

nay da dugc nhiéu tac gia nghién ctru [23] [25, trg 400].



CHUONG 3.
PHUONG PHAP SAI PHAN HU'U HAN
TINH TOAN DAM CHIU UON

3.1. Phwong phap sai phan hiru han

Phuong phap sai phan hitu han 13 mot phuong phép tinh s co dién ra
doi tir 1au, nhung tir khi ¢ may tinh dién tir thi phuong phap nay méi chiém
mot vi tri quan trong va duoc ap dung rong rai dé giai cac bai toan phirc tap
trong k¥ thuat n6i chung va linh vuc két cdu noi riéng.

Noi dung cua phuong phap sai phan hitu han 13 thay thé mot ham xac
dinh trong mot mién lién tuc béng mot ham ludi gém mot tap hop ro1 rac hitu
han céac diém, & d6 dao ham duoc thay thé bﬁng céc ty sai phan. Piéu kién
bién hodc diéu kién ban dau ciing duoc xap xi sai phan, va nhd d6 bai toan
bién cta phuong trinh vi phin duogc thay thé boi mot hé phuong trinh dai s6
tuyén tinh. Trong phan ndy tac gia giéi thiéu nhimg ndi dung co ban cua
phuong phap sai phan hiru han va cach van dung né dé giai cac bai toan trong
két cau.
3.1.1.Biéu dién dao ham cac cip bang phuong phap sai phin hiru han
3.1.1.1.Biéu dién dao ham bing parabén ngi suy

Phuong phap don gian nhat dé biéu thi gan dung dao ham ciia mot ham
y(x) 1 su thay thé ham y bang mot parabon di qua mot s6 diém nhét dinh va
tai cac diém d6 dao ham cia parabon c6 gia tri gan dung dao ham ctia ham y.

Chang han tim dao ham cép hai y" ctia y khi biét gid tri cua y trén 3
diém lién tiép i -1, i, i+1 c6 khoang cach h déu nhau trén truc hoanh véi
nhiing gi4 tri twong mg ctia ham 13 yi4, Vi, Vi1 (hinh 1-1) ta viét phuong trinh
parabon bac 2 di qua 3 diém trén:

Yo =AX2+Bx +C (a)



y = AL + BxtC

[
A . |
S :
g : :
el sl
G 4 s — - :
| ly b —T—;fﬂ ly’*‘f
{%._2 : 1 | 1
-2h f (4 . L4 ‘24 x
i-2 i-1 0 (47 /+2

Hinh 3.1. Parabon noi suy

C6 thé chon diém i 1am gbc toa do, tic 1a:

y(-h) =yii=Ah?-Bh +C

y(0)=yi=C

y(h) = yy«1=Ah?-Bh+C
Tur do rut ra:

Vi1 - 2Yi + Yis1 = 2Ah?
Pao ham cép hai y" cta y tai diém i ¢6 gié tri gan ding 1a:
= h_lz(yi—l -2y, +Yia) (3.1)

Tuong tu ching ta c6 thé tim duoc dao ham cap cao dbéi vdi cac

Ys

phuong trinh parabon ndi suy cap cao dugc chon sao cho di qua cac diém ddi
xung hodc khong d6i xtmg d6i voi diém i.
Chang han d6i v6i parabdn bac 3:
Yo = AX3+ Bx?+ Cx + D
qua 4 diémi-1,i,i+1,i+2 (hinh 1-1) va cling chon 1 lam géc toa do
ta co:
y(-h) = yii = Ah®-Bh?+ Cx +D
y(0)=yi=D
y(h) = yis1 = Ah®-Bh?+ Ch + D
y(2h) = yiro = 8Ah® + 4Bh?+ 2Ch + D
Loai trur B, C, D tir cac phuong trinh trén ta nhan dugc gia tri 6A 1a dao
ham cép 3 cta parabon (b). Két qua ta s& c6 gia tri gan ding cta dao ham cap

"

ba y"' nhu sau:



w1
Yi = F(_ Yig +3Y; =3y + Yi+2) (3.2)

Bay gio tay hay thanh

4 1ap biéu thirc sai phan ddi voi

. cac diém co khoang cach

//v— \'\\\ khong déu nhau. Chiang han

‘l%'-f 4 \1\\ tim dao ham cap hai tai diém i

b ik %t ciia ham y khi biét gia tri cia

e ' | né tai 3 diém co khoang cach 1a
-+ 3 ! h va oh (hinh 3.2)

Hinh 3.2. Céc diém khong cach
déu
Phuong trinh parabdn di qua 3 diém trén nhu sau:
y(-h) =yi1 = Ah?2-Bh +C
y(0) =y:=C
y(ah) = yi+1
a’Ah?+ aBh +C
khir B, C va tir dao ham y, = 2A cua parabdn, ta co:
.1 2
Yi :F-m[ayi—l_(l+a)yi + Yl (3.3)
16 rang néu o = 1 ta lai nhan duoc coéng thirc (3.1). Cac dao ham cip
cao cling dugc thuc hién mot cach tuong tu.
3.1.1.2. Biéu dién dgo ham bang phép trién khai Taylor
Viéc biéu dién cac dao ham bang phuong phap sai phan s& din dén mot
sai s6 nhat dinh, sai s6 d6 s& triét tiéu dan khi khoang sai phan h dan toi
khong. Dé lam rd didu nay ta s& di tim mot céng thirc gan dung khac cua dao
ham, trong d6 sai s6 phu thudc vao h qua viéc trién khai Taylo.

Chudi Taylo ciia y(x + h) trén truc Ox dugc viét nhu sau:
h3

YxHh) =y00 + By () oy (0)+ oy ()

hoic tong quat hon ta co:



» QM
yir=y(x+h)= 3 —y (3.4)
m=0 M!
Trong d6 y™ 13 dao ham cap m ciia y. Thay cac ky hiéu ¢ hinh (3.2)
vao quan h¢ (3.4) ta dugc mot trién khai dang chudi cho cac diém x + oh va
(x - h):

2112 313 41,4
y|+1 y|+0[hy| h yi”+a h yi‘"+a " iIV T
2 6 24 35
2 3 h (35)
o=y —hy +—y ——vy +—vyV
yl—l yl y| 2 yl 6 yl 24 yl

Tu trén rat ra:
2 3

Yior- Yo = (e + D0y, + (02 —1) -y + (o 42) 0y

Két qua:
: h . [l+a®)h? .
Yi _(05+1)h (Via — Yi—1)+(1_0‘)§ Yi _((1+—05))'€ Yi .
Nhu vay biéu thirc gan diing ctia dao ham cip mat 1a:
: 1
= . 3.6
yl ( + 1)h (y|+l yl—l) ( )

Véi sai s6:
h . ([+a®)h? .
e=1-a)=y, —~———Y; +...
1-a)2y, Tia) 6
Ta thiy ¢ sé tién t6i khong cing mot lac v6i hnéu a = 1 va voih? néu o = 1.

Néu khir y, trong hai phu:0'ng trinh (3.5) ta dugc:

yil = [y|+1 (1 a )Yi _QZYi—l] (3.7)

(a + 1
Sai s6 cia no sé& tién téi khong cing mot lac v6i h? khi o 1a bat ky va
biéu thirc (3.7) sé& trd lai nhu quan hé (3.6) khia. = 1
Khur y, trong cac phuong trinh (3.5) ta nhan dugc:

o )P (1+a)yi+yi+1]+(1_a)nyi‘"_

=W ala ) 3 T2



Ta thay biéu thirc (3.8) d6i v6i y; co sai so tién tdi khong cling mot lic
voi h khi oo # 1 va cung véi h? khi o = 1.

Bang phuong phap tuong tu, ta c6 thé thiét 1ap nhiing biéu thuc sai
phéan khac nhau va sai s6 cta ching ciing xac dinh mot cach dé dang.

Vi dy: Co thé x4c dinh gia trj gan ding cua y;

y; = lala? -1y, , —2(a® 4y, +(o® ~7a—6)y, + 6y, ]

a(a +1)a +2)h?
(3.9)
Cac diémi-2vai-1,ivai- 1 cach nhau mot doan béng h, cac diém i

va i+ 1 c6 khoang cach oh. Hinh (3.3a) ¢ sai so tién dan téi khong cung mot

lac v6i h? Biéu thire twong tu dbi voi cac diém trong hinh (3.3b) sé la:

yl = a'(a'+1)l(a'+2)h2 [6ayi—1 + (al3 _Yal_G)yi - 2(0!'3 _4al)yi+1 + al(alz _1)yi+2]
(3.10)
Y4 Véi sai s6 ciing tién dan

to1 khong cung mot lic véi h?

Qua trinh thiét 1ap céc

daohm dudi dang sai phan va

¥ . .

_ xac dinh sai s0 cua chung c6 thé

4 Vi i ; A 7 7 .o B

¢ B [;rz dugc khai quat nhu sau. Gia su
0| i1 (. i+ 2 X

ching ta mudn biéu dién y qua

Hinh 3.3. Két hop khoang cach
déu nhau va khoang cach khéng déu
nhau

cic gia tri cla y tai cac diém i -
I, 1,1+ 1. Quan hé¢ tim dugc s€
c6 dang:

Vi =8,y +3Y; + 8., Y (3.11)
Trong d6 ai1, ai, ai«1 13 nhitng hing sé dugc xac dinh nhu sau:

- Trién khai yi+1 va yi1 theo quan hé (2.23) dem thay chung vao (3.11)

va sau khi nhom lai sé dugc nhu sau:
2

h .
y (a +a +a|+1)y| +h( a'l -1 +aa|+l)y 2 (al -1 +ta a|+l)y
3 h4
+ E (_ Q.+ a3ai+l )yi + 24 (ai—l + a4ai+l)yilv +

(3.12)



Néu triét ti€u cac hé s6 cuia y'i va yi sau do can bang cac h¢ s6 cua y"ita
dugc hé phuong trinh:
a,+a+a,,=0
—a,+0a,, =0
2
&, tatg,,=1
Tur do6 rut ra:
a = 2__.
=
= (a+1)n?

i= — ; A+l =

oh? a(a +1)h?
Thay cac gia tri cta ai1, &, a1 vao cic thanh phan con lai trong dau
ngoic cua (3.12) cho ta sai s €2 cua biéu thirc (3.11)
Pé xap xi cing mot dao ham y"i ta c¢6 thé dwa thém nhiéu diém lan can
nhu i+ 2, 1-2. Tuong tu nhu (3.11) ta c6 thé viét:
Y'i = @i2Yi2 + ai1Yi-1 + aiYi t @iv1Yis1 + Qir2Yis2
Sau khi thyc hién cac phép tinh trung gian ta dugc:

1 — 1 1
y i— —Z(yi,Z _16yi71 + 3oy| _16yi+l + yi+2)+ &y
12h
Trong d6 sai sd
4 v h5 VI
8' = — V. 4+—. +...
2= 907" T1008”

tién dan t&i khong cing mot lac véi h*,
Ta thiy trong trudng hop ma khoang chia cach déu nhau, phuong

phap trién khai Taylo c¢6 quan hé chit ché véi phuong phép sai phan hitu han.

Nhung trong thuc té ngudi ta c6 thé ap dung nhiéu phwong phap don
gian hon dé xap xi sai phan cac dao ham va sai s twong tmg ctia chiing.

Du¢i day sé trinh bay cac phuong phap do.

3.1.1.3. Sai phén lii (sai phdn léch trdi)

Pao ham tai mot diém i nao d6 dudi dang sai phan nhu sau (hinh 3.1)

(ﬂj _Yin=Yi _YiTVYiu (3.13)
AX ). h h '

Ny _ (Yi+1 — Y )/h _(Yi - yi—l)/h
AX? i h



— Yia — ?;,]};I +VYia (314)

Bang phuong phap nay ta co thé biéu dién sai phan cho dao ham cap

cao. Giad st ham y(x) dugc cho bodi cac gia tri yo, Y1, Y2 ..ry Vi-2, Vi, Yiy ooy Yn-2,
Yn-1, Yn tai nhitng diém c6 khoang céach déu nhau 14 h.

Sai phan lui cua y tai di€m 1 dugc xdc dinh nhu sau:

VYyi=Yi- Vi1 (3.15)
VAyi) = V(VY) = (Vi - Yi-1) - (Vi1 - Vic2) = Vi - 2Yi1 + Yi2 (3.16)
Viyi = V(V'y) (3.17)

Trong d6 ky hi€u V 1a todn tir sai phan lui.
Ta c6 nhan xét rrflng hé sb cua gia tri cac diém nut duoc suy ra tur cac h¢
sd cua nhi thirc Niuton (a - b)"
Vi du:
V3yi = Yi- 3yi1 + 3Yi2 - Vis (3.18)
V4i = yi - 4yia + 6Yi2 - 4yis + Yia (3.19)
Toém lai c6 thé thuc hién sai phan 1ui lién tiép cua moOt ham theo

su sap xép & hinh (3.4)

vy v§ vi vY| vy vi Vi v
i ' 1 1 1 1
M
Yide /Vq\i , -1 -2 -3 -4
L Ey W,
9/'-< /Vyk, P 1 +3 +6
e A \
/-_\{ 3 ) 7 -4
ng ylﬁj 1
Hinh 3.4.

O phan trai cta hinh (3.4) biéu thi trinh ty sai phan lién tiép, vi du:
V2yi = Vyi - Vyia



duoc biéu thi boi hai duong xuat phat tir V2yi hudng vé Vyi va Vyi-1
tiép tuc Vyi va Vyi1 c6 méi lién hé twong Gmg véi yi, Via va yi1, Yiztheo quan
hé:

VVi=Vi- Vi1
VVii1=YVi1-YVi2

Nhu vy V2 = yi - 2Yi1 + Yia. O phan bén phai cta hinh (3.4) céc sai
phan Vyi, V2yi ,.... dugc biéu thi boi cac hé sb twong tng cla i, Vi, ...

Vi du: VAyi=yi - 4yi1 + 6Yiz - 4Yis + Yia

Chung ta biét rang toan tir vi phan D = d/dx co thé sir dung tuong
trung nhu mot sé (hodc mot bién) v4i didu kién thoa man nhiing quy tac dai
s0. Do d6 toan tir sai phan V ciing c6 thé sir dung nhu mot s6 (hodc bién), tirc
1a thoa man nhitng quy tic dai s6, cu thé nhu sau:

V(yit yj) = Vyi+ Vyj = Vyj + Vy;
V (Cy)) =CVyi
VT(Vyi) = VM,

Tt tinh chét nay, cho phép ta biéu thi sai phan cia mot ham y qua céc
dao ham lién tiép cua n6 va nguoc lai biéu dién cac dao ham qua céc ti sb sai
phan lién tiép.

V6i y nghia 6, ta thuc hién trién khai Taylo ctia y(x + h) ¢ 1an cén cia x

3

_ h . h* . L
y(x +h) = y(x) + EY(X)‘FEY (X)+§y () +... (a)
Véi ky hiéu toan tir D = d/dx ta ¢ thé viét:

YO+ ) = V() + DY)+ DZy(x)% DY () + .

= 1+ED+h—2D2+h—3D3+ y(x) (b)
2 3
Tabiétrﬁng:
2 3
e =14 X4 X X
21 3

nhu vay toan tir vi phan tir thanh phan th hai ciia (b) c6 thé viét tuong

trung nhu sau:



1+%D+h?2!D2+h??D3+...:ehD (3.20)
Do do:

y(x + h) = e"Py(x) (3.21)
cho x = x; va dat y(xi + h) = yi+1, Y(Xi) = Vi

quan h¢ (3.21) tré thanh:

yit1 = "y (3.22)
Tuong tu suy ra:

y(x - h) = e™y(x) (3.23)
hoic yi-1 =e Py (3.24)
Tir (3.24), biéu thirc sai phan cap mot (3.15) ¢ thé viét:

Vyi=yi-yi1=(1-e™)y (3:25)

Hoac tur quan h¢ (3.25) ta co:
V 3 h_D_h2D2+h3D3_h4D4+
N2\ T T T )

+ ...thyi (3.26)

Quan hé (3.26) cho ta su trién khai ti sai phan bac nhat Vy; dudi
dang chudi qua cac dao ham tai diém i.
Quan hé (3.19) c6 thé viét dudi dang toan tir:
V=1-e¢M (3.27)
"s& mii" trong quan hé trén c6 thé str dung dé xac dinh gia tri cua trién
khai dang chudi cic sai phan lién tiép cta ham sb. Chiang han néu binh
phuong quan hé (3.27) va str dung quan hé (3.20) ta s& c6 mét trién khai cua
sai phan cap hai V2 nhu sau:
V2= (1-eMP)2=1 + gD - 2ghD
14 (1_ 2nD _ 4h’D” _8h°D’  16h*D* _____j_
! 2! 3 4

1-—+
T A

( hD h?D? h®D® h*D* j
2 — + -

Hoac



2

VZ=h?D?-h3D3+ —h*D*- ... (3.28)
12
cling bang cach twong tu ta dugc:
Ve = heD? - gh“D“ +%h5D5 - (3.29)

Bay gio dé thiét 14p cac biéu thirc cua dao ham cua y qua cac ti sao
phan, tir (3.27) ta c6 thé viét:
eP=1-V (3.30)

1ay logarit ty nhién cta (2.48) ta co:
v: v v j(*)

Lne™ =-hD=1Ln(1-V)= —[V+—+—+—+...
2 3 4

2 3 4
D=v+ YV (3.31)
2 3 4
Twr (3.31) suy ra:
h’D?2=V?+ V3 + EV1+ §V5+
12 6

3

—Vo+ ..
4

hiD4 = V* + 2V5 + %vﬁ - (3.32)

h5D5: VS + §V6+ §V7
2 6
Céac quan hé (3.26), (3.27) ... (3.32) cho phép dua dén nhiing biéu thirc
sai phan don gian cua dao ham va sai s6 ctia chung.
Chang han giai phuong trinh (3.26), (3.27), (3.28) theo D, D? va D ta

duoc cac quan hé:

v, hD* h’D’ hD'

D=5+
A Y
2 21
D2=%+hD3—7h12D . (3.33)
3 4 215
e V0, 30D° 5h°D°

h® 2 4



RO rang néu chi xét dén sb hang tht nhat cua chudi thi cac quan hé
(3.33) ¢6 thé viét nhu sau:

Dyi= %(yi - yi1) + 0(h)

) 1
D Y= F(y| - 2yi—1 + yi—2)+ O(h) (3-34)
1
Dsyi = (y| - 3yi—1 + 3yi—2 - yi—3)+ O(h)

h3

Trong d6 0(h) 1a sai s6 "bac cua h" 13 tong tit ca cac sb hang con lai
trong quan hé (3.33). Tir nhitng két qua trén ta thiy rang néu xap xi dao ham
cap n bdi s6 hang dau tién trong biéu thirc trién khai sai phan duéi dang chudi
dan dén sai s6 ¢ 0(h)

Pé xap xi dao ham véi sai s6 cdp cua h? tic 13 nang cao do chinh xac
ctia phuong phap sai phan thi phai xét toi hai s hang dau tién cta chudi.

Nhu vdy, bang viéc khir h?D? gitta cac quan hé (3.26) va (3.27) ta co:

V+ v hD - 1hep®+..
2 3

hodc xét cac quan hé (3.15) va (3.16) ta co:

1
Dyi = - (3y, ~4%1+ i)+ 0lh’) (3.35)
Tuong ty, tor hai phuong trinh (3.28) va (3.29) ta co:
11

V2 V3=h?D? - Z=h*D* +...
12
hoac tur (3.17) va (3.18) ta duoc:

D%y = h—12(2yi —5Y, 4 +4Y ,—Vis)+ O(hz) (3.36)
Toém lai trong viéc xép xi dao ham néu xét t6i m sb hang dau tién cua
chudi sai pha, thi cong thirc twong img din dén mét sai sb c6 cap caa h™.
Céc toan tir sai phan lui thuong gip dugc biéu dién theo so d6 nhu &
hinh (3.5) ciing v&i cp tuong Gmg cua sai s6 dao ham.
3.1.1.4. Sai phin tién



Nguogc lai, v6i sai phan lui, sai phan tién anh hudng té1 nhitng di€ém lan

can phia phai diém dang xét i:

AYi = Yi+1 - Yi (3.37)
Két hop v6i quan hé (3.22) co thé viét dudi dang toan tir:
A=ehP -1 (3.38)

Tuong ty nhu sai phan 1ui, sai phan tién lién tiép ciia mot dao ham
duoc biéu thi nhu hinh (3.6a).

-5 /-4 -3 -2 i~

& 4 P4 3
ay &y 8y By |ay-by.4y
Yo 2 A
A
p i . L
HH” / A H‘\ p 1 -
A%H By
‘j,é A:Z i44 >£°l/" T -
Vs a3
/A Y, T
N t
l‘j“‘} P DYia
/Dyi 13
Yirg
Hinh 3.6.80 dé sai phan lii Hinh 3.6.S0 do sai phin
tién
Tir quan hé (3.15) ta c6 thé viét:
AYi = Yi+1 - Yi (3.39)
(A ky hiéu toan tir sai phan tién)
A%Yi = VYi+2 - 2Yis1 + Vi (3.40)
A3Yi = Yiss - 3Yir2 + 3Yis1 - Vi (3.41)

Ta thay rang cac hé sb cta gia tri ciia cac diém nit trén bang cac hé sb
ctia nhi thic Niuton trién khai (a - b)" va duoc sip xép twong mg & hinh
(3.6Db).

Quan hé (3.37) c6 thé viét dudi dang toan tir:

A=geP-1 (3.42)



Pé trién khai ctia dao ham duéi dang sai phan tién, ta giai (3.42) theo

e va 1ay logarit tu nhién hai vé phuong trinh ta co:

2 3 4
hD=In(l+A)=A-2 8 A (3.43)
2374
Suy ra:
D2 = AZ- A3+ S1Af 205,
12° 76
3N3 — A3 3 4 7 5
D= A3 - Sp L5 (3.44)
25"y
17

h'D* = A% - 2A° + EAG - ..

h°D> = A® - §A6 + §A7 -
2 6

Nguoc lai, bang cach trién khai dudi dang chudi céc thanh phan thi hai

trong quan h¢ (3.26) ta co:

22 3n3 44
A=hp+ 1D PD° MDD (3.45)
! 3l 4
Suy ra: A?=h?D? + h3D3 + éh“D4 + ...
3 = h3N3 3 44 5 5M5
A°*=h°D +ZhD +§hD + ... (3.46)

Co thé ching minh dugc réng, tlr viée trién khai cac dao ham dudi dang
chudi sai phan tién véi m sb hang dau tién s& dan dén mot sai sd cia dao ham
cap caa h™.

Hinh (3.7) cho ta cach biéu dién nhitng dao ham thuong gip dudi dang

sai phan tién.



4

Hinh 3.7. Todn tir sai phén tién
3.1.1.5. Sai phén trung tim
Sai phén trung tam dugc
dung v6i nhimng diém d6i xtimg ]
v6i diém dang xét i, do d6 n6 o
chinh xac hon sai phan lui /1
hodc sai phan tién, phuong / '

, N ~ 5’ yl'—i b yj
phap nay thong dung trong 72 i

[E=8hy

/2

[ 71

y/‘rl |

/2

L/

A eas g a1 A AV AY AN AT
viéc giai cac bai toan bién. AN AT AL ‘/2

Gia thiét ham y(x) duoc
xac dinh bdi cac gia tri tai cac
diém nut i c6 khoang cach
bang nhau va tai trung tdm céc
diém nut (hinh 3.8).

Sai phan trung tim cap mot cua y(x) tai diém i la:

ol oo
! y 1 2 y i 2 yi% yi—%

sai phan trung tdm cip hai:

=N = [u ] (J”U ]

i2 3y joq F-tfa & T2 i41 isdlp is2

Hinh 3.8. Sai phan trung tam



=VYi1 - 2Yi + Yia (3.48)
Téng quat:
3y = 5(3"y)
Trong do6: 6 - ky hi€u toan tir sai phan trung tam
Tt d6 suy ra:
83Yi = Viraz - 3Yirwz2 + 3Yi-12 - Vi3 (3.49)
N6i chung ta ciing nhan thay rang, hé sd cua cac tung do y cia biéu
thirc sai phan trung tdm cap n bang cac hé sb ciia nhi thire Niuton trién khai (a
- b)"
Hinh (3.9) 13 bang sip xép trat tu sai phan trung tAm lién tiép.

py By &y oY 204 By, 28, &,

Yni2 . : +1 44
/Aym-% . , . _
Yne4 Zyn.,.-; 1 ¥ & -4
S P S
Alfpy 4, g y”*zi 4
Yn j»yn /pyn 0 -2 0 &
5 e ¥ _
yn-:‘_ /Ayn_i . ‘
7l i ) X
P
}‘;/,,__% -1 +4
In.2

Hinh 3.9. Sai phén trung tim

Pé tranh cac gia tri clia y tai cac diém trung gian ... i - 3/2, i +1/2, i +
3/2,... xuét hién trong cac biéu thirc sai phan trung tam bac 1¢, ta dua khai
niém sai phan trung binh 1& cia diém i, 1a gia tri trung binh cta sai phan &
diémi+ 1/2 vai- 1/2.

Nhu vay sai phan trung binh cép mét tai i duoc biéu thi boi:
%(éyiﬂ/z + i1 ) = %[(ym —Yi )] = %(ym ~Yi1) (a)

Phuong trinh (a) thudng dugc biéu thi boi mot toan tir p, goi 1a

toan tir trung binh va dinh nghia nhu sau:



1
Hyi= E(Yiu/z +Yiar) (3.50)
Nhu vy sai phan trung binh cdp mot c6 thé viét:
1 1
poyi = E(é)liﬂlz + i 4)5)= E(yi+l - Y1) (3.51)

Dé xac dinh moi quan hé gitra toan tor p va toan tir o ta c6 thé viét:

1 1|1 1
Wi = “{E(yn; Y H = E[E(Viﬂ Hy) o yi_l)}
1
:Z(yi+l +2Y; + yi—l)
Tt quan hé (3.48) ta co:

52 1
(1"‘7}% =Y +Z(yi+1 -2y, + yi:l)

(Yi+1 +2Y; + yi—l): ,UZYi

N

rut ra:
2
12 =1+ % (3.52)
Céc quan hé (3.48), (3.49), (3.52) cho phép tim duoc mdi quan hé giira

dao ham va sai phan trung tam. Thay (3.22) va (3.24) vao quan hé (3.51) ta c6

1 1 hD 1 oD hD _ hD
uoyi = _(Yi+1 - yi—l):_e Yi—=€ Y= Yi = Sh(hD)Yi
2 2 2
hodc dudi dang toan tir:
ud = sh(hD) (3.53)
Ap dung trién khai chudi Taylo cta ham sin hypecbdlic:
3 5
shx=x+ =+ X 4
| 5l
vao trién khai sai phan trung binh bac nhat trong quan hé dao ham co:
33 515
u8=hD+hD+hD+ (3.54)
6 120

Tuong tu, d6i v4i sai phan trung tdm cap hai ta c6:



ehD_{_e—hD
8%i = e"Py; - 2y; + e™Py; = Z[T‘ljyi = 2[ch(hD) - 1]yi

Ta biét rﬁng:

2 4
X~ X
chx=1+ —+—+...

4l
44 66
§2=hxpz+ 1D D" (3.55)
12 360
Két qua tuong tu c6 thé nhan dugc bang cach trién khai dudi dang
chudi sai phan trung tAm cap mot thong thudng (khong phai trung binh)

OYi = Vi1~ Yi-12 = (ehD/2 —e*hD’Z)

Vi
hD h®D® h°D°
:28h— .= hD+—+—+... ]
(2}3" ( 231 2% Jy'

Tir d6 ¢6 thé viét dudi dang tong quat:

hD
5" = 2%sh"| (3.56)

Trong trurong hop n = 2 ta s€ nhan dugc quan hé nhu (3.55). Tich

sO trong cac quan hé (3.54) va (3.55) s& ¢6 dang trién khai cia sai phan trung
binh cép 3:

515 N7
usd = hep3+ M2 D (3.57)
2 a0

Tir (3.55) tim dugc sai phan trung tam cip 4:

5t = hepes ND° D7 (3.58)
6 80
Nguoc lai, dé nhan dugc mot sb trién khai dao ham cép mot trong cac
quan h¢ sai phan trung tm, ching ta giai phuong trinh (3.53) theo hD:
hD = argsh(ud)
Ap dung chudi Taylo cia ham argshx

_oxE e
argshx =x - —+—-—...
40

ta nhan duoc:



3¢3 5¢5
hD = ud - #o +3ﬂ5
6 40
Twr quan hé (3.40) ta co:
3 5
hD = ,{5—%+%—...J (3.59)

Béng cach nang bac cua hD va st dung mot lan nira quan hé
(3.56) ta duogc

hepz=ge- O O
12 90
5° 187
D% = 4 6%-2+ % . 3.60
’{ 4120 J (3.60)
g O, 1
6 240

Chi xét t&i sb hang dau cta cac chudi trén, dao ham cua y ¢co thé biéu
thi mot cach gan diing boi cac sai phan trung tim vdi cac sai sd twong cap € =
0(h?) 1a

2hDyi = (Yi+1 - Vi-1) + 2&1

5 5
|:<91 _,U(—F‘F%—...jyi}

h?D2y; = Vi1 - 2Yi + Vi1 + €2

(5% p]
(5 p]

2h3D3yi = (Yis2 - 2Yis1 + 2Yia - Vi) + 2€3

5° 168
{83 =,L{—T+m—...jyi} (3.61)

h*D%i = Yirz - 4Yie1 + 6Yi - 4Yi1 + Viz + &4



o[,
’ 6 240 )

So sanh cac quan hé (3.61) vdi cac quan hé (3.64), (3.68) ta thdy rang
sai s6 cua cac dao ham tuong ung 13 sai s6 hai d6i véi h, do d6 cac biéu thuc
sai phan trung tim trung binh chinh xac hon cac biéu thuc sai phan 1éch phia
(sai phan tién hodc lui).

Biang cach d6 thay rang, néu xét toi hai sb hang dau tién cua cac quan
hé (3.59) va (3.60) thi sai s6 ctia cac dao ham twong tng 14 cap bén d6i voi h.

Mot cach téng quat néu xét t&i m s6 hang dau tién, sai sd nhan duoc sé
c6 cAp h?m

CAc toan tr sai phan trung tam thuong gip dugc biéu thi ¢ hinh (3.10).

L

/~3 -2 i-1 / Evd (+2 i3

[E=0(5)]

Hinh 3.10. Céc toan tir sai phan trung tam
3.2.Sir dung phwong phap sai phan hiru han tinh toin dim chiu uén cé

cac diéu kién bién khac nhau
3.2.1. Phuong trinh vi phin cin bang ciia dim
Phuong trinh vi phan dudng d6 vong cta dam chiu udn chiu tai

trong phan bd déu, khi khong xét bién dang truot ngang c6 dang sau:



d*y d’Mm

EJ =q h = 3.62
G =9 hay =0 (3.62)
Moémen ubn ctia dam (co6 chiéu cao tiét dién khong d6i) xac dinh theo (3.63).
d’y
M =-EJ 3.63
dx? (363)

Luyc cit cua dam (c6 chiéu cao tiét dién khong doi) xac dinh theo (3.64).
3
Q= (L—M =—EJ 372/
(3.64)

Trong do:

- M 1a mé men udn, co gia tri duong néu dam cing thé dudi

- q 14 cudng d6 tai trong phan bd, c6 dau duong néu hudng tir dudi 1én

- E 1a m6 dun dan hdi cua vat li¢u

- J 1a mémen quan tinh ciia tiét dién ngang ctia dam
3.2.2. Cac budce thue hién

Buéc 1: Roi rac hda dam bang cach chia ddm thanh n phan tir, trong do
co (n-4) phén tir thuc, 4 phﬁn tr 40, dam s& ¢ i=n+1 nut, danh sd nat, danh sb
an chuyén vi.

Buwéc 2: Sai phan héa phuong trinh vi phan can bang cua dam tai cac
diém nut (i); Sai phan hoa cac diéu kién rang budc, bao gom cac diéu kién
bién va cac diéu kién ban dau (néu c6). Nhan dugc hé phuong trinh dai )
tuyén tinh cua bai toan.

Buwéc 3: Tim nghiém ciia bai toan bang cach giai hé phuong trinh dai
s6 vira nhan dugc & bude 2. Két qua nhan duoc la gié tri chuyén V1 tai cac
diém nat i. Tu chuyén vi tinh dugc médmen va luc cit tai cac diém i.

3.2.3. Cac vi du tinh toan
Vi du 1: Dam hai diu khop
Cho dam chiu lyc nhu hinh 3.11a, ddm c6 d6 cting udn

EJ=const. Hay xac dinh chuyén vi va n0i lyc trong dam.
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‘ﬁ l i
1 1

SO DO DAM

o E,A @,A @|,A @FA—?F ’
X X X X

DANH SO NUT DAM

© L2 9o 3 4 5 9o & 7
DANH SO AN CHUYEN VI
Hinh 3.11. Dam don gian
Loi giadi:

Roi rac hoa dim thanh npt phan tir nhu hinh 11a, & day npt=8,
trong d6 c6 4 phan tir thuc va 4 phan tir ao (phan tir 40 ludn ¢ dinh 1a 4, phan
tir thuc c6 thé thay d6i tiry y. Bai toan c6 i=9 nit, trong d6 ¢6 4 nut ao (1, 2, 6,
7) va 5 nut thuc (3, 4, 5,6, 7).

Panh s6 an chuyén vinwl la cac chuyén Vi théng tal cac nat, 0
day chi c6 7 nat ¢6 chuyén vi (1, 2, 4, 5, 6, 8, 9), hai ntt (3 va 7) c6 chuyén vi
nw1=0. Nhu vy véc to chuyén vi nwl c6 dang nw1[1x9], nhu sau:

nwl=[120345067]

Tién hanh sai phan héa phuong trinh vi phan cén bang cua
dam theo (3.62) tai cac diém chia trén dam thuc, 5 diém. Phuong trinh sai

phén cua phuong trinh (3.62) c6 dang sau:
4

AX
Yio — 4yi—1 + 6Yi - 4Yi+1 Y = Eqi (a)

Trong do:
Ax 12 khoang cach gifra cac diém i, g,1a tai trong tai i
Poan dam thuc c6 chiéu dai 1a 1 duge chia thanh 4 doan béng nhau
Ax=1/4
Viét phuong trinh sai phan theo (a) tai 5 diém 3, 4, 5, 6, 7 trén dam
thuc ta nhan duoc 5 phuong trinh sai phan cin bang theo (b):



y1_4y2+6y3_4y4+y5:O

4

AX
_ 4y, +6y, -4 -2
Y, y; +0oy, Ys +Ye EJ q,
AX*
Y3_4y4+6y5_4y6+y7 :Eqs (b)
AX*
y4_4y5+6y6_4y7+y8:§q6

Ys —4Ys +6Y, =4y + ¥, =0
Sai phan héa cac diéu kién rang budc, & day la cac diéu kién bién, mo
men u6n va chuyén vi tai hai dau dam (diém 3 va diém 7) bang khong
d?y

M =-EJ =
dx

0

Y =0y, -2y, +y, =0
y; =0y, -2y, + Yy =0
Y3:O
Y7:0

(©)

Ghép (b) va (c) nhan dugc hé (d) gdm 9 phuong trinh, 9 an sd, trong d6
d4 biét chuyén vi tai hai gdi tya bang khong (y3=0; y;=0)



Y1 _4y2 +6y3 _4y4 +Ys =0
AX*
Y, _4y3 +6y4 _4y5 + Y :H
Ax*

E%

Qs

Y:—4y, +6y5 -4y, +y, =
4

AX
Y, _4y5 +6ye _4y7 +Y¥Ys =—0s

EJ
Ys —4Ys +6y, -4y, + Yy, =0
Y, =2Y;+Y, =0
Yo —2Y; + Y5 =0
y; =0
y7:0
(d)

Trong d6: q4=05=0s=qdX
C6 thé biéu dién hé phuong trinh (d) dudi dang ma tran nhu sau:
[A]X =B
(e)
Trong d6: [A] 12 ma tran cac hé sb bén trai hé phuong trinh (d)

B la véc to tai trong; X 1a véc to an chuyén vi tai cac nut



£
[ 1 -4 6 -4 1 0 0 0 0]
0 1 -4 6 -4 1 0 o 0
0 0 1 -4 6 -4 1 o 0
0 0 /] 1 -4 6 -4 o 0
[A] =
0o 0 /] o 1 -4 6 -4 1
0 1 -2 1 /] 0 0 o 0
0 0 /] 0 o 1 -2 1 0
0o 0 1 o o 0o 0 o 0
_0 0 0 o 0 0 1 o 0_
Y 0
Y. 1
Ya 1
Ya 1
[X]=1 vs 1 [B]=1 0
Ye 0
Y7 0
Ys 0
Yo 0
Giai hé phuong trinh () ta nhan dugc cac an chuyén vi tai cac nut
Y, -0.0137
Y, -0.0098
Ys 0
Y. 0.0098 ,
[X]=1y = 0.0137 [lj
° EJ
Ye 0.0098
Y7 0
A -0.0098
Y, -0.0137




Ta nhan thdy ys 1a

chuyén vi giita dam:
ql*
=0.0137—
Ys =
Két qua chinh xac la:

4 4
y, =24 _ 01309
348E) EJ

Puong d§ vong cua
dam nhu hinh 3.12
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Nhan xét két qua trén:
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Hinh 3.14. Biéu d6 luc cét
Q

Khi chia c¢ot va dim thanh 12 phan tir ta nhan duoc két qua

nhu trén, so sanh véi két qua chinh xac theo 101 giai giai tich ta nhan dugc sai

sO theo bang sau:

BANG SO SANH M, Y TAI CAC TIET DIEN GIUA DAM, LUC
CAT Q TAI HAI PAU DAM

Noi lwe va Lo giai so theo

chuyén vi phuong phap

PTHH

L& giai chinh Sai 56 %

Xac




M 0,1250 0,1250 0
Q 0,4583 0,5000 8,34
Y 0,0131 0,013 0,77

Ta thay két qua nhan duogc, luc cat Q c6 sai sd 8,34%, M trung khép

véi 1o giai chinh xac, d§ vong y c6 sai so khong dang ké.

Khi chia dim thanh 4 phén tir ta nhan dwoc két qua nhw sau:
BANG SO SANH M, Y TAI CAC TIET DIEN GIUA DAM, LUC
CAT Q TAI HAI PAU DAM

Ndi lwe va L&i giai s6 theo | L&i giai chinh Sai s0 %
chuyén vi phwong phap xac
PTHH
M 0,1250 0,1250 0
Q 0,3750 0,5000 25
Y 0,0137 0,013 5,38%

Khi chi chia dam thanh 4 phén tr da nhan M hoan toan chinh xac, do

vong sai s6 5,38%, lyc cit Q tai hai dau dam co sai s6 rat 16n (25%).

Vi du 2: Dam dau ngam - diu khép
Cho dam chiju luc nhu hinh 3.15a, dam c6 do cung udn EJ=const. Hay

xac dinh chuyén vi va noi lyc trong dam.
q
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Hinh 3.11. DAm dau ngam - dau khép

Loi gidi:



Lam tuong tu nhu vi du 1, & day chi khac vé diéu kién bién &
bén trai dam la ngam nén géc xoay tai d6 bang khong.

Viét phuong trinh cho cac diém chia trén dam thuc theo

AX*

Yio =4y, +6Y, -4y, + Y, = HQi (a)

Trong do:

Ax 1a khoang cach gifra cac diém i, g1 tai trong tai i

Poan dam thuc c6 chiu dai 1a 1 dugc chia thanh 4 doan béng nhau
Ax=1/4

Viét phuong trinh sai phan theo (a) tai 5 diém 3, 4, 5, 6, 7 trén dam
thue ta nhan dugce 5 phuong trinh sai phan cén bang duoc trinh bay duéi dang
ma tran

[A]X=B (b)
trong do [A], X va B nhu sau:

@@@@@@i@
{

[ 1 -4 6 -4 1 0 0 ] 0]
0 1 -4 6 -4 1 0 0 0
0 0 1 -4 6 -4 1 0 0
] (/] 0 1 -4 6 -4 ] 0
Al =
[ ] 0 0 0 ] 1 -4 6 -4 1
o -1/2 o 1/2 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 -2 1 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0
K 0 0 0 0 0 1 0 0 |
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Giai hé phuong trinh (b) ta nhan duoc cac an chuyén vi tai cac nut

Y1
Y2
Ys
Ya
[X]: Ys
Ye
Y-
Ys
Yo
Y, 0.0218
Y, 0.0036

Ys 0
Y, 0.0036
[X]=1 y. } = 0.0066
Ve 0.0053

Y7 0
Yo -0.0053
Yo -0.0066
Duong d0 vong cua

dim nhu hinh 3.16
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Hinh 3.16. BPuong d vong
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Hinh 3.17. Bi€u d6 mdémen Hinh 3.18. Biéu d6 luc cat Q

uon M

Nhin xét két qua trén:
Khi chia ¢dt va dim thanh 12 ph?ln tr ta nhan duoc két qua
nhu trén, so sanh véi két qua chinh xéac theo 101 giai giai tich ta nhan duoc sai
sO theo bang sau:



BANG SO SANHM, Y VA Q TAI CAC TIET DIEN DAM

Noi lue va L& giai s6 theo | Lo giai chinh Sai s0 %
chuyén vi phwong phap xac
PTHH

M dau dam -0,1237 -0,1250 1,04
M gitra dam 0,0632 0,0625 1,12
Q dau dam 0,5820 0,6250 6,88
Q cudi dam -0,3346 -0,3750 10,77
Y giira dam 0,0054 0,0053 1,88

Ta thay két qua nhan duoc, lyc cat Q tai dau va cudi dam co sai s6 lan

luot 14 6,88% va 10,77%, M va d§ vong y ¢o sai s0 khong dang Ké.
Khi chia dim thanh 4 phan tir ta nhin dwoc két qua nhuw sau:

BANG SO SANHM, Y VA Q TAI CAC TIET DIEN DAM

Noi lue va Lo giai 6 theo | Lo gidi chinh Sai s0 %
chuyén vi phwong phap xac

PTHH
M dau dam -0,1136 -0,1250 9,12
M giira dam 0,0682 0,0625 9,12
Q dau dam 0,4886 0,6250 21,82
Q cudi dam -0,2614 -0,3750 30,29
Y gitta dam 0,0066 0,0053 24,52

Khi chi chia dam thanh 4 phan t két qua nhan duoc c6 sai s6 twrong doi
16N, dac biét 1a lyc cit Q tai hai dau dam va do vong gitra dam, véi sai s6 lan
luot 14 21,82%, 30,29% va 24, 52%. Nhu vay, ta thay rang d6i véi truong hop
dam siéu tinh, lién két hai dau khong d6i xting két qua hoi tu vé 1oi giai giai
tich rat cham.
Vi du 3: Dim 2 diu ngam

Cho dam chju lyc nhu hinh 3.19a, dim c6 do cung udn

EJ=const. Hiy xé4c dinh chuyén vi va noi luc trong dam.
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Loi giai:
Lam tuong tu nhu vi du 1, & day chi khac vé diéu kién bién &
cd hai dau dam la ngam nén goc xoay tai hai vi tri d6 bang khong.

Viét phuong trinh cho cac diém chia trén dam thyc theo
4

Yie =4Yia +6Yi —4Yi + Vi = % ! (a)

Trong do:

Ax 1a khoang cach gitra cac diém i, q;1a tai trong tai i

Poan dam thuc c6 chiéu dai 1a 1 duge chia thanh 4 doan béng nhau
Ax=1/4

Viét phuong trinh sai phan theo (a) tai 5 diém 3, 4, 5, 6, 7 trén dam
thuc ta nhan dugc 5 phuong trinh sai phan can bang dugc trinh bay dudi dang
ma tran

[A]X=B (b)
trong do [A], X va B nhu sau:



{ i 1
1 -4 6 -4 1 0 0 0 0]
0 1 -4 6 -4 1 0 0 0
0o 0 1 -4 6 -4 1 0 0
0 0 0 1 -4 6 -4 0 0
[A] =
0 0 0 0 1 -4 6 -4 1
0 -1/2 0 1/2 0 0 0 0 0
o 0 0 o ] -1/2 0 1/2 0
0 0 1 0o 0 0 0o 0 0
_0 0 0 0 ] 0 1 0 0_
Y 0
Y. 1
Ya 1
Y. 1
[X]=1 vs 1 [B]=1 0
Ye 0
Y7 0
Ys 0
Yo 0
Giai hé phuong trinh (b) ta nhan dugc cac an chuyén vi tai cac nut
Y, 0.0156
Y, 0.0024
Ys 0
Y4 00024 | ,
q
X|= = 0.0039 | —
X)=1 v, &
Ve 0.0024
Y7 0
Y, 0.0024
Y, 0.0156
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Hinh 3.21. Biéu d6 mémen uén M Hinh 3.22. Biéu d6 luc cit Q

Nhan xét két qua trén:
Khi chia c¢ot va dim thanh 12 phan tir ta nhan duoc két qua
nhu trén, so sanh véi két qua chinh xac theo 101 giai giai tich ta nhan duoc sai

sO theo bang sau:



BANG SO SANHM, Y VA Q TAI CAC TIET DIEN DAM

Noi lue va L& giai s6 theo | Lai giai chinh Sai s0 %
chuyén vi phwong phap xac

PTHH
M dau dam -0,0828 -0,0833 0,60
M gitra dam 0,0423 0,0417 1,12
Q dau dam 0,4583 0,5000 0,014
Y giira dam 0,0028 0,0026 7,69

Ta thay két qua nhan dugc, M va Q tai dau va gitra dam c6 sai s6 khong

dang ké, riéng d0 vong co sai s6 7,69%.

Khi chia dim thanh 4 phan tir ta nhian dwoc két qua nhu sau:

BANG SOSANHM, Y VA Q TAI CAC TIET DIEN DAM

Noi lwe va L&i giai s6 theo | Lo giai chinh Sai s0 %
chuyén vi phwong phap xac

PTHH
M dau dam -0,0781 -0,0833 6,24
M gitra dam 0,0469 0,0417 12,47%
Q dau dam 0,3750 0,5000 25
Y gitra dam 0,0039 0,0026 50

Khi chi chia dam thanh 4 phﬁn tar két qua nhan duoc c6 sai sb tuong rat
|6m, dac biét 1a lyc cit Q tai hai dau dam va do véng gitra dam, véi sai s6 lan
luot 14 25%, 50%, con M giira dam co sai sé 12,47%. Nhu vay, ta thay rang
d6i vai trudng hop dam siéu tinh, lién két hai dau khong doi xung két qua hoi

tu v& 10 giai giai tich rat cham.



KET LUAN VA KIEN NGHI
KET LUAN
Qua két qua nghién ctru tir chwong 1 dén chuong 3, tac gia rit
ra mot sd két luén sau:

1. Pa trinh bay dugc ndi dung co ban cua phuong phap sai phan hiru
han, trinh bay duoc 1y thuyét tinh toan ddm chiu uén va ap dung thanh cong
phuong phap sai phan hiru han déi v6i bai toan dam don chiu tac dung cta tai
trong phan bd déu.

2. Do chinh xac cua két qua nhan dugc phu thudc vao bai toan tinh dinh
hay siéu tinh, lién két hai dau dam 1a ddi xtng hay bét ky...chang han vi du
3.1, dam don gian, ddy 13 bai toan c6 hai du lién két d6i xtmg nén khi chi
chia dAm thanh 4 phén tor da nhan dugc M hoan toan chinh xac, d§ vong sai
s6 5,38%, luc cat Q tai hai dau dam c6 sai sd rat 16n (25%). Trong khi d6, &
vi du 3.2, dam ngam - Khép néu cling chia dam thanh 4 phan tir thi két qua
nhén duoc co sai sb rat 1on, dic biét 1a lyc cat Q tai hai dau dam va do vong
gitta dam, voi sai s6 lan luot 1a 21,82%, 30,29% va 24, 52%. Ciing tuong tu
nhu vay, dim hai ddu ngam c6 luc cat Q tai hai diu dam va d6 vong gira
dam, vé6i sai s6 lan luot 1a 25%, 50%, con M giita dam c6 sai s6 12,47%. Nhin
chung trong dam siéu tinh lyc cit Q va 6 vong y ctia dam co sai sb 16n hon
nhiéu so véi dam tinh dinh cing nhip cuing tai trong va cung s6 phan tu chia.

3. Khi chia ddm thanh nhiéu phﬁn tr hon thi két qua nhan duoc tiép can
v6i két qua chinh xac hon, ¢ day khao sat truong hop chia dam thanh 12 phan
tir, nhan duoc két qua gan nhu trung khép véi 101 giai giai tich, ngoai trir luc
cit Q van con sai so tir 8% , 7% va 10%, tuong (mg v6i cac vi du 3.1, 3.2 va
3.3. Néu chia dAm thanh 16 phan tir tré 1én ta s& nhan duoc két qua chinh xéac
cua cac bai toan.

KIEN NGHI

Str dung phuong phap sai phan hitu han dé tinh toan cho cac
két cdu phtc tap hon.
C6 thé dung noi dung nghién ctru cta luan vin dé tham khao,

hoc tap, nghién ctru va tng dung trong thyc té tinh toan cong trinh.
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