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MỞ ĐẦU 

1. Tính cấp thiết của đề tài 

Trước đây khi công nghệ thông tin chưa phát triển, việc giải các bài toán 

có số ẩn lớn là một vấn đề rất khó khăn. Các phương pháp phân tích kết cấu 

công trình khi xây dựng thường phải đưa vào một số giả thuyết nhằm làm đơn 

giản hóa bài toán để giảm ẩn số. Trong những năm gần đây việc phát triển của 

công nghệ thông tin máy tính điện tử nên việc giải các bài toán phức tạp, có 

nhiều ẩn số không còn là một vấn đề phức tạp. Do đó, các phương pháp phân 

tích kết cấu được xây dựng ngày càng cho phép mô phỏng được các mô hình 

tính toán phức tạp cũng như đưa được nhiều đặc tính khác nhau của vật liệu. 

Vì vậy, kết quả phân tích bằng lý thuyết sẽ gần sát với sự làm việc thực tế của 

kết cấu. 

Một trong những phương pháp phân tích kết cấu hiện nay thường được 

sử dụng để phân tích các bài toán kết cấu là phương pháp phần tử hữu hạn. 

Phương pháp phần tử hữu hạn đã được đưa vào giảng dạy cho các sinh viên, 

học viên cao học các trường Kỹ thuật, tuy nhiên tài liệu về phương pháp phần 

tử hữu hạn đã được xuất bản tại Việt Nam thường chưa giới thiệu cách giải 

bài toán kết cấu có điều kiện biên đa bậc tự do bằng phương pháp phần tử hữu 

hạn. Điều kiện biên đa bậc tự do ở đây được hiểu là điều kiện biên làm các 

bậc tự do theo chuyển vị thẳng trong hệ trục tọa độ tổng thể của kết cấu tại 

biên nào đó ràng buộc nhau. 

Nhằm có một cách đơn giản về cách giải bài toán kết cấu có điều kiện 

biên đa bậc tự do bằng phương pháp phần tử hữu hạn, tác giả lựa chọn đề tài: 

“Áp dụng thừa số Largrange giải bài toán kết cấu dàn phẳng có điều kiện biên 

đa bậc tự do bằng phương pháp phần tử hữu hạn”. 
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2. Mục đích nghiên cứu 

Áp dụng phương pháp phần tử hữu hạn sử dụng hàm số Largrange  giải 

được các bài toán kết cấu có điều kiện biên làm các bậc tự do theo chuyển vị 

thẳng trong hệ tọa độ tổng thể tại biên đó ràng buộc nhau.  

3. Phạm vi nghiên cứu 

Đề tài nghiên cứu việc áp dụng phương pháp phần tử hữu hạn và sử 

dụng hàm số Largrange để giải bài toán tuyến tính kết cấu dàn phẳng có điều 

kiện biên làm các bậc tự do theo chuyển vị thẳng trong hệ tọa độ tổng thể tại 

biên đó ràng buộc nhau khi chịu tải trọng tĩnh và vật liệu làm việc trong giai 

đoạn đàn hồi. 

4. Phương pháp nghiên cứu 

Áp dụng phương pháp phần tử hữu hạn kết hợp với phương pháp thừa số 

Largrange để xây dựng lời giải cho bài toán kết cấu dàn, khung phẳng có biên 

phức tạp. 

5. Bố cục của đề tài 

         Ngoài phần mở đầu, phần kết luận, tài liệu tham khảo và phụ lục. Nội 

dung chính của đề tài được bố cục trong 3 chương: 

- Chương 1 Tổng quan về phân tích kết cấu dàn: Trong chương này 

đề tài sẽ trình bày một số phương pháp thường dùng để phân tích nội lực, 

chuyển vị cho bài toán kết cấu dàn khi chịu tải trọng tĩnh. Đồng thời giới 

thiệu một số cách thường dùng để xử lý điều kiện biên cho bài toán kết cấu 

khi sử dụng phương pháp phần tử hữu hạn để phân tích. Cuối chương là một 

số nhận xét. 

- Chương 2  Phương pháp phần tử hữu hạn sử dụng hàm số Largrange  

để giải bài toán kết cấu có điều kiện biên đa bậc tự do: Trong chương này sẽ 

trình bày các khái niệm, cũng như phương pháp phần tử hữu hạn để giải bài 

toán kết cấu hệ thanh. Khái niệm về phương pháp thừa số Largrange để giải 
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bài toán quy hoạch toán học. Cuối chương đề tài trình bày việc Áp dụng thừa 

số Largrange để giải bài toán kết cấu có điều kiện biên đa bậc tự do theo phương 

pháp phần tử hữu hạn. 

- Chương 3 Một số ví dụ phân tích kết cấu dàn phằng, khung phẳng có điều 

kiện biên đa bậc tự do: Trên cơ sở lý thuyết trình bày ở chương 2, trong 

chương này đề tài sẽ tiến hành phân tích một số ví dụ cụ thể của bài toán kết 

cấu dàn phằng, khung phẳng có điều kiện biên đa bậc tự do dựa theo phương 

pháp phần tử hữu hạn bằng việc sử dụng hàm số Largrange . 
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Chương 1: TỔNG QUAN VỀ PHÂN TÍCH KẾT CẤU DÀN 

 

1.1. Một số phương pháp phân tích nội lực và chuyển vị cho bài toán kết 

cấu dàn, khi chịu tải trọng tĩnh 

Từ nửa đầu của thế kỷ XVII trở về trước, các công trình khác nhau được 

xây dựng thường dựa trên cơ sở truyền bá kinh nghiệm từ thế hệ này qua thế 

hệ khác hoặc từ sự hướng dẫn của người đi trước cho người đi sau. Các bộ 

phận công trình cũng được xây dựng như vậy. Những công trình hoặc bộ phận 

công trình sau khi xây dựng, nếu được tồn tại thì lấy đó làm mẫu để xây dựng 

cho những cái tương tự về sau. Cách làm như thế rất nguy hiểm, vì các công 

trình xây dựng mới dựa vào kinh nghiệm như thế thì người xây dựng không 

chắc chắn được các công trình này có tồn tại không, hoặc các bộ phận của 

công trình có đảm bảm an toàn khi đưa công trình vào sử dụng và trong thực 

tế rất nhiều công trình có thể bị phá hoại ngay trong quá trình xây dựng. Mãi 

đến giữa thế kỷ XVII thì người ta mới chú ý đến nghiên cứu tính toán đến khả 

năng chịu lực của vật liệu dùng để làm các bộ phận của công trình và yêu cầu 

đặt ra là kích thước các cấu kiến của các công trình này hợp lý nhất để chi phí 

xây dựng là nhỏ nhất, nhưng vẫn đảm bảo yêu cầu kết cấu không bị phá hoại 

khi sử dụng. Hiện nay, các phương pháp phân tích chuyển vị, nội lực của kết 

cấu dàn, kết cấu khung khi chịu tải trọng tĩnh có thể chia thành một số nhóm 

phương pháp chính như sau: 

1.1.1 Phương pháp tách nút 

Phương pháp tách nút là trường hợp đặc biệt của phương pháp mặt cắt. 

Trong đó hệ lực cần khảo sát cân bằng là hệ lực đồng quy. 

Nội dung phương pháp: Phương pháp tách nút là sự khảo sát sự cân bằng 

của từng nút được tách ra khỏi dàn. 

Thứ tự áp dụng: 

- Lần lượt tách từng nút ra khỏi dàn bằng những mặt cắt bao quanh nút.  
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- Thay thế tác dụng của các thanh bị cắt bằng lực dọc trong thanh đó, sau 

khi thay thế tại mỗi nút ta có một hệ lực đồng quy.  

- Khảo sát sự cân bằng của từng nút chúng ta sẽ xây dựng nên được một 

hệ phương trình cân bằng các nút mà ẩn số của các hệ này là lực dọc trong các 

thanh dàn.  

- Cuối cùng ta chỉ việc giải hệ sẽ xác định được lực dọc trong các thanh dàn. 

Phạm vi áp dụng phương pháp: Phương pháp tách nút chỉ sử dụng tính toán 

các dàn tĩnh định còn dàn siêu tĩnh không áp dụng được. 

1.1.2 Phương pháp mặt cắt 

Nội dung phương pháp: Phương pháp mặt cắt đơn giản được thực hiện bằng 

mặt cắt qua các thanh tìm nội lực (số lực chưa biết không lớn hơn số phương 

trình cân bằng được lập) và viết phương trình cân bằng cho từng phần của dàn. 

Thứ tự áp dụng:  

- Thực hiện mặt cắt qua thanh cần tìm nội lực và mặt cắt chia dàn ra làm 

hai phần độc lập.  

- Thay thế tác dụng của các thanh bị cắt bằng các lực dọc tương ứng. Khi 

chưa biết lực dọc ta giả thiết lực dọc dương nghĩa là hướng ra ngoài mặt cắt 

đang xét. 

- Lập phương trình cần bằng cho một phần dàn bị cắt (phần bên phải 

hoặc phần bên trái). Từ các phương trình cần bằng sẽ suy ra nội lực cần tìm. 

Nếu kết quả mang dấu dương thì chiều nội lực hướng theo chiều giả định, tức 

là kéo. Ngược lại nếu kết quả mang dấu âm thì chiều nội lực hướng ngược 

chiều giả định, tức là nén. 

Phạm vi áp dụng phương pháp: Phương pháp mặt cắt đơn giản chỉ dùng 

tính toán cho dàn tĩnh. 
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1.1.3 Phương pháp mặt cắt phối hợp 

Nội dung phương pháp: 

Phương pháp mặt cắt phối hợp được áp dụng để tính dàn khi không dùng 

được mặt cắt đơn giản, nghĩa là khi tại một mặt cắt, số lực chưa biết lớn hơn 

ba. Mục đích chính của phương pháp này là tìm cách thiết lập một số phương 

trình cân bằng chỉ chứa một số lực chưa biết bằng số phương trình đó. Khi 

thiết lập một phương trình cân bằng trong mỗi mặt cắt nói chung ta chỉ có thể 

loại trừ được hai lực chưa biết. 

 Bởi vậy, khi chỉ có thể thực hiện mặt cắt qua bốn thanh chưa biết nội 

lực mới đủ điều kiện là cắt qua thanh cần tìm nội lực và chia dàn thành hai 

phần độc lập thì ta phải dùng hai mặt cắt phối hợp. Với hai mặt cắt thì ta có 

thể tìm được ngay hai nội lực theo hai phương trình. Muốn vậy: 

- Hai mặt cắt cùng phải đi qua hai thanh cần tìm nội lực và mỗi mặt cắt 

chỉ có thể đi qua hai thanh khác chưa cần tìm nội lực. 

- Trong mỗi mặt cắt, thiết lập một phương trình cân bằng sao cho các lực 

chưa cần tìm không tham gia. 

Phạm vi áp dụng phương pháp: Phương pháp mặt cắt phối hợp chỉ dùng 

tính toán cho dàn tĩnh. 

1.1.4 Phương pháp họa đồ - Giản đồ Maxwell - Cremona 

Nội dung phương pháp: 

Phương pháp họa đồ là phương pháp vẽ để giải bài toán. Có thể dùng 

phương pháp này để giải nhiều bài toán khác nhau của cơ học và để xác định 

phản lực, nội lực cho hệ dàn tĩnh định. Cách giải bài toán được trình bày toàn 

bộ trên hình vẽ gọi là giản đồ Maxwell – Remona. 

Dựa vào điều kiện cần và đủ để hệ lực đồng quy được cân bằng là đa 

giác lực của hệ đồng quy này phải khép kín. Lần lượt áp dụng điều kiện này 

cho từng nút của dàn bị tách ra theo thứ tự sao cho tại mỗi nút của dàn chỉ có 
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hai nội lực chưa biết trị số nhưng đã biết phương thì ta xác định được nội lực 

của tất cả các thanh dàn. 

Phạm vi áp dụng phương pháp: Phương pháp họa đồ chỉ dùng tính toán cho 

dàn tĩnh. 

1.1.5 Phương pháp lực 

Nội dung phương pháp: 

Phương pháp lực được áp dụng trong việc tính toán hệ dàn siêu tĩnh. Để 

tính toán hệ dàn siêu tĩnh, ta không tính trực tiếp trên hệ đó mà tính trên một 

hệ thay thế khác cho phép dễ dàng xác định nội lực. Hệ thay thế này suy ra từ 

hệ siêu tĩnh đã cho bằng cách loại bớt các liên kết thừa gọi là hệ cơ bản. Hệ 

cơ bản của phương pháp lực phải là hệ bất biến hình suy ra từ hệ siêu tĩnh đã 

cho bằng cách loại bỏ tất cả hay một số liên kết thừa. Nếu loại bỏ tất cả các 

liên kết thừa thì hệ cơ bản là tĩnh định còn nếu chỉ loại bỏ một số liên kết thừa 

thì hệ cơ bản là siêu tĩnh có bậc thấp hơn. Điều quan trọng là hệ cơ bản phải 

là bất biến hình và cho phép ta xác định nội lực của các thanh dễ dàng. Vì vậy, 

trong đại đa số trường hợp ta thường chọn hệ cơ bản là tĩnh định. 

Để đảm bảo cho hệ cơ bản làm việc giống hệ siêu tĩnh đã cho cần bổ 

sung thêm các điều kiện. Trong hệ cơ bản đặt các lực X1, X2,…, Xn tương ứng 

với vị trí và phương của các liên kết bị loại bỏ. Những lực này liên kết giữ vai 

trò là ẩn. Thiết lập điều kiện chuyển vị trong hệ cơ bản tương ứng với vị trí và 

phương của các liên kết bị loại bỏ bằng không.  

Phạm vi áp dụng phương pháp: Phương pháp lực thường áp dụng để giải 

các bài toán dàn siêu tĩnh. 

1.1.6 Phương pháp chuyển vị 

Nội dung phương pháp: 

Phương pháp chuyển vị cũng là phương pháp dùng để xác định nội lực 

trong hệ dàn siêu động (Hệ siêu động là những hệ khi chịu chuyển vị cưỡng 
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bức, nếu chỉ dùng các điều kiện động học không thôi thì chưa đủ để xác định 

tất cả các chuyển vị tại các nút hệ). Khác với phương pháp lực, trong phương 

pháp chuyển vị ta dùng tập hợp các biến dạng ở hai đầu thanh làm đại lượng 

cần tìm. Những đại lượng này sẽ tìm được nếu biết chuyển vị tại các nút của 

hệ. Như vậy theo phương pháp này ta chọn ẩn là chuyển vị của các nút của hệ. 

Chính vì lẽ đó mà phương pháp được gọi là phương pháp chuyển vị (còn gọi 

là phương pháp biến dạng). Sau khi xác đinh chuyển vị tại các nút, tức là 

chuyển vị tại đầu thanh ta sẽ xác định được nội lực. 

Theo phương pháp chuyển vị, để tính hệ siêu động ta không tính trên hệ 

đó mà thực hiện tính toán trên hệ cơ bản đồng thời bổ sung các điều kiện đảm 

bảo cho hệ cơ bản làm việc giống hệ thực. 

Hệ cơ bản của phương pháp chuyển vị là hệ suy ra từ hệ siêu động đã 

cho bằng cách đặt thêm vào hệ những liên kết phụ nhằm ngăn cản chuyển vị 

xoay và chuyển vị thẳng của các nút trong hệ (những liên kết phụ gồm hai 

loại: liên kết mômen và liên kết lực). Hệ cơ bản có thể là hệ xác định động 

hoặc hệ siêu động. Nếu số liên kết được đặt thêm vào hệ bằng số bậc siêu 

động thì hệ cơ bản là hệ xác định động. Nếu số liên kết đặt thêm vào hệ ít hơn 

số bậc siêu động ta được hệ cơ bản là hệ siêu động với bậc thấp hơn. 

Nếu hệ cơ siêu động có n liên kết đặt thêm, lần lượt ký hiệu các chuyển 

vị Z1, Z2,…, Zk,…, Zn  với Zk là chuyển vị cưỡng bức tại liên kết thứ k đặt vào hệ. 

Các chuyển vị này giữ vai trò là ẩn số của phương pháp chuyển vị.  

Phạm vi áp dụng phương pháp: Phương pháp chuyển vị thường áp dụng để 

giải các bài toán dàn siêu động. 

1.1.7 Các phương pháp số [1,7,12] 

Khi giải bài toán bằng các phương pháp số, nghiệm của bài toán sẽ được 

xác định tại một số hữu hạn các điểm của vật thể; hay nói khác đi nghiệm 

được mô tả theo một tập hợp số, các điểm còn lại được xác định bằng cách 
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nội suy. Các phương pháp số là phương pháp gần đúng và có thể được chia 

thành 2 nhóm chính: Nhóm rời rạc hóa về mặt toán học (phương pháp sai 

phân hữu hạn); Nhóm rời rạc hóa về mô hình vật thể nghiên cứu (phương 

pháp phần tử hữu hạn, phương pháp phần tử biên, phương pháp ma trận 

chuyển v.v…).  

1.2. Các cách xử lý điều kiện biên của kết cấu khi giải bằng phương pháp 

phần tử hữu hạn 

Phương pháp phần tử hữu hạn là cuối cùng đưa về giải phương trình toán 

học: 

    K' ' F' 
                                                 

( 1.1) 

Để phương trình này không có nghiệm tầm thường thì điều kiện định 

thức của ma trận [K’] khác 0 ( det [K’] khác 0 ), khi đó phương trình không 

suy biến. Với bài toán kết cấu, điều này chỉ đạt được khi điều kiện biên được 

thoả mãn (kết cấu phải bất biến hình). Đó là điều kiện cho trước một số 

chuyển vị nút nào đó bằng 0 hay bằng một giá trị xác định hoặc một số 

chuyển vị nút phải liên hệ với nhau. Sau khi áp đặt điều kiện biên vào, 

phương trình cân bằng của toàn hệ kết cấu trong hệ tọa độ chung có dạng: 

   * * *K F                  (1.2) 

Trong thực tế khi phân tích kết cấu thường gặp 4 điều kiện biên sau: 

- Biên làm một hoặc nhiều thành phần chuyển vị bằng 0. 

- Biên làm một hoặc nhiều thành phần chuyển vị có một giá trị xác định. 

- Biên là gối đàn hồi. 

- Biên làm một số thành phần chuyển vị ràng buộc nhau (điều kiện biên 

đa bậc tự do). 

1.2.1 Khi biên có thành phần chuyển vị nào đó bằng “0” [1,7] 

Thành phần chuyển vị tại một nút của phần tử  bằng 0 do tương ứng với 

các thành phần chuyển vị này là các liên kết với đất, ta xử lí bằng cách: 
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- Khi đánh mã chuyển vị cho toàn bộ hệ, những thành phần chuyển tại 

nút nào đó bằng 0 thì ghi mã của chuyển vị đó là 0. Việc đánh số mã toàn thể 

của chuyển vị nút theo thứ tự và véctơ chuyển vị nút của toàn hệ chỉ bao gồm 

các chuyển vị nút còn lại.  

- Khi lập ma trận  
e

K'  và véctơ  
e

F' của từng phần tử, các hàng và cột 

tương ứng với số mã chuyển vị nút bằng không thì không cần tính. Và khi 

thiết lập ma trận độ cứng tổng thể [K’] và véctơ tải trọng nút tổng thể {F’} thì 

những hàng và cột nào có mã bằng 0 thì ta loại bỏ hàng, cột.  

1.2.2 Khi biên có thành phần chuyển vị cho trước một giá trị [1,7] 

Khi thành phần chuyển vị tại một nút nào đó cho trước một giá trị xác 

định, thí dụ m = a (hay liên kết tương ứng với các thành phần chuyển vị nút 

m chịu chuyển vị cưỡng bức có giá trị bằng a). Lúc này ta có thể giải quyết 

bài toán này theo 2 cách: 

Cách 1: Khi đánh số mã của bậc tự do (các thành phần chuyển vị) tổng 

thể kết cấu thì thành phần chuyển vị tại nút có chuyển vị bằng a ta vẫn đánh 

mã bình thường chẳng hạn mã là m. Sau khi lập được ma trận độ cứng tổng 

thể [K’] và véctơ tải trọng nút tổng thể {F’} thay thế số hạng mmk  trong ma 

trận thể [K’] bằng  mmk A  với A là một số vô cùng lớn và thay số hạng tại 

hàng m trong ma trận {F’} là mf  bằng  mmk A a . 

Cách 2: Theo cách thứ 2 này thì khi đánh mã chuyển vị tổng thể cho kết 

cấu những thành phần nào chuyển vị bằng không hoặc có chuyển vị cưỡng 

bức ta đánh mã 0, còn các thành phần chuyển vị còn lại ta đánh mã theo thứ 

tự từ 1 đến hết. Sau đó ta lập ma trận độ cứng và véctơ tải trọng tác dụng nút 

cho toàn bộ hệ như bài toán không có chuyển vị cưỡng bức. Lúc này ta coi 

chuyển vị cưỡng bức như là một dạng tải trọng tác dụng lên kết cấu, vì vậy 

khi tính véctơ tải trọng tác dụng nút lên toàn bộ hệ phải kể thêm phần tải 
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trọng tác dụng nút do chuyển vị cưỡng bức gây ra. Véctơ tải trọng nút lúc này 

là do chuyển vị cưỡng bức các liên kết tựa, được tổng hợp từ các véctơ tải 

trọng nút {P’}e của mỗi phần tử có liên kết tựa chuyển vị cưỡng 

bức:     
T

e ee
P T P 
  ; trong đó: 

e
P

 nhận được bằng phản lực liên kết nút 

do chuyển vị cưỡng bức gối tựa với dấu ngược lại. 

1.2.3 Khi biên là gối lò xo đàn hồi [1] 

Khi biên có gối lò xo, thì lúc này ta coi lo xo như là một phần tử thanh 

chịu kéo (nén) với giá trị 
EA

l
 trong ma trận độ cứng của phần tử thanh chịu 

kéo (nén) được thay bằng giá trị độ cứng của lò xo k. Tiếp theo ta đánh số mã 

tổng thể cũng như xác định các ma trận độ cứng và véctơ tải trọng tác dụng 

nút như hệ có thêm thanh chịu kéo (nén). 

1.2.4 Khi có điều kiện biên đa bậc tự do 

Điều kiện biên đa bậc tự do (Multi freedom constraints) là điều kiện biên 

làm một số bậc tự do theo chuyển vị thẳng tại biên đó ràng buộc nhau. 

Ví dụ 1.1: Cho kết cấu dàn và chọn hệ trục tọa độ chung của hệ như hình vẽ 1.1: 

     

3m



D

y'


A C

4m
x'

B

4m
           

C(3,4)



B(1,2)

4m

3m

D(5,6)

x'



1

3

5

A(0,0)

y'

4m

2

4

 

                 Hình 1.1 Ví dụ 1.1                 Hình 1.2 Số hiệu bậc tự do và phần tử 

Ta thấy tại  gối A (biên A) không có chuyển vị theo cả hai phương trong 

hệ trục tọa độ chung (x’0’y’) do đó khi đánh mã bậc tự do trong hệ tọa độ 

chung lần lượt là: 0; 0 (hình 1.2) .  

Tại gối C (biên C) khi hệ chịu lực thì có chuyển vị theo cả hai phương 

trong hệ tọa độ chung (x’0’y’), do đó tại nút C có hai bậc tự do và được đánh 
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thứ tự như hình 1.2.  Tuy nhiên, hai bậc 3 4( ' , ' )   không độc lập với nhau mà 

ràng buộc với nhau cho bởi phương trình: 

0

3 4tan 30 . ' ' 0                                                     (1.3) 

Như vậy biên C được gọi là biên có điều kiện biên đa bậc tự do trong hệ 

trục tọa độ chung (x’0’y’). 

Ví dụ 1.2: Cho kết cấu dàn và chọn hệ trục tọa độ chung của hệ như hình vẽ 1.3: 

                

K
y'

4m3m

D

A

4m

x' 3m

H

B

4m

C

4m
 

Hình 1.3 Ví dụ 1.2 

Tại gối A (biên A) trong hệ tọa độ chung (x’0’y’) thì có cả chuyển vị 

thẳng theo hai phương và chuyển vị góc, do đó tại biên A có ba bậc tự do và 

được đánh thứ tự như hình 1.4.  Tuy nhiên, hai bậc 1 2( ' , ' )   không độc lập với 

nhau mà ràng buộc với nhau cho bởi phương trình: 

1 2' 0,75. ' 0                                                      (1.4) 

Như vậy biên A được gọi là biên có điều kiện biên đa bậc tự do trong hệ 

trục tọa độ chung (x’0’y’). 

y'

4m

4m

H

4m

(4,5,6)

B

(0,0,0)

1 3

3m

C

(7,8,9) 5

x'

K

3m

(10,11,12)

2

4m

(1,2,3)

D

A
(13,14,0)

4

 

Hình 1.4 Số hiệu bậc tự do và phần tử 
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Ta thấy tại gối H (biên H) trong hệ trục tọa độ chung (x’0’y’) không có 

chuyển vị thẳng theo cả hai phương cũng như mặt cắt ngang tại H không xoay 

do đó tại biên H khi đánh mã bậc tự do trong hệ tọa độ chung lần lượt là: 

(0,0,0) (hình 1.4).  

Ta thấy tại gối K (biên K) trong hệ trục tọa độ chung (x’0’y’) có chuyển 

vị thẳng theo cả hai phương và mặt cắt ngang tại K không xoay do đó tại biên 

K khi đánh mã bậc tự do trong hệ tọa độ chung lần lượt là: (13,14,0) (hình 

1.4). Tuy nhiên, hai bậc 13 14( ' , ' )   không độc lập với nhau mà ràng buộc với 

nhau cho bởi phương trình: 

13 14' 0,75. ' 0                                                      (1.5) 

Như vậy biên K được gọi là biên có điều kiện biên đa bậc tự do trong hệ 

trục tọa độ chung (x’0’y’). 

Khi giải bài toán kết cấu có điều kiện biên đa bậc tự do bằng phương 

pháp phần tử hữu hạn thường là một trong những vấn đề khó khăn. Hiện nay 

khi xử lý các điều kiện biên đa bậc tự do này, các nhà khoa học đã nghiên cứu 

có một số cách như sau: Phương pháp khử ẩn chính phụ (Master Slave 

Method) [14,15]; Phương pháp mở rộng sự bất lợi (Penalty Augmentation 

Method) [14,15]; Phương pháp thừa số Largrange  (Largrange Multiplier 

Method ) [14,15]. 

Tuy nhiên phương pháp khử ẩn chính phụ và phương pháp mở rộng sự 

bất lợi khi phân tích bài toán kết cấu có điều kiện phức tạp bằng phương pháp 

phần tử hữu hạn thường gặp một số nhược điểm: 

- Phương pháp khử ẩn chính phụ: Phương pháp khử ẩn chính phụ thường 

chỉ áp dụng cho các bài toán đơn giản phân tích bằng tay, không áp dụng 

được các bài toán có nhiều biên phức tạp tổng quát [15]. 

- Phương pháp mở rộng sự bất lợi: Phương pháp mở rộng sự bất lợi kết 

quả của bài toán sẽ phụ thuộc rất lớn vào việc chọn giá trị của trọng số w. 
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Trong một số bài toán điều kiện biên không quá phức tạp thì việc chọn trọng 

số này có thể theo quy tắc căn bậc 2, nhưng trong một số bài toán phức tạp thì 

đòi hỏi phải thực hiện bằng phương pháp thử dần sẽ rất mất thời gian và nhiều 

khi vẫn không cho được kết quả phù hợp do sai lệch của sự tổ hợp nghiệm. 

Đặc biệt trong bài toán có nhiều điều kiện biên đa bậc tự do thì mỗi điều kiện 

biên phải sử lý quá trình lặp một lần và các số hiệu phân tử cũng như mã bậc 

tư do được đánh lại, do đó quá trình phân tích sẽ rất lâu và tốn bộ nhớ [15].  

1.3. Một số nhận xét 

Phương pháp thừa số Largrange  đã được một số tài liệu nước ngoài giới 

thiệu [14,15], nhưng các tài liệu này thường tập trung phân tích về mặt toán 

học của phương pháp giải bài toán phương trình ma trận với điều một hoặc 

nhiều điều kiện ràng buộc là các phương trình tuyến tính, vì vậy yêu cầu 

người đọc cần có trình độ toán học nhất định.  

Các tài liệu về phương pháp phần tử hữu hạn được xuất bản tại Việt Nam 

thì hầu như chưa có tài liệu nào giới thiệu chi tiết về phương pháp thừa số 

Largrange để xử lý điều kiện biên đa bậc tự do khi giải bài toán kết cấu bằng 

phương pháp phần tử hữu hạn. Từ đó tác giả đề xuất đề tài nghiên cứu: “Áp 

dụng thừa số Largrange giải bài toán kết cấu dàn phẳng có điều kiện biên đa bậc 

tự do bằng phương pháp phần tử hữu hạn”  với các nội dung chủ yếu sau đây: 

- Dựa trên nguyên lý dừng thế năng toàn phần và phương pháp thừa số 

Largrange  trong bài toán quy hoạch để xây dựng được phương trình cân bằng 

cho bài toán kết cấu dàn phẳng có điều kiện biên đa bậc tự do. 

- Xây dựng được cách mở rộng ma trận độ cứng và véc tơ tải trọng tác 

dụng của toàn hệ trong hệ tọa độ chung khi hệ kết cấu có một hoặc nhiều điều 

kiện biên đa bậc tự do. 

- Dựa trên các lý thuyết đã trình bày, luận văn sẽ tiến hành phân tích một 

số kết cấu dàn phẳng chịu tải trọng tĩnh có điều kiện biên đa bậc tự do bằng 

phương pháp phần tử hữu hạn kết hợp với sử dụng hàm số Largrange . 
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Chương 2: PHƯƠNG PHÁP PHẦN TỬ HỮU HẠN SỬ DỤNG THỪA SỐ 

LARGRANGE  ĐỂ GIẢI BÀI TOÁN KẾT CẤU  DÀN PHẲNG  

CÓ ĐIỀU KIỆN BIÊN ĐA BẬC TỰ DO 

 

2.1 Phương pháp phần tử hữu hạn [1] 

Phương pháp phần tử hữu hạn là phương pháp khi nghiên cứu một vật 

thể (kết cấu công trình) thì vật thể nghiên cứu được chia thành một số hữu hạn 

các miền con (phần tử). Các phần tử này được nối với nhau tại các điểm định 

trước thường tại đỉnh phần tử (thậm trí tại các điểm trên biên phần tử) gọi là 

nút. Như vậy việc tính toán kết cấu công trình được đưa về tính toán trên các 

phần tử của kết cấu sau đó kết nối các phần tử này lại với nhau ta được lời 

giải của một kết cấu công trình hoàn chỉnh. Tương tự như phương pháp sai 

phân hữu hạn cũng chia công trình thành các đoạn nhỏ (phần tử) và các trạng 

thái chuyển vị (trường chuyển vị), nội lực (ứng suất) v.v… được xác định tại 

các điểm nút sai phân. Sự khác biệt giữa phương pháp sai phân hữu hạn và 

phương pháp phần tử hữu hạn: Phương pháp sai phân hữu hạn là phương 

pháp rời rạc hóa toán học và sau khi tìm được các chuyển vị hoặc nội lực tại 

các nút sai phân thì các điểm nằm giữa hai nút được xác định bằng nội suy 

tuyến tính; Phương pháp phần tử hữu hạn là phương pháp rời rạc hóa mô hình 

vật thể và sau khi xác định được chuyển vị hoặc nội lực tại các nút của phần 

tử thì các giá trị chuyển vị hoặc nội lực của các điểm bên trong được xác định 

bằng hàm nội suy (hàm xấp xỉ). Hàm xấp xỉ của phương pháp phần tử hữu 

hạn không được lập cho toàn bộ vật thể nghiên cứu mà hàm xấp xỉ chỉ được 

lập cho từng phần tử để tính các giá trị chuyển vị, nội lực v.v… bên trong 

phần tử khi biết các thông số đó tại nút phần tử. 



 

 16 

Đối với bài toán cơ học vật rắn biến dạng, tuỳ theo cách chọn ẩn số của 

hàm xấp xỉ là chuyển vị, ứng suất mà có thể khi phân tích bài toán chia thành 

các loại mô hình sau: 

1. Mô hình tương thích: Khi phân tích kết cấu xem các thành phần 

chuyển vị tại các nút của phần tử là đại lượng cần tìm và hàm nội suy biểu 

diễn gần đúng dạng phân bố của chuyển vị trong phần tử.  

2. Mô hình cân bằng: Khi phân tích kết cấu xem các thành phần ứng suất 

(nội lực) tại các nút của phần tử là ẩn số của bài toán. Hàm nội suy biểu diễn 

gần đúng dạng phân bố của ứng suất hay nội lực trong  phần tử.  

3. Mô hình hỗn hợp: Khi phân tích kết cấu xem các đại lượng chuyển vị 

và ứng suất là 2 yếu tố độc lập riêng biệt. Các hàm xấp xỉ biểu diễn gần đúng 

dạng phân bố của cả chuyển vị lẫn ứng suất trong phần tử.  

Trong 3 mô hình vừa được trình bày ở trên, hiện nay đại bộ phận khi áp 

dụng phương pháp phần tử hữu hạn để giải các bài toán cơ học thường sử 

dụng mô hình tương thích. 

2.1.1 Các bước để giải bài toán theo phương pháp phần tử hữu hạn 

Các bước để giải bài toán theo phương pháp phần tử hữu hạn có thể 

được mô tả theo như sau: 

Bước 1: Rời rạc hóa kết cấu: Kết cấu cần phân tích được rời rạc hóa thành 

các phần tử liên kết với nhau tại các nút của phần tử. Các phân tử được đánh 

số mã theo thứ tự từ 1 đến tổng số phần tử, các nút của phần tử được đánh số 

từ 1 đến tổng số nút (hoặc theo I, II, III v.v…) và bậc tự do của kết cấu được 

đánh số từ 1 đến tổng số bậc tự do của kết cấu theo hệ tọa độ chung. 

Bước 2: Chọn hàm xấp xỉ: Hàm xấp xỉ (hàm nội suy) là hàm mô tả trường 

chuyển vị bên trong phần tử, sao cho nếu biết được giá trị của hàm hoặc đạo 

hàm của nó tại vị trí các nút của phần tử sẽ tìm được giá trị hàm hoặc đạo hàm 
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của nó tại điểm bất kỳ bên trong phân tử đó. Hàm xấp xỉ được chọn sao cho 

phải là hàm hội tụ và việc tính đạo hàm và tích phân của hàm phải dễ dàng.  

Bước 3: Xây dựng phương trình cân bằng cho phần tử: Sử dụng nguyên 

lý dừng thế năng toàn phần (hoặc một số nguyên lý biến phân khác trong cơ 

học) sẽ xây dựng được phương trình cân bằng cho mỗi phần tử trong hệ trục 

tọa độ riêng của phần tử: 

     
e ee

K F   

trong đó:  
e

K - là ma trận độ cứng của phần tử trong hệ tọa độ riêng;  
e

F - tải 

trọng tác dụng của nút của phần tử trong hệ tọa độ riêng;  
e

 - chuyển vị nút 

của phần tử trong hệ tọa độ riêng. 

Phương trình cân bằng cho phần tử trong hệ trục tọa độ chung có dạng: 

     
e ee

K ' ' F' 
 

trong đó:  
e

K ' , 
e

F'  ,
 
 

e
' : là ma trận độ cứng, tải trọng tác dụng của nút và 

chuyển vị nút của phần tử trong hệ tọa độ chung. 

Bước 4: Xác định ma trận độ cứng tổng thể của kết cấu: Sau khi xác định 

được ma trận độ cứng của từng phần tử trong hệ tọa độ chung, tiến hành ghép 

nối các ma trận này lại thành ma trận độ cứng tổng thể của kết cấu trong hệ 

tọa độ chung. 

Bước 5: Xác định véctơ tải trọng tác dụng nút của toàn bộ kết cấu: Véctơ 

tải trọng tác dụng nút của toàn bộ kết cấu được chi thành hai thành phần: 

Véctơ tải trọng tác dụng tại nút của các phần tử và véctơ tải trọng tác dụng 

trên các phần tử chuyền về nút. Chú ý khi tính toán véctơ tải trọng tác dụng 

trên các phần tử chuyền về nút phải chuyển các véctơ này từ hệ trục tọa độ 

riêng về hệ trục tọa độ chung. 

Bước 6: Xác định các thành phần chuyển vị tại các nút của phần tử: Sau 

khi xác định được ma trận độ cứng tổng thể của kết cấu và véctơ tải trọng tác 
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dụng nút của toàn bộ kết cấu có kể đến điều kiện biên, dựa vào phương trình: 

   * * *K F     sẽ xác định được các thành phần véctơ chuyển vị của toàn bộ 

kết cấu. 

Bước 7: Xác định nội lực (ứng suất) tại các mặt cắt (điểm) trên kết cấu: 

Sau khi xác định được các thành phần chuyển vị tại các nút, dựa vào các mối 

liên hệ hình học và vật lý sẽ xác định được các thành phần nội lực (ứng suất) 

tại các mặt cắt (điểm) trên kết cấu. 

2.1.2 Rời rạc hóa kết cấu 

Phương pháp phần tử hữu hạn khi phân tích kết cấu sẽ được rời rạc hóa 

thành hữu hạn các phần tử liên kết với nhau tại các nút của phần tử. 

2.1.2.1 Phân loại phần tử hữu hạn 

Khi chia kết cấu thành các phần tử thì vật liệu trong phần tử thường phải 

coi là đồng nhất. Dựa vào hình dáng của phần tử có thể chia phần tử thành 

một số dạng sau: Phần tử thanh thẳng; Phần tử thanh cong; Phần tử tấm chữ 

nhật; Phần tử tấm tam giác; Phần tử hình chóp; Phần tử hình hộp (hình 2.1, 

hình 2.2, hình 2.3, hình 2.4) v.v… 

Kích thước hình học và số lượng phần tử phụ thuộc vào hình dạng hình 

học, tính chất chịu lực của kết cấu (bài toán phẳng hay không gian, hệ thanh 

hay hệ tấm, vỏ v.v...) và yêu cầu về độ chính xác của bài toán. Số lượng chia 

càng lớn thì lưới phần tử càng mau, sẽ cho độ chính xác càng cao nhưng dẫn 

đến số lượng bậc tự do của toàn hệ tăng lên làm cho việc phân tích sẽ lâu hơn. 

Vì vậy tùy thuộc vào yêu cầu của kết quả phân tích hoặc yêu cầu của bài toán 

mà chia số lượng phần tử hợp lý.  

Các phần tử được liên kết với nhau tại các nút của phần tử. Các nút của 

phần tử thường nằm tại vị trí các đỉnh của phần tử, nhưng cũng có thể nằm cả 

trên vị trí các biên của phần tử hoặc trọng tâm của phần tử. Tùy theo cách đặt 
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vị trí nút và số lượng các nút trên biên của phần tử mà phân biệt phần tử hữu 

hạn thành: 

- Phần tử hữa hạn bậc 1 còn gọi là phần tử hữu hạn tuyến tính là phần tử 

chỉ có nút đặt ở đỉnh của phần tử (hình 2.1). 

a) b) c)

d) e) f)  

Hình 2.1 Phần tử hữa hạn bậc 1 

a) b) c)

d) e) f)  

Hình 2.2 Phần tử hữa hạn bậc 2 

- Phần tử hữa hạn bậc 2 là phần tử ngoài các nút đặt ở đỉnh của phần tử 

còn có 1 nút đặt trên biên giữa hai đỉnh của phần tử (hình 2.2). 

- Phần tử hữa hạn bậc 3 là phần tử ngoài các nút đặt ở đỉnh của phần tử 

còn có 2 nút đặt trên biên giữa hai đỉnh của phần tử (hình 2.3). 

a) b) c) d)  

Hình 2.3 Phần tử hữa hạn bậc 3 

Hiện nay phương pháp phần tử hữu hạn đã được rất nhiều nhà khoa học 

quan tâm và phát triển mạnh mẽ để phân tích các kết cấu khác nhau. Vì vậy 

phương pháp phần tử hữu hạn cũng được chia thành nhiều hướng nghiên cứu 

về phần tử hữu hạn khác nhau như: Phương pháp phần tử hữu hạn đẳng tham 
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số (Isoparametric Elements); Phương pháp phần tử có số nút thay đổi 

(Variable-number-of-nodes Elements); Phương pháp phần tử hữu hạn trơn 

(Smoothed Finite Element Methods); Phương pháp phần tử hữu hạn gián 

đoạn (Discrete Finite Element Method); Phương pháp không lưới (Meshless 

Methods) v.v… 

a) PhÇn tö tam gi¸c 6 nót b) PhÇn tö tø gi¸c

4 nót 8 nót

c) PhÇn tö l¨ng trô tam gi¸c d) PhÇn tö khèi lôc diÖn

12 nót 15 nót 16 nót 20 nót

 

Hình 2.4 Một số loại phần tử đẳng tham số 

2.1.2.2 Bậc tự do - Véctơ chuyển vị nút của phần tử và của toàn hệ kết cấu 

* Bậc tự do: 

Bậc tự do của nút là các chuyển vị thẳng và góc xoay tại nút (khác 

không). Bậc tự do của nút còn được gọi là các thành phần của véctơ chuyển vị 

nút. Tập hợp bậc tự do các nút của phần tử được gọi là véctơ chuyển vị nút 

của phần tử, tập hợp bậc tự do các nút của toàn bộ kết cấu được gọi là véctơ 

chuyển vị nút của của toàn hệ ký hiệu    
T

1 2 n' ...     .  Các bậc tự do 

chính là các ẩn số của bài toán khi phân tích theo phương pháp phần tử hữu 

hạn. Và ở đây chúng ta có thể thấy bậc tự do của kết cấu hệ thanh giống như 

số ẩn của bài toán giải theo phương pháp chuyển vị của cơ học kết cấu II. 

Quy ước dấu của các thành phần chuyển vị nút: 
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- Chuyển vị thẳng là dương nếu chiều chuyển vị cùng chiều với chiều 

dương của trục tọa độ. Chuyển vị thẳng là âm nếu chiều chuyển vị ngược 

chiều với chiều dương của trục tọa độ. 

- Chuyển vị góc là dương nếu góc xoay ngược chiều với chiều kim đồng 

hồ. Chuyển vị góc là âm nếu góc xoay cùng chiều với chiều kim đồng hồ. 

* Hàm chuyển vị: 

Như đã trình bày ở đầu chương là phương pháp phần tử hữu hạn là 

phương pháp chia kết cấu ra thành các phần tử, các phần tử liên kết với nhau 

tại các nút. Sau khi tìm được các thành phần chuyển vị tại các nút của phần tử, 

muốn tìm chuyển vị tại các điểm bên trong phân tử nhờ vào một hàm xấp xỉ.  

Bậc tự do tại nút của phần tử là giá trị của hàm xấp xỉ (chuyển vị) hoặc 

giá trị đạo hàm (góc xoay) của hàm xấp xỉ tại nút của phần tử. Vì vậy hàm 

xấp xỉ phải được chọn sao cho mô tả gần đúng các đại lượng cần tìm trong 

phạm vi mỗi phần tử. Hàm xấp xỉ có thể chọn là hàm dưới dạng đa thức hoặc 

hàm lượng giác, trong thực tế các hàm xấp xỉ thường chọn là các hàm đa thức 

vì các lý do sau: 

- Đa thức khi được xem như một tổ hợp tuyến tính của các đơn thức nên 

đa thức thoả mãn yêu cầu độc lập tuyến tính như yêu cầu của Ritz, Galerkin. 

- Hàm xấp xỉ dạng đa thức thường dễ tính toán, dễ thiết lập công thức 

khi xây dựng các phương trình của phương pháp phần tử hữu hạn và tính toán 

bằng máy tính. Đặc biệt dễ lấy đạo hàm, tích phân. 

- Có khả năng tăng độ chính xác bằng cách tăng số bậc của đa thức (về 

mặt lí thuyết đa thức bậc vô cùng sẽ cho nghiệm chính xác). Tuy nhiên, trong 

thực tế ta chỉ lấy các đa thức bậc thấp mà thôi. 

Trong phương pháp phần tử hữu hạn - mô hình chuyển vị, hàm xấp xỉ 

còn gọi là hàm chuyển vị được nội suy theo giá trị (hay giá trị các đạo hàm) 

của các thành phần chuyển vị tại các nút phần tử. Kết quả thu được hàm 
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chuyển vị mà các hệ số của nó được biểu diễn qua chính giá trị (hay giá trị 

các đạo hàm) của thành phần chuyển vị tại các nút phần tử. Hàm chuyển vị 

đóng vai trò quan trọng trong việc đồng thời đảm bảo mức độ chính xác của 

lời giải bài toán cũng như vừa đủ đơn giản trong thuật toán giải. 

1

x y

xyx y2 2

x3

x4

x2y

x3y x2y

x 2y

x 3y

y3

y42

BËc ®a thøc

H»ng sè

TuyÕn tÝnh

BËc 2

BËc 3

BËc 4
 

Hình 2.5 Tam giác Pascal cho bài toán 2D 

1

x

y

z

xy yz

zxx2

y2

z 2

x2y

x 2y y2z
y 2z

z2x z 2x

y3

z 3

xyz

BËc ®a thøc

H»ng sè

TuyÕn tÝnh

BËc 2

BËc 3

x3

 

Hình 2.6 Tháp Pascal cho bài toán 3D 

Khi chọn bậc của hàm chuyển vị (hay bậc của đa thức xấp xỉ) cần lưu ý 

các yêu cầu sau: 
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- Các đa thức xấp xỉ cần thoả mãn điều kiện hội tụ. Đây là yêu cầu quan 

trọng vì phương pháp phần tử hữu hạn là một phương pháp số, do đó phải đảm 

bảo khi kích thước phần tử giảm thì kết quả sẽ hội tụ đến nghiệm chính xác. 

- Các đa thức xấp xỉ được chọn sao cho không mất tính đẳng hướng hình 

học. Để đảm bảo điều kiện này, dạng các đa thức được chọn tam giác Pascal 

đối với bài toán 2 chiều (hình 2.5) hoặc tháp Pascal đối với bài toán 3 chiều 

(hình 2.6). 

- Số tham số của các đa thức xấp xỉ phải bằng số bậc tự do của phần tử, 

tức là bằng số thành phần chuyển vị nút của phần tử. Yêu cầu này cho khả 

năng nội suy đa thức của hàm xấp xỉ theo giá trị đại lượng cần tìm, tức là theo 

giá trị các thành phần chuyển vị tại các điểm nút của phần tử. 

* Hàm dạng: 

Trong đề tài này, chỉ tập trung phân tích kết cấu hệ thanh phẳng. Nên 

trong phần này cũng chỉ đi vào 2 trường hợp cụ thể tìm hàm dạng của phần tử 

thanh chịu kéo - nén dọc trục và phần tử thanh chịu uốn. 

* Trường hợp 1:  Xét phần tử thanh thẳng i-j là thanh thẳng chịu kéo - 

nén dọc trục, có 2 nút tại 2 đầu thanh. Thanh có độ dài l, có độ cứng EA 

không đổi.  

Hệ trục riêng của phần tử xoy với trục x trùng trục thanh, trục y vuông 

góc với trục thanh, gốc tại i (hình 2.7). 

y

x

i j
l

u
i

u
j

 

Hình 2.7 Phần tử thanh chịu kéo (nén) đúng tâm 
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Đây là bài toán 1- D. Mọi điểm trong thanh chỉ tồn tại chuyển vị dọc trục 

u(x). phần tử có 2 bậc tự do là 2 thành phần chuyển vị dọc trục tại 2 điểm nút, 

véctơ chuyển vị nút của phần tử có dạng: 

 
i

e
j

u

u

 
   

 
       (2.1) 

Trong hàm chuyển vị sẽ có 2 tham số a. Do đó, chọn hàm chuyển vị là 

đa thức bậc một có dạng sau: u(x) = a1 + a2x (0  x  l)                 (2.2) 

Viết dưới dạng ma trận: 

 {u}={u(x)} =     1

2

a
P(x) a

a

 
 

 
1 x                      

(2.3) 

trong đó: [P(x)] - ma trận các đơn thức; {a} - véctơ các tham số; {u}- 

véctơ các hàm chuyển vị tại một điểm bất kì. 

Xét tại nút i và nút j: 

 
 

    
ii 1 1

e
j 1 2 2 j

P(x )u au(x 0) 1 0
a A a

u lu(x l) 1 l P(x )

a

a a a

          
                             

 (2.4) 

Suy ra:      
1

e
a A


                       (2.5) 

đặt :      
1

N P(x) A


                       (2.6) 

Ta có:      
e

u N                       (2.7) 

trong đó:  [N] - gọi là ma trận hàm dạng, chứa các toạ độ tại các điểm nút 

của phần tử và các biến của điểm bất kì đang xét. 

Trong trường hợp cụ thể này, ta thấy: 

     
1

1 0

A 1 1

l l


 
 
 
 

      

Theo (2.6), ma trận hàm dạng sẽ thu được: 
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1

1 2

1 0
x x

N P(x) A 1 x 1 N (x) N (x)1 1
l l

l l


 

             
 

                

(2.8) 

Theo (2.7), biểu diễn hàm chuyển vị theo các chuyển vị nút của phần tử: 

        
i

e
j

ux x
u u(x) N 1

ul l

   
        

    
              (2.9) 

Các hàm N1(x)=
x

1
l

 
 

 
 và N2(x)=

x

l
 có tên là các hàm nội suy Lagrange 

bậc 1. 

Ý nghĩa của hàm dạng: Hàm dạng N1(x), N2(x) lần lượt là các hàm số 

mô tả các hàm chuyển vị của thanh chịu kén (nén) đúng tâm ij khi có các bậc 

tự do tương ứng iu 1 , ju 1  (hình 2.8). 

y

x
u =1i

i j  j'

i'

 

y

x
u =1j

i  i' j

j'

 

y

x
u ju i

j

j'

i

i'

 

a) Hàm dạng N1(x) b) Hàm dạng N2(x) c)  Hàm chuyển vị u(x) 

Hình 2.8 Biểu đồ của các hàm dạng và hàm chuyển vị 

* Trường hợp 2. Xét phần tử thanh thẳng i-j là thanh thẳng chịu uốn 

ngang phẳng, có 2 nút tại 2 đầu thanh. Thanh có độ dài l, có độ cứng chống 

uốn EI không đổi.  

Hệ trục riêng của phần tử xoy với trục x trùng trục thanh, trục y vuông 

góc với trục thanh, gốc tại i (hình 2.9). 

y

x

i j
l

v
i

v
j


j


i

 

Hình 2.9 Phần tử thanh uốn ngang phẳng 
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Khi phần tử chịu uốn, trạng thái chuyển vị tại điểm bất kì có toạ độ x bao 

gồm chuyển vị thẳng vuông góc với trục dầm v(x) và chuyển vị xoay (x) . 

Vì chuyển vị xoay (x) của tiết diện có thể tính theo chuyển vị thẳng vuông 

góc với trục dầm v(x) 
dv

(x)
dx

 
  
 

, nên chuyển vị thẳng vuông góc với trục 

dầm được chọn làm thông số chuyển vị cơ bản. 

Số bậc tự do của phần tử là 4, gồm các chuyển vị thẳng vuông góc với 

trục thanh và chuyển vị xoay tại 2 nút:  

 

i

i

e
j

j

v

v

 
 
 

   
 
  

                  (2.10) 

Từ đó suy ra trong hàm chuyển vị sẽ có 4 tham số a. Hàm chuyển vị v(x) 

sẽ là đa thức bậc 3 và có dạng:   

      

1

22 3 2 3

1 2 3 4

3

4

a

a
u v(x) a a x a x a x 1 x x x P(x) a

a

a

 
 
 

         
 
  

      

(2.11) 

Suy ra:      2 3P(x) 1 x x x                              (2.12) 

Chuyển vị xoay quanh trục z tại một mặt cắt ngang bất kì là: 

2

2 3 4

dv
(x) a 2a x 3a x

dx
         

Thực hiện đồng nhất: 

i 1

i 2

2 3

j 1 2 3 4

2

j 2 3 4

v v(x 0) a

(x 0) a

v v(x l) a a l a l a l

(x l) a 2a l 3a l
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Viết dưới dạng ma trận: 

 

i

i

e
j

j

v

v

 
 
 

   
 
  

  

1

2

2 3

3

2

4

a1 0 0 0

a0 1 0 0
A a

a1 l l l

a0 1 2l 3l

  
  
    

   
      

             (2.13) 

Suy ra ma trận nghịch đảo của [A]: 

 
1

2 2

3 2 3 2

1 0 0 0

0 1 0 0
A

3 / l 2 / l 3 / l 1/ l

2 / l 1/ l 2 / l 1/ l



 
 
 
   
 

 

                       (2.14) 

Theo (2.6), ta có ma trận hàm dạng: 

    
1 2 3

2 2

3 2 3 2

1 0 0 0

0 1 0 0
N P(x) A 1 x x x

3 / l 2 / l 3 / l 1/ l

2 / l 1/ l 2 / l 1/ l



 
 
         
 

 

 

 

2 3 2 3 2 3 2 3

2 3 2 2 3 2

1 2 3 4

3x 2x 2x x 3x 2x x x
(1 ) (x ) ( ) ( )

l l l l l l l l

N (x) N (x) N (x) N (x)

 
        
 



               

(2.15) 
y

x
v =1i

i j
l 

 

i j
l 


i

y

x

 

a) Hàm dạng N1(x) b) Hàm dạng N2(x) 

  

v =1j
i j

l 

y

x

 

i j

l 


j

y

x

 

c) Hàm dạng N3(x) d) Hàm dạng N4(x) 

Hình 2.10 Biểu đồ của các hàm dạng 
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Các hàm dạng N1(x), N2(x), N3(x), N4(x) còn được đặt tên là các hàm 

H1(x), H2(x), H3(x), H4(x). Đây là các hàm nội suy Hermite bậc 3. Vậy ta có: 

2 3 2 3

1 1 2 22 3 2

2 3 2 3

3 3 4 42 3 2

3x 2x 2x x
H (x) N (x) (1 );H (x) N (x) (x )

l l l l

3x 2x x x
H (x) N (x) ( );H (x) N (x) ( )

l l l l

       

      

       (2.16) 

Ý nghĩa của hàm dạng: Hàm dạng N1(x), N2(x) , N3(x), N4(x)  lần lượt là 

các hàm số mô tả các hàm chuyển vị của thanh chịu uốn ngang phẳng ij khi 

có các bậc tự do tương ứng i i j jv 1, 1,v 1, 1       (hình 2.10). Như vậy 

chuyển vị của dầm chịu uốn là:  

i 1 i 2 j 3 j 4v(x) u .N (x) v .N (x) u .N (x) v .N (x)                                   (2.17) 

2.1.3 Xây dựng ma trận độ cứng của các phần tử trong hệ tọa độ riêng 

2.1.3.1 Xây dựng phương trình cân bằng và ma trận độ cứng phần tử  
e

K
 

bằng nguyên lí dừng thế năng toàn phần 

* Biến dạng và ứng suất tại một điểm trong phần tử: 

Thiết lập biểu thức tính biến dạng và ứng suất tại một điểm bất kì trong 

phần tử thông qua ẩn cơ bản là chuyển vị nút của phần tử  
e
. Sử dụng các 

công thức trong lý thuyết đàn hồi. Quan hệ giữa biến dạng và chuyển vị : 

        u                  (2.18) 

Thay (2.7) vào (2.18):  

        
e e

N B                                 (2.19) 

trong đó :      B N                                        (2.20)

            [B] - ma trận tính biến dạng.               

Quan hệ giữa ứng suất và biến dạng : 

        D                  (2.21) 

Thay (2.19) vào (2.21) được :               
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e

D B                                        (2.22) 

* Thế năng toàn phần e  của phần tử: 

Xét trường hợp phần tử chịu tải trọng tập trung tại nút  n e
P  ứng với 

chuyển vị nút  
e

 và chịu tải trọng phân bố trên bề mặt phần tử có cường độ 

tại điểm M bất kì là  
x

y

q
q

q

 
  
 

. 

Thiết lập biểu thức tính thế năng toàn phần e của phần tử theo công của 

ngoại lực eW  và thế năng biến dạng eU  của phần tử đó. 

  e e eU W                   (2.23) 

trong đó eW  là công của ngoại lực và được tính theo công thức:    

       
T T

e ne e

S

W P u q dS               (2.24) 

Thay (2.7) vào (2.24) thu được:  

         
TT T

e ne e e

S

W P N q dS                             (2.25) 

Theo thế năng biến dạng eU  của phần tử được tính:  

   
T

e

V

1
U dV

2
         (2.26) 

Thay (2.19) và (2.22) vào biểu thức tính thế năng biến dạng eU  của phần 

tử, ta có: 

           
TT

e e e

V

1
U B D B dV

2

 
   

 
                     (2.27) 

Thay (2.25) và (2.27) vào (2.23) được thế năng toàn phần của phần tử : 

                  
T TT T T

e e e ne e e e e

V S

1
U W B D B dV P N q dS

2

   
            

   
 

 

(2.28) 
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Đặt:       
T

e

V

K B D B dV                              (2.29) 

    
e

K  -  gọi là ma trận độ cứng của phần tử. Vì [D] là ma trận đối xứng 

nên tích     
T

B D B  cũng đối xứng và do đó  
e

K là ma trận đối xứng. 

đặt:               
T

n n qe e e e
S

F P N q dS P P                             (2.30) 

trong đó: {F}e - là véctơ tải trọng nút của phần tử; được xây dựng bởi ngoại 

lực đặt tại nút phần tử {Pn}e  và ngoại lực đặt trong phần tử qui về nút {Pq}e.  

Ngoại lực đặt trong phần tử qui về nút được xác định theo công thức: 

       
T

q e
S

P N q dS                         (2.31) 

Thay (2.29) và (2.30) vào (2.28) được :  

         
T T

e e e e ee

1
K F

2
                            (2.32) 

* Thiết lập phương trình cân bằng: 

Theo nguyên lí dừng thế năng toàn phần, điều kiện cân bằng của phần tử 

tại các điểm nút :  

 
 

e
e

e

0 0


    
 

              (2.33)  

Nếu phần tử có véctơ chuyển vị là trường bậc m, lấy đạo hàm riêng lần 

lượt với từng chuyển vị nút và cho bằng 0, ta được m phương trình: 

 

e

1

e

2e

e

e

m

0
...

 
 
 
 

   
  

   
 
 
 

  

                        (2.34) 
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Thay e  theo (2.30) vào (2.34) và áp dụng phép lấy đạo hàm riêng đối 

với ma trận 
     

 
  

    
 

 

T T
X A X X B

2 A X ; B
X X

  
  
   
 

, ta được: 

        
e ee

K F 0                 (2.35a) 

Suy ra :                 
e ee

K F                           (2.35b) 

Phương trình (2.35) chính là phương trình cân bằng của phần tử thứ e. 

2.1.3.2 Ma trận độ cứng của một số phần tử thanh 

* Phần tử thanh chịu kéo, nén đúng tâm: 

y

x

i j

l

u
i

u
j


1


2

F
xj

F
xi

r
x

ux
T

 

Hình 2.11 Phần tử thanh thẳng chịu kéo (nén) đúng tâm 

Xét phần tử thanh thẳng i-j, có chiều dài l, có độ cứng EA không đổi dọc 

theo chiều dài thanh (hình 2.11).  

Thanh chịu tải trọng: lực phân bố r(x) dọc trục thanh, lực tập trung T dọc 

trục thanh có chiều như hình 2.11. 

Hệ trục riêng của phần tử x0y có trục x trùng với trục thanh, có trục y 

vuông góc với trục thanh, gốc tại i. Mỗi nút của phần tử có 1 bậc tự do vì vậy 

toàn bộ phần tử chỉ có 2 bậc tự do là 2 chuyển vị thẳng dọc trục tại 2 nút đầu 

và cuối của phần tử.  

Chuyển vị dọc trục u(x) của phần tử là một hàm xấp xỉ tuyến tính có 

dạng: 

0 1u(x) a a x 
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hay:                                                        
e

u(x) N                                  (2.36)
 

trong đó:                                              
i1

e
j2

u

u

   
     

   
 

Hàm dạng của phần tử thanh chịu kéo - nén theo (3.9) ta có: 

      1 2

x x
N 1 N (x) N (x)

l l

  
    

  
               (2.37) 

Thanh chịu kéo - nén đúng tâm (1-D), theo (2.19) ta có:     x

u

x


   


 

Suy ra:     / x                                 (2.38) 

Theo (2.34), ta có: x xE    

Suy ra:    D E           (2.39) 

Thay (2.39) và (2.37) vào (2.19), xác định ma trận [B]: 

         
x x 1 1

B . N / x 1
l l l l

    
           

    
  (2.40) 

Theo (2.28), xác định được ma trận độ cứng phần tử: 

             
T T

e

V l A

K B D B dV B D B dAdx                                

(2.41) 

Thay (2.39), (2.40) vào (2.41) được: 

   
l

e

0

1

1 11 1 EAl
K E Adx

1 1 1l l l

l

 
      

           
  

    (2.42) 



 

 33 

a)

u =11

1 2 k   = -12

EA
l

l 

k   =11
EA

l
x

 

b)

u =12

1 2 k   =22

EA
l

l 

k   = -21
EA

l
x

) 

Hình 2.12 Nội lực tại nút phần tử khi bậc tự do chuyển vị bằng 1 

Ý nghĩa của phần tử 
ijk  trong ma trận độ cứng  

e
K : 

ijk  là nội lực tại nút 

j (nội lực là dương khi chiều của nội lực cùng với chiều dương của trục ox và 

nội lực là âm khi chiều của nội lực ngược chiều với chiều dương của trục ox) 

khi bậc tự do i  có chuyển vị cưỡng bức bằng 1 (hình 2.12). 

* Phần tử thanh chịu uốn ngang phẳng: 

y

x
i j

l

v
i


1

q(x)


i

2

v
j


3


j

4

P

M

     

y
A

B

A

v

B

u= -y v
x

v
x

v
x

y

 

Hình 2.13 Phần tử dầm chịu uốn    Hình 2.14 Biến dạng phần tử dầm chịu uốn 

Xét phần tử thanh thẳng i-j, có chiều dài l, có độ cứng chống uốn EI 

không đổi dọc theo chiều dài thanh. Thanh chịu tải trọng: lực phân bố q(x) 

vuông góc trục thanh, lực tập trung P vuông góc trục thanh và mômen tập 

trung M  như hình 2.13. 

Xét trong hệ trục tọa độ riêng xoy của phần tử, trục ox trùng với trục 

thanh còn trục oy vuông góc với trục thanh. Mỗi nút của phần tử có 2 bậc tự 

do vì vậy toàn bộ phần tử có 4 bậc tự do là 2 chuyển vị thẳng vuông góc với 

trục thanh tại nút đầu, nút cuối và 2 góc xoay tại nút đầu, nút cuối (hình 2.13). 
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Véctơ chuyển vị nút tương ứng: 

       
T

i i j je
v v                                               (2.43) 

Hàm dạng của phần tử thanh chịu uốn ngang phẳng theo (3.15b): 

   1 2 3 4N N (x) N (x) N (x) N (x)
 

trong đó:   

2 3 2 3

1 22 3 2

2 3 2 3

3 42 3 2

3x 2x 2x x
N (x) (1 );N (x) (x );

l l l l

3x 2x x x
N (x) ( );N (x) ( ).

l l l l

     

    

 

Đối với bài toán một chiều, ta có:  {} = x ;  D E  

Theo lý thuyết tính toán dầm chịu uốn trong Sức bền vật liệu 
dv

dx
  , do 

đó chuyển vị dọc trục có quan hệ như hình 2.14: 

dv
u y

dx
      trong đó: y là tọa độ của điểm đang xét đến trục trung hòa. 

Như vậy biến dạng tỉ đối dọc trục x được xác định : 

                  

2
u

x x 2

du d v
y

dx dx
          

Suy ra :    
2

2
y

x


  


                         (2.44) 

Thay (2.44), và ma trận hàm dạng [N] của phần tử thanh chịu uốn theo 

(3.15b) vào (2.19), xác định ma trận [B]: 

     '' '' '' ''

1 2 3 4

2 3 2 2 3 2

B N y N (x) N (x) N (x) N (x)

6 12x 4 6x 6 12x 2 6x
y

l l l l l l l l

      

        
             

        

              (2.45) 

Xác định [K]e theo (2.41), ta được:  

           
T T

e

V l A

K B D B dV B D B dA.dx                            (2.46a) 
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Thay [B]T, [D] = E, [B] vào công thức trên, ta được: 

 

'' ''

1 1

l

'' '' '' ''

2 1 2 2

l l

ze '' '' '' '' '' ''

3 1 3 2 3 3

l l l

'' '' '' '' '' '' '' ''

4 1 4 2 4 3 4 4

l l l l

N N dx (đx)

N N dx N N dx

K EI
N N dx N N dx N N dx

N N dx N N dx N N dx N N dx

 
 
 
 
 


 
 
 
 
  



 

  

   

                 (2.46b) 

trong đó: 2

z

A

I y dA   là mômen quán tính của mặt cắt ngang lấy với trục z. 

Sau khi biến đổi thu được kết quả:  

 

3 2 3 2

2 2

e

3 2 3 2

2 2

12 6 12 6

l l l l

6 4 6 2

l l l l
K EI

12 6 12 6

l l l l

6 2 6 4

l l l l

 
 

 
 
 

  
   
 
 

 
 

               (2.47) 

Vậy (2.47) là ma trận độ cứng phần tử chịu uốn ngang phẳng. Đây là ma 

trận hình vuông cấp (4x4), đối xứng qua đường chéo. 

 Ý nghĩa của phần tử ijk  trong ma trận độ cứng  
e

K : ijk  là nội lực tương 

ứng với bậc tự do j khi bậc tự do i  có chuyển vị cưỡng bức bằng 1 (hình 2.15). 
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2

1 2

l 
k   =23

-6EI
l

xk   =24
2EI

l

2
k   =22

4EI
l

k   =21

6EI

l
2


1

3

3

l
3

l
3

a)

b)

c)

d)

v =11
1

2

l 

k   =11
12EI

l

x

k   =12
6EI
l
2

k   =13
-12EI

l

k   =14
6EI

l2

v =12

1 2

l 

k   =33
12EI

x

k   =34
-6EI

l2

k   =31

-12EI

k   =32

-6EI

l
2

1
2

l 

k   =41

 6EI

l x

k   =
42

2EI

l

2 k   =44

4EI
l

k   =43

-6EI

l
2

 

Hình 2.15 Nội lực tại các nút của phần tử khi bậc tự do chuyển vị bằng 1 


2

1 2

l 
k   =23

-6EI
l

xk   =24
2EI

l

2
k   =22

4EI
l

k   =21

6EI

l
2


1

3

3

l
3

l
3

a)

b)

c)

d)

v =11
1

2

l 

k   =11
12EI

l

x

k   =12
6EI
l
2

k   =13
-12EI

l

k   =14
6EI

l
2

v =12

1 2

l 

k   =33
12EI

x

k   =34
-6EI

l
2

k   =31

-12EI

k   =32

-6EI

l
2

1
2

l 

k   =41

 6EI

l x

k   =
42

2EI

l

2 k   =44

4EI
l

k   =43

-6EI

l
2

 

Hình 2.15 (tiếp) 

* Phần tử thanh hai đầu nút cứng chịu uốn và kéo (nén) đồng thời: 

Xét phần tử thanh thẳng i-j, có chiều dài l, có độ cứng EA và EI là không 

đổi dọc theo chiều dài thanh. Phần tử thanh i-j được nối với các phần tử thanh 

lân cận bằng nút cứng. Khi xét riêng phần tử này, liên kết ở 2 đầu được coi là 

ngàm.  

Thanh chịu tải trọng như hình 2.16: 

- Lực phân bố q(x) có hướng vuông góc trục thanh và r(x) dọc trục thanh. 



 

 37 

- Lực tập trung P vuông góc trục thanh, lực tập trung T dọc trục thanh và 

mômen tập trung M. 

Hệ trục tọa độ riêng x0y có trục x trùng với trục thanh, có trục y vuông 

góc với trục thanh, gốc tại i (hình 2.16).  

y

x

i j

l

v
i


2

q(x)


i

3

v
j


5

P

Mu
i


1

u
j


4


j

6

r(x) T
o

 

Hình 2.16 Phần tử thanh hai đầu nút cứng chịu kéo (nén) – uốn đồng thời 

Véctơ chuyển vị nút của phần tử trong hệ trục tọa độ riêng: 

   
T

i i i j j je
u v u v     

Véctơ chuyển vị nút của phần tử trong hệ trục tọa độ chung: 

   
T

i i i j j je
' u ' v ' ' u ' v ' '   

 

Ma trận hàm dạng 

Tại mỗi tiết diện của phần tử có 3 thành phần chuyển vị gồm: chuyển vị 

thẳng dọc trục u(x), chuyển vị thẳng vuông góc với trục v(x) và chuyển vị 

xoay (x) (trong đó chuyển vị xoay và chuyển vị thẳng vuông góc với trục  có 

quan hệ (x) = 
dv

dx
). Do đó chọn u(x) và v(x) làm 2 thông số. Véctơ các hàm 

chuyển vị có dạng: 

 

1

2

1 2 3

2 32 3
43 4 5 6

5

6

a

a

a a x au(x) 1 x 0 0 0 0
u

a0 0 1 x x xv(x) a a x a x a x

a

a

 
 
 

         
        

          
 
 
  

       (2.48) 
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Suy ra:     2 3

1 x 0 0 0 0
P(x)

0 0 1 x x x

 
  
 

                    (2.49) 

Hàm chuyển vị thẳng theo phương x : 1 2u(x) a a x   

Hàm chuyển vị thẳng theo phương y:  2 3

3 4 5 6v(x) a a x a x a x     

Hàm chuyển vị xoay quanh trục z vuông góc với mặt phẳng  x0y: 

2

4 5 6(x) v (x) a 2a x 3a x      

Xét điều kiện biên tại nút i và nút j: 

i 1

i 3

i 4

j 1 2

2 3

j 3 4 5 6

2

j 4 5 6

u u(x 0) a

v v(x 0) a

(x 0) a

u u(x l) a a l

v v(x l) a a l a l a l

(x l) a 2a l 3a l

  


  

    

    

      

      

 

Viết dưới dạng ma trận: 

    

1

2

3

e
4

2 3

5

2

6

a1 0 0 0 0 0

a0 0 1 0 0 0

a0 0 0 1 0 0
A a

a1 l 0 0 0 0

a0 0 1 l l l

a0 0 0 1 2l 3l

  
  
  
    

    
  
  
  
    

          (2.50) 

Suy ra ma trận [A]-1 có dạng: 

 
1

2 2

3 2 3 2

1 0 0 0 0 0

1/ l 0 0 1/ l 0 0

0 1 0 0 0 0
A

0 0 1 0 0 0

0 3 / l 2 / l 0 3 / l 1/ l

0 2 / l 1/ l 0 2 / l 1/ l



 
 

 
 

  
 
   
 

 

                      (2.51) 

Thay (2.49), (2.51) vào (2.6), xác định ma trận hàm dạng [N]: 
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1 1 4

2 3 5 6

N (x) 0 0 N (x) 0 0
N P(x) A

0 N (x) N (x) 0 N (x) N (x)

  
   

 
    

(2.52a) 

trong đó:            

2 3

1 2 2 3

2 3

3 42

2 3 2 3

5 62 3 2

x 3x 2x
N (x) (1 ); N (x) (1 );

l l l

2x x x
N (x) (x ); N (x) ;

l l l

3x 2x x x
N (x) ( ); N (x) ( )

l l l l

    

   

    

                  (2.52b) 

Ma trận độ cứng phần tử thanh 2 đầu nút cứng chịu uốn ngang phẳng và 

kéo-nén 

Đối với bài toán một chiều, ta có:  {} = x ;  D E     

Kết hợp 2 trường hợp : thanh chịu kéo - nén và thanh chịu uốn, ta có: 

  
2 2

k n u

2 2

uu v
y y

vx x x x

       
           

      
 

Suy ra:    
2

2
y

x x

  
   

  
                           (2.53) 

Thay (2.52b), (2.53) vào (2.52a), xác định ma trận [B]: 

    
2

1 4

2

2 3 5 6

N (x) 0 0 N (x) 0 0
B N y

0 N (x) N (x) 0 N (x) N (x)x x

    
      

    
 

suy ra :    1 2 3 4 5 6B N (x) yN (x) yN (x) N (x) yN (x) yN (x)               (2.54) 

trong đó:  

1 2 32 3 2

4 5 62 3 2

1 6 12x 4 6x
N (x) ; N (x) ;N (x)

l l l l l

1 6 12x 2 6x
N (x) ; N (x) N (x)

l l l l l

   
            

   

   
          

   

               (2.55) 

Xác định [K]e theo (2.41), ta có:  
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1

2

T 3

1 2 3 4 5 6e
4v v

5

6

N

yN

yN
K B D B dv E N yN yN N yN yN dv

N

yN

yN

 
 
 

 
            

 
 
 

  

    

 

 

1 1

v

2

2 1 2 2

v v

2 2

3 1 3 2 3 3

v v v

e

4 1 4 2 4 3 4 4

v v v v

2 2 2

5 1 5 2 5 3 5 4 5 5

v v v v v

N N dv

yN N dv y N N dv đx

yN N dv y N N dv y N N dv

K E
N N dv yN N dv yN N dv N N dv

yN N dv y N N dv y N N dv yN N dv y N N dv

y

 

   

     


        

          





 

  

   

    

2 2 2 2

6 1 6 2 6 3 6 4 6 5 6 6

v v v v v v

N N dv y N N dv y N N dv yN N dv y N N dv y N N dv

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

            
 
     

 trong đó: - Những tích phân có thừa số (y2), ví dụ k22, khi khai triển tích phân 

có dạng: 2 2

22 2 2 2 2 z 2 2

V A l l

k E y N N dV E y dA N N dx EI N N dx            

với : 2

z

A

I y dA   là mômen quán tính của mặt cắt ngang lấy với trục z. 

- Những tích phân có thừa số (-y), ví dụ k21, khi khai triển tích phân có 

dạng: 

 
21 2 1 2 1

V A l

k E yN N dV E ydA. N N dx 0           

vì 
A

ydA 0  (mô men tĩnh của tiết diện đối với trục đối xứng trung tâm = 0) 

Sau khi biến đổi, ma trận độ cứng của phần tử thanh 2 đầu ngàm chịu 

kéo - nén và uốn có dạng: 
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3 2 3 2

2 2

e

3 2 3 2

2 2

EA EA
0 0 0 0

l l

12EI 6EI 12EI 6EI
0 0

l l l l

6EI 4EI 6EI 2EI
0 0

l l l l
K

EA EA
0 0 0 0

l l

12EI 6EI 12EI 6EI
0 0

l l l l

6EI 2EI 6EI 4EI
0 0

l l l l

 
 

 
 
 
 
 
 


 
 
 
 

   
 
 


  

                (2.56) 

Ý nghĩa của phần tử ijk  trong ma trận độ cứng  
e

K : ijk  là nội lực tương 

ứng với bậc tự do j khi bậc tự do i  có chuyển vị cưỡng bức bằng 1. 

2.1.4 Phép chuyển trục tọa độ 

Như ta đã biết, phương pháp phần tử hữu hạn là phương pháp rời rạc hóa 

kết cấu công trình ra thành các phần tử. Các phần tử này thông thường được 

các nhà khoa học nghiên cứu tính toán các đại lượng ma trận độ cứng, véctơ 

tải trọng tác dụng nút trong một tọa độ thích hợp của mỗi phần tử. Hệ tọa độ 

này phải chọn sao cho việc thiết lập các phương trình cân bằng cho phần tử là 

đơn giản và hệ tọa độ này được gọi là hệ tọa độ riêng (hệ tọa độ địa phương). 

Như vậy khi tính toán các đại lượng chuyển vị, tải trọng cho phần tử mẫu 

được lập trên hệ tọa độ riêng. Kết cấu thì được tạo bởi nhiều phần tử và các 

phần tử này trong trường hợp tổng quát thường có các hệ trục tọa độ riêng 

không trùng nhau. Vì vậy không thể lấy ma trận độ cứng, véctơ tải trọng tác 

dụng nút của từng phần tử trong hệ trục tọa độ riêng của phần tử để ghép nối 

thành ma trận độ cứng, véctơ tải trọng tác dụng nút của toàn bộ hệ kết cấu mà 

phải đưa các ma trận độ cứng, véctơ tải trọng tác dụng nút của các phần tử 

này về trên cùng một hệ trục tọa độ và hệ trục tọa độ này được gọi là hệ trục 

tọa độ chung (hệ trục tọa độ tổng thể) của kết cấu. Hệ trục tọa độ chung 
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thường không trùng với hệ trục tọa độ riêng, vì vậy để đưa các ma trận độ 

cứng, véctơ tải trọng tác dụng nút của phần tử về hệ trục tọa độ riêng chúng ta 

phải thực hiện phép chuyển trục tọa độ. 

Hệ trục tọa độ chung thường là tùy ý, tuy nhiên khi chọn hệ trục tọa độ 

chung cho một bài toán cụ thể thường chọn hệ trục tọa độ chung sao cho việc 

chuyển trục tọa độ của các phần tử là ít nhất hoặc trùng với phương chuyển vị 

cần tính. 

Xét phần tử thứ e, trong hệ trục tọa độ riêng là xyz của kết cấu véctơ tải 

trọng nút, ma trận độ cứng và véctơ chuyển vị nút của phần tử lần lượt 

là: :{F}e ,[K]e, {}e. Trong hệ trục tọa độ chung x’y’z’ véctơ tải trọng nút, ma 

trận độ cứng và véctơ chuyển vị nút của phần tử lần lượt là: {F’}e, [K’]e, 

{’}e . 

Mối quan hệ giữa véctơ tải trọng nút và véctơ chuyển vị nút của phần tử 

giữa hệ trục tọa độ riêng và hệ trục tọa độ chung là: 

     

     
e ee

e ee

F T F'

T '



  

                                                      (2.57) 

Thế năng biến dạng toàn phần của phần tử e trong hệ tọa độ riêng là: 

         
T T

e e e e ee

1
K F

2
                                     (2.58a) 

Thay (2.57) vào (2.58a), ta có:   

                 
T TT T

e e e e ee e e e e

1
' T K T ' ' T T F'

2
                (2.58b) 

Thế năng biến dạng toàn phần của phần tử e trong hệ tọa độ chung là: 

         
T T

e e e e ee

1
' K ' ' ' F'

2
                                 (2.59) 

Bằng cách so sánh (2.58b) và (2.59), dễ dàng nhận thấy: 

       
T T

e e e e
K' T K T                    (2.60) 
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T 1

e e
T T I


                       (2.61) 

Như vậy  ma trận  
e

T có tính chất trực giao: 

    
T 1

e e
T T


                                       (2.62) 

Như vậy, từ (2.57) ta có: 

     

     

T

e e e

T

e e e

F' T F

' T

 

  

              (2.63) 

2.1.4.1 Ma trận biến đổi toạ độ  
e

T của phần tử thanh 2 đầu nút cứng 

Xét phần tử thanh i-j trong bài toán phẳng 2 đầu nút cứng, sau khi chịu 

lực thanh bị biến dạng và chuyển dời tới vị trí i’-j’. Hệ toạ độ riêng của phần 

tử là xoy, trong đó trục x trùng trục thanh. Hệ toạ độ chung của kết cấu là 

x’o’y’ có phương lập với với hệ tọa độ chung một góc  (hình 2.17).  

y'

x'

u'
i

v'
i

u
i

v
i

y

x


i


j

i

j

v
j

u
j

v'
j

u'
j



o'
o

i'

j'

 

Hình 2.17 Phần tử thanh 2 đầu nút cứng 

Góc  là góc giữa chiều dương ox và chiều dương trục o’x’. Quy ước 

dấu của góc  là dương nếu quay chiều từ trục tọa độ o’x’ sang chiều của trục 

ox là ngược kim đồng hồ. 

Véctơ chuyển vị nút của phần tử trong hệ trục tọa độ riêng: 
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T

i i i j j je
u v u v     

Véctơ chuyển vị nút của phần tử trong hệ trục tọa độ chung: 

   
T

i i i j j je
' u ' v ' ' u ' v ' '     

Theo hình 2.17 ta có mối tương quan giữa chuyển vị nút tại đầu i giữa hệ 

trục tọa độ chung của kết cấu và hệ trục tọa độ riêng của phần tử: 

i i i

i i i

i i

u u cos v sin

v u sin v cos

    


     
   

 

Viết dưới dạng ma trận:   
i i

'

i i i i

i i

u cos sin 0 u

v sin cos 0 v L

0 0 1

      
              
          

 

trong đó: [Li] - là ma trận biến đổi véctơ chuyển vị tại nút i (nút cứng) từ hệ 

trục tọa độ chung sang hệ trục tọa độ riêng. 

 i

cos sin 0

L sin cos 0

0 0 1

  
 

   
 
  

 

Tương tự xét tại đầu j, ta có: 

j

cos sin 0

L sin cos 0

0 0 1

  
         
  

 

Xét với cả phần tử i-j, quan hệ giữa {}e và {’}e được biểu diễn: 

   

 

i i i

i i i

ii i i

j j jj

j j j

j j j

u u ucos sin 0 0 0 0

v v vsin cos 0 0 0 0

L 0 0 0 1 0 0 0

u u u0 0 0 cos sin 00 L

v v v0 0 0 sin cos 0

0 0 0 0 0 1

        
             

              
                   

        
     

            








 
 
 

  

Suy ra  ma trận biến đổi toạ độ [T]e của phần tử thanh 2 đầu nút cứng: 



 

 45 

 
e

cos sin 0 0 0 0

sin cos 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0
T

0 0 0 cos sin 0

0 0 0 sin cos 0

0 0 0 0 0 1

  
 
  
 
 

  
  

   
 
 

               (2.64) 

trong đó :             

j i

j i

2 2

j i j i

x x
cos c

l

y y
sin s

l

l (x x ) (y y )

 
  


 

  

       



                                    (2.65) 

2.1.4.2 Ma trận biến đổi toạ độ  
e

T  của phần tử thanh 2 đầu khớp chịu kéo, 

nén  

Xét phần tử thanh i-j trong bài toán phẳng 2 đầu khớp chịu kéo (nén) 

đúng tâm. Hệ toạ độ riêng của phần tử là xoy, trong đó trục x trùng trục thanh 

ban đầu. Hệ toạ độ chung của kết cấu là x’o’y’ có phương lập với với hệ tọa 

độ chung một góc  (hình 2.18).  

Góc  là góc giữa chiều dương ox và chiều dương trục o’x’. Quy ước 

dấu của góc  là dương nếu quay chiều từ trục tọa độ o’x’ sang chiều của trục 

ox là ngược kim đồng hồ. 
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Hình 2.18 Phần tử thanh 2 đầu khớp 
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Véctơ chuyển vị nút của phần tử trong hệ trục tọa độ riêng: 

   
T

i i j je
u v u v   

Véctơ chuyển vị nút của phần tử trong hệ trục tọa độ chung: 

   
T

i i j je
' u ' v ' u ' v '   

Theo hình 2.18 ta có mối tương quan giữa chuyển vị nút tại đầu i khớp 

và đầu j khớp giữa hệ trục tọa độ chung của kết cấu và hệ trục tọa độ riêng 

của phần tử: 

 i
cos sin

L
sin cos

  
  

   
;          

j

cos sin
L

sin cos

  
         

 

Suy ra  ma trận biến đổi toạ độ [T]e của phần tử thanh 2 đầu khớp:  

        

 
e

cos sin

sin cos
T

cos sin

sin cos

  
 
  
 
  
 

   

            (2.66) 

 

2.1.5 Xây dựng các ma trận độ cứng của phần tử trong hệ tọa độ chung 

2.1.5.1 Phần tử thanh chịu kéo, nén đúng tâm 

Thay (2.42), (2.66) vào (2.60) ta được ma trận độ cứng phần tử thanh 

chịu kéo-nén trong hệ trục tọa độ chung: 

       
T T

e e e e

c 0

s 0 1 1 c s 0 0EA
K ' T K T

0 c 1 1 0 0 c sl

0 s
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2 2

2 2

2 2e

2 2

c cs c cs

cs s cs sEA
K '

l c cs c cs

cs s cs s

  
 

  
  
 
  

                               (2.67) 

Ma trận độ cứng của phần tử lò xo cũng được tính theo công thức (2.67), 

nhưng lúc đó thay 
EA

l
 bằng độ cứng của lò xo k 

EA
k

l

 
 

 
. 

2.1.5.2 Phần tử thanh hai đầu ngàm chịu uốn và kéo (nén) đồng thời 

Thay (2.56), (2.64) vào (2.60) ta được ma trận độ cứng phần tử thanh 

chịu kéo-nén trong hệ trục tọa độ chung: 

       
T

e e e e
K' T K T = 

 

 

2 2

3

2 2

3 3

2 2

e
2 2 2 2

3 3 2 3

2 2 2 2

3 3 2 3 3

EA 12EI
c s

l l

EA 12EI EA 12EI
cs s c đx

l l l l

6EI 6EI 4EI
s c

l l l
K '

EA 12EI EA 12EI 6EI EA 12EI
c s cs s c s

l l l l l l l

EA 12EI EA 12EI 6EI EA 12EI EA 12EI
cs s c c cs s c

l l l l l l l l l

6EI



 
  

 




 

     
 

   
         
   


2 2 2 2

6EI 2EI 6EI 6EI 4EI
s c s c

l l l l l l

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
    

(2.68) 

2.1.6 Cách ghép nối các phần tử 

Giả sử hệ kết cấu được rời rạc hoá thành m phần tử. Theo (2.35) ta viết 

được m phương trình cân bằng cho tất cả m phần tử trong hệ toạ độ riêng của 

từng phần tử. Sau khi chuyển về hệ tọa độ chung của toàn kết cấu, tiến tới gộp 

các phương trình cân bằng của từng phần tử trong cả hệ, thu được phương 

trình cân bằng cho toàn hệ kết cấu trong hệ tọa độ chung: 

    [K’]{’} = {F’}             (2.69) 



 

 48 

Do thứ tự các thành phần trong véctơ chuyển vị nút {’}e của từng phần 

tử khác với thứ tự trong véctơ chuyển vị nút {’} của toàn hệ kết cấu, nên cần 

lưu ý xếp đúng vị trí của từng thành phần trong [K’]e và {F’}e vào [K’] và 

{F’}. Việc sắp xếp này thường được áp dụng phương pháp số mã hoặc sử 

dụng ma trận định vị phần tử [H]e để thiết lập các ma trận tổng thể và véctơ 

tải trọng nút tổng thể của toàn hệ kết cấu. 

2.1.6.1 Áp dụng ma trận định vị phần tử  
e

H  

Giả sử hệ kết cấu được rời rạc hoá thành m phần tử. Số bậc tự do của toàn 

hệ là n. Véctơ chuyển vị nút tổng thể có dạng: 

   
T

1 2 n' ' ' ... '                         (2.70) 

Với phần tử thứ e có số bậc tự do là en , có véctơ chuyển vị nút trong hệ 

tọa độ chung là  
e

' . Các thành phần của  
e

'  nằm trong số các thành phần 

của  ' . Do đó có sự biểu diễn quan hệ giữa 2 véctơ này như sau: 

        
 

e
'   =  [H]e           '                  

(2.71) 

          (ne x1)  (ne x n)       (n x 1) 

trong đó: [H]e - là ma trận định vị của hần tử e, nó cho thấy hình ảnh sắp xếp 

các thành phần của véctơ  
e

'  trong  ' . 

Dựa vào (2.58) ta xác định được thế năng toàn phần cho từng phần tử. 

Thay (2.71) vào (2.58), sau đó cộng gộp của m phần tử, xác định được thế 

năng toàn phần của hệ: 

               
m

T TT T

ee e e e
e 1

1
' H K ' H ' ' H F'

2

 
      

 
                      (2.72) 

Biểu thức (2.72) biểu diễn thế năng toàn phần của hệ theo véctơ chuyển 

vị nút tổng thể  ' , áp dụng nguyên lí thế năng dừng toàn phần sẽ có điều 

kiện cân bằng của toàn hệ tại điểm nút: 
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1

e

2

n

'

'
0

...'

'

 
 
 
 
 
  

  
   

 
 
 

  

               (2.73) 

Áp dụng phép lấy đạo hàm riêng đối với ma trận thu được: 

             
m m

T T

ee e e e
e 1 e 1

H K' H ' H F' 0
 

 
   

 
                    (2.74) 

Nhận thấy đây chính là phương trình cân bằng cho toàn hệ. So sánh với 

(2.69), thu được: 

Ma trận độ cứng tổng thể:           
m

T

e e e
e 1

K' H K' H


                  (2.75) 

Véctơ tải trọng nút tổng thể:       
m

T

ee
e 1

F' H F'


                 (2.76) 

2.1.6.2 Phương pháp đánh số mã 

Khi tiến hành ghép nối ma trận độ cứng của kết cấu và véctơ tải trọng tác 

dụng tại nút, ta làm theo các bước sau: 

- Bước 1: Tiến hành đánh số mã của các thành phần  véctơ chuyển vị nút 

tại các nút của kết cấu và đánh số mã cho phần tử. 

- Bước 2: Lập bảng xác định mã cục bộ của các phần tử theo mã tổng thể 

của kết cấu. 

- Bước 3: Tính toán xác định các ma trận độ cứng, véctơ tải trọng tác 

dụng tại các nút của phần tử theo mã cục bộ và tương ứng với mã tổng thể 

trong hệ tọa độ chung. 
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- Bước 4: Tiến hành ghép nối ma trận độ cứng và véctơ tải trọng tác dụng 

nút của các phần tử thành ma trận độ cứng và véctơ tải trọng tác dụng nút của 

toàn bộ hệ kết cấu trong hệ tọa độ chung theo công thức. 

 ' '

ij ij e
k k                                                        

(2.77) 

trong đó: 

+ i,  j : là số hiệu mã tổng thể của toàn bộ kết cấu trong hệ tọa độ chung; 

+ '

ijk : là hệ số của trong ma trận độ cứng của toàn bộ kết cấu tương ứng 

với hàng có số hiệu mã tổng thể i  và cột có số hiệu mã tổng thể j  trong hệ tọa 

độ chung; 

+  '

ij e
k : là hệ số của ma ma trận độ cứng của phần tử tương ứng với hàng 

có số hiệu mã tổng thể i  và cột có số hiệu mã tổng thể j  trong hệ tọa độ 

chung. 

2.2 Hàm Largrange [4] 

Xét bài toán quy hoạch toán học với điều kiện ràng buộc là đẳng thức. 

Hàm mục tiêu:        
1 2 nZ F(x ,x ,...,x ) min   

Ràng buộc:          j 1 2 n 1 2 ng (x ,x ,...,x ) 0; j 1 m;X x ,x ,...,x   
          

(2.78) 

Hàm mục tiêu mở rộng: 

m

1 2 n j j 1 2 n

j 1

L(X, ) F(x ,x ,..., x ) .g (x ,x ,..., x ) min


              
(2.79) 

Điều kiện cần để hàm L(X, )  có cực trị: 

i

j

L
0 i 1 n;

x

L
0 j 1 m;


   


   



                                        (2.80) 

Triển khai (2.80) ta có hệ phương trình gồm (n+m) phương trình độc lập 

với (n+m) ẩn là: 1 2 n 1 2 mx ,x ,...,x , , ,...,   . 
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2.3 Sử dụng hàm số Largrange  để giải bài toán kết cấu có điều kiện biên 

đa bậc tự do bằng phương pháp phần tử hữu hạn 

Giả sử hệ kết cấu được rời rạc hoá thành m phần tử. Số bậc tự do của toàn 

hệ là n. Thế năng toàn phần của hệ: 

               
m

T TT T

ee e e e
e 1

1
' H K ' H ' ' H F'

2

 
      

 
                      (2.81) 

Khi bài toán không có điều kiện biên đa bậc tự do, thì dựa vào nguyên lý 

dừng thế năng toàn phần của hệ kết cấu ta xây dựng được phương trình cân 

bằng cho toàn hệ kết cấu có dạng: 

    K' ' F'                                           (2.82) 

trong đó: 

 

' ' '

11 12 1n

' ' '

21 22 2n

' ' '

n1 n2 nn

k k k

k k k
K ' ;

k k k

 
 
 
 
 
  

                      

   
T

1 2 n' ' ' ... ' ;    
 

               
T

1 2 nF' F' F' ... F'  

Khi tại một biên nào đó của hệ kết cấu thanh phẳng có điều kiện biên đa 

bậc tự do và nếu gọi ' ' '

i i 1 i 2, ,     lần lượt là các số hiệu bậc tự do tại nút biên, 

thì lúc đó: 

' '

i 0 i 1 0k . a   

                                                    
(2.83) 

hay:                                  ' '

i 0 i 1 0k . a 0    

                                              
(2.84) 

Như vậy khi áp dụng nguyên lý dừng thế năng toàn phần vào bài toán, ta 

sẽ được bài toán quy hoạch toán học: 

Hàm mục tiêu: 

                
m

T TT T

ee e e e
e 1

1
' H K ' H ' ' H F' min

2

 
       

 


             
(2.85) 

Điều kiện ràng buộc:
 

' '

i 0 i 1 0g( ') k . a 0      

                                  
(2.86) 
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Áp dụng hàm Largrange (2.79) vào sẽ đưa bài toán quy hoạch toán học 

có ràng buộc về bài toán quy hoạch toán học không ràng buộc bằng các thêm 

ẩn số là hàm số Largrange , Hàm Largrange của bài toán lúc này là: 

                 
m

T TT T ' '

i 0 i 1 0ee e e e
e 1

1
L ' H K ' H ' ' H F' k . a min

2




 
            

 


  

(2.87) 

Số ẩn số của bài toán lúc này sẽ thêm 1 ẩn số so với số ẩn số ban đầu. 

Như vậy bài toán lúc này có (n+1) ẩn số: 

   
T

1 2 n' ' ' ... '       

Từ biểu thức (2.87) ta có: 

 

 
 
 
 
 


 
 

  
   

 
 
 

 
 
 

1

e

2

n

'

'

...
0

'

'

               (2.88) 

hay viết dưới dạng triển khai: 

' ' ' ' ' ' ' ' ' ' '

11 1 12 2 1i i 1(i 1) (i 1) 1n n 1k . k . ... k . k . ... k . 0. F              

 
' ' ' ' ' ' ' ' ' ' '

21 1 22 2 2i i 2(i 1) (i 1) 2n n 2k . k . ... k . k . ... k . 0. F              

 

 ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' '

i1 1 i2 2 ii i i(i 1) (i 1) in n ik . k . ... k . k . ... k . 1. F              

 
' ' ' ' ' ' ' ' ' ' '

(i 1)1 1 (i 1)2 2 (i 1)i i (i 1)(i 1) (i 1) (i 1)n n 0 ik . k . ... k . k . ... k . k . F                   

 

 ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' '

n1 1 n2 2 ni i n(i 1) (i 1) nn n nk . k . ... k . k . ... k . 0. F              
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' ' ' ' '

1 2 i 0 (i 1) n 00. 0. ... 1. k . ... 0. 0. a               

Viết dưới dạng ma trận: 

' ' ' ' ''

11 1i 1(i 1) 1n 11

' ' ' ' ''

i1 ii i(i 1) in ii

' ' ' ' '

(i 1)1 (i 1)i (i 1)(i 1) (i 1)n 0 i 1i 1

' ' ' ' '

n1 ni n(i 1) nn n

0

k k k k 0 F

k k k k 1 F

k k k k k F

k k k k 0

0 1 k 0 0





     



   
   
   
   
   

  
  
  
  
     

'

'

n

0

F

a

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

              (2.89) 

Như vậy, khi giải bài toán kết cấu hệ thanh phẳng, có một biên nào đó có 

điều kiện biên đa bậc tự do. Giả sử gọi ' ' '

i i 1 i 2, ,     lần lượt là các số hiệu bậc 

tự do tại nút biên, thì lúc đó điều kiện biên đa bậc tự do được viết dưới dạng 

biểu thức (2.89) có thể làm theo các bước sau đây: 

Bước 1: Rời rạc hóa kết cấu: Tại bước này, ta làm như bài toán bình thường 

là đánh số mã bậc tự do tại các nút của phần tử từ 1 đến hết, những bậc tự do 

nào khác không thì đánh mã khác không còn những bậc tự do nào có giá trị 

bằng không thì đánh mã  “0”. 

Bước 2: Đánh số hiệu mã của các phần tử. 

Bước 3: Thiết lập ma trận độ cứng của phần tử. 

Bước 4: Xác định ma trận độ cứng tổng thể của kết cấu. 

Bước 5: Xác định véctơ tải trọng tác dụng nút của toàn bộ kết cấu và xây 

dựng phương trình cân bằng cho toàn bộ kết cấu: 

   ' ' 'K F      

Bước 6: Xử lý điều kiên biên có chuyển vị bằng không:  

Sau khi xác định được ma trận độ cứng tổng thể của kết cấu và véctơ tải 

trọng tác dụng nút của toàn bộ kết cấu: Xóa bỏ những hàng và cột trong các 

ma trận (Ma trận độ cứng; Véc tơ tải trọng tác dụng nút; Véc tơ bậc tự do tại 
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các nút của toàn hệ) có số mã tương ứng bằng “0” thì phương trình cân bằng 

cho toàn hệ sẽ được viết lại dưới dạng    * * *K F     .
 

Bước 7: Xử lý điều kiện biên đa bậc tự do của bài toán.  

Xét hệ có n bậc tự do, khi làm đến bước 6 thì ta xác định được: Ma trận 

*K    là ma trận có bậc  n n ;  *  là véc tơ chuyển vị của toàn hệ có bậc 

 n 1 ;  *F  là véc tơ tải trọng tác dụng nút có bậc  n 1 . 

Xét khi hệ có 1 điều kiện biên đa bậc tự do: 

   

' '

i 0 i 1 0k . a 0                                  (2.90)
 

Thì lúc đó: 

+ Véc tơ nghiệm thêm 1 ẩn là:   

+ Ma trận độ cứng thêm một hàng một cột, trong đó các số hạng trên 

hàng và cột được thêm của ma trận độ cứng được xác định: 

' '

(n 1)i i(n 1)

' '

(n 1)(i 1) (i 1)(n 1) 0

k k 1

k k k

 

   

  


 

                                      (2.91) 

+ Véc tơ tải trọng tác dụng nút thêm 1 hàng và số hạng của hàng được 

thêm xác định: 

'

n 1 0F a                                                            (2.92) 

- Khi hệ có hơn 1 điều kiện biên đa bậc tự do, thì chúng ta xác định véc 

tơ nghiệm, ma trận độ cứng và véc tơ tải trọng tác dụng lần lượt cho từng điều 

kiện biên một cho đến hết. Như vậy nếu bài toán có r điều kiện biên đa bậc tự 

do thì ma trận độ cứng sẽ mở rộng thêm r hàng và r cột, véc tơ nghiệm thêm r 

ẩn và véc tơ tải trọng tác dụng nút thêm r hàng. Các số hạng trong các hàng và 

cột của ma trận (độ cứng, tải trọng tác dụng nút) mở rộng được xác định như 

vừa trình bày trong hệ 1 điều kiện biên đa bậc tự do. 

Bước 8: Xác định các thành phần chuyển vị tại các nút. 

Bước 9: Xác định các thành phần nội lực trong từng phần tử. 
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Ví dụ 2.1: Giả sử biết phương trình cân bằng toàn hệ của hệ kết cấu 6 bậc tự 

do là:  

 

'

1

'

2

'

3

'

4

'

5

'

6

8 4

1 6 đx 2

4 3 12 3

4 2 2 3 10

2 2 3 1 4 4

3 1 5 2 3 6 6

    
    
    
     

    
      

      
    

      

 

Hãy viết phương trình cân bằng cho toàn hệ biết hệ có 1 điều kiện biên 

đa bậc tự do là: 

' '

1 22. 3 0      

Lời giải: 

Khi sử dụng hàm số Largrange  để giải bài toán hệ có điều kiện biên đa 

bậc tự do thì phương trình cân bằng toàn hệ có kể đến điều kiện biên đa bậc tự 

do được viết như sau: 

 

'

1

'

2

'

3

'

4

'

5

'

6

48

21 6 đx

34 3 12

104 2 2 3

42 2 3 1 4

63 1 5 2 3 6

1 2 0 0 0 0 0 3

    
        
     
    
       
      
    

     
           

Ví dụ 2.2: Giả sử biết phương trình cân bằng toàn hệ của hệ kết cấu 6 bậc tự 

do là:  

 

'

1

'

2

'

3

'

4

'

5

'

6

8 4

1 6 đx 2

4 3 12 3

4 2 2 3 10

2 2 3 1 4 4

3 1 5 2 3 6 6
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Hãy viết phương trình cân bằng cho toàn hệ biết hệ có 2 điều kiện biên 

đa bậc tự do là: 

' '

1 2

' '

4 5

2. 3 0

0

    


   
 

Lời giải: 

Khi sử dụng hàm số Largrange  để giải bài toán hệ có điều kiện biên đa 

bậc tự do thì phương trình cân bằng toàn hệ có kể đến điều kiện biên đa bậc tự 

do được viết như sau: 

 

'

1

'

2

'

3

'

4

'

5

'

6

1

2

48

21 6 đx

34 3 12

104 2 2 3

42 2 3 1 4

63 1 5 2 3 6

1 2 0 0 0 0 0 3

0 0 0 1 1 0 0 0 0

    
         
     
    
                  
     
         
         

 

Bước 8: Xác định chuyển vị, nội lực tại các nút của phần tử:   

Sau khi xử lý điều kiện biên đa bậc tự do của kết cấu, giải phương trình 

cân bằng toàn hệ của kết cấu có kể đến các điều kiện biên sẽ xác định được 

các thành phần chuyển vị tại các nút của phần tử  
e

' . Sau khi xác định được 

chuyển vị tại các nút thì ta sẽ xác định được các thành phần nội lực tại các nút 

của phần tử theo công thức: 

       qe ee e
S . ' P                                   (2.93) 

trong đó:    
T

i i i j j je
S N Q M N Q M - véctơ nội lực của phần tử; 

                     q e
P - nội lực trong  phần tử do tải trọng tác dụng trên phân tử 

gây ra; 
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e

' - véc tơ chuyển vị tại các nút của phần tử. 

Công thức tính ma trận  
e

 cho một số loại phần tử thanh: 

- Phần tử thanh dàn phẳng: 

  e e

e
e

1 1E A

1 1l

 
   

 
                                                     (2.94) 

- Phần tử thanh chịu uốn và kéo nén đồng thời hai đầu liên kết cứng: 

 

3 3 2 3 3 2

2 2 2 2

e

3 3 2 3 3 2

2 2 2 2

EA EA EA EA
c s 0 c s 0

l l l l

12EI 12EI 6EI 12EI 12EI 6EI
s c s c

l l l l l l

6EI 6EI 4EI 6EI 6EI 2EI
s c s c

l l l l l l

EA EA EA EA
c s 0 c s 0

l l l l

12EI 12EI 6EI 12EI 12EI 6EI
s c s c

l l l l l l

6EI 6EI 2EI 6EI 6EI 4EI
s c s c

l l l l l l


 


 


 

 

 

   

 









 
 
 
 
 
 
 
 
 
        

(2.95)

 

2.4 Sử dụng phần mềm Matlab để tự động hóa phân tích bài toán có điều 

kiện biên đa bậc tự do. 

Để áp dụng phần mềm Matlab vào việc giải bài toán kết cấu có điều kiện 

biên đa bậc tự do bằng phương pháp phần tử hữu hạn, kết hợp với việc sử 

dụng hàm số Largrange ta có thể thực hiện theo sơ đồ khối như hình 2.19. 

Theo sơ đồ khối hình 2.19 thì ngoài phần bắt đầu, phần kết thúc thì sơ đồ khối 

bao gồm 8 khối chính: 

Khối thứ 1: Khai báo các biến số và hằng số là các thông số vật liệu, 

thông số hình học của kết cấu: Căn cứ vào có số liệu hình học của kết cấu 

cũng như các thông số vật liệu mà bài toán đã cho, ta tiến khai báo các biến 

và hằng số của bài toán. 
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Khối thứ 2: Thiết lập mã hiệu phần tử, mã hiệu các bậc tự do và cách 

ghép nối các phần tử với nhau. 

Khối thứ 3: Thiết lập ma trận độ cứng của các phần tử trong hệ trục tọa 

độ chung và ma trận độ cứng tổng thể của toàn kết cấu: Ở khối này, ta xác 

định được độ cứng của từng phần tử, sau đó ghép nối các ma trận độ cứng này 

lại với nhau dựa trên mã bậc tự do của từng phần tử tương ứng với mã bậc tự 

do tổng thể. 

Khối thứ 4: Xác định véc tơ tải trọng tác dụng nút của toàn bộ kết cấu: 

Đầu tiên ta phải tạo ra ma trận cột rỗng là ma trận vuông có bậc bằng tổng số 

bậc tự do của toàn hệ cộng với số ràng buộc được xác định từ điều kiện biên 

đa bậc tự do, sau đó ta tiến hành xác định tải trọng tác dụng tại nút và tải 

trọng tác dụng trên các phần tử chuyền về nút. 
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c¸c thµnh phÇn chuyÓn vÞ cña c¸c nót

ThiÕt lËp ma trËn ®é cøng cña c¸c phÇn tö vµ ma trËn ®é cøng
 cña toµn bé kÕt cÊu trong hÖ trôc täa ®é chung

ThiÕt lËp vÐct¬ t¶i träng t¸c dông nót cña
 toµn hÖ kÕt cÊu trong hÖ trôc täa ®é chung.

ThiÕt lËp vµ gi¶i ph ¬ng tr×nh c©n b»ng 

cña kÕt cÊu cã kÓ ®Õn ®iÒu kiÖn biªn.

In kÕt qu¶

KÕt thóc

X¸c ®Þnh vÐct¬ chuyÓn vÞ cña toµn hÖ

X¸c ®Þnh néi lùc trong c¸c phÇn tö

B¾t ®Çu

Khai b¸o c¸c th«ng sè h×nh häc cña kÕt cÊu,
kÝch th í c mÆt c¾t ngang vµ th«ng sè vËt lý cña vËt liÖu

ThiÕt lËp thø tù c¸c phÇn tö vµ m· c¸c bËc tù do

 

Hình 2.19 Sơ đồ khối chương trình 

Khối thứ 5: Xử lý điều kiện biên của bài toán: Trong khối này ta phải 

xử lý các điều kiện biên của bài toán bao gồm các điều kiện biên có thành 

phần chuyển vị bằng không và các điều kiện biên làm cho các thành phần 
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chuyển vị thẳng tại biên đó có sự ràng buộc nhau theo cách sử dụng hàm số 

Largrange . 

Khối thứ 6: Xác định bậc tự do của các nút: Dựa vào phương trình cân 

bằng của toàn hệ, ta sẽ xác định được các thành phần chuyển vị tại các nút 

của phần tử. 

Khối thứ 7: Xác định nội lực trong các phần tử: Sau khi xác định được 

các thành phần chuyển vị tại các nút dựa vào công thức (2.93) sẽ xác định 

được các thành phần nội lực tại các nút của phần tử. 

Khối thứ 8: In các kết quả phân tích. 



 

 61 

Chương 3:  

MỘT SỐ VÍ DỤ PHÂN TÍCH KẾT CẤU DÀN PHẰNG CÓ ĐIỀU KIỆN 

BIÊN ĐA BẬC TỰ DO 

 

3.1 Ví dụ phân tích kết cấu dàn phẳng có 1 điều kiện biên đa bậc tự do 

Ví dụ 3.1: Cho kết cấu dàn chịu lực như hình 3.1 biết: Mô đun đàn hồi vật 

liệu của các thanh:  4 2E 2.10 kN / cm ; diện tích mặt cắt ngang các thanh: 

 2A 10 cm ; tải trọng tác dụng: P= 10 (kN). Hãy xác định các thành phần 

chuyển vị tại các nút và nội lực trong các thanh dàn.  

Lời giải 

   

D

y'

4m

A



3m
C

x'



4m

B

P

             

C(3,4)



B(1,2)

4m

3m

D(5,6) 

1

x'

3

5

A(0,0)

y'

4m

2

4

 

         Hình 3.1 Ví dụ 3.1                                Hình 3.2 Số hiệu bậc tự do và 

phần tử 

Bước 1: Rời rạc hóa kết cấu dàn thành các phần tử và đánh số thứ tự phần tử 

và số mã tổng thể cho kết cấu như hình 3.2. 

Tại biên C khi hệ chịu lực thì có chuyển vị theo cả hai phương trong hệ 

tọa độ chung (x’0’y’), do đó tại nút C có hai bậc tự do và được đánh thứ tự 

như hình 3.2.  Tuy nhiên, hai bậc 3 4( ' , ' )   không độc lập với nhau mà ràng 

buộc với nhau cho bởi phương trình: 

0

3 4tan 30 . ' ' 0    

Như vậy biên C được gọi là biên có điều kiện biên đa bậc tự do trong hệ 

trục tọa độ chung (x’0’y’). 
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Bước 2: Lập bảng xác định mã cục bộ của các phần tử theo mã tổng thể của 

kết cấu. 

Phần tử Mã cục bộ 

TT Loại  
1 2 3 4 5 6 

Số mã toàn thể 

1  36,8890 0 0 1 2   

2  -36,8890 1 2 3 4   

3  1800 3 4 5 6   

4  1800 5 6 0 0   

5  900 5 6 1 2   

Bước 3: Xác định ma trận độ cứng của các phần tử trong hệ trục tọa độ chung: 

Phần tử 1:  c=0,8; s=0,6;  1l =500 cm ;  5

1EA 2.10 kN  

2 2

2 2

' 1
1 2 2e

1

2 2

x x x x 0c cs c cs

x x x x 0cs s cs sEA
K

x x 256 192 1l c cs c cs

x x 192 144 2cs s cs s

    
   

             
   
      

Phần tử 2:  c=0,8; s=-0,6;  2l =500 cm ;  5

2EA 2.10 kN  

 

2 2

2 2

' 2
2 2 2e

2

2 2

256 192 256 192 1c cs c cs

144 192 144 2cs s cs sEA
K

256 192 3l c cs c cs

đx 144 4cs s cs s

     
   

             
   
      

Phần tử 3:  c=-1; s=0;  3l =400 cm ;  5

3EA 2.10 kN  

2 2

2 2

' 3
3 2 2e

3

2 2

500 0 500 0 3c cs c cs

0 0 0 0 4cs s cs sEA
K

500 0 500 0 5l c cs c cs

0 0 0 0 6cs s cs s
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Phần tử 4:  c=-1; s=0;  4l =400 cm ;  5

4EA 2.10 kN  

2 2

2 2

' 4
4 2 2e

4

2 2

500 0 x x 5c cs c cs

0 0 x x 6cs s cs sEA
K

x x x x 0l c cs c cs

x x x x 0cs s cs s

    
   

             
   
      

Phần tử 5:  c=0; s=1;  5l =300 cm ;  5

5EA 2.10 kN  

2 2

2 2

' 5
5 2 2e

5

2 2

0 0 0 0 5c cs c cs

0 666,667 0 666,667 6cs s cs sEA
K

0 0 0 0 1l c cs c cs

0 666,667 0 666,667 2cs s cs s

    
   

             
   

      

Bước 4: Xác định ma trận độ cứng của toàn bộ kết cấu trong hệ trục tọa độ 

chung. 

Ma trận độ cứng của toàn kết cấu trong hệ tọa độ chung:   

 

'

1512 đx

20 954,667

30 192 756
K

4256 144 192 144

5192 0 500 0 1000

60 666,667 0 0 0 666,667

 
 
 
 

         
 
 

  

 

Bước 5: Xác định véctơ tải trọng tác dụng nút của toàn hệ trong hệ trục tọa độ 

chung. 

   
T*F 0 0 0 0 0 10 
 

Bước 6: Xác định các thành phần chuyển vị tại các nút.  

Phương trình cân bằng toàn hệ:      * * *K F      
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  B

B

C

C

D

D

u 0512 đx

v 00 954,667

u 00 192 756

v 0256 144 192 144

u 0192 0 500 0 1000

v 100 666,667 0 0 0 666,667

     
     
     
       

     
       
     
     

       

 

Khi kể đến điều kiện biên đa bậc tự do tại nút C: 

C C 3 4

3 3
u v 0

3 3
      

Phương trình cân bằng toàn hệ được viết lại (khi kể đến điều kiện biên 

đa bậc tự do): 

 
B

B

C

C

D

D

512 đx
u 0

0 954,667
v 0

0 192 756
u 0

256 144 192 144
v 0

192 0 500 0 1000
u 0

0 666,667 0 0 0 666,667
v 10

3 00 0 1 0 0 0
3

 
    
    
    
    

                 
    

    
        

  

 

B

B

C

C

D

D

u 0,0043(cm)

v 0,0404(cm)

u 0,0151(cm)

v 0,0087(cm)

u 0,0076(cm)

v 0,0554(cm)

   
   


   
    

   
   
   
   

    

 

Bước 7: Xác định nội lực trong các thanh. 

Để xác định nội lực trong các thanh, ta sử dụng công thức: 

ij ij

ij j i j i

ij

E A
N c.(u u ) s.(v v )

l
       

Nội lực trong các thanh dàn: 
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5

1

2.10
N 0,8.(0,0043 0) 0,6.( 0,0404 0) 8,333(kN)

500
        

 
5

2

2.10
N 0,8.(0,0151 0,0043) 0,6.(0,0087 0,0404) 8,333(kN)

500
     

 

 
5

3

2.10
N ( 1).(0,0076 0,0151) 0.( 0,0554 0,0087) 3,780(kN)

400
      

 

 
5

4

2.10
N ( 1).(0 0,0076) 0.(0 0,0554) 3,780(kN)

400
     

 

 
5

5

2.10
N 0.(0,0043 0,0076) 1.( 0,0404 0,0554) 10(kN)

400
       

Đối với bài toán có số ẩn ít việc tính toán bằng tay như trên có thể thực 

hiện được. Nhưng khi bài toán có số ẩn nhiều hơn thì việc thực hiện tính toán 

bằng tay để ghép nối các ma trận độ cứng của phần tử để được ma trận độ 

cứng của toàn bộ kết cấu rất lâu, đặc biệt rất dễ nhầm lẫn. Vì vậy, để thuận 

tiện cho việc áp dụng phân tích bài toán kết cấu bằng phương pháp phần tử 

hữu hạn thường sử dụng các ngôn ngữ lập trình để tự động hóa tính toán. 

Trong đề tài, tác giả đã sử dụng phần mềm lập trình Malabs để tự động hóa 

thực hiện 7 bước giải bài toán ở trên. Sau đây, tác giả trình bày chi tiết từng 

bước thực hiện cũng như ý nghĩa của một số cú pháp câu lệnh để giải. Để 

thuận tiện cho việc giải thích các bước thực hiện, số hiệu bậc tự do của các 

nút được đánh như hình 3.3: 

4m

3m

4m




A(1,2)

B(3,4)

D(7,8)

C(5,6)

1
2

34

5

 

Hình 3.3 Số hiệu bậc tự do và phần tử 
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% clear memory 

clear all 

% Khai báo thông số vật liệu 

E=2*10^4; % E:Mô đun đàn hồi 

A=10;     % A: Diện tích mặt cắt ngang 

EA=E*A; 

% Cách ghép nối phân tử 

nutpt=[1 2;2 3;3 4;4 1;4 2]; 

% toadonut: Tọa độ các nút 

toadonut=[0 0;400 300;800 0;400 0]; 

% sopt: Số phần tử 

sopt=size(nutpt,1); 

% sonut: Tổng số nút 

sonut=size(toadonut,1); 

xx=toadonut(:,1);  yy=toadonut(:,2); 

Bactudo=2*sonut+1; % Bactudo: Tổng số bậc tự do 

U=zeros(Bactudo,1);  % U: Véc tơ chuyển vị nút 

% taitrong: Véc tơ tải trọng tac dụng nút 

taitrong=zeros(Bactudo,1);  

docung=zeros(Bactudo); % docung: độ cứng 

taitrong(8)=-10; 

% Xác định ma trận độ cứng của toàn bộ hệ 

for e=1:sopt;  

chiso=nutpt(e,:)   ;   

bactudopt=[ chiso(1)*2-1 chiso(1)*2 chiso(2)*2-1 chiso(2)*2] ; 

xa=xx(chiso(2))-xx(chiso(1));    

ya=yy(chiso(2))-yy(chiso(1));  chieudaipt=sqrt(xa*xa+ya*ya); 



 

 67 

  C=xa/chieudaipt;   S=ya/chieudaipt;    

 k1=EA/chieudaipt* [C*C C*S -C*C -C*S; C*S S*S -C*S -S*S; 

                   -C*C -C*S C*C C*S; 

-C*S -S*S C*S S*S];     

  docung(bactudopt,bactudopt)= docung(bactudopt,bactudopt)+k1; 

end  

% Gán điều kiện biên đa bậc tự do 

docung(Bactudo,5)=1/sqrt(3); 

docung(5,Bactudo)=1/sqrt(3); 

docung(Bactudo,6)=-1; 

docung(6,Bactudo)=-1; 

% Điều kiện biên làm bậc tự do bằng không 

btdbien=[1;2]; 

%  Phân tích kết quả chuyển vị 

chuyenvi=phantich(Bactudo,btdbien,docung,taitrong); 

%Xuất kết quả chuyển vị tại các nút dàn; Phản lực tại biên 

ketquacvpl(chuyenvi,docung,... 

Bactudo,btdbien) 

%  Nội lực trong các thanh dàn 

for e=1:sopt                          

  chiso=nutpt(e,:); 

  bactudopt=[ chiso(1)*2-1 chiso(1)*2 chiso(2)*2-1 chiso(2)*2] ; 

  xa=xx(chiso(2))-xx(chiso(1));  ya=yy(chiso(2))-yy(chiso(1)); 

  chieudaipt=sqrt(xa*xa+ya*ya);   C=xa/chieudaipt;   S=ya/chieudaipt;    

  noiluc(e)=E/chieudaipt*[-C  -S C S]*chuyenvi(bactudopt);  

end     

disp('Noi luc') 
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A*noiluc' 

% Vẽ hình dạng dàn trước và sau khi biến dạng 

us=1:2:2*sonut-1; 

vs=2:2:2*sonut; 

figure 

L=xx(2)-xx(1); 

XX=chuyenvi(us);YY=chuyenvi(vs); 

dispNorm=max(sqrt(XX.^2+YY.^2)); 

scaleFact=100*dispNorm; 

clf 

hold on 

drawingMesh(toadonut+1000*[XX YY],nutpt,'L2','k.-'); 

drawingMesh(toadonut,nutpt,'L2','r.--'); 

% File Phân tích chuyển vị 

function chuyenvi=phantich(Bactudo,btdbien,docung,taitrong) 

bactudotoanhe=setdiff([1:Bactudo]', ... 

    [btdbien]);  

% bactudotoanhe: Bậc tự do toàn hệ 

U=docung(bactudotoanhe,bactudotoanhe)\taitrong(bactudotoanhe); 

chuyenvi=zeros(Bactudo,1); chuyenvi(bactudotoanhe)=U; 

% File ketquacvpl: Kết quả chuyển vị, phản lực 

function ketquacvpl... 

    (chuyenvi,docung,Bactudo,btdbien) 

% Kết quả chuyển vị 

disp('Chuyenvi') 

jj=1:Bactudo; format 

[jj' chuyenvi] 
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Chuyenvi 

ans = 

    1.0000         0 

    2.0000         0 

    3.0000    0.0043 

    4.0000   -0.0404 

    5.0000    0.0151 

    6.0000    0.0087 

    7.0000    0.0076 

    8.0000   -0.0554 

    9.0000    5.0000 

phanluc 

ans = 

    1.0000    2.8868 

    2.0000    5.0000 

Noi luc 

ans = 

   -8.3333 

   -8.3333 

    3.7799 

    3.7799 

   10.0000 

Kết quả hình dáng kết cấu dàn trước và sau khi biến dạng: (như hình 3.4). 

(cm) 
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0 100 200 300 400 500 600 700 800
-100
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200
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Hình 3.4 Kết quả hình dạng kết cấu dàn trước và sau khi biến dạng 

Để kiểm tra độ tin cậy của kết quả phân tích, đề tài sẽ so sánh kết quả 

phân tích theo phương pháp phần tử hữu hạn với kết quả phân tích bằng 

phương pháp tách mắt như sau:  

4m

C

x'

B

4m

C


D

y'
P

3m



A
V

 

Hình 3.5 Phản lực tại C 

Xác định nội lực trong các thanh dàn bằng phương pháp tách mắt: 

- Xét cân bằng toàn hệ (hình 3.5): 

0

A CM 4.P 8.sin60 .V 0  
                   

CV 5,7735(kN)   

- Xét cân bằng nút C (hình 3.6a): 

0

Y 2 CF 0,6.N sin60 .V 0  
                     

2N 8,3333(kN)  

 
0

X 3 2 CF N 0,8.N cos60 .V 0                3N 3,7799(kN) 

 

(cm) 
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V

N

N

C

2

C

3

 

3N4

N

D

P

5

N

 
5

1 N2

N

N

B

 

a) Nút C b) Nút D c) Nút B 

Hình 3.6 Tách nút 

- Xét cân bằng nút D (hình 3.6b): 

Y 5F N P 0  
                              

5N 10(kN) 

 
X 3 4F N N 0                               3 4N N 3,7799(kN)    

- Xét cân bằng nút B (hình 3.6c): 

X 1 2F 0,8.N 0,8.N 0                    1 2N N 8,3333(kN)     

Bảng 3.1 Bảng so sánh kết quả nội lực ví dụ 3.1 

Nội lực 1N (kN)  2N (kN)  3N (kN)  4N (kN)  5N (kN)  

Phương pháp PTHH -8,3333 -8,3333 3,7799 3,7799 10 

Phương pháp tách 

mắt 

-8,3333 -8,3333 3,7799 3,7799 10 

Theo kết quả so sánh trong bảng 3.1 cho thấy, khi Áp dụng thừa số 

Largrange để giải ví dụ 3.1 theo phương pháp phần tử hữu hạn cho kết qua 

hoàn toàn tin cậy. 
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3.2 Ví dụ phân tích kết cấu dàn phẳng có 2 điều kiện biên đa bậc tự do 

Ví dụ 3.2: Cho kết cấu chịu lực như hình 3.7 biết: các thanh có mô đun đàn 

hồi:  4 2E 2.10 kN / cm ; diện tích mặt cắt ngang các thanh là:  2A 18 cm ; 

tải trọng tác dụng:  P 20 kN . Hãy xác định các thành phần chuyển vị tại các 

nút và nội lực trong các thanh. 

C

x'

A

y'

B

 

1m

P P

1m 1m

P

1m

P

1m 1m

1
m

 

 

Hình 3.7 Ví dụ 3.2 

Lời giải 

Trong ví dụ này số ẩn của bài toán lớn, để thuận tiên đề tài sử dụng phần 

mềm Matlab để lập trình tự động hóa tính toán. 

y'

x'

(3,4) (11,12)

(19,20)

1m

(1,2)

11

(9,10)

13



(17,18)

14

1 3 5

15
716



9

17

1m

(7,8)



(15,16)

1m

(23,24)

1m

1
m

1m 1m



10

(4,6)

12

(13,14)

18

(21,22)

2 4

19

6

20

8

21

 

Hình 3.8 Số hiệu bậc tự do và phần tử 

Rời rạc hóa kết cấu dàn thành các phần tử và đánh số thứ tự phần tử và 

số mã tổng thể cho kết cấu như hình 3.8.  

Tại biên A khi hệ chịu lực thì có chuyển vị theo cả hai phương trong hệ 

tọa độ chung (x’0’y’), do đó tại nút A có hai bậc tự do và được đánh thứ tự 

như hình 3.8.  Tuy nhiên, hai bậc 1 2( ' , ' )   không độc lập với nhau mà ràng 

buộc với nhau cho bởi phương trình: 

0

1 2tan 30 . ' ' 0     
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Như vậy biên A được gọi là biên có điều kiện biên đa bậc tự do trong hệ 

trục tọa độ chung (x’0’y’). 

Tương tự như vậy, tại biên C có hai bậc tự do không độc lập với nhau 

mà ràng buộc với nhau cho bởi phương trình: 

13 14' ' 0    

Như vậy biên C được gọi là biên có điều kiện biên đa bậc tự do trong hệ 

trục tọa độ chung (x’0’y’). 

Kết quả phân tích 

 

Chuyenvinut 

ans = 

    1.0000   -0.0020 

    2.0000    0.0012 

    3.0000    0.0021 

    4.0000   -0.0562 

    5.0000    0.0063 

    6.0000   -0.0571 

    7.0000         0 

    8.0000         0 

    9.0000   -0.0104 

   10.0000   -0.0581 

   11.0000   -0.0104 

   12.0000   -0.0584 

   13.0000   -0.0104 

   14.0000   -0.0104 

   15.0000   -0.0207 

   16.0000   -0.0484 
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   17.0000   -0.0111 

   18.0000   -0.0581 

   19.0000   -0.0015 

   20.0000   -0.0204 

   21.0000    0.0081 

   22.0000   -0.0571 

   23.0000    0.0177 

   24.0000   -0.0462 

   25.0000  -19.5938 

   26.0000   19.5938 

Noi luc 

ans = 

    8.2813 

    8.2813 

  -12.5311 

  -20.8124 

   -0.0000 

         0 

  -27.7098 

  -19.1876 

  -19.1876 

  -19.1876 

  -19.1876 

  -27.7098 

   20.0000 

   -0.0000 

  -40.8124 
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   -0.0000 

   20.0000 

   -0.5744 

   28.8587 

   28.8587 

   -0.5744 

Kết quả hình dáng kết cấu dàn trước và sau khi biến dạng: (như hình 3.7). 

0 100 200 300 400 500 600

-50

0

50

100

 

Hình 3.9 Kết quả hình dạng kết cấu dàn trước và sau khi biến dạng 

3.3 Ví dụ phân tích kết cấu dàn phẳng có 1 điều kiện biên đa bậc tự do và 

một điều kiện biên là gối lò xo đàn hồi 

Ví dụ 3.3: Cho kết cấu chịu lực như hình 3.10 biết: các thanh có mô đun đàn 

hồi:  4 2E 2.10 kN / cm ; diện tích mặt cắt ngang các thanh là:  2A 18 cm ; 

tải trọng tác dụng:  P 18 kN ; độ cứng của lò xo k = 1800 (kN/cm). Hãy xác 

định các thành phần chuyển vị tại các nút và nội lực trong các thanh. 

A B

C

1m 1m

1
m

1m 1m

k

1m1m



P P



P PP

 

Hình 3.10 Hình ví dụ 3.3 

(cm) 

(cm) 
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Lời giải 

1 2 3 4 5 6

7

891011

12

13
18

14
19 15 20 16

21 17




(1,2)

(3,4) (4,6) (7,8) (9,10) (11,12)

(13,14)

(15,16)(17,18)(19,20)(21,22)

(25,26)

(23,24)

 

Hình 3.11 Số hiệu bậc tự do và số hiệu phần tử 

Trong ví dụ này số ẩn của bài toán lớn, để thuận tiên đề tài sử dụng phần 

mềm Matlab để lập trình tự động hóa tính toán. 

Rời rạc hóa kết cấu dàn thành các phần tử và đánh số thứ tự phần tử và 

số mã tổng thể cho kết cấu như hình 3.11.  

Tại biên B khi hệ chịu lực thì có chuyển vị theo cả hai phương trong hệ 

tọa độ chung (x’0’y’), do đó tại nút B có hai bậc tự do và được đánh thứ tự 

như hình 3.11.  Tuy nhiên, hai bậc 1 2( ' , ' )   không độc lập với nhau mà ràng 

buộc với nhau cho bởi phương trình: 

13 14' ' 0    

Như vậy biên B được gọi là biên có điều kiện biên đa bậc tự do trong hệ 

trục tọa độ chung (x’0’y’). 

Kết quả phân tích 

0 100 200 300 400 500 600
-20

0

20

40

60

80

100

120

 

Hình 3.12 Hình dạng dàn trước và sau khi biến dạng 
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           Chuyenvinut 

            ans = 

    1.0000         0 

    2.0000         0 

    3.0000   -0.0250 

    4.0000    0.0300 

    5.0000   -0.0450 

    6.0000    0.0150 

    7.0000   -0.0580 

    8.0000    0.0041 

    9.0000   -0.0659 

   10.0000   -0.0220 

   11.0000   -0.0709 

   12.0000   -0.0439 

   13.0000   -0.0709 

   14.0000   -0.0709 

   15.0000   -0.0411 

   16.0000   -0.0439 

   17.0000   -0.0390 

   18.0000   -0.0220 

   19.0000   -0.0370 

   20.0000    0.0041 

   21.0000   -0.0349 

   22.0000    0.0150 

   23.0000   -0.0329 

   24.0000    0.0300 

   25.0000         0 
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   26.0000         0 

   27.0000   -3.6757 

            Noi Luc 

  -90.0000 

  -72.0000 

  -46.6486 

  -28.6486 

  -18.0000 

         0 

   -5.1982 

   -7.3514 

   -7.3514 

   -7.3514 

   -7.3514 

   -5.1982 

         0 

    0.0000 

         0 

    0.0000 

         0 

    5.1982 

   -5.1982 

   -5.1982 

    5.1982 
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KẾT LUẬN VÀ KIẾN NGHỊ 

Kết luận: Qua các nội dung đã trình bày ở các chương trong đề tài nghiên cứu, có 

thể rút ra các kết luận sau đây: 

1) Dựa trên nguyên lý dừng thế năng toàn phần và phương pháp thừa số 

Largange trong bài toán quy hoạch toán học, đề tài đã trình bày cách xây dựng 

phương trình cân bằng cho bài toán kết cấu hệ thanh có điều kiện biên đa bậc tự do 

khi giải bằng phương pháp phần tử hữu hạn. 

2) Đề tài nghiên cứu đã xây dựng được cách mở rộng ma trận độ cứng của 

toàn hệ, véc tơ tải trọng tác dụng nút toàn hệ trong hệ trục tọa độ chung của bài toán 

kết cấu có một điều kiện biên đa bậc tự do hoặc có nhiều điều kiện biên đa bậc tự do 

khi giải bằng phương pháp phần tử hữu hạn. 

3) Khi sử dụng hàm số Largrange  để giải bài toán kết cấu có điều kiên biên 

phức tạp bằng phương pháp phần tử hữu hạn không phải sửa lại số hiệu của các bậc 

tự do tại các nút của phần tử và đây là ưu điểm so với phương pháp khử ẩn chính 

phụ và phương pháp Panalty. 

4) Sử dụng hàm số Largrange  để giải bài toán kết cấu có điều kiên biên phức 

tạp bằng phương pháp phần tử hữu hạn, do ma trận độ cứng và véc tơ tải trọng tác 

dụng tại các nút không phải sắp xếp lại mà chỉ có mở rộng thêm cấp của ma trận. 

Do đó có thể tránh được những khó khăn phải tăng vùng bộ nhớ để lưu trữ ma trận 

độ cứng cũng như việc chọn ẩn số chính trong bài toán nhiều điều kiện biên đa bậc 

tự do như khi sử dụng phương pháp khử thành phần chính phụ. 

5) Sử dụng hàm số Largrange  để giải bài toán kết cấu có điều kiên biên phức 

tạp bằng phương pháp phần tử hữu hạn cho kết quả chính xác và không phải phụ 

thuộc vào giá trị của trọng số như phương pháp Panalty. 

Kiến nghị: Do cách tính đơn giản và sử dụng tương đối hiệu quả trong việc giải các 

bài toán kết cấu có điều kiện biên đa bậc tự do bằng phương pháp phần tử hữu hạn, 

nên phương pháp sử dụng hàm số Largrange  này có thể đưa vào giảng dậy cho các 

sinh viên khi phải giải các bài toán kết cấu có điều kiện biên đa bậc tự do bằng 

phương pháp phần tử hữu hạn. 
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