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c6 gid tri cling nhu thudng xuyén dong vién, tao moi diéu kién thuan loi, gitip d&

tac gia trong suét qua trinh hoc tap, nghién ciu hoan thanh luan van.
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nghién ctiru va hoan thanh luan van.
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MO DAU

1. Tinh cap thiét caa dé tai

Trudc day khi cong nghé thong tin chua phat trién, viéc giai cac bai toan
6 s6 an 16n 12 mot van dé rat khé khian. Cac phuong phap phén tich két cau
cong trinh khi xay dung thuong phai dua vao mot sé gia thuyét nham 1am don
gian hoa bai toan dé giam an sd. Trong nhiing nim gan day viéc phat trién caa
cdng nghé thong tin may tinh dién tir nén viéc giai cac bai toan phuc tap, cé
nhiéu an s6 khdng con 12 mot van dé phuc tap. Do dé, cac phuong phap phan
tich két cdu dugc xay dung ngay cang cho phép mé phong duoc cac md hinh
tinh todn phuc tap cling nhu dua dwoc nhiéu dic tinh khac nhau caa vat liéu.
Vi vay, két qua phan tich bang Iy thuyét s& gan sét véi sy lam viéc thuc té cua
két cau.

Mot trong nhitng phuong phap phan tich két ciu hién nay thuong dugc
st dung dé phan tich cac bai toan két cau 1a phuong phap phan tir hitu han.
Phuong phap phan ti hitu han di duoc dwa vao giang day cho céc sinh vién,
hoc Vvién cao hoc cac truong Ky thuat, tuy nhién tai liéu vé phuong phap phan
ter hitu han da dugc xuat ban tai Viét Nam thuong chua gigi thiéu cach giai
bai todn két cAu cd diéu kién bién da bac tu do bang phwong phéap phan tir hiru
han. Diéu kién bién da bac ty do ¢ day duoc hiéu 1a diéu kién bién lam céc
bac ty do theo chuyén vi thang trong hé truc toa do tong thé caa két cau tai
bién nao do6 rang budc nhau.

Nham c6 mét cach don gian vé cach giai bai toan két cau co diéu kién
bién da bac tu do bang phuong phap phan tir hitu han, tac gia lua chon dé tai:
“Ap dung thira s6 Largrange giai bai toan két cau dan phang cé diéu kién bién

da bac tu do bang phuong phap phan tir hitu han”.



2. Muc dich nghién cau

Ap dung phuong phap phan ti hitu han sir dung ham sé Largrange giai
duoc céc bai toan két cdu co diéu kién bién 1am céc bac tu do theo chuyén vi
thang trong hé toa do téng thé tai bién d6 rang budc nhau.

3. Pham vi nghién céu

Dé tai nghién ctu viéc &p dung phwong phap phan tir hitu han va sir
dung ham s Largrange dé giai bai toan tuyén tinh két cau dan phang co diéu
kién bién 1am cac bac tu do theo chuyén vi thang trong hé toa do téng thé tai
bién d6 rang budc nhau khi chiu tai trong tinh va vat liéu lam viéc trong giai
doan dan hdi.

4. Phuwong phap nghién ciru

Ap dung phuong phap phan tir hitu han két hop véi phuong phap thira s6
Largrange dé xay dung loi giai cho bai toan két ciu dan, khung phang c6 bién
phtc tap.

5. Bo cuc cia dé tai

Ngoai phan m¢d dau, phan két luan, tai liéu tham khao va phu luc. Noi
dung chinh cua dé tai dugc bd cyc trong 3 chuong:

- Chuwong 1 Tong quan vé phan tich két cau dan: Trong chuong nay
dé tai s& trinh bay mot s phuong phap thuong dung dé phan tich noi lyc,
chuyén vi cho bai todn két ciu dan khi chiu tai trong tinh. Pong thoi gidi
thiéu mot sd cach thuong dung dé xu 1y didu kién bién cho bai toan két cdu
khi str dung phuong phap phan tir hitu han dé phén tich. Cudi chuong 1a mot
sb nhan xét.

- Chwong 2 Phuong phéap phan tir hitu han sir dung ham sé Largrange
dé giai bai toan két cau co diéu kién bién da bac tw do: Trong chuong niy sé
trinh bay cac khai niém, ciing nhu phwong phap phan tir hitu han dé giai bai

toan két ciu hé thanh. Khai niém vé phuong phap thira s6 Largrange dé giai



bai todn quy hoach toan hoc. Cudi chuong d¢é tai trinh bay viéc Ap dung thira
s6 Largrange dé giai bai toan két cau co diéu kién bién da bac ty do theo phuong
phép phan ti hiru han.

- Chwong 3 M@t sé vi du phan tich két ciu dan phang, khung phing co diéu
kién bién da bac tw do: Trén co s 1y thuyét trinh bay & chuong 2, trong
chuong nay dé tai s& tién hanh phén tich mot s6 vi du cu thé cua bai toan két
cau dan phang, khung phang c6 diéu kién bién da bac tu do dua theo phuong

phap phan tir hitu han bang viéc str dung ham sb Largrange .



Chwong 1: TONG QUAN VE PHAN TICH KET CAU DAN

1.1. Mt sé phwong phap phén tich ndi luc va chuyén vi cho bai toan két
ciu dan, khi chiu tai trong tinh

Tur nira dau cua thé ky XVII tré vé trude, cac cong trinh khac nhau duoc
xay dung thuong dua trén co s truyén béa kinh nghiém tir thé hé nay qua thé
hé khac hoic tir sy huéng dan cua ngudi di trude cho nguoi di sau. Cac bd
phan cong trinh cling dugc xay dung nhu vay. Nhing cong trinh hoac bo phan
cong trinh sau khi xay dung, néu duoc ton tai thi lay d6 1am mau dé xay dung
cho nhiing céi tuong tu vé sau. Cach 1am nhu thé rat nguy hiém, vi céc cong
trinh xay dyng mai dya vao kinh nghiém nhu thé thi ngudi xay dung khéng
chac chan dugc cac cong trinh nay cé ton tai khoéng, hoic cac bo phan coa
cong trinh ¢c6 dam bam an toan khi dua cong trinh vao str dung va trong thuc
té rat nhiéu cong trinh co thé bi pha hoai ngay trong qua trinh xay dung. Mai
dén gitra thé ky XVII thi nguoi ta méi chi y dén nghién ctru tinh toan dén kha
nang chiu lyc cua vat liéu dung dé 1am cac bo phan cua cong trinh va yéu cau
dt ra 1a kich thudc cac cau kién cua cac cong trinh nay hop Iy nhat dé chi phi
xay dung 1a nho nhat, nhung van dam bao yéu cau két cdu khdng bi pha hoai
khi sir dung. Hién nay, cac phuong phap phan tich chuyén vi, noi luc cua két
cau dan, két cau khung khi chiu tai trong tinh c6 thé chia thanh mot s6 nhém
phuong phép chinh nhu sau:
1.1.1 Phuwong phap tach nut

Phuong phap tach nut 13 trudong hop dic biét cua phuong phap mit cit.
Trong d6 hé luc can khao sat can bang 1a hé luc dong quy.
Noi dung phwong phap: Phuong phap tach nut 1a su khao séat su can bang
cua tirng nat duogc tach ra khoi dan.
Thuir tu &p dung:

- Lan luot tach ting nut ra khoi dan bang nhiing mat cat bao quanh nat.



- Thay thé tac dung cua cac thanh bi cit bang luc doc trong thanh do, sau
khi thay thé tai mdi n(t ta c6 mét hé luc dong quy.

- Khao sét sy can bang cuaa tiing ndt ching ta s& xay dung nén duoc mot
hé phuong trinh can bing cac nit ma an sé cua cac hé nay 1 luc doc trong cac
thanh dan.

- Cudi cuing ta chi viéc giai hé s& xac dinh duoc luc doc trong cac thanh dan.
Pham vi 4p dung phwong phap: Phuong phap tach nit chi st dung tinh toan
cac dan tinh dinh con dan si€u tinh khong ap dung duoc.

1.1.2 Phuwong phap mit cit

Noi dung phwong phap: Phuong phap mat cit don gian duogc thuc hién bang
mat cat qua cac thanh tim néi luc (s6 luc chua biét khéng 16n hon sé phuong
trinh can bang duoc 1ap) va viét phuong trinh can bang cho tiing phan caa dan.
Thuir tu 4p dung:

- Thuc hién mit cat qua thanh can tim noi luc va mat cat chia dan ra 1am
hai phan doc 14p.

- Thay thé tac dung cua c4c thanh bi cét bang cac luc doc twong tng. Khi
chua biét luc doc ta gia thiét luc doc duong nghia 1a hudng ra ngoai mit cat
dang xét.

- Lap phuong trinh can bang cho mét phan dan bi cit (phan bén phai
hoac phan bén tréi). Tir cac phuong trinh can bang s& suy ra noi luc can tim.
Néu két qua mang dau duong thi chiéu noi luc huéng theo chiéu gia dinh, tac
1a kéo. Nguoc lai néu két qua mang dau am thi chiéu noi luc hudng nguoc
chiéu gia dinh, tac 1a nén.

Pham vi 4p dung phwong phap: Phuong phap mit cat don gian chi dung

tinh toan cho dan tinh.



1.1.3 Phuwong phap mit cit phdi hep
Noi dung phwong phap:

Phuong phap mit cat phéi hop dugc &p dung dé tinh dan khi khdng dung
dugc mit cat don gian, nghia 13 khi tai mot mit cat, s6 luc chwa biét 16n hon
ba. Muc dich chinh ctia phuong phéap nay 13 tim cach thiét 1ap mot sé phuong
trinh can bang chi chira mot sé luc chua biét bing s6 phwong trinh d6. Khi
thiét 1ap mot phuong trinh can bang trong mdi mat cat néi chung ta chi cd thé
loai trir duoc hai luc chua biét.

Bai vay, khi chi c6 thé thuc hién mat cit qua bén thanh chua biét noi
luc moi da diéu kién Ia cat qua thanh can tim néi luc va chia dan thanh hai
phan doc lap thi ta phai ding hai mat cat phéi hop. Voi hai mat cat thi ta c6
thé tim duoc ngay hai noi luc theo hai phuong trinh. Muén vay:

- Hai mat cit cing phai di qua hai thanh can tim noi luc va mdi mat cat
chi c6 thé di qua hai thanh khac chua can tim néi lyc.

- Trong mdi mat cat, thiét 1ap mot phuwong trinh can bang sao cho cac luc
chua can tim khéng tham gia.

Pham vi 4p dung phwong phap: Phuong phap mat cit phoi hop chi dung
tinh toan cho dan tinh.

1.1.4 Phuwong phap hoa do - Gian d6 Maxwell - Cremona

Noi dung phwong phap:

Phuong phép hoa dd 1a phuwong phap v& dé giai bai toan. C6 thé ding
phuong phap nay dé giai nhiéu bai toan khac nhau cua co hoc va dé xac dinh
phan luc, noi luc cho hé dan tinh dinh. Cach giai bai toan dugc trinh bay toan
bo trén hinh vé& goi la gian dd6 Maxwell — Remona.

Dua vao diéu kién can va da dé hé luc dong quy duoc can bang 1a da
giac lyc cua hé dong quy nay phai khép kin. Lan luot 4p dung diéu kién nay

cho tirng nat cta dan bi tach ra theo tht tu sao cho tai mdi nit cua dan chi co



hai ndi luc chua biét tri s6 nhung d4 biét phuwong thi ta xac dinh duoc noi luc
cuia tat ca cac thanh dan.

Pham vi 4p dung phwong phap: Phuong phap hoa db chi ding tinh toan cho
dan tinh.

1.1.5 Phuwong phap luc

Noi dung phwong phap:

Phuong phap luc dugc &p dung trong viéc tinh toan hé dan siéu tinh. Bé
tinh todn hé dan siéu tinh, ta khong tinh truc tiép trén hé ¢6 ma tinh trén mot
hé thay thé khac cho phép dé dang xac dinh noi luc. Hé thay thé nay suy ra tir
hé siéu tinh d3 cho bang céch loai bét cac lién két thira goi 12 hé co ban. Hé
co ban caa phuong phap luc phai 12 hé bat bién hinh suy ra tir hé siéu tinh da
cho bang céch loai bo tat ca hay mot so lién két thira. Néu loai bo tat ca cac
lien két thira thi hé co ban 1a tinh dinh con néu chi loai bo mot sé lien két thira
thi hé co ban 1a siéu tinh ¢6 bac thap hon. Biéu quan trong I1a hé co ban phai
la bat bién hinh va cho phép ta xac dinh néi luc caa cac thanh dé dang. Vi vay,
trong dai da sb trudng hop ta thudng chon hé co ban 1a tinh dinh.

Pé dam bao cho hé co ban 1am viéc gidng hé siéu tinh di cho can bo
sung thém cac diéu kién. Trong hé co ban dit cac luc Xi, Xa,..., X, tuong Gtng
Vi vi tri va phuong cua céc lién két bi loai bo. Nhing luc nay lién két giir vai
tro 1a an. Thiét lap diéu kién chuyén vi trong hé co ban tuong Gng véi vi tri va
phuong cua cac lién két bi loai bo bang khong.

Pham vi 4p dung phwong phap: Phuong phép luc thuong 4p dung dé giai
cac bai toan dan siéu tinh.
1.1.6 Phuwong phap chuyén vi
Noi dung phwong phap:
Phuong phép chuyén vi ciing 1a phuong phép dung dé xac dinh noi luc

trong hé dan siéu dong (Hé siéu dong la nhitng hé khi chiu chuyén vi cudng



birc, néu chi dung cac diéu kién dong hoc khong théi thi chua du dé xac dinh
tat ca cac chuyén vi tai cac nat hé). Khac véi phuong phap luc, trong phuong
phap chuyén vi ta dung tap hop cac bién dang ¢ hai dau thanh lam dai luong
can tim. Nhitng dai luong ndy s& tim dugc néu biét chuyén vi tai cac nat cua
hé. Nhu vay theo phuong phéap nay ta chon an 1a chuyén vi cua céc nit cua hé.
Chinh vi 18 d6 ma phuong phéap dugc goi 1a phuong phap chuyén vi (con goi
1a phuong phap bién dang). Sau khi xac dinh chuyén vi tai cac ndt, tac l1a
chuyén vi tai dau thanh ta s& xac dinh dugc noi huc.

Theo phuong phap chuyén vi, dé tinh hé siéu dong ta khong tinh trén he
d6 ma thyc hién tinh toan trén hé co ban dong thoi bo sung cac diéu kién dam
bao cho hé co ban lam viéc giéng hé thuc.

Hé co ban caa phuong phap chuyén vi 1a hé suy ra tir hé siéu dong da
cho bang cach dat thém vao hé nhing lién két phu nham ngan can chuyén vi
xoay va chuyén vi thang caa céac ndt trong hé (nhiing lién két phu gom hai
loai: lién két mémen va lién két luc). Hé co ban c6 thé 12 hé xac dinh dong
hoic hé siéu dong. Néu sb lien két duoc dat thém vao hé bang sé bac siéu
dong thi hé co ban 1a hé xac dinh déng. Néu s lién két dit thém vao hé it hon
s6 bac siéu dong ta duoc hé co ban 1a hé siéu dong véi bac thap hon.

Néu hé co siéu dong cé n lién két dat thém, lan luot ky hiéu cac chuyén
Vi Z1, Zs..... Zi... Zn VGi Zy 1a chuyén vi cudng buc tai lién két tha k dat vao hé.
Céc chuyén vi nay giir vai tro 12 4n s ciia phuwong phap chuyén vi.

Pham vi 4p dung phwong phap: Phuong phap chuyén vi thuong 4p dung dé
giai cac bai toan dan siéu dong.
1.1.7 Cac phuwong phap so6 [1,7,12]

Khi giai bai toan bang cac phuong phéap sd, nghiém cuaa bai toan sé duoc

xéac dinh tai mot sé hitu han cac diém cua vat thé; hay noi khac di nghiém

duoc md ta theo mot tap hop s6, cac diém con lai dugce xac dinh bang céach



noi suy. Cac phuong phap sé 1a phwong phap gan dung va cé thé duoc chia
thanh 2 nhdm chinh: Nhom roi rac hda vé mat todn hoc (phuong phap sai
phan hitu han); Nhém roi rac hda vé mé hinh vat thé nghién ciu (phuong
phap phan tir hitu han, phuwong phap phan tir bién, phwong phap ma tran
chuyén v.v...).
1.2. Céc cach xir Iy diéu kién bién caa két cau khi giai bang phwong phap
phan tir hitu han

Phuong phap phan tir hitu han 1a cudi cing dua vé giai phuong trinh toan
hoc:

(K5 = (F) (11)

Pé phuong trinh nay khong c6 nghiém tim thuong thi diéu kién dinh
thac caa ma tran [K’] khac 0 ( det [K’] khéc 0 ), khi d6 phuong trinh khong
suy bién. V&i bai toan két cau, diéu nay chi dat dugc khi diéu kién bién duoc
thoa man (két cau phai bat bién hinh). D6 1a diéu kién cho truéc mot sb
chuyén vi nit nao d6 bang 0 hay bang mot gia tri xac dinh hoic mot s6
chuyén vi n(t phai lién hé véi nhau. Sau khi ap dat diéu kién bién vao,

phuong trinh can bing cua toan hé két cau trong hé toa do chung c6 dang:

Ko ={F) (L2)

Trong thuc té khi phan tich két ciu thuong gap 4 diéu kién bién sau:

- Bién 1am mét hozc nhiéu thanh phan chuyén vi bang 0.

- Bién 1am mét hozc nhiéu thanh phan chuyén vi cd mot gia tri xac dinh.

- Bién la gdi dan hoi.

- Bién 1am mot s6 thanh phan chuyén vi rang budc nhau (diéu kién bién
da bac tu do).
1.2.1 Khi bién c6 thanh phan chuyén vi nao d@é bang “0” [1,7]

Thanh phan chuyén vi tai mét ndt caa phan tir bang 0 do twong wng véi

cac thanh phan chuyén vi nay 1a cac lién két véi dat, ta xu Ii bang cach:



- Khi d¢anh ma chuyén vi cho toan bd hé, nhitng thanh phan chuyén tai
nat ndo d6 bang 0 thi ghi ma caa chuyén vi d6 1a 0. Viéc danh sb ma toan thé
cua chuyén vi nit theo thir ty va vécto chuyén vi ndt ciia toan hé chi bao gom
cac chuyén vi nat con lai.

- Khi lap ma tran [K'], va vécto {F'}_cua ting phan tir, cac hang va cot
tuong (g voi s6 ma chuyén vi nat bang khdng thi khdng can tinh. Va khi
thiét 1ap ma tran do cung tong thé [K’] va vécto tai trong nut tong thé {F*} thi
nhitng hang va cot nao c6 ma bang 0 thi ta loai bo hang, cot.

1.2.2 Khi bién c¢6 thanh phan chuyén vi cho truéc mat gia tri [1,7]

Khi thanh phan chuyén vi tai mot nit nao d6 cho truéc mot gia tri xac
dinh, thi du A = a (hay lién két tuong @ng véi cac thanh phan chuyén vi nit
Sm chiu chuyén vi cudng btc ¢é gia tri bang a). Lic nay ta co thé giai quyét
bai toan nay theo 2 céach:

Céch 1: Khi danh sé m caa bac tu do (cac thanh phan chuyén vi) téng
thé két cau thi thanh phan chuyén vi tai nit ¢6 chuyén vi bang a ta van danh
mi binh thuong chang han ma 1a m. Sau khi l1ap duoc ma tran d6 cang tong
thé [K’] va vécto tai trong nat tong thé {F’} thay thé s6 hang k__ trong ma
tran thé [K’] bang (k,,, +A) véi A la mot s6 v6 cling 16n va thay s6 hang tai
hang m trong ma tran {F’} 1a f, bang (k,,, +A)a.

Céch 2: Theo cach thir 2 nay thi khi ddnh mi chuyén vi tong thé cho két
cau nhiing thanh phan nao chuyén vi bang khong hoic cé chuyén vi cudng
birc ta danh ma 0, con cac thanh phan chuyén vi con lai ta danh ma theo thir
tu tir 1 dén hét. Sau d6 ta 1ap ma tran d6 cimg va vécto tai trong tac dung nit
cho toan bo hé nhu bai toan khong cé chuyén vi cudng bic. Lic nay ta coi
chuyén vi cudng birc nhu 1a mot dang tai trong tac dung lén két cau, vi vay

khi tinh vécto tai trong tac dung nat 18n toan bd hé phai ké thém phan tai
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trong tac dung nat do chuyén vi cudng btrc gay ra. Vécto tai trong nat lic nay
la do chuyén vi cudng buc cac lién két twa, duoc tong hop tir cac vécto tai
trong nat {P’a}e cia mdi phan ta co lien két twa chuyén vi cudng
buc: {P;}, =[T]. {P,}.; trong dé:{P,} nhan duoc bang phan lyc lién két nt
do chuyén vi cudng btc gbi tua véi dau nguoc lai.

1.2.3 Khi bién 14 g6i 10 xo dan hoi [1]

Khi bién c6 gi 10 xo, thi lic nay ta coi lo xo nhu 1a mét phan tir thanh
chiu keo (nén) vai gia tri ? trong ma tran d6 ciing caa phan tir thanh chiu

kéo (nén) duoc thay bang gié tri do ctiing caa 10 xo k. Tiép theo ta danh sé6 ma
tong thé ciing nhu xac dinh c4c ma tran do cimg va vécto tai trong tac dung
nat nhu hé ¢6 thém thanh chiu kéo (nén).
1.2.4 Khi c6 diéu kién bién da bac tw do

Diéu kién bién da bac tu do (Multi freedom constraints) 1a diéu kién bién
lam mét sb bac tu do theo chuyén vi thang tai bién d6 rang budc nhau.

Vi du 1.1: Cho két cau dan va chon hé truc toa d6 chung cta hé nhu hinh v& 1.1

Hinh 1.1 Vi du 1.1 Hinh 1.2 Sé hiéu bac tu do va phan tu

Ta thay tai gdi A (bién A) khong c6 chuyén vi theo ca hai phuong trong

hé truc toa d6 chung (x’0’y’) do d6 khi danh ma bac tu do trong hé toa do
chung lan luot 1a: 0; 0 (hinh 1.2) .

Tai g6i C (bién C) khi hé chiu luc thi c6 chuyén vi theo ca hai phuong

trong hé toa d6 chung (x’0’y”), do d6 tai nat C c6 hai bac tu do va dugc danh
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tha ty nhu hinh 1.2. Tuy nhién, hai bac (5,,5',) khong doc lap véi nhau ma
rang budc vai nhau cho béi phuong trinh:
tan 30°.5',-8', =0 (1.3)
Nhu vy bién C duogc goi 12 bién co diéu kién bién da bac ty do trong hé
truc toa do chung (x’0’y’).
Vi du 1.2: Cho két cau dan va chon hé truc toa d6 chung cua hé nhu hinh vé& 1.3

B C D

e -

am 4m

H

Xp3m_ 4m + 4m o 3m_

Hinh 1.3 Vi du 1.2
Tai goi A (bién A) trong hé toa do chung (x’0’y’) thi c6 ca chuyén vi
thang theo hai phuong va chuyén vi goc, do do tai bién A c6 ba bac tu do va
dugc danh tha ty nhu hinh 1.4. Tuy nhién, hai bac (§',5',) khong doc lap véi
nhau ma rang budc véi nhau cho béi phuong trinh:
6',+0,75.5',=0 (1.4)
Nhu vy bién A duoc goi 12 bién c6 diéu kién bién da bac ty do trong hé
truc toa do chung (x’0’y’).

(4,5,6) (7,8,9) (10,11,12)

o+

B C D
4dm am
0,0,0
y' * ™ (1,2,3) 41 000) (13,14,0) Ve -

Hinh 1.4 S hiéu bac tu do va phan tu
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Ta thay tai gbi H (bién H) trong hé truc toa do chung (x’0’y’) khdng c6
chuyén vi thang theo ca hai phuong ciing nhu mat cit ngang tai H khdng xoay
do d6 tai bién H khi danh ma bac ty do trong hé toa do chung lan luot 1a:
(0,0,0) (hinh 1.4).

Ta thay tai gdi K (bién K) trong hé truc toa do chung (x’0’y’) ¢6 chuyén
vi thang theo ca hai phuong va mat cit ngang tai K khdng xoay do d6 tai bién
K khi danh ma bac tu do trong hé toa d6 chung lan luot 1a: (13,14,0) (hinh
1.4). Tuy nhién, hai bac (5'5,8",) khong ddc lap véi nhau ma rang bugc voi
nhau cho béi phuong trinh:

8',—0,75.8",=0 (1.5)

Nhu vy bién K duoc goi 12 bién c6 diéu kién bién da bac ty do trong hé
truc toa do chung (x’0’y’).

Khi giai bai toan két cau c6 diéu kién bién da bac tu do bang phuong
phap phan tir hitu han thuong 14 mot trong nhitng van dé kho khan. Hién nay
khi xtr Iy céc diéu kién bién da bac tu do ndy, cac nha khoa hoc da nghién ciru
c6 moét sé cach nhu sau: Phuong phap khir an chinh phu (Master Slave
Method) [14,15]; Phuong phap mé rong su bat loi (Penalty Augmentation
Method) [14,15]; Phuong phap thira sé Largrange (Largrange Multiplier
Method ) [14,15].

Tuy nhién phuong phap khir an chinh phu va phuong phap mo rong su
bat loi khi phan tich bai toan két cau co diéu kién phuc tap bang phuong phap
phan tir hitu han thuong gap mot s nhuoc diém:

- Phuong phap khir an chinh phu: Phuong phap khir an chinh phu thuong
chi 4p dung cho céc bai toan don gian phan tich bang tay, khong ap dung
dugc cc bai toan co nhiéu bién phuc tap tong quét [15].

- Phuong phap mé rong su bat lgi: Phuong phap mé rong su bat loi két
qua cua bai todn s& phu thudc rat 16n vao viéc chon gia tri cua trong sd w.
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Trong mot sb bai toan diéu kién bién khoéng qué phic tap thi viéc chon trong
sb nay co thé theo quy tic cin bac 2, nhung trong mot s6 bai toan phuc tap thi
doi hoi phai thuc hién bang phwong phép thir dan sé rat mat thoi gian va nhiéu
khi van khong cho duoc két qua phl hop do sai Iéch cua sy to hop nghiém.
Dic biét trong bai toan c6 nhiéu diéu kién bién da bac tu do thi mdi diéu kién
bién phai st Iy quéa trinh 1ap mot 1an va cac s hiéu phan ttr ciing nhu mé bac
tu do duoc danh lai, do d6 qué trinh phan tich sé& rat lau va ton bo nhé [15].
1.3. Mgt s6 nhan xét

Phuong phap thira s6 Largrange da dugc mot sb tai lidu nude ngoai gisi
thiéu [14,15], nhung céc tai liéu ndy thuong tap trung phan tich vé mat toan
hoc cia phuong phéap giai bai toan phuong trinh ma tran véi diéu mot hoic
nhiéu diéu kién rang budc 1a cic phuong trinh tuyén tinh, vi vay yéu cau
nguoi doc can cé trinh do toan hoc nhat dinh.

CAc tai liéu vé phuong phap phan tir hitu han duoc xuat ban tai Viét Nam
thi hau nhu chua c6 tai liéu ndo giodi thiéu chi tiét vé phuong phép thira sé
Largrange dé xir Iy diéu kién bién da bac ty do khi giai bai toan két cau bang
phuong phap phan tir hiru han. Tir d6 tac gia dé xuat dé tai nghién cau: “Ap
dung thira s6 Largrange giai bai toan két cau dan phang cé diéu kién bién da bac
tu do bang phuong phéap phan tir hitu han” véi cac noi dung cha yéu sau day:

- Duya trén nguyén ly dirng thé ning toan phan va phuong phép thira s6
Largrange trong bai toan quy hoach dé xay dung dugc phuong trinh can bang
cho bai toan két ciu dan phang c6 diéu kién bién da bac ty do.

- Xay dung duogc cach mo rong ma tran do cimg va véc to tai trong tac
dung cua toan hé trong hé toa dé chung khi hé két ciu c6 mét hodc nhiéu diéu
Kién bién da bac tu do.

- Dya trén cé4c ly thuyét da trinh bay, luan van sé tién hanh phan tich mot
s6 két cau dan phang chiu tai trong tinh c6 diéu kién bién da bac tu do bang
phuong phép phan ti hitu han két hop véi sir dung ham sé Largrange .
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Chuong 2: PHUONG PHAP PHAN TU HUU HAN SU DUNG THUA SO
LARGRANGE BE GIAI BAI TOAN KET CAU DAN PHANG
CO PIEU KIEN BIEN PA BAC TU' DO

2.1 Phwong phap phan ti hitu han [1]

Phuong phap phan tr hitu han 12 phuong phép khi nghién ctru mot vat
thé (két cau cdng trinh) thi vat thé nghién ctru dugc chia thanh mot sé hitu han
cac mién con (phan ti). Cac phan tir nay duoc ndi véi nhau tai cac diém dinh
trudc thuong tai dinh phan tar (tham tri tai cac diém trén bién phan ta) goi la
nat. Nhu vay viéc tinh todn két ciu cong trinh duoc dua vé tinh toan trén céc
phan tir cua két ciu sau d6 két ndi cac phan ta nay lai v6i nhau ta dugc 1o
giai caa mot két cau cong trinh hoan chinh. Tuong tu nhu phuong phap sai
phan hitu han ciing chia cong trinh thanh cac doan nho (phan tir) va céc trang
thai chuyén vi (trudng chuyén vi), ndi luc (ang suat) v.v... duoc xac dinh tai
cac diém nat sai phan. Su khéc biét gitta phuong phéap sai phan hitu han va
phuong phap phan tir hitu han: Phuong phap sai phan hitu han 13 phuong
phap roi rac hoa toan hoc va sau khi tim duoc cac chuyén vi hoic noi luc tai
cac nut sai phan thi cac diém nam gitra hai nat duoc xac dinh bang noi suy
tuyén tinh; Phuong phéap phan ti hitu han 1a phuong phép roi rac héa mé hinh
vat thé va sau khi xac dinh duoc chuyén vi hoac noi luc tai cac ndt cia phan
tir thi cac gid tri chuyén vi hoic noi luc cua cac diém bén trong duoc xac dinh
bang ham noi suy (ham xap xi). Ham xap xi cta phuong phap phan tir hiru
han khong duoc 1ap cho toan bo vat thé nghién ciru ma ham xap xi chi duoc
lap cho ting phan tir dé tinh cac gia tri chuyén vi, ndi luc v.v... bén trong

phan tir khi biét cac théng sé d6 tai n(t phan tu.
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D4i véi bai toan co hoc vat ran bién dang, tuy theo cach chon an sé cua
ham xap xi 14 chuyén vi, (tng suat ma c6 thé khi phan tich bai toan chia thanh
cac loai mod hinh sau:

1. M6 hinh twong thich: Khi phan tich két cAu xem cac thanh phan
chuyén vi tai cac nit caa phan tir 13 dai lwong can tim va ham noi suy biéu
dién gan dung dang phan bd cua chuyén vi trong phan tu.

2. M6 hinh can bang: Khi phan tich két cdu xem céc thanh phan ang suat
(noi lyc) tai cac nit cta phan ti 13 an sé cua bai toan. Ham nai suy biéu dién
gan dung dang phan bé cua ang suat hay noi luc trong phan tur.

3. M6 hinh hdn hgp: Khi phan tich két ciu xem cac dai lwong chuyén vi
va ing suat 1a 2 yéu t6 doc lap riéng biét. Cac ham xap xi biéu dién gan dung
dang phan bé ctia ca chuyén vi lan ang suat trong phan tu.

Trong 3 md hinh vira dugc trinh bay ¢ trén, hién nay dai bo phan khi ap
dung phuong phap phan tir hitu han dé giai cac bai toan co hoc thuong su
dung mo hinh tuong thich.

2.1.1 Cac buéc dé giai bai toan theo phwong phéap phan tir hiru han

Cac budc dé giai bai toan theo phuong phap phan tir hitu han cd thé
dugc mo ta theo nhu sau:

Bwéc 1: Roi rac hoa két cau: Két cau can phan tich duoc roi rac hda thanh
cac phan tur lién két voi nhau tai cac ndt cua phan ta. Cac phan tir duoc danh
s6 ma theo thir ty tir 1 dén tong sb phan tir, cac nat caa phan tir duoc danh sb
tir 1 dén tong sé nat (hoac theo L 11, 111 v.v...) va bac ty do cua két cau duoc
danh s tir 1 dén tong sb bac tu do cua két cau theo hé toa do chung.

Buwdc 2: Chon ham xap xi: Ham xap xi (ham noi suy) 1a ham mé ta truong
chuyén vi bén trong phan tir, sao cho néu biét dugc gia tri caa ham hoic dao

ham cuaa nd tai vi tri cac nat cta phan tir s& tim duogc gi tri ham hodc dao ham
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cua nd tai diém bat ky bén trong phan tir d6. Ham xap xi duoc chon sao cho
phai 1a ham hoi ty va viéc tinh dao ham va tich phan ctia ham phai dé dang.
Buwéc 3: Xay dwng phwong trinh cin bing cho phan tir: St dung nguyén
ly dirng thé ning toan phan (hoic mot sé nguyén 1y bién phan khéac trong co
hoc) s& xay dung dugc phuong trinh can bang cho mdi phan tir trong hé truc
toa do riéng cua phan tu:
[K].{3}. = {F}.

trong do: [K]_- la ma tran do cung cua phan ti trong hé toa do riéng: {F}.- tai
trong tac dyng cua nit cua phan tir trong hé toa do riéng; {5} - chuyen vi nit
ctia phan ta trong hé toa do riéng.

Phuong trinh can bang cho phan tir trong hé truc toa d6 chung cé dang:

[K] {8, ={F.

trong do: [K'] ,{F'}, , {8'},: 1a ma tran do cung, tdi trong tac dung cua nit va

chuyén vi nat caa phan tir trong hé toa d6 chung.

Bude 4: Xac dinh ma tran dé cirng tong thé caa két cau: Sau khi xac dinh
dugc ma tran do cing cua ting phan tir trong hé toa do chung, tién hanh ghép
néi c4c ma tran nay lai thanh ma tran d6 cting tong thé cua két cau trong hé
toa d6 chung.

Bude 5: Xac dinh vécto tai trong tac dung nit cia toan b két cau: Vécto
tai trong tdc dung ndt cua toan bd két cau duoc chi thanh hai thanh phan:
Vécto tai trong tac dung tai ndt caa cac phan tir va vécto tai trong tac dung
trén cac phan tir chuyén vé nat. Chua y khi tinh toan vécto tai trong tac dung
trén cac phan tir chuyén vé nit phai chuyén cac vécto nay tir hé truc toa do
riéng vé hé truc toa do chung.

Bude 6: Xac dinh cac thanh phan chuyén vi tai cac nGt caa phan tir: Sau

khi xac dinh dugc ma tran do ciing tong thé caa két ciu va vécto tai trong tac

17



dung nat cua toan bo két cau c6 ké dén diéu kién bién, dua vao phwong trinh:
[K"]{8"} ={F"} s& xé4c dinh dugc cac thanh phan vécto chuyén vi cua toan bo

két cau.

Bude 7: Xac dinh ndi luc (¥ng suat) tai cac mat cat (diém) trén két cau:
Sau khi xac dinh dugc cac thanh phan chuyén vi tai cac nat, dwa vao cac mdi
lién hé hinh hoc va vat Iy s& xac dinh duoc céc thanh phan noi luc (tng sut)
tai cAc mat cét (diém) trén két cau.

2.1.2 Roi rac hoa két cau

Phuong phéap phan tir hitu han khi phan tich két cau s& duogc roi rac hoa
thanh hiru han cac phan tir lién két voi nhau tai cac nit cua phan t.
2.1.2.1 Phan loai phan tt hitu han

Khi chia két cau thanh cac phan ti thi vat liéu trong phan ti thuong phai
coi 1a dong nhat. Dya vao hinh dang cua phan tir ¢6 thé chia phan tu thanh
mot s6 dang sau: Phan ti thanh thang; Phan tir thanh cong; Phan tir tim chir
nhat; Phan tir tim tam gi4c; Phan t hinh chép; Phan tir hinh hop (hinh 2.1,
hinh 2.2, hinh 2.3, hinh 2.4) v.v...

Kich thuéc hinh hoc va sé lugng phan tir phu thudc vao hinh dang hinh
hoc, tinh chat chiu luc cua két cau (bai toan phang hay khong gian, hé thanh
hay hé tam, vo v.v...) va yéu cau vé do chinh xéc cua bai toan. Sé luong chia
cang I6n thi ludi phan tir cdng mau, s& cho d6 chinh xac cang cao nhung dan
dén sb luong bac tu do cua toan hé tang 1én lam cho viéc phan tich s& 1au hon.
Vi vay tly thudc vao yéu cau cua két qua phan tich hodc yéu cau cua bai toan
ma chia sb lugng phan ta hop ly.

Cac phan tir duoc lién két voi nhau tai cac nGt cua phan ti. Cac nit cua
phan tir thuong nam tai vi tri cac dinh cua phan tr, nhung ciing c6 thé nam ca

trén vi tri cac bién caa phan tir hoac trong tm cua phan ta. Tuy theo cach dat
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vi tri nGt va sé lugng cac nat trén bién cia phan tir ma phan biét phan tir hitu
han thanh:
- Phan tor hira han bac 1 con goi 1a phan ta hiru han tuyén tinh 12 phan t

chi c6 nat dit & dinh caa phan tir (hinh 2.1).

a) b) C
d) g R

Hinh 2.2 Phan tir hita han bac 2
- Phan tr hira han bac 2 1a phan tir ngoai cac nat dat ¢ dinh cua phan tir
con ¢ 1 nat dat trén bién gitta hai dinh caa phan ta (hinh 2.2).
- Phan tr hira han bac 3 14 phan tir ngoai cac nat dat ¢ dinh cua phan tir
con ¢6 2 nut dat trén bién gitra hai dinh caa phan tir (hinh 2.3).
e N I O N IO
Hinh 2.3 Phan tir hita han bac 3

Hién nay phuong phap phan tir hiru han da duoc rat nhiéu nha khoa hoc

quan tdm va phat trién manh mé& dé phan tich cac két cau khac nhau. Vi vay
phuong phap phan tir hitu han ciing dwoc chia thanh nhiéu huéng nghién ciu

vé phan ttr hiru han khac nhau nhu: Phuong phap phan tir hitu han dang tham
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s6 (Isoparametric Elements); Phuong phap phan tir c6 sé nut thay doi
(Variable-number-of-nodes Elements); Phwong phap phan tir hitu han tron
(Smoothed Finite Element Methods); Phuong phap phan tar hitu han gian
doan (Discrete Finite Element Method); Phuong phap khong ludi (Meshless
Methods) v.v...

4 n6t 8 not
a) PhCh to tam gi, ¢ 6 not b) Ph(htbtagi,c
12 nét 15 noét 16 nét 20 noGt
c) PhGhtoI"'ngtrotamgi, c d) PhCh t6 khei 16¢c dith

Hinh 2.4 M6t s6 loai phan ta dang tham s
2.1.2.2 Bac ty do - Vécto chuyén vi n(t ctia phan tir va caa toan hé két cau
* Bac tw do:

Bac ty do cua nut 1a cac chuyén vi thang va goc xoay tai nat (khac
khong). Bac tu do ciia nut con dugc goi 1a cac thanh phan caa vécto chuyén vi
nGt. Tap hop bac tu do cac nit caa phan tir dugc goi 1a vécto chuyén vi nit
cta phan tu, tap hop bac tu do cac ndt cua toan bo két cau duoc goi 1 vécto
chuyén vi ndt cta cua toan hé ky hiu {51 ={5, 5, .. 5,} . Cac bactudo
chinh 12 c&c an sb cua bai toan khi phan tich theo phwong phap phan ta hitu
han. Va & day chiing ta c6 thé thay bac tu do cua két cau hé thanh giéng nhu
sb an cua bai toan giai theo phuong phap chuyén vi caa co hoc két cau II.

Quy udc dau cia cac thanh phan chuyén vi n(t:
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- Chuyén vi thang 1a duwong néu chiéu chuyén vi clng chiéu véi chiéu
duong cua truc toa do. Chuyén vi thang 1a am néu chiéu chuyén vi nguoc
chiéu véi chiéu duong cua truc toa do.

- Chuyén vi goc 1a duong néu goc xoay ngugc chiéu véi chiéu kim ddng
hd. Chuyén vi gdc 1a &m néu goc xoay cling chiéu véi chiéu kim dong hd.

* Ham chuyén vi:

Nhu da trinh bay ¢ dau chuong la phuong phap phan tir hitu han la
phuong phép chia két cau ra thanh céc phan tir, cac phan tir lién két véi nhau
tai cac nit. Sau khi tim dugc céc thanh phan chuyén vj tai cac nit cua phan ti,
mudbn tim chuyén vj tai cac diém bén trong phan tir nhd vao mot ham xap xi.

Bac ty do tai ndt cua phan ta 14 gia tri cia ham xap xi (chuyén vi) hoic
gia tri dao ham (goc xoay) ciia ham xap xi tai n(t cta phan tir. Vi vay ham
xap xi phai dugc chon sao cho mé ta gan ding cac dai lugng can tim trong
pham vi mdi phan tir. Ham xap xi ¢ thé chon 1a ham dudi dang da thirc hoic
ham luong giac, trong thuc té cac ham xap xi thuong chon 1a cac ham da thic
vi cac ly do sau:

- Pa thirc khi dugc xem nhu mot té hop tuyén tinh ciia cac don thic nén
da thtrc thoa man yéu cau doc 1ap tuyén tinh nhu yéu cau caa Ritz, Galerkin.

- Ham x4ap xi dang da thirc thuong dé tinh toan, dé thiét lap cong thuc
khi xay dung céc phuong trinh ctia phuwong phap phan tir hitu han va tinh toan
bang may tinh. Dac biét dé 1ay dao ham, tich phan.

- C6 kha nang ting do chinh xac bang cach tiang so bac cia da thirc (vé
mat If thuyét da thirc bac vo ciing s& cho nghiém chinh xac). Tuy nhién, trong
thuc té ta chi lay cac da thirc bac thap ma thoi.

Trong phuong phap phan tir hitu han - md hinh chuyén vi, ham xap xi
con goi 12 ham chuyén vi dugc noi suy theo gia tri (hay gia tri cac dao ham)

cia cac thanh phan chuyén vi tai cac ndt phan tir. Két qua thu dugc ham
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chuyén vi ma céc hé sb cua né duoc biéu dién qua chinh gia tri (hay gia tri
cac dao ham) cua thanh phan chuyén vj tai cac nat phan tie. Ham chuyén vi
dong vai trd quan trong trong viéc dong thoi dam bao muac do chinh xac cua

|01 giai bai toan cling nhu vira du don gian trong thuat toan giai.

BEc ®athac
1 H»ng sé
WX / TuyGn tvaih
\\ //
\ /
2 \ / ..
X a4 Y, BEc 2
\ \Y4 /
\ /
\ / B
X \ \xzy X)I/f’ Yy’ BEc 3
\\\ ///
X' Xy Ny Xy y BEc 4
\Y4

Hinh 2.5 Tam giac Pascal cho bai toan 2D
BEC ®Rathgc

H»ng se

TuyGn thh

BEc 2

Hinh 2.6 Thap Pascal cho bai toan 3D
Khi chon bac caa ham chuyén vi (hay bac cua da thic xap xi) can luu y

C4C YU cau sau:
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- Cac da thuc xap xi can thoa man diéu kién hoi tu. Pay 1a yéu cau quan
trong vi phuong phap phan tir hiru han 1a mot phuong phép s, do d6 phai dam
bao khi kich thudc phan tir giam thi két qua s& hoi tu dén nghiém chinh xac.

- Cac da thirc xap xi duoc chon sao cho khdng mat tinh dang huéng hinh
hoc. Bé dam bao diéu kién nay, dang cac da thire dugc chon tam giac Pascal
d6i véi bai toan 2 chiéu (hinh 2.5) hoic thap Pascal dbi véi bai toan 3 chiéu
(hinh 2.6).

- S6 tham s6 cua cac da thire xap xi phai bang sé bac tu do cua phan tu,
tac 1a bang sé thanh phan chuyén vi nit cua phan ti. Yéu cau nay cho kha
nang ndi suy da thic cua ham xap xi theo gia trj dai luong can tim, tac 1a theo
gia tri cac thanh phan chuyén vi tai cac diém nat caa phan tu.

* Ham dang:

Trong dé tai nay, chi tap trung phan tich két ciu hé thanh phang. Nén
trong phan nay ciing chi di vao 2 truong hop cu thé tim ham dang cua phan tur
thanh chiu kéo - nén doc truc va phan ta thanh chiu uén.

* Truong hep 1: Xét phan tir thanh thang i-j 1a thanh thang chiu kéo -
nén doc truc, c6 2 nGt tai 2 dau thanh. Thanh c6 d6 dai 1, c6 do cing EA
khong doi.

Hé truc riéng cua phan tir Xoy véi tryc X tring truc thanh, truc y vuéng

goc véi truc thanh, goc tai i (hinh 2.7).

y
U, UJ-
—> ’% X

. |
Hinh 2.7 Phan tir thanh chiu kéo (nén) dang tam

i J

23



Day 1a bai toan 1- D. Moi diém trong thanh chi ton tai chuyén vi doc truc
u(x). phan ttr c6 2 bac tu do 1a 2 thanh phan chuyén vi doc truc tai 2 diém ndt,

vécto chuyén vi n(t caa phan tir c6 dang:

(s}, :{3} (2.1)

Trong ham chuyén vi s& ¢6 2 tham sé a. Do d6, chon ham chuyén vi Ia
da thirc bac mot cé dang sau:  u(X) = a; + axx 0<x<lI) (2.2)
Viét dudi dang ma tran:

W=ue0r= 1 x> -[p0olie

2

(2.3)
trong d6:  [P(X)] - ma tran cac don thuc; {a} - vécto cac tham sd; {u}-
vécto cac ham chuyén vi tai mot diém bat ki.

Xeét tai nut i va nat j:

R M= AT N ot ST

Suy ra: {a} =[A] {5}, (2.5)
dat: [N]=[Px)][A]" (2.6)
Taco: {u}=[N](s}. @.7)

trong d6:  [N] - goi la ma tran ham dang, chaa cac toa do tai cac diém nat
ctia phan tir va céc bién cua diém bat ki dang xét.

Trong truong hop cu thé nay, ta thay:

1 0
[A]” {1 4
I 1

Theo (2.6), ma tran ham dang sé thu duoc:
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[N]=[PGJ[A]* -1 x]{ s ?M@T] Xm0 w00

q v 9 (28)
Theo (2.7), biéu dién ham chuyén vi theo cac chuyén vi nit cua phan ta:
U;
= tuco) -Iu1es, =] (1-%) 3] 29)
i

Céc ham Nl(x):(l—?j va Nz(X):? cé tén la cac ham noi suy Lagrange

bac 1.

Y nghia ctia ham dang: Ham dang Ni(x), N2(x) lan luot 1a cac ham so
mo ta cac ham chuyén vi caa thanh chiu kén (nén) dung tam ij khi co cac bac
tw do twong ing u; =1, u; =1 (hinh 2.8).

an Y

S

' Izl
a) Ham dang Ni(x) b) Ham dang N3(X) ¢) Ham chuyén vi u(x)

Hinh 2.8 Biéu d6 cua cac ham dang va ham chuyén vi
* Truwong hep 2. Xét phan tir thanh thang i-j 1a thanh thang chiu uén
ngang phang, c6 2 ndt tai 2 dau thanh. Thanh c¢6 d6 dai 1, c6 d6 ctng chdng
uén EI khong doi.
Hé truc riéng cua phan tir xoy véi truc X tring truc thanh, truc y vuéng

g6c Vi truc thanh, goc tai i (hinh 2.9).

Hinh 2.9 Phan tir thanh uén ngang phéng
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Khi phan tt chiu udn, trang thai chuyén vi tai diém bét ki c6 toa d6 x bao
gom chuyén vi thang vudng goc véi truc dam v(x) va chuyén vi xoay o(x).

Vi chuyén vi xoay ¢(x) cua tiét dién cd thé tinh theo chuyén vi thang vuéng
goc vai truc dam v(x) £(p(x) :j—vj, nén chuyén vi thang vuéng goc véi truc
X

dam dugc chon 1am théng sé chuyén vi co ban.
S6 bac ty do ciia phan tir 1a 4, gom cac chuyén vi thang vudng goc Véi
truc thanh va chuyén vi xoay tai 2 nit;

V.

(), =1 (2.10)

Vi

P

Tir d6 suy ra trong ham chuyén vi s& ¢ 4 tham s6 a. Ham chuyén vi v(x)

sé la da thirc bac 3 va cé dang:

Ch
{u}={v(x)}=a1+a2x+a3x2+a4x3=[1 X X x3] Zi =[P(x)]{a}
a,
(2.11)
Suy ra: [POO]=[1 x x* x*] (2.12)

Chuyén vi xoay quanh truc z tai mot mat cit ngang bat ki 1a:
dv
P(X) = ot 2a,X +3a,X°

Thuc hién dong nhat:
V,=V(x=0)=a,
¢ =9(x=0)=a,
v;=v(x=l)=a,+a,l+a,l°+a,l’

¢, =o(x=1)=a,+2a,l+3a,l°
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Viét duéi dang ma tran:

Vil T1 0 0 07(a
0 01 0 O ||a
S = — 2L_TA 2.13
{ }e Vj l I |2 |3 3.3 [ ]{a} ( )
o;| [0 1 21 3°|a,
Suy ra ma tran nghich dao cua [A]:
1 0 0 0 |
_ 0 1 0 0
Al = ,
[ ] =3/ =2/1 3/17 -1/1 (2.14)
| 2/F 11 2/P 117
Theo (2.6), ta c6 ma tran ham dang:
1 0 0 0 |
_ 0 1 0 0
N]=[P(x)][A]T" =[1 2 %3
INJ=[POONIAT =[1 x x* X)) g ) gy g
2P P 2/PF 1/
3x?  2x° 2x% x*, 3x* 2x° x? X3
= Q-7 t—3) X——+7) () =F+37)
I | I I I | I
:[Nl(x) Nz(x) N3(X) N4(X)]
(2.15)
y y
1 _\ = —
Vi= Y ik
Jt - g X 4LI | JqL

a) Ham dang N;(x)
y
e
| J¢ X
\ i
’IL I ’IL

c) Ham dang N3(x)

d) Ham dang N4(x)

Hinh 2.10 Biéu d6 cua cac ham dang
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Cac ham dang Ni(x), N2(x), N3(X), N4(x) con duoc dat tén la cac ham
Hi1(X), Ha(x), H3(X), Ha(x). Pay la cac ham ndi suy Hermite bac 3. Vay ta co:
3x? 2x° 2x*  x°

H,(x) =N, (x) = (1_|_2+|_3);H2(X) =N,(x) = (X__+|_2)

! (2.16)

Hi(0) = Ny () = (= 20 H,00 = N, () = (-2-+25)

Y nghia caa ham dang: Ham dang N1(x), N2(X) , N3(X), N4(X) lan luot 1a
cac ham sb md ta cac ham chuyén vi caa thanh chiu udn ngang phang ij khi
c6 cac bac ty do twong Gng v, =1,¢,=1v,=1¢;=1 (hinh 2.10). Nhu vay
chuyén vi caa dam chiu uén Ia:

V(X) = U;.N (%) + VN, (X) + U Ny (X) +V,.N,(X) (2.17)
2.1.3 Xay dwng ma tran d cirng cia cac phan tir trong hé tea d riéng
2.1.3.1 Xay dung phuong trinh can bang va ma tran do cung phan tir [K],
bang nguyén |i dung thé nang toan phan
* Bién dang va ng suat tai mat diém trong phan tir:

Thiét 1ap biéu thuc tinh bién dang va tng suat tai mot diém bat ki trong
phan tir thdng qua an co ban la chuyén vi nit cua phan tir {5} . St dung cac

cdng thuc trong Iy thuyét dan héi. Quan hé gitta bién dang va chuyén vi :

{e} =[V]{u} (2.18)
Thay (2.7) vao (2.18):
{e} =[VI[N}{s}, =[B]{3}, (2.19)
trong d6:  [B]=[V][N] (2.20)

[B] - ma tran tinh bién dang.
Quan hé giira ang suat va bién dang :
{o} =[D{e} (2.21)
Thay (2.19) vao (2.21) duoc :
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{o} =[D][B]{3}, (2.22)
* Thé niing toan phan I1, cia phan tir:

Xét trudng hop phan tir chiu tai trong tap trung tai nit {P,}_ung véi
chuyeén vi nit {5} va chiu tai trong phan bo trén bé mat phan tir c6 cudng do
tai diém M bat ki 1a {q} :{g}

y

Thiét 1ap biéu thic tinh thé niang toan phan IT, cua phan tir theo cong cua

ngoai luc W, va thé nang bién dang U, ciia phan tir do.
M, =U, W, (2.23)
trong d6 W, la cong cta ngoai lyc va dugc tinh theo cong thuc:
W, (3] {P,}, + [{u}' ajas 229
S

Thay (2.7) vao (2.24) thu duoc:

W, = {8}, {P,}, +{8}, [[N] {a}ds (2.25)
S

Theo thé nang bién dang U, cua phan tir dugc tinh:

u, = % e} {o}av (2.26)
\Y

Thay (2.19) va (2.22) vao biéu thuc tinh thé nang bién dang U, cua phan

tu, ta co:

|

U,=>{3) [I[B]T [D][B]dvj{é‘)}e (2.27)
AV
Thay (2.25) va (2.27) vao (2.23) duogc thé ning toan phan caa phan tu :

1=, -w, = o] {12 (o) lav (s, {117 8., + (1] [INT faes

S

N

(2.28)

29



bit: [K], =[[B] [D][B]dV (2.29)

\Y

[K], - goi la ma tran do cing cta phan tir. Vi [D] 1a ma tran doi xtng
nén tich [B]' [D][B] ciing ddi xtmg va do d6 [K], 1a ma trén doi xing.
dat: {F} ={P,} +£[N]T{q}dsz P} +{P}. (2.30)
trong d6: {F}. - 1a vécto tai trong nat cua phan tir; duoc xay dung bai ngoai

luc dat tai nat phan tir {P,}e va ngoai luc dat trong phan tir qui vé nit {Pg}e.

Ngoai lrc dat trong phan ti qui vé nat dugc xac dinh theo céng thic:

{P.J, = JIN] {a}ds (2.31)
Thay (2.29) va (2.30) vao (2.28) duoc :
M1, = 18! [K], {3}, - {3} {F). (2.32)

* Thiét 1ap phwong trinh cin bing:
Theo nguyén li ding thé ning toan phan, diéu kién can bang cua phan tir
tai cac diém nat ;

5(I1,)=0= ¢ =0 (2.33)

Néu phan tir ¢6 vécto chuyén vi 1a truong bac m, ldy dao ham riéng lan
lwot v6i tirng chuyén vi n(t va cho bing 0, ta duge m phuong trinh:
oI,
05,
o1,

&%
o, _ % 1_j (2.34)

oIl
00

m
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Thay I1, theo (2.30) vao (2.34) va &p dung phép liy dao ham riéng doi

Vi ma tran 8({X;T{§]{X}) = 2[A]{X};6({%:<§B}) ={B} |, ta duoc:
[K]. {8}, —{F}, =0 (2.35a)
Suyra: [K]. {8}, = {F}. (2.35b)

Phuong trinh (2.35) chinh 13 phuong trinh can bang caa phan ti thi e.
2.1.3.2 Ma tran d6 cang ciia mot sé phan tir thanh

* Phan tir thanh chiu kéo, nén ding tam:

y
5,=U, 5=U,
—> rX z X
in i u T jij
o |

Hinh 2.11 Phan tir thanh thang chiu kéo (nén) dting tim

Xét phan tir thanh thang i-j, c6 chiéu dai 1, c6 do cing EA khong d6i doc
theo chiéu dai thanh (hinh 2.11).

Thanh chiu tai trong: lec phan bé r(x) doc truc thanh, luc tap trung T doc
truc thanh c6 chiéu nhu hinh 2.11.

Hé truc riéng caa phan tir X0y c6 truc X tring véi truc thanh, cé truc y
vudng goc véi truc thanh, gbc tai i. Mdi nat cia phan tir ¢ 1 bac tu do vi vay
toan bo phan ti chi c6 2 bac ty do 1a 2 chuyén vi thang doc truc tai 2 nut dau
va cudi caa phan tu.

Chuyén vi doc truc u(x) cua phan tir 1a mot ham xap xi tuyén tinh c6
dang:

u(x)=a, +a,x
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hay: u(x) =[N]{s}, (2.36)

el

Ham dang caa phan ti thanh chiu kéo - nén theo (3.9) ta co:

[N]= Kl——j ﬂ:[Nl(x) N, ()] (2.37)
Thanh chiu kéo - nén ding tam (1-D), theo (2.19) ta c6: {e} =&, = Z_i
Suy ra: [V]=010x (2.38)
Theo (2.34),taco: o, =Eg,
Suy ra: [D]=E (2.39)
Thay (2.39) va (2.37) vao (2.19), xac dinh ma tran [B]:
[B]:[v].[N]:[a/ax]Kl_?j ﬂ:H ﬂ (2.40)
Theo (2.28), xac dinh dugc ma tran do cang phén tur:
[K], =[[B]'[D][B]dV = ” "[D][B]dAdx
Vv
(2.41)
Thay (2.39), (2.40) vao (2.41) duoc:
1
-t
| 11 EA[1 -1
= _- = = 2.42
KL=]1 E{I I}Adx l{—l J (2.42)
I
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---------- >
u=1
W= | |
a) )
EA
ky=-EA 1 2 KT T X
u,=1
! ! I
b) " )

Hinh 2.12 Néi luc tai nat phan ti khi bac tu do chuyén vi bang 1
Y nghia cua phan ti k; trong ma tran d6 cung [K]. : k; la ndi luc tai nat
j (ndi luc 1a duong khi chiéu caa noi luc cing véi chiéu duong cuia truc ox va
noi luc 1a Am khi chiéu caa noi luc nguoc chiéu véi chiéu duong cua truc ox)
khi bac tu do i ¢d chuyén vi cudng bic bang 1 (hinh 2.12).

* Phan tir thanh chiju uén ngang phang:

y 8-V,
5=V, q(x) p J
S T TR X
i YR PO -
u__ ov
I U=Yax

Hinh 2.13 Phan tir dam chiu uén  Hinh 2.14 Bién dang phan ti dam chiu un

Xét phan tir thanh thang i-j, c6 chiéu dai 1, c6 d6 cang chéng ubn El
khong d6i doc theo chiéu dai thanh. Thanh chiu tai trong: luc phan bd q(x)
vubng goéc truc thanh, luc tap trung P vubng géc truc thanh va mémen tap
trung M nhu hinh 2.13.

Xét trong hé truc toa do riéng xoy cua phan ta, truc ox tring véi truc
thanh con truc oy vudng goc véi truc thanh. Mai nit cia phan tir ¢6 2 bac tu
do vi vay toan bo phan tir 6 4 bac tu do 12 2 chuyén vi thang vudng goc véi

truc thanh tai nat dau, nGt cudi va 2 goc xoay tai nat dau, nat cudi (hinh 2.13).
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Vécto chuyén vi nat twong ng:
Bl={v o v, of (2.43)
Ham dang caa phan ti thanh chiu udn ngang phang theo (3.15b):
[N]=[N,(X) N,(xX) N;(x) N,(x)]
trong do:

N0 = - 24 20, 0 = (- 24 Xy

N()fﬁ—ﬁ)Na)(f+§
Doi voi bai toan mot chieu, ta co: {e} = & ; [D]=E
Theo ly thuyét tinh toan dam chju uén trong Stc bén vat ligu ¢ = g—z do
d6 chuyén vi doc truc c6 quan hé nhu hinh 2.14:

u= —yj—Z trong d6: v 1a toa d6 cua diém dang xét dén truc trung hoa.

Nhu vay bién dang ti d6i doc truc e, dugc xac dinh :

. du d’v
g, =g =—=-Y—
O dx dx?
Suyra: [V]= —y— (2.44)

Thay (2.44), va ma tran ham dang [N] cua phan tir thanh chiu uén theo
(3.15b) vao (2.19), xac dinh ma tran [B]:

[B]=[VIIN]=-y[N;() N;() Ny() N;(x)]

SE Y 6y 0
Xac dinh [K]e theo (2.41), ta dugc:
[K], :j[ "[D][B]dV = ” "[D][BAdX (2.46a)
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Thay [B], [D] = E, [B] vao cong thic trén, ta duoc:
[ N;Ndx (dx) |
|

[N;NGdx [ N,NGdx
<] =E1,| |

N

o o o (2.46b)
[NGNGex  [NGNGdx [ NGNdx
| | |

[NGNGdx  [NGNGdx  [NGNgdx [N,NGdx
L1 | | | _

trong do: |, = j y2dA 1a mémen quan tinh cta mat cit ngang lay véi truc z.
A

Sau khi bién dbi thu duoc két qua:

12 6 12 6 |
[
6 4 6 2
KL =gt "0 P (2.47)
¢ 12 6 12 6
TR T T
6 2 _6 4
NE I 1 .

Vay (2.47) la ma tran d6 ctiing phan tir chiu udn ngang phang. Pay 1a ma
tran hinh vudng cap (4x4), ddi xtmg qua dudng chéo.

Y nghia cua phan tir k; trong ma tran do cung [K]. : k; 1a ndi lyc tuong

ring véi bac tu do j khi bac tu do i ¢é chuyén vi cudng bic bang 1 (hinh 2.15).
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T = 12K
I“pKy T
v,=1 k14: 6—Ez|' X
WL Y "3
a) \ 2l = -12E|
J'\ I ‘I'\ 13 |3
6El
kZl IZ
k., = @
b) U N |____>).(
= 4EL 2%2 6EI
22 =
| ,!, | ,!, 23 |2

Hinh 2.15 Néi luc tai cac nat caa phan ti khi bac tu do chuyén vi bang 1

12El, g, =6El

K .= —
33 3 2
| |

Hinh 2.15 (tiép)

* Phan tir thanh hai diu nGt cing chiu udn va kéo (nén) ddng thoi:

Xét phan ttr thanh thang i-j, ¢6 chiéu dai 1, c6 do cang EA va EI 1a khong
d6i doc theo chiéu dai thanh. Phan tir thanh i-j dwoc néi vai cac phan tir thanh
1an can bang nut cing. Khi xét riéng phan tir nay, lién két ¢ 2 dau duoc coi la
ngam.

Thanh chiu tai trong nhu hinh 2.16:

- Luc phan bd q(x) c6 huéng vudng gdc truc thanh va r(x) doc truc thanh.
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- Luc tap trung P vuéng goc truc thanh, luc tap trung T doc truc thanh va
momen tap trung M.
Hé truc toa do riéng x0y cO truc X trung vai truc thanh, co6 truc y vudng

g6c Véi truc thanh, gdc tai i (hinh 2.16).

y .
5=V, 900 P 5 )
ORI TR ]9 X
Oi 5,=U., ITX)'T\‘M 75,=U;
[

Hinh 2.16 Phan tir thanh hai d¢au ndt cing chiu kéo (nén) — ubn déng thoi
Vécto chuyén vi nit cua phan ti trong hé truc toa do riéng:
T
Blo={u vi o v v o
Vécto chuyén vi n(t caa phan tir trong hé truc toa do chung:
T
B ={ur vi e Uy vy ey

Ma tran ham dang

Tai mdi tiét dién caa phan ta ¢ 3 thanh phan chuyén vi gom: chuyén vi
thang doc truc u(x), chuyén vi thang vudng goc véi truc v(x) va chuyén vi

xoay @(x) (trong d6 chuyén vi xoay va chuyén vi thang vudng goc véi truc co
quan hé o(x) = j_z). Do d6 chon u(x) va v(x) 1am 2 théng sé. Vécto cac ham

chuyén vi cé dang:

iy

N

u(x) a, +a,X 1 x 00 0 O
{uj= =" . b= O HEL (a8
V(X) a; +a,X+aX" +ax 0 01 x x° x

o

SDQJJ;QJQJQJQJ

(2]
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(2.49)

Suy ra: [P(x)]:{1 x 000 O}

0 01 x x* x°

Ham chuyén vi thang theo phuong x : u(x) =a, +a,x

Ham chuyén vi thang theo phuong y: v(x) =a, +a,x +a.x’ +a.x*

Ham chuyén vi xoay quanh truc z vudng goc véi mat phang x0y:
o(X) =V'(X) =a, +2a,X +3a,x"

Xét diéu kién bién tai nat i va nit j:

u,=u(x=0)=a,

V,=V(x=0)=a,

¢ =0(x=0)=a,
u=u(x=I)=a +a,l

— _ _ 2 3
vi=v(x=I)=a;+a,l+a,l" +al

¢, =o(x=1)=a, +2a,l+3a,l

Viét dudi dang ma tran:

1000 0 07(a
0010 0 0]l|a,
0 001 0O O0]a
8 = *t=[A]{a 2.50
001 1 P Plla
0 0 0 1 21 3P]|a,
Suy ra ma tran [A]? cé dang:
1 0 0 0 0 0 |
-1/1 0 0o 1/l 0 0
_ 0 1 0 0 0 0
[A]" = (2.51)

0 0 1 0 0 0
0o -3/ =2/1 0 3/ -1/l
0 2/ 1/ 0 =2/P 1/1*

Thay (2.49), (2.51) vao (2.6), xac dinh ma tran ham dang [N]:
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2N 0 0 Nx) 0 0
[N]=[P(¥)][A] ={ 0 N,(X) N,X) 0 N Ng(x)

(2.52a)
trong do:

N, 00 = (29N, (0 = (1—3%2 2,? )

2x% X3

N, (x) = (x—|—+ I2) N,(x) = (2.52b)

X,
|’
N, 00 = G - BN 00 = (X4 )
Ma tran dé cirng phan tir thanh 2 dau nGt cieng chiu udén ngang phiang va
kéo-nén

Doi véi bai toan mét chiéu, ta co: {e} = & ; [D]=E

Két hop 2 truong hop : thanh chiu kéo - nén va thanh chiu uén, ta co:

Suy ra: [V]z{a% - %} (2.53)

Thay (2.52b), (2.53) vao (2.52a), xac dinh ma tran [B]:

ORI RN

0 N(X) Ny(x) 0 Ng(x) Ng(x)

suy ra: [B]=[N;(x) —yN7(x) —yNj(x) N, (x)—yNz(x) - yNg(x)] (2.54)
trong do:

N0 =-iNE00 = - 2+ 22 s = -

R e IO B

Xac dinh [K]e theo (2.41), ta co:

(2.55)
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N

—yN;

_ N”

[K], = [[B]'[D][BJav=EJ| 7" [[N:~ YNz~ YNz + N, ~ yNg — yN; v
\Y Vv 4

—yN;

| —YN; |

NNy

[~yNgNiv  [y?NgNzdy (@)
[~yNiNiv [yPNNzay 2NNz
[K],=E jN;N;dv J'—yN;N;dv J'—yN;Nng IN;N;dv

J'—yNgNidv J.yzNgN’z'dv IyzNgNgdv f—yNgN;dv IyzNgNgdv

[-yNiNidv [yPNENdv [y NgNGdv o [-yNgNGdy [y?NiNzdv - [y*NENZdv

trong d6: - Nhitng tich phan cé thira s6 (y2), vi du ke, khi khai trién tich phan
cé dang:  k,, =E[y’NjNydV = E[y*dA[ NjNjdx = EI [ NjNdx
\Y% A | |

Véi 1, = j y2dA la mdmen quan tinh cua mat cit ngang lay véi truc z.
A

- Nhitng tich phan c6 thtra s6 (-y), vi du ka1, khi khai trién tich phan c6
dang:
Ky = E[—yN;N;dV = —E [ ydA [ NjNidx = 0
Vv A |

vi [ydA =0 (m6 men tinh cua tiét di¢n déi véi truc ddi xing trung tam = 0)
A

Sau khi bién dbi, ma tran d6 cang cta phan tir thanh 2 dau ngam chiu

kéo - nén va udn co dang:
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N
12El 6El 12El  6El
0 3 - 0 —
| | | |
(K], = (2.56)
B0 B0
12El 6El 12El 6El
0 T3 T2 0 3 Y
I | I I
o GEl 28 GEl 4Bl
L |2 | |2 I

Y nghia ciia phan tir k; trong ma tran do cing [K],: k; 1a ndi lyc tuong
ing véi bac tu do j khi bac tu do i ¢6 chuyén vi cudng b bang 1.
2.1.4 Phép chuyén truc toa dd

Nhu ta da biét, phuong phap phan tir hitu han 12 phuong phép roi rac hoa
két cau cong trinh ra thanh cac phan tir. Cac phan tir nay thong thudng duoc
cac nha khoa hoc nghién ctru tinh toan cac dai lwong ma tran do cing, vécto
tai trong tac dung nit trong mot toa do thich hop cia mdi phan tir. Hé toa do
nay phai chon sao cho viéc thiét lap cac phuong trinh can bang cho phan tu 14
don gian va hé toa do nay duoc goi la hé toa do riéng (hé toa do dia phuong).
Nhu vay khi tinh toan cac dai lugng chuyén vi, tai trong cho phan tir mau
duoc 14p trén hé toa do riéng. Két ciu thi duoc tao boi nhiéu phan tir va cac
phan tir nay trong truong hop tong quat thuong cd cac hé truc toa do riéng
khong tring nhau. Vi vay khéng thé ldy ma tran do ctmg, vécto tai trong tac
dung nat cua ting phan tir trong hé truc toa do riéng caa phan tir dé ghép ndi
thanh ma tran d6 cimg, vécto tai trong tac dung nit cua toan bo hé két cau ma
phai dua cic ma tran do cung, vécto tai trong tac dung ndt cua cac phan tir
nay Vvé trén ciing mot hé truc toa do va hé truc toa do nay dugc goi 1a hé truc

toa d6 chung (hé truc toa do tong thé) cua két ciu. Hé truc toa do chung
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thuong khong tring véi hé truc toa do riéng, vi vay dé dua cac ma tran do
cling, vécto tai trong tac dung nat caa phan tir vé hé truc toa do riéng ching ta
phai thuc hién phép chuyén truc toa do.

Hé truc toa d6 chung thuong la tuy y, tuy nhién khi chon hé truc toa do
chung cho mot bai toan cu thé thuong chon hé truc toa do chung sao cho viéc
chuyén truc toa d6 cua céc phan tu 1a it nhat hoic trung véi phuong chuyén vi
can tinh.

Xét phan tir tht e, trong hé truc toa do riéng 1a xyz cua két ciu vécto tai
trong ndt, ma tran do ctmg va vécto chuyén vi ndt caa phan tir lan luot
la: :{F}e ,[K]e, {0} Trong hé truc toa d6 chung x’y’z’ vécto tai trong ndt, ma
tran do cung va vécto chuyén vi ndt caa phan tar lan luot 1a: {F’}e, [K']e,
5.

M&i quan hé giira vécto tai trong nat va vécto chuyén vi nit cua phan ta
gitra hé truc toa do riéng va hé truc toa @6 chung la:

{{F}e =[T].{F.
{8}, =[T1. {37,

Thé ning bién dang toan phan cua phan tir e trong hé toa do riéng la:

(2.57)

M1, =5 {87 [K], {3}, - (3} {F). (2582)
Thay (2.57) vao (2.58a), ta c0:
[T, = %{5'}2 [TL KL 7). (8%, (81 [TL[TL{F, (2.58D)
Thé ning bién dang toan phan caa phan tir e trong hé toa do chung Ia:
I, =5 {81 [K], (5, - {87 {F, (259)
Bang cach so sanh (2.58b) va (2.59), dé dang nhan thay:
(KT =[T][KL[T], (2.60)
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[TL[T]. =[] (2.61)
Nhu vdy ma tran [T], c6 tinh chét truc giao:
[T]." =[T]" (2.62)
Nhu vay, tir (2.57) ta c0:
[F1,=[T1.'[F],
[5, =[T1, [3],

2.1.4.1 Ma tran bién doi toa do [T], ciia phan tir thanh 2 dau nit cting

(2.63)

Xét phan tir thanh i-j trong bai toan phang 2 dau nat cung, sau khi chiu
lyc thanh bi bién dang va chuyén doi téi vi tri i’-j>. Hé toa do riéng cua phan
tr 13 xoy, trong d6 truc X tring truc thanh. Hé toa d6 chung cua két cau la

x’0’y’ ¢6 phuong 1ap vai vai hé toa do chung mot goc o (hinh 2.17).

y

Hinh 2.17 Phan tir thanh 2 dau nat cing
G6c o la goc gitra chiéu duong ox va chiéu duong truc 0’x’. Quy udc
dau ciia goc o 1a dwong néu quay chiéu tir truc toa dd o’x’ sang chiéu cua truc
ox 1a nguoc kim déng hd.

Vécto chuyén vi nlt cua phan ti trong hé truc toa do riéng:
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B, ={u vi ¢ u; v, (pj}T
Vécto chuyén vi n(t cia phan tir trong hé truc toa d6 chung:
(Bl ={u Ve uy vy ey
Theo hinh 2.17 ta ¢6 médi twong quan gitta chuyén vi nit tai dau i giira hé
truc toa dé chung cua két cau va hé truc toa do riéng cua phan tu:

U, =uicosa +V;sina
Vv, =—U;Sin o + Vicoso

(Pi:(P;
u, cosa.  sina O|ful
Viét dusi dang ma tran: {v, ¢ =| —sina. cosa 0| v} +=[L;]{5;}
®; 0 0 1 (P;

trong d6: [Li] - 1a ma tran bién doi vécto chuyén vi tai nat i (ndt cang) tir hé
truc toa do chung sang hé truc toa do riéng.
cosaa  sina 0
[L;]=|-sina cosa
0 0 1
Tuong ty Xét tai dau j, ta co:
cosa  sina 0
[L;]=|-sina cosa
0 0 1

Xét véi ca phan tr i-j, quan hé gitra {8} va {8’} duoc biéu dién:

U; ul [cosa sina 0 O 0 0]fu
Vi Vi —sina cosaa 0 O 0 0|V
o | [[L] o] [|ei| | o 0 1 o0 o olle
up[ o] [y 0 0 0 cosa sina 0|u]
V; Vi 0 0 0 -sina cosa O]V
®; o] | O 0 0 O 0 1]|¢

Suy ra ma tran bién d6i toa do [T]e ciia phan tir thanh 2 dau ndt cang:
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[ cosa sina 0 0 0 0

—-sina cosa O 0 0 0

0 0 1 0 0 O
T| = 2.64
[ ]e 0 0 0 cosa sina O ( )

0 0 0 -sina cosa O

0 0 O 0 0 1

X\ — X!
cosa=Cc=—" I

trong do6 : sinoczs:u (2.65)

I
=06 X)) + () - yi)*

2.1.4.2 Ma tran bién doi toa do [T], ctia phan tir thanh 2 dau khép chiu kéo,
nén

Xét phan tir thanh i-j trong bai toan phang 2 dau khép chiu kéo (nén)
dung tam. Hé toa do riéng caa phan tir 13 xoy, trong dé truc X tring truc thanh
ban dau. Hé toa do chung cua két cau 1a x’0’y’ c6 phuong 1ap vai véi hé toa
d6 chung mét goc a (hinh 2.18).

G6c o la goc gitra chiéu duong ox va chiéu duong truc 0’x’. Quy udc
dau cua goc o 1a dwong néu quay chiéu tir truc toa d6 0’x” sang chiéu cua truc

ox 1a nguoc kim déng hd.

+*

Hinh 2.18 Phan tir thanh 2 dau khép
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Vécto chuyén vi nt cua phan ti trong hé truc toa do riéng:

.
Bl ={u v U v
Vécto chuyén vi n(t ciia phan tir trong hé truc toa d6 chung:
T
B ={uy viouy vy
Theo hinh 2.18 ta ¢ mdi twong quan gitra chuyén vi nit tai dau i khop

va dau j khép giira hé truc toa do chung cua két cau va hé truc toa do riéng

cosa sina | cosa  sina
[L]= —sino.  cosa |’ [LJ: —sina.  coso

Suy ra ma tran bién doi toa do [T]e cua phan tir thanh 2 dau khop:

cua phan tu:

[ cosa,  sina

—Sina.  cosa

Tl = .
[]e cosa  Sina (2.66)

—sino.  cosa |

2.1.5 Xay dwng cac ma tran dé cieng caa phan tir trong hé tea dé chung
2.1.5.1 Phan tar thanh chiu kéo, nén dung tim

Thay (2.42), (2.66) vao (2.60) ta dugc ma tran do cing phan tir thanh
chiu kéo-nén trong hé truc toa d6 chung:

0

SR UATTLE M < T b

OO O »n o
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¢ ¢ -¢° -cs

. EA|lc s* —cs —¢°
K] =2 & : (2.67)

| |-¢c© —cs ¢ CS

—cs —s° ¢ s% |

Ma tran d6 cting caa phan tir 16 xo ciing duoc tinh theo cdng thic (2.67),
nhung lac d6 thay ? bang do cting cua 10 xo k (? = k].
2.1.5.2 Phan tir thanh hai dau ngam chiu uén va kéo (nén) dong thoi

Thay (2.56), (2.64) vao (2.60) ta dugc ma tran do cing phan tt thanh

chiu kéo-nén trong hé truc toa d6 chung:

(K], =[T]L[KLIT)=

[ EA , 12El , )
TC + |3 S
(Ea_pm), eny pa )
_eEl 6E! ]
[K'] _ 12 12 |
e EA , 12El , ( EA 12E|j 6El EA , 12El ,
——0~C ——35 ——+—3 CcS _ZS —0C +—35
| | | | | | |
( EA 12E|j EA , 12El , 6El (EA 12E|j EA , 12El ,
———+=—— s ——s'-"—c° ——c |—-T|cs —s’+——cC
| | | | | | | | |
6EIl 6EI 2El 6EI 6EI 4ElI
-z S - C - -z S —= ¢ -
L | | | | | I
(2.68)

2.1.6 Céch ghép néi cac phan tir

Gia sir hé két cdu duoc roi rac hod thanh m phan ter. Theo (2.35) ta viét

dugc m phuong trinh cin bang cho tit ca m phan tir trong hé toa do riéng caa
ting phan ta. Sau khi chuyén vé hé toa do chung cua toan két cau, tién tdi gop
cac phuong trinh cin bang cua ting phan tu trong ca hé, thu duoc phuong
trinh can bang cho toan hé két cau trong hé toa d6 chung:

[K']{67} = {F’} (2.69)
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Do tht ty cac thanh phan trong vécto chuyén vi ndt {8’} cua ting phan
tr Khac véi thir tu trong vécto chuyén vi ndt {8’} caa toan hé két cau, nén can
lwu ¥ xép dtng vi tri cta ting thanh phan trong [K’]e va {F’}e vao [K’] va
{F’}. Viéc sip xép nay thuong duoc ap dung phwong phap sé ma hoic su
dung ma tran dinh vi phan tir [H]e dé thiét 1ap cac ma tran téng thé va vécto
tai trong nat tong thé cua toan hé két cau.
2.1.6.1 Ap dung ma tran dinh vi phan tu [H],

Gia str hé két cau duoc roi rac hod thanh m phan ter. S6 bac tu do caa toan
hé 1 n. Vécto chuyén vi n(t tong thé cd dang:

(8={s, &, .. &) (2.70)

Vi phan tir thir e ¢6 s6 bac tu do 1a n,, co vécto chuyén vi nit trong hé
toa d6 chung 1a {5} . C4c thanh phan cua {5'}_ nam trong so cac thanh phan
cua {5'}. Do do co su biéu dién quan hé giira 2 vécto nay nhu sau:

{81, = [Hl {8
(2.71)
(nex1) (nexn) (nx1)
trong d6: [H]e - 12 ma tran dinh vi cua han ti e, nd cho thay hinh anh sap xép
cc thanh phan cua vécto {57} trong {57} .
Dua vao (2.58) ta xac dinh duogc thé ning toan phan cho ting phan tir.
Thay (2.71) vao (2.58), sau d6 cong gop caa m phan tir, xac dinh duogc thé

nang toan phan cua hé:
-3 2o (L T [, (56 [+ 4, | @72)

Biéu thuc (2.72) biéu dién thé nang toan phan cua hé theo vécto chuyén
Vi nt tong thé {5'}, ap dung nguyén Ii thé nang dimng toan phan s& c6 diéu

kién can bang cua toan hé tai diém nt:
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orl
35",
oI

e

o 9%l g 2.73)

oIl
0d'

n

Ap dung phép lay dao ham riéng ddi véi ma tran thu duoc:

S L - SIHE (7). - 27

Nhan thay day chinh 1a phuong trinh can bang cho toan hé. So sanh voi
(2.69), thu duoc:

Ma tran do cung tong thé:  [K']= Z L [KL[H], (2.75)

Vécto tai trong nat tong thé: (F1=>[H] {F), (2.76)

2.1.6.2 Phuong phap danh s6 ma

Khi tién hanh ghép ndi ma tran do cang cia két cau va vécto tai trong tac
dung tai nt, ta lam theo cac budc sau:

- Buéc 1: Tién hanh danh s ma cua céac thanh phan vécto chuyén vi nit
tai cac nut cua két cdu va danh sé6 ma cho phan tir.

- Buéc 2: Lap bang xac dinh ma cuc bo caa céc phan tir theo méa tong thé
cua két cau.

- Bwéc 3: Tinh toan xac dinh cac ma tran do cimg, vécto tai trong tac
dung tai cac nat cia phan tir theo ma cuc bd va tuong ung véi ma tong thé

trong hé toa d6 chung.
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- Buéc 4: Tién hanh ghép ndi ma tran do cumg va vécto tai trong tac dung
n(t caa cac phan tir thanh ma tran d6 cimg va vécto tai trong tac dung nat cua
toan bo hé két cau trong hé toa do chung theo cong thuc.

k;j - Z(k;i )e (2.77)
trong do:

+ 1, j:lasb hiéu matong thé cua toan bo két cau trong hé toa do chung;

+ k;: 1a hé s6 cua trong ma tran do ctng cua toan b két cau twong Ging
véi hang c6 sé hiéu ma tong thé i va cot co s6 hiéu ma tong thé j trong hé toa
d6 chung;

+ (k; )e: la hé s6 ctia ma ma tran do cang caa phan ti twong tng véi hang
c6 sb hiéu ma tong thé i va cot co sb hiéu ma tong thé j trong hé toa do
chung.

2.2 Ham Largrange [4]

Xét bai toan quy hoach toan hoc véi diéu kién rang budc 1a ding thuc.

Ham muc tiéu: Z=F(X;, X,y X)) —> MiN

Rang budc: gj(xl,xz,...,xn)=O;j:1+m;X={xl,x2,...,xn} (2.78)

Ham muc tiéu mé rong:
L(X, 1) = F(X,,X,, .., X, ) + ij.gj(xl,xz,...,xn) — min (2.79)
=1

Diéu kién can dé ham L(X,) c6 cuc tri:

6—L=O i=1+n;

" (2.80)
éz0 j=1+m;

o,

Trién khai (2.80) ta c6 hé phuong trinh gdm (n+m) phuong trinh doc lap

VG (N+mM) an 12: X, X, e X, Agy Agreen Ao
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2.3 Sir dung ham sé Largrange dé giai bai toan két ciu co diéu kién bién
da bac tw do bing phwong phap phan tir hiru han
Gia sir hé két ciu duoc roi rac hod thanh m phan ter. S6 bac tu do caa toan

hé 12 n. Thé ning toan phan cua hé:
11-35) 246 (ML K, (M) 8- (M (7). 281)

Khi bai toan khoéng cé diéu kién bién da bac tu do, thi dua vao nguyén ly
dirng thé nang toan phan cua hé két cau ta xay dung dugc phuong trinh can

bang cho toan hé két cau co dang:

[KT{3% ={F} (2.82)
trong do:
I 11 klZ I(Z'I.n_
K, ky .. k
[K=| "2 ™2 7 (8=, 8, .. 8.,
Ki Koo oo Ky |

(Fl={F, F, .. F)
Khi tai mot bién nao d6 cua hé két cau thanh phiang c6 diéu kién bién da

bac tu do va néu goi §,,5.,,,5,,, lan luot 12 cac sé hiéu bac tu do tai nit bién,

iv2
thi lac do:
8 +k,5.,, =2, (2.83)
hay: 8, +K,.8;,, —a,=0 (2.84)
Nhu vay khi &p dung nguyén ly ding thé ning toan phan vao bai toén, ta
sé duoc bai todn quy hoach toan hoc:

Ham muc tiéu:
=3 6) MUK LHL ) -0 LR, | omin - 289

biéu kién rang bugc: g(87) =8, +k,.5,,, —a, =0 (2.86)
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Ap dung ham Largrange (2.79) vao s& dua bai toan quy hoach toan hoc
c6 rang budc vé bai toan quy hoach toan hoc khdng rang budc bang cac thém

an sb 1a ham s6 Largrange , Ham Largrange cua bai toan ltc nay Ia:

L- Z{ H] K], [HL, {8'}—{8'}T[H]z{F'}e}+x(8;+ko.8'i+1—a0)—>min
(2.87)
S6 an sb cua bai toan luc nay sé thém 1 an sd so véi s6 an sé ban dau.
Nhu vay bai toan Iic nay ¢ (n+1) an sé:
(8h={s, &, .. & A
Tur biéu thirc (2.87) ta co:

oIl
35",
I,
35",
)l (2.88)

oIl
0o'
oIl
O\

hay viét dudi dang trién khai:

Kyy 8 +Kyp 8y 4o+ Ky 8y + Ky, By + e+ Ky 8, 0L =F

In*~n

K8y + Koy 8y + o Ky 8y + Ky Bigy + oo+ Koy 8, #0A = F,

2n*~n

K8y +Kip 8y 4+ Ky 8, + K1,y 811y + e+ Ky S, +1A=F

K101 + Ko 0o + o+ Kigyio8y + Kipyiany Sy oo Kiiagyn 8y + Ko b =F,

KDy + Ko 8, + .+ K 8+ Ky Sy +oo+ Ky 8, #0A =F,
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08, +0.8, +..+1.8; + K8,y +..+05, +0h =2,

Viét dudi dang ma tran:

k, ... Kk Koy - kyn 0|8 F

klil eee kI” k.i(i+l) k.m 1 6; Fi.
k‘(i+1)1 .. kl(i+1)i k‘(i+1)(i+1) e kl(i+1)n K, Sm = F|+1 (2.89)

k'nl k'ni k'n(iﬂ) ek, 0 (]9, F

i 0 1 K, 0 0 LA a,

Nhu vay, khi giai bai toan két cau hé thanh phang, c6 mét bién nao d6 c6

diéu kién bién da bac ty do. Gia sir goi §.,5,.,,5,, lan luot 1a cac sb hiéu bac

>
tw do tai nut bién, thi luc d6 diéu kién bién da bac tu do duoc viét duéi dang
biéu thtc (2.89) ¢ thé 1am theo cac budc sau day:
Buwéc 1: Roi rac hda két cau: Tai bude nay, ta 1am nhu bai toan binh thudng
1a danh s6 ma bac tu do tai cic nut ctia phan ta tir 1 dén hét, nhirng bac tu do
nao khac khong thi ddnh ma khac khong con nhirng bac tu do nao cé gia tri
bang khong thi danh ma “0”.
Bwdc 2: Panh sb hiéu ma cia cac phan tu.
Bwdc 3: Thiét 1ap ma tran do ciing cua phan ti.
Bwéc 4: Xac dinh ma tran d6 cting tong thé cua két cau.
Buwéc 5: Xac dinh vécto tai trong tac dung nat cua toan bo két cau va xay
dung phuong trinh can bang cho toan bo két cau:
[K]{s)={F}

Buéc 6: Xir Iy diéu kién bién c6 chuyén vi bang khong:

Sau khi xac dinh duoc ma tran do ciing tong thé cua két cau va vécto tai
trong tac dung nit cua toan bo két cau: Xda bo nhirng hang va cot trong céac

ma tran (Ma tran d6 ctng; Véc to tai trong tac dung nat; Véc to bac tu do tai
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cac n0t caa toan hé) c6 sb ma tuong tng bang “0” thi phwong trinh cin bang
cho toan hé s& dugc viét lai dudi dang [K*]{S*} ={F}.
Buwéc 7: Xir ly diéu kién bién da bac tu do cua bai toan.

Xét hé c6 n bac tu do, khi 1am dén bude 6 thi ta xac dinh dugc: Ma tran
[K*] la ma tran c6 bac (nxn); {8} 1a véc to chuyén vi cia toan hé c6 bac
(nx1); {F} 1a véc to tai trong tac dung nut c6 bac (nx1).

Xét khi hé c6 1 diéu kién bién da bac tu do:
8 +Kk,0.,,—a,=0 (2.90)
Thi lac do:
+ Véc to nghiém thém 1 an 1a: &
+ Ma tran do cang thém mét hang maot cot, trong d6 cac sd hang trén
hang va cot dugc thém ctia ma tran d6 cimg duogc xac dinh:
{ ‘ k'(n+1)i - l'(;<n+1) =1 (2.91)
K = K =Ko
+ Véc to tai trong tac dung nut thém 1 hang va sé hang cia hang duoc
thém xac dinh:
Fra =2 (2.92)
- Khi hé ¢6 hon 1 diéu kién bién da bac tu do, thi ching ta xac dinh véc
to nghiém, ma tran do cimg va véc to tai trong tac dung lan luot cho timg diéu
kién bién mot cho dén hét. Nhu vay néu bai todn co r diéu kién bién da bac tu
do thi ma tran d6 ctrng sé mo rong thém r hang va r cot, véc to nghiém thémr
an va véc to tai trong tac dung nut thém r hang. Cac sé hang trong cac hang va
cot cua ma tran (d6 cung, tai trong tac dung nat) mé rong dugc xac dinh nhu
vira trinh bay trong hé 1 diéu kién bién da bac tu do.
Bwéc 8: Xac dinh cac thanh phan chuyén vi tai cac nut.

Buwéc 9: Xac dinh cac thanh phan néi luc trong tirng phan tu.
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Vi du 2.1: Gia st biét phuong trinh can bang toan hé cua hé két ciu 6 bac tu

do la:
'8
1 6
4 3 12
-4 2 -2
2 -2 3
3 1 5

Hay viét phuong trinh can bang cho toan h

da bac tu do la:

Léi giai:

(dx)
3
1 -4
2 3 6

5, +2.8

,—3=0

[iRy

N

~

)]

o o O o0 h o

6

¢ biét he co 1 diéu kién bién

Khi st dung ham sé Largrange dé giai bai toan hé cd diéu kién bién da

bac ty do thi phuong trinh can bang toan hé c6 ké dén diéu kién bién da bac tu

do dugc Vviét nhu sau:

8

1 6

4 3 12
-4 2 2

2 -2 3

3 1 5

1 2 0

3

1 -4
-2 3

0 0

(dx)

6

0 O

N [

w

($)]

[o2]

> o o o o o0 o

Vi du 2.2: Gia su biét phuong trinh can bang toan hé cua hé két cau 6 bac tu

do la:

8

1

4 12
-4 2 -2

2 -2 3

3 1 5

=

N

£

)]

o o O o0 o o

(o2}
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Hay viét phuong trinh can bang cho toan hé biét hé cé 2 diéu kién bién
da bac tu do la:
{5'1+2.5'2 ~-3=0
8, ~8, =0
Loi giai:
Khi st dung ham sé Largrange dé giai bai toan hé cd diéu kién bién da
bac ty do thi phuong trinh can bang toan hé cé ké dén diéu kién bién da bac tu

do dugc viét nhu sau:

8 5, 4
1 6 (dx) 5,| |2
4 3 12 5, -3
-4 2 -2 3 8, |10
2 2 3 1 -4 5[ |4
3 1 5 -2 3 6 5.| |6
1 2 0 0 0 0 0 |[[a| |3
(0 0 0 1 -1 0 0 0fn] (O

Bwéc 8: Xac dinh chuyén vi, noi luc tai cac nit cua phan ta:
Sau khi xtr ly diéu kién bién da bac ty do caa két cu, giai phuong trinh
can bang toan hé cua két cau co ké dén cac diéu kién bién s& xac dinh dugc

cac thanh phan chuyén vj tai cac nit cua phan tu {8'},. Sau khi x4c dinh duoc

chuyén vi tai cac nat thi ta s& xac dinh duoc cac thanh phan néi lyc tai cac nat
cua phan tir theo cong thic:
@h:pkﬁﬂgﬂgh (2.93)
trong do:  {S}, = {Ni Q M, N, Q I\/Ij}T- vécto ndi luc cia phan tu;
q

{P,}.- ndi lyc trong phan tir do tai trong tAc dung trén phan tir

gay ra;
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{8 - véc to chuyen vi tai cdc it cua phan ti.
Cong thirc tinh ma tran [A]_cho mot s6 loai phan ti thanh:

- Phan tir thanh dan phang:

EA[1 -1
A 2.94
=S 2.94)
- Phan tir thanh chiu udn va kéo nén dong thoi hai dau lién két cang:
" EA EA EA EA 7
T e
12EI  12EI  6El  12EI 12E1  6El
EY TS FS T E S
6EI  6E AEl  6EI 6EI  2EI
N A
] = (2.95)
‘ EA EA EA EA
R
12E| 12EI  6EI 12EI  12EI 6EI
E IR T E N
6El  6EI 2EI  6EI 6EI 4l
FEOTC T 'S TR T

2.4 Sir dung phan mém Matlab dé tw dong hda phan tich bai toan cé diéu
kién bién da bac ty do.

Pé ap dung phan mém Matlab vao viéc giai bai toan két cau cé diéu kien
bién da bac ty do bing phuong phap phan tir hitu han, két hop vai viéc st
dung ham sb Largrange ta c6 thé thuc hién theo so @6 khdi nhu hinh 2.19.
Theo so dd khdi hinh 2.19 thi ngoai phan bat dau, phan két thuc thi so d6 khoi
bao gém 8 khéi chinh:

Khéi thir 1: Khai bdo cac bién s6 va hang sb 1a cac thong so vat liéu,
thong s6 hinh hoc caa két cau: Can cir vao cd sb liéu hinh hoc cua két cau
cling nhu cac thong sb vat liéu ma bai toan da cho, ta tién khai bao céc bién

va hing sb cua bai toan.
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Khéi thee 2: Thiét 1ap ma hiéu phan tir, ma hiéu cac bac ty do va céch
ghép ndi cac phan tir véi nhau.

Khéi the 3: Thiét 1ap ma tran do ciing cta cac phan tir trong hé truc toa
d6 chung va ma tran d6 cting tong thé cua toan két cau: O khéi nay, ta xac
dinh duoc d6 cang cua ting phan tir, sau d6 ghép ndi cac ma tran do cang nay
lai v&i nhau dya trén ma bac tu do cua ting phan tir twong wng véi ma bac tu
do tong thé.

Khéi thi 4: Xac dinh véc to tai trong tac dung ndt caa toan bo két cau:
Pau tién ta phai tao ra ma tran cot rong la ma tran vudng c6 bac bang tong sb
bac tu do cua toan hé cong vai s rang bude duge xac dinh tir didu kién bién
da bac tu do, sau d6 ta tién hanh xac dinh tai trong tac dung tai nit va tai

trong tac dung trén cac phan tir chuyén veé nit.
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Khai b, o c, c th«ng sé h>nh hac ciiakQ chy,,
k Aave liQu

7’

th th- i ¢ mAEc34 ngang v th«ng sé vE Iy cii

!

ThiQ IEp the tu ¢, ¢ phGh t6 vum: ¢, ¢ bEc tu do
c, ¢ thunh phGh chuyn vieeiia c, ¢ not

Y

ThiQ |Ep matrEn @ cang cfiac, ¢ phCh to vuma trn @ ceng
cfia toun bé kQ cHu trong hOtréc tda @ chung

!

ThiQ 1Ep vEet-t1]i trang t, ¢ dong nt cfia
topn hOkQ cEu trong hOtréc tda ® chung.

'

ThiQ IEp vugifi ph- -ng trnh cGh beng
cfia kQ cBu ca kO®R @Qu kilh bizn,

'

X , ¢ ®mh vBct— chuyQn vieciia topn hO

'

X, c ®&mh néi luc trong ¢, ¢ phCh td

/ |ni'dquﬂ/

Hinh 2.19 So d6 khéi chwong trinh

Khéi thir 5: Xu 1y diéu kién bién cua bai toan: Trong khéi nay ta phai
xu 1y cac diéu kién bién cua bai toan bao gom cac diéu kién bién co thanh

phan chuyén vi bang khong va cac diéu kién bién 1am cho céc thanh phan
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chuyén vi thang tai bién d6 c6 su rang budc nhau theo cach sir dung ham s
Largrange .

Khéi ther 6: Xac dinh bac ty do cua cac n(t: Dya vao phuong trinh can
bang cua toan hé, ta s& xac dinh dugc cac thanh phan chuyén vi tai cac nat
ctia phan ta.

Khdi thi 7: Xéac dinh néi luc trong c4c phan tir: Sau khi xac dinh duoc
cac thanh phan chuyén vi tai cac nit dya vao cong thuc (2.93) s& xac dinh
duoc cac thanh phan noi luc tai céc nat cua phan ta.

Khdi thir 8: In céc két qua phan tich.
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Chuong 3:
MOT SO Vi DU PHAN TiICH KET CAU DAN PHANG CO PIEU KIEN
BIEN PA BAC TU DO

3.1 Vi du phan tich két cau dan phing c6 1 diéu kién bién da bac tw do

Vi du 3.1: Cho két ciu dan chiu lyc nhu hinh 3.1 biét: M6 dun dan hoi vat
ligu cua cac thanh: E =2.10"(kN/cm?); di¢n tich mat cét ngang cac thanh:
A=10(cm?); tai trong tac dung: P= 10 (kN). Hay xé4c dinh céc thanh phan

chuyén vi tai cac nat va ndi luc trong cac thanh dan.

Loi giai
B
3m
A C
' A 30
TV 4m lp 4dm

X'qL A 4L +

Hinh 3.1 Vi du 3.1 Hinh 3.2 S6 hiéu bac tu do va
phan tir

Buwéc 1: Roi rac hda két cau dan thanh cac phan tir va danh sé tha tu phan tir
va s6 ma téng thé cho két ciu nhu hinh 3.2.

Tai bién C khi hé chiu lyc thi c6 chuyén vi theo ca hai phuong trong hé
toa d6 chung (x’0’y’), do d6 tai nat C c6 hai bac ty do va dugc danh thir tu
nhu hinh 3.2. Tuy nhién, hai bac (5',,5',) khong doc lap véi nhau ma rang
bugc véi nhau cho bai phuong trinh:

tan30°5',-8', =0
Nhu vay bién C duogc goi 1 bién c6 diéu kién bién da bac ty do trong hé

truc toa do chung (x’0’y’).
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Bwéc 2: Lap bang xac dinh ma cuc bo cua cac phan tir theo ma téng thé caa

két cau.
Phan tu M4 cuc bo
TT Loai o ' : 3 ) ° °
S6 mé toan thé
1 b—d | 36,889° | 0 0 1 2
2 b—d |-36,889° | 1 2 3 4
3 b—d 180° 3 4 5 6
4 | b—q | 180° | 5| 6 | 0 0
5 | b—d 90° 5 6 | 1 2

Bwéc 3: Xac dinh ma tran do cing cua cac phan ti trong hé truc toa do chung:
Phan tir 1: ¢=0,8; s=0,6; 1,=500(cm); EA, =2.10°(kN)

¢ ¢S
cs §°
—c*  —cs
| —cs -

CS

Phan tir 2: ¢=0,8; s=-0,6; 1,=500(cm); EA, =2.10°(kN)

¢ s
_EA,| s s —cs
L, |=¢? —cs ¢

|—cs —s* ¢s

Phan tir 3: c=-1; s=0; 1,=400(cm); EA, = 2.10°(kN)

[ ¢? s
cs s
- —cs
| —cs s’

—C2

—CS
c2

CS

—CS X X X x |0
—g? X X X x |0
s | Ix x 256 1921
2| [x x 192 1442
1 [256 -192 -256 192 |
144 192 -144
- 256 -192
(dx) 144
—cs| [500 0 -500 073
<’ | 0 0 0 0|4
cs| |-500 0 500 015
| | 0 0 0 0]6

A W DN P
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Phan tir 4: c=-1; s=0; 1,=400(cm); EA, = 2.10°(kN)

C2

CS

—CS

CS

SZ

—CS

_32

_CZ

—CS
c2

CS

Phan tir 5: ¢=0; s=1; 1,=300(cm); EA, =2.10°(kN)

Buwéc 4: Xac dinh ma tran d6 ctiing cua toan bo két cau trong hé truc toa do

chung.

C

EA.| Cs
2

I, | —c
| —CS

cs —C
s —cs
—cs c?
-s? ¢S

—cs| [500 0
=1 0
cs | X
s | | X
0 0

0 666,667
0 0

0 -666,667

Ma tran do cang cua toan két cau trong hé toa do chung:

<]

512
0
0
—256
192
0

954,667
-192
-144

0
—666,667

756
-192 144
-500 0 1000
0 0 0

(dx) |

666,667 |

1
2
3
4
5
6

0
0
0
0

X X X X

o O o O

X X X X

0
666,667
0
666,667 |

N P O Ol

Buwéc 5: Xac dinh vécto tai trong tac dung nat cua toan hé trong hé truc toa do

chung.

{F}={0 0 0 0 0 10}

Bwéc 6: Xac dinh cac thanh phan chuyén vi tai cac nut.

Phuong trinh c4n bang toan hé: [K*J{S*} = {F*}
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| 512 (dx) |[ug 0
0 954,667 Vg 0
0 ~192 756 uc| |0

256  —144  —192 144 vel ] 0
192 0 500 0 1000 Up 0
. 0 666667 O O O 666,667V, [-10

Khi ké dén diéu kién bién da bac tu do tai nat C:

N N
?UC_VC :?83—84 :0

Phuong trinh can br:ing toan hé duoc viét lai (khi ké dén diéu kién bién

da bac tu do):

[ 512
5 (dx) 0 0
0 954,667
Vg 0
0 192 756 y 0
~256 144  -192 144 VC o
192 0 500 0 1000 uc 0
0 -666667 0O O O 666,667 P
Vp -10
0 0 ?3 1 0 0 0 |lr 0

Ug 0,0043(cm)
—0,0404(cm)
Ue 0,0151(cm)
Ve 0,0087(cm)
Up 0,0076(cm)
Vo —0,0554(cm)

Buwéc 7: Xac dinh noi luc trong cac thanh.
Dé xac dinh noi luc trong cac thanh, ta st dung cong thic:
EA.
N, = M[c.(uj —U;) +S.(V, —vi)]

NGi luc trong céc thanh dan:



N, =

N, =

N3

N, =

5:

2. 105

[o 8.(0,0043—0) +0,6.(-0,0404 —0)] = —8,333(kN)

5
2 10 [o 8.(0,0151—0,0043) —0,6.(0,0087 + 0,0404) | = —8,333(kN)

2 105

[( 1).(0,0076 —0,0151) +0.(-0,0554 — 0,0087) | = 3, 780(kN)

2.10°
400

2.10°

[(—1).(0 —0,0076) +0.(0+0, 0554)] = 3,780(kN)

[0.(0,0043—0,0076) +1.(-0,0404 + 0,0554) | = 10(kN)

Déi véi bai toan cd sé an it viéc tinh toan bang tay nhu trén c6 thé thuc

hién duoc. Nhung khi bai toan c¢6 sé an nhiéu hon thi viéc thyc hién tinh toan

bang tay dé ghép ndi cac ma tran d6 cung cua phan ta dé dugc ma tran do

ciing cua toan bo két cau rat 1au, dic biét rat d& nham Ian. Vi vay, dé thuan

tién cho viéc ap dung phan tich bai toan két ciu bang phuong phap phan tu

hitu han thuong s dung cac ngdbn ngir lap trinh dé tu dong hda tinh toan.

Trong d¢é tai, tic gia da st dung phan mém lap trinh Malabs dé tu dong hoa

thuc hién 7 budc giai bai toan o trén. Sau ddy, tac gia trinh bay chi tiét ting

buéc thuc hién cling nhu ¥ nghia caa mot s6 ci phap cau lénh dé giai. Dé

thuan tién cho viéc giai thich cac budc thuc hién, sé hiéu bac tu do cua céc

nut dugc danh nhu hinh 3.3:

Hinh 3.3 S6 hiéu bac tu do va phan tu
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% clear memory

clear all

% Khai bao thong sé vat liéu

E=2*10"4; % E:Mo dun dan hoi

A=10; % A: Dién tich mat cit ngang

EA=E*A,;

% Cach ghép ndi phan t

nutpt=[1 2;2 3;3 4;4 1,4 2],

% toadonut: Toa do cac nut

toadonut=[0 0;400 300;800 0;400 0];

% sopt: S6 phan tir

sopt=size(nutpt,1);

% sonut: Tong sd nat

sonut=size(toadonut,1);

xx=toadonut(:,1); yy=toadonut(:,2);
Bactudo=2*sonut+1; % Bactudo: Téng s6 bac tu do
U=zeros(Bactudo,1); % U: Véc to chuyén vi nit

% taitrong: Véc to tai trong tac dung nut
taitrong=zeros(Bactudo,1);
docung=zeros(Bactudo); % docung: do cung
taitrong(8)=-10;

% Xac dinh ma tran d6 cing cua toan bo hé

for e=1:sopt;

chiso=nutpt(e,:) ;

bactudopt=[ chiso(1)*2-1 chiso(1)*2 chiso(2)*2-1 chiso(2)*2] ;
xa=xx(chiso(2))-xx(chiso(1));
ya=yy(chiso(2))-yy(chiso(1)); chieudaipt=sqrt(xa*xa+ya*ya);
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C=xalchieudaipt; S=ya/chieudaipt;
k1=EA/chieudaipt* [C*C C*S -C*C -C*S; C*S S*S -C*S -S*S;
-C*C -C*S C*C C*S;
-C*S -S*S C*S S*S];
docung(bactudopt,bactudopt)= docung(bactudopt,bactudopt)+k1;
end
% Gan diéu kién bién da bac tu do
docung(Bactudo,5)=1/sqrt(3);
docung(5,Bactudo)=1/sqrt(3);
docung(Bactudo,6)=-1;
docung(6,Bactudo)=-1;
% Diéu kién bién lam bac tu do bang khéng
btdbien=[1;2];
% Phan tich két qua chuyén vi
chuyenvi=phantich(Bactudo,btdbien,docung,taitrong);
%Xuat két qua chuyén vi tai cac nat dan; Phan luc tai bién
ketquacvpl(chuyenvi,docung,...
Bactudo,btdbien)
% NOi luc trong cac thanh dan
for e=1:sopt
chiso=nutpt(e,:);
bactudopt=[ chiso(1)*2-1 chiso(1)*2 chiso(2)*2-1 chiso(2)*2] ;
xa=xx(chiso(2))-xx(chiso(1)); ya=yy(chiso(2))-yy(chiso(1));
chieudaipt=sqrt(xa*xa+ya*ya); C=xa/chieudaipt; S=ya/chieudaipt;
noiluc(e)=E/chieudaipt*[-C -S C S]*chuyenvi(bactudopt);
end
disp('Noi luc")



A*noiluc’
% V& hinh dang dan trudc va sau khi bién dang
us=1:2:2*sonut-1;
Vs=2:2:2*sonut;
figure
L=xx(2)-xx(1);
XX=chuyenvi(us);YY=chuyenvi(vs);
dispNorm=max(sqrt(XX.”2+YY ."2));
scaleFact=100*dispNorm;
clf
hold on
drawingMesh(toadonut+1000*[ XX YY],nutpt,'L2','k.-");
drawingMesh(toadonut,nutpt,'L2",'r.--");
% File Phan tich chuyén vi
function chuyenvi=phantich(Bactudo,btdbien,docung,taitrong)
bactudotoanhe=setdiff([1:Bactudo], ...

[btdbien]);
% bactudotoanhe: BAc tu do toan hé
U=docung(bactudotoanhe,bactudotoanhe)\taitrong(bactudotoanhe);
chuyenvi=zeros(Bactudo,1); chuyenvi(bactudotoanhe)=U;
% File ketquacvpl: Két qua chuyén vi, phan luc
function ketquacvpl...

(chuyenvi,docung,Bactudo,btdbien)
% Két qua chuyén vi
disp(‘Chuyenvi’)
jJj=1:Bactudo; format

[ij' chuyenvi]
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Chuyenvi

ans =

1.0000 0
2.0000 0
3.0000 0.0043
4.0000 -0.0404
5.0000 0.0151
6.0000 0.0087
7.0000 0.0076
8.0000 -0.0554
9.0000 5.0000
phanluc

ans =

1.0000 2.8868
2.0000 5.0000
Noi luc

ans =

-8.3333
-8.3333
3.7799
3.7799
10.0000

Két qua hinh dang két ciu dan trude va sau khi bién dang: (nhu hinh 3.4).

(cm)
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300 - .
200 -

100 [~

o
[

_100 C r r r r r r r r
0 100 200 300 400 500 600 700  soo (€M)

Hinh 3.4 Két qua hinh dang két cau dan trudc va sau khi bién dang
Pé kiém tra do tin cay cua két qua phan tich, dé tai s& so sanh két qua
phan tich theo phuong phap phan tir hitu han véi két qua phan tich bang

phuong phap tach mat nhu sau:

Hinh 3.5 Phan luc tai C
Xac dinh ndi luc trong cac thanh dan bang phuong phap tach mat;
- Xét can bang toan hé (hinh 3.5):

> M, =4.P-8.sin60°.V, =0 — V, ~5,7735(kN)

- Xét can bang nat C (hinh 3.6a):
Y F, =0,6.N, +sin60°.V, =0 — N, ~—8,3333(kN)
D F =N, +0,8.N, +¢0s60°.V, =0 — N, ~ 3,7799(kN)
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a) Nt C b) Niit D c) Nt B
Hinh 3.6 Tach nat
- Xét can bang nat D (hinh 3.6b):
SR, =N, —P=0 > N, =10(kN)
> F=N,-N, =0 - N, = N, ~3,7799(kN)

- Xét can bang nat B (hinh 3.6¢):

> F=0,8N,-0,8N,=0 — N, = N, ~ —8,3333(kN)
Bang 3.1 Bang so sanh két qua noi luc vi du 3.1
NGi luc N, (kN) | N, (kN) | No(kN) | N, (kN) | N, (kN)
Phuong phap PTHH | -8,3333 | -8,3333 | 3,7799 | 3,7799 10
Phuong phép tach -8,3333 | -8,3333 | 3,7799 | 3,7799 10
mat

Theo két qua so sanh trong bang 3.1 cho thay, khi Ap dung thua sé
Largrange dé giai vi du 3.1 theo phuong phap phan tir hitu han cho két qua

hoan toan tin cay.
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3.2 Vi du phan tich két cau dan phing c6 2 diéu kién bién da bac tw do

Vi du 3.2: Cho két cau chiu lyc nhu hinh 3.7 biét: cac thanh c6 mé dun dan
hoi: E=2.10"(kN/cm®); dién tich mat cit ngang cac thanh la: A=18(cm’);
tai trong tac dung: P =20(kN). Hay x4c dinh cac thanh phan chuyén vi tai cac

nat va noi luc trong céc thanh.

im

A B C

y' 3 Ay R
N P P P P

L 1m L Im | 1m L Im | 1m L Im L

Hinh 3.7 Vi du 3.2
Loi gidi
Trong vi du nay sé an caa bai toan 16n, dé thuan tién dé tai st dung phan
mém Matlab dé 1ap trinh ty dong hoa tinh toan.

(2324) m (21,22)  (1920) m (17.18) m (15.16)

1 Im L Im L 1m | 1m | Im L 1m |

Hinh 3.8 S hiéu bac tu do va phan tu

Roi rac hda két cau dan thanh cac phan tir va danh sé thi ty phan tir va
s6 ma tong thé cho két cdu nhu hinh 3.8.

Tai bién A khi hé chiju lyc thi c6 chuyén vi theo ca hai phuong trong hé
toa d6 chung (x°0’y’), do d6 tai nat A c0 hai bac tu do va dugc danh thir tu
nhu hinh 3.8. Tuy nhién, hai bac (5',5',) khong doc lap vai nhau ma rang
budc véi nhau cho boi phuong trinh:

tan30°8',+58', =0

72



Nhu vay bién A duoc goi 1a bién c6 diéu kién bién da bac ty do trong hé
truc toa do chung (x’0’y’).

Tuong tu nhu vay, tai bién C cd hai bac tu do khong doc lap véi nhau
ma rang budc vaéi nhau cho boi phuong trinh:

8',—06',=0

Nhu vay bién C duogc goi 1 bién c6 diéu kién bién da bac ty do trong hé
truc toa do chung (x’0’y’).

Két qua phan tich

Chuyenvinut
ans =
1.0000 -0.0020
2.0000 0.0012
3.0000 0.0021
4.0000 -0.0562
5.0000 0.0063
6.0000 -0.0571
7.0000 0
8.0000 0
9.0000 -0.0104
10.0000 -0.0581
11.0000 -0.0104
12.0000 -0.0584
13.0000 -0.0104
14.0000 -0.0104
15.0000 -0.0207
16.0000 -0.0484
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17.0000 -0.0111
18.0000 -0.0581
19.0000 -0.0015
20.0000 -0.0204
21.0000 0.0081
22.0000 -0.0571
23.0000 0.0177
24.0000 -0.0462
25.0000 -19.5938
26.0000 19.5938
Noi luc
ans =

8.2813

8.2813
-12.5311
-20.8124
-0.0000

0

-27.7098
-19.1876
-19.1876
-19.1876
-19.1876
-27.7098
20.0000

-0.0000
-40.8124



-0.0000
20.0000
-0.5744
28.8587
28.8587
-0.5744

Két qua hinh dang két cu dan trude va sau khi bién dang: (nhu hinh 3.7).

100~ (cm) e .
50~
ol Ma
_50ﬁ
r r r r r r N
0 100 200 300 400 500 600 (cm)

Hinh 3.9 Két qua hinh dang két cau dan trudc va sau khi bién dang
3.3 Vi du phan tich két cau dan phang cé 1 diéu kién bién da bac tw do va
mot diéu kién bién 1a goi 10 xo dan hoi
Vi du 3.3: Cho két cau chiju lyc nhu hinh 3.10 biét: cac thanh c6 md dun dan
hdi: E :2.104(kN/cm2); dién tich mat cit ngang cac thanh 1a; A:18(cm2);
tai trong tac dung: P =18(kN); d6 cing cua 10 xo k = 1800 (kN/cm). Hay xac

dinh céc thanh phan chuyén vi tai cac n(t va noi luc trong céc thanh.

S L

1m

y Ao o dm  Im , Im , Im | Im

Hinh 3.10 Hinh vi du 3.3
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Loi giai
(25,26)
(23,24) @ (21,22) m %69120)@(17,18) (15,16)

G © @ T 08 T 0100 ) s

Hinh 3.11 S hiéu bac tu do va s6 hiéu phan tir

Trong vi du nay s6 an cua bai toan 16n, dé thuan tién dé tai s dung phan
mém Matlab dé 1ap trinh ty dong hoa tinh toan.

Roi rac hda két cau dan thanh cac phan tir va danh sb thi ty phan tir va
s6 ma tong thé cho két ciu nhu hinh 3.11.

Tai bién B khi hé chiu luc thi cd chuyén vi theo ca hai phuong trong hé
toa d6 chung (x’0’y’), do @6 tai nut B c6 hai bac tu do va dugc danh thir tu
nhu hinh 3.11. Tuy nhién, hai bac (5',5',) khong doc lap véi nhau ma rang
budc vai nhau cho boi phuong trinh:

0'3,—0',=0

Nhu vy bién B dugc goi 13 bién ¢ diéu kién bién da bac tu do trong hé
truc toa do chung (x’0’y’).

Két qua phan tich

120 —~

100
80
60 —
a0 -
20 -

-20

I3 I3 I3 I3 I3 c
o 100 200 300 400 500 600

Hinh 3.12 Hinh dang dan truéc va sau khi bién dang
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Chuyenvinut

ans =

1.0000
2.0000
3.0000
4.0000
5.0000
6.0000
7.0000
8.0000
9.0000
10.0000
11.0000
12.0000
13.0000
14.0000
15.0000
16.0000
17.0000
18.0000
19.0000
20.0000
21.0000
22.0000
23.0000
24.0000
25.0000

-0.0250
0.0300
-0.0450
0.0150
-0.0580
0.0041
-0.0659
-0.0220
-0.0709
-0.0439
-0.0709
-0.0709
-0.0411
-0.0439
-0.0390
-0.0220
-0.0370
0.0041
-0.0349
0.0150
-0.0329
0.0300
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26.0000
27.0000
Noi Luc
-90.0000
-72.0000
-46.6486
-28.6486
-18.0000
0
-5.1982
-7.3514
-7.3514
-7.3514
-7.3514
-5.1982
0
0.0000
0
0.0000
0
5.1982
-5.1982
-5.1982
5.1982

-3.6757



KET LUAN VA KIEN NGHI
Két luan: Qua cac noi dung da trinh bay & cac chuong trong dé tai nghién ctu, co
thé rit ra cac két luan sau day:

1) Dua trén nguyén ly ding thé ning toan phan va phuong phap thira sb
Largange trong bai toan quy hoach toan hoc, dé tai da trinh bay cach xay dung
phuong trinh can bang cho bai toan két cdu hé thanh c6 diéu kién bién da bac ty do
khi giai bang phuong phap phan tir hitu han.

2) Pé tai nghién cau da xay dung dugc cach mé rong ma tran do cang cua
toan hé, véc to tai trong tac dung ndt toan hé trong hé truc toa do chung cua bai toan
két cau c6 mot diéu kién bién da bac tu do hoic co nhiéu diéu kién bién da bac tu do
khi giai bang phuong phap phan tir hitu han.

3) Khi st dung ham sb Largrange dé giai bai toan két cau co diéu kién bién
phtic tap bang phuong phap phan tir hitu han khdng phai sta lai s6 hiéu cua cac bac
tu do tai c4c ndt cua phan tir va day 1a wu diém so véi phuong phéap khir an chinh
phu va phuong phéap Panalty.

4) Str dung ham sé Largrange dé giai bai toan két cdu c6 diéu kién bién phuc
tap bang phuong phép phan tir hitu han, do ma tran d6 ciing va véc to tai trong tac
dung tai cac nat khdng phai sip xép lai ma chi c6 mé rong thém cip caa ma tran.
Do d6 c6 thé tranh duoc nhitng khé khan phai ting ving b nhé dé luu trir ma tran
d6 cang ciing nhu viéc chon an sé chinh trong bai toan nhiéu diéu kién bién da bac
tu do nhu khi st dung phuong phap khtr thanh phan chinh phu.

5) St dung ham sé Largrange dé giai bai toan két cau co diéu kién bién phuc
tap bang phwong phap phan tr hitu han cho két qua chinh xéac va khéng phai phu
thugc vao gia tri ctia trong s6 nhu phuong phéap Panalty.

Kién nghi: Do cach tinh don gian va str dung twong ddi hiéu qua trong viéc giai cac
bai toan két cau co diéu kién bién da bac ty do bang phuong phéap phan tir hitu han,
nén phuong phép sir dung ham sb Largrange nay c6 thé dua vao giang day cho céc
sinh vién khi phai giai cac bai toan két cau c6 diéu kién bién da bac tu do bang

phuong phap phan tir hitu han.
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