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MỞ ĐẦU 

Lý do lựa chọn đề tài 

Kết cấu dàn là một trong những dạng kết cấu xuất hiện từ rất sớm và ngày 

càng được sử dụng rộng rãi trong các công trình xây dựng Dân dụng và Công 

nghiệp, An ninh Quốc phòng. Ngay từ xa xưa, khi ngành công nghiệp vật liệu 

chưa phát triển thì các vật liệu như gỗ, tre v.v… đã được sử dụng làm kết cấu 

dàn cho các cây cầu vượt được nhịp 20-30m. Khi khoa học vật liệu phát triển thì 

kết cấu dàn càng đóng vai trò to lớn và thường được các Kỹ sư thiết kế lựa chọn 

làm giải pháp thiết kế trong các công trình vượt được khẩu độ lớn. 

Kết cấu dàn là kết cấu có rất nhiều ưu điểm như: tiết kiệm vật liệu, cho 

vượt khẩu độ lớn, nhẹ, kinh tế và đặc biệt về phương diện kiến trúc có thể tạo 

được nhiều hình dáng khác nhau như: vòm cầu, vòm trụ, vòm yên ngựa 

v.v…mà hiện nay có rất nhiều công trình trên thế giới sử dụng các loại hình 

dáng này. Vì vậy, ngày nay kết cấu dàn được sử dụng rỗng rãi trong các công 

trình cầu, các cột truyền tải điện, cột truyền thông, dàn khoan và làm mái che 

cho các công trình sân vận động, nhà thi đấu, cung thể thao, trung tâm thương 

mại, xưởng sửa chữa bảo dưỡng máy bay v.v… 

Trước kia, khi tính toán phân tích nội lực cho kết cấu dàn thường được 

thực hiện tính toán bằng thủ công với các phương pháp đơn giản như: Phương 

pháp tách mắt, Phương pháp mặt cắt đơn giản, Phương pháp mặt cắt phối hợp, 

Phương pháp họa đồ - Giản đồ Maxwell-Cremona v.v… Hiện nay do sự phát 

triển của công nghệ tin học điện tử nên việc tính toán đơn giản và thuận tiện 

hơn rất nhiều nhờ các phần mềm phân tích tính toán ứng dụng được viết dựa 

theo phương pháp phần tử hữu hạn như phần mềm Sap, Etabs v.v…, đặc biệt 

các phần mềm này có thể phân tích tính toán với các kết cấu siêu tĩnh bậc cao. 

Tuy nhiên để làm phong phú thêm phương pháp phân tích kết cấu dàn, tác giả 

lựa chọn đề tài : “Một cách tiếp cận mới trong việc phân tích (nội lực, 

chuyển vị) bài toán tuyến tính kết cấu dàn”. 
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Mục đích nghiên cứu 

Nhằm làm phong phú thêm phương pháp giải bài toán kết cấu dàn, khác 

với các cách giải đã được trình bày trong các tài liệu cơ học hiện nay.  

Đối tượng và phạm vi nghiên cứu 

Đề tài tập trung nghiên cứu phương pháp phân tích tuyến tính kết cấu 

dàn (dàn phẳng; dàn không gian) chịu tải trọng tĩnh tại các nút dàn với các giả 

thuyết sau: 

Giả thiết 1: Nút của dàn phải nằm tại giao điểm của các trục thanh và là 

khớp lý tưởng (các đầu thanh quy tụ ở nút có thể xoay một cách tự do không 

ma sát). 

Giả thiết 2: Tải trọng chỉ tác dụng tại các nút dàn. 

Giả thiết 3: Trọng lượng bản thân của các thanh không đáng kể so với 

tải trọng tổng thể tác dụng lên dàn. 

Giả thiết 4: Tải trọng tác dụng lên kết cấu dàn được bảo toàn về phương, 

chiều và độ lớn trong quá trình kết cấu biến dạng. 

Phương pháp nghiên cứu 

Dựa trên phương pháp nguyên lý cực trị Gauss của GS TSKH Hà Huy 

Cương và kết hợp phần mềm Matlabs. 

Ý nghĩa khoa học và thực tiễn của đề tài 

Vấn đề các phương pháp phân tích kết cấu dàn đã được rất nhiều sách cơ 

học khác nhau trong nước cũng như nước ngoài giới thiệu. Ý nghĩa khoa học 

và thực tiễn của đề tài nghiên cứu là giới thiệu một cách tiếp cận khác để làm 

phong phú thêm các phương pháp giải trong bài toán kết cấu dàn. 

Bố cục của đề tài 

         Ngoài phần mở đầu, phần kết luận, tài liệu tham khảo và phụ lục. Nội 

dung chính của đề tài được bố cục trong 3 chương: 
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- Chương 1 Tổng quan về kết cấu dàn: Trong chương này trình bày ứng 

dụng và sự phát triển kết cấu dàn trong các công trình xây dựng. Đồng thời 

trình bày các phương pháp phân tích kết cấu dàn hiện nay thường được trình 

bày trong các sách cơ học. Cuối chương là các vấn đề được đặt ra để nghiên 

cứu trong đề tài 

- Chương 2 Lý thuyết phân tích kết cấu dàn dựa trên phương pháp 

nguyên lý cực trị Gauss: Trong chương này sẽ trình bày phương pháp nguyên 

lý cực trị Gauss và việc ứng dụng phương pháp nguyên lý cực trị Gauss để 

phân tích kết cấu dàn.  

- Chương 3 Một số ví dụ phân tích kết cấu dàn: Dựa trên phương pháp 

nguyên lý cực trị Gauss đã trình bày trong chương 2 để phân tích chuyển vị, 

nội lực một số kết cấu dàn (dàn phẳng; dàn không gian) chịu tải trọng tĩnh. 
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Chương 1 

 TỔNG QUAN VỀ PHÂN TÍCH KẾT CẤU DÀN 

 

1.1 Đặc điểm và ứng dụng kết cấu dàn 

Kết cấu dàn là kết cấu được tạo thành từ các thanh liên kết với nhau tại 

các nút dàn, nút dàn phải nằm tại giao điểm của các trục thanh (hình 1.1). 

Thanh xiªn Thanh ®øng Biªn trªn

Biªn d í i

M¾t

 

Hình 1.1 Kết cấu dàn 

Khoảng cách giữa các gối tựa được gọi là nhịp dàn. Giao điểm giữa các 

thanh dàn được gọi là nút dàn (hoặc mắt dàn). Những thanh dàn nằm trên chu 

vi của dàn tạo thành đường biên trên (thanh cánh trên) và biên dưới (thanh 

cánh dưới). Các thanh nằm bên trong các đường biên tạo thành hệ thanh bụng. 

Hệ thanh bụng gồm các thanh đứng và thanh xiên. Khoảng cách giữa các nút 

thuộc đường biên gọi là đốt dàn. 

Khi lực chỉ đặt tại nút thì các thanh dàn chủ yếu làm việc chịu kéo hoặc 

nén, do đó ta có thể coi các nút dàn là khớp. Do kết cấu dàn khi chịu lực, các 

thanh chủ yếu chỉ chịu kéo hoặc nén nên tận dụng hết được khả năng làm việc 

của vật liệu. Vì vậy kết cấu dàn là kết cấu tiết kiệm vật liệu và về phương diện 

kiến trúc có thể tạo được nhiều hình dáng khác nhau, nên kết cấu dàn được sử 

dụng nhiều trong các công trình cầu, dàn khoan, cột truyền tải điện và làm kết 

cấu mái che cho các công trình nhà thi đấu, sân vận động, nhà hát, sân bay v.v... 

Kết cấu dàn đầu tiên trên thế giới được xây dựng năm 1863 là công trình 

Schwedler Dome tại Berlin do kỹ sư Schwedler người Đức thiết kế, có dạng 

kết cấu vòm được tạo bởi các lưới ô tam giác và vượt được khẩu độ 30m. Đến 
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năm 1889 tại Pari Pháp xây dựng tháp Eiffel nằm cạnh sông Seine có chiều 

cao 325 m trở thành biểu tượng của kinh đô ánh sáng. Năm 1898 tại Việt 

Nam, các Kỹ sư người Pháp đã thiết kế và xây dựng cây cầu Long Biên, cây 

cầu dài 2.290m làm bằng dàn thép [2]. 

Năm 1940 tại Berlin Max Mengeringhausen đã nghiên cứu ra hệ kết cấu 

Mero (System of nodes and beams - MEngeringhausen ROhrbauweise), từ 

đây trở đi kết cấu dàn không ngừng được nghiên cứu và ứng dụng vào các 

công trình thực thực tế [2].  

  

Hình 1.2 Sân vận động Astrodome Hình 1.3  Nhà thi đấu Superdome 

 

Hình 1.4  Nhà thi đấu Nagoya Dome 
Hình 1.5 Nhà hát lớn Bắc kinh 

Năm 1965 công trình sân vận động Astrodome được xây dựng tại bang 

Texas  nước Mỹ có sức chứa 42.217 người, chiều dài nhịp dàn là 196m (hình 

1.2) [2]. 
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Năm 1975 cũng tại Mỹ các nhà kỹ sư đã thiết kế công trình Superdome 

là nơi tổ chức các sự kiện thể thao và triển lãm có sức chúa 73.208 người, có 

chiều dài nhịp dàn là: 207m (hình 1.3) [2]. 

Năm 2000 tại Nhật Bản đã thiết kế được dàn không gian cho công trình 

Nagoya Dome có sức chứa 40.500 người với kích thước khẩu độ trên 180m 

(hình 1.4) [2].  

Năm 2007 Trung Quốc đã xây dựng nhà hát lớn tại Bắc Kinh dạng hình 

Elipsoid, với kích thước một chiều 144m và một chiều 212m. Chiều cao của 

công trình 46m và công trình có sức chứa 5.452 người (hình 1.5). 

Ngoài ứng dụng làm kết cấu 

cho các công trình nhịp lớn như đã 

kể trên, kết cấu dàn còn có tác dụng 

giảm chấn cho các kết cấu công 

trình chịu động đất. Khi có động đất 

xẩy ra thì trên kết cấu dàn STMFs 

(Special Truss moment frames) xuất 

hiện các vị trí biến dạng  

Vï ng tiªu t¸n n¨ng l î ng

 

Hình 1.6 Kết cấu STMFs 

dẻo (vùng tiêu tán năng lượng) như hình 1.6, làm tăng khả năng giảm chấn 

cho công trình [2]. 

Ngoài ra, do cách tính đơn giản của dàn nên có thể dùng sơ đồ dàn ảo để 

mô tả tính toán trong kết cấu dầm và bản bê tông (trạng thái có vết nứt): Khi 

tính toán thiết kế các vùng liên tục theo trạng thái giới hạn độ bền và để thiết 

kế cấu tạo chi tiết cho các vùng không liên tục theo trạng thái giới hạn độ bền, 

kiểm tra trạng thái giới hạn sử dụng. Mô hình dàn ảo bao gồm các thanh chéo 

đại diện cho trường ứng suất nén, các thanh giằng đại diện cho cốt thép và các 

nút liên kết có vị trí, hướng trùng với cốt thép [2]. 
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1.2 Các giả thuyết khi tính toán dàn 

Để tính dàn được đơn giản, ta thừa nhận các giả thuyết sau: 

Giả thuyết 1: Nút của dàn phải nằm tại giao điểm của các trục thanh và 

là khớp lý tưởng (các đầu thanh quy tụ ở nút có thể xoay một cách tự do 

không ma sát). 

Giả thuyết 2: Tải trọng chỉ tác dụng tại các nút dàn. 

Giả thuyết 3: Trọng lượng bản thân của các thanh không đáng kể so với 

tải trọng tổng thể tác dụng lên dàn. 

Giả thuyết 4: Góc của các trục thanh trước và sau khi dàn chịu lực là 

không thay đổi. 

Từ các giả thuyết 1, giả thuyết 2 và giả thuyết 3 ta đi đến kết luận quan 

trọng: Các thanh trong dàn chỉ chịu kéo hoặc chịu nén, nghĩa là trong dàn chỉ 

tồn tại lực dọc N mà không có mô men uốn M và lực cắt Q.  

Từ giả thuyết 2 và giả thuyết 3 thì khi phân tích, tính toán kết cấu dàn ta 

phải tính toán kết cấu dàn như kết cấu khung với các tải trọng đặt ở nút khung 

và lúc này các nút khung được coi là tuyệt đối cứng. Khi dàn tính toán như 

kết cấu khung để cho đơn giản trong tính toán thì bài toán ta phải thêm một 

giả thuyết nữa là: Biến dạng dọc trục thanh là rất nhỏ. 

Đặc biệt khi ta có giả thuyết 1, giả thuyết 2 giả thuyết 3 và giả thuyết 4 

việc tính toán kết cấu dàn được đơn giản đi rất nhiều mà hiện nay khi tính 

toán kết cấu dàn với rất các phương pháp khác nhau đều phải sử dụng bốn giả 

thuyết này. 
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1.3 Phân loại 

a) Dµn tÜnh ®Þnh b) Dµn siªu tÜnh ngoµi, tÜnh ®Þnh trong

c) Dµn siªu tÜnh trong, tÜnh ®Þnh ngoµi d) Dµn siªu tÜnh ngoµi, siªu tÜnh trong  

Hình 1.7 Phân loại kết cấu dàn 

Dựa vào mức độ phức tạp khi giải của bài toán dàn có thể phân kết cấu 

dàn thành bốn loại: Dàn tĩnh định (hình 1.7a); Dàn siêu tĩnh trong, tĩnh định 

ngoài (hình 1.7b); Dàn siêu tĩnh ngoài, tĩnh định trong (hình 1.7c); Dàn siêu 

tĩnh trong và siêu tĩnh ngoài (hình 1.7d). Ngoài ra còn có rất nhiều cách phân 

loại khác nhau như nếu căn cứ vào độ vồng của dàn có thể phân thành dàn 

dầm và dàn vòm, nếu căn cứ vào tọa độ các nút dàn có thể phân thành dàn 

phẳng và dàn không gian v.v… 

1.4. Một số phương pháp tính toán kết cấu dàn hiện nay thường sử dụng 

1.4.1 Phương pháp tách nút 

Phương pháp tách nút là trường hợp đặc biệt của phương pháp mặt cắt. 

Trong đó hệ lực cần khảo sát cân bằng là hệ lực đồng quy. 

Nội dung phương pháp: Phương pháp tách nút là sự khảo sát sự cân bằng 

của từng nút được tách ra khỏi dàn. 

Thứ tự áp dụng: 

- Lần lượt tách từng nút ra khỏi dàn bằng những mặt cắt bao quanh nút.  

- Thay thế tác dụng của các thanh bị cắt bằng lực dọc trong thanh đó, sau 

khi thay thế tại mỗi nút ta có một hệ lực đồng quy.  
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- Khảo sát sự cân bằng của từng nút chúng ta sẽ xây dựng nên được một 

hệ phương trình cân bằng các nút mà ẩn số của các hệ này là lực dọc trong các 

thanh dàn.  

- Cuối cùng ta chỉ việc giải hệ sẽ xác định được lực dọc trong các thanh dàn. 

Phạm vi áp dụng phương pháp: Phương pháp tách nút chỉ sử dụng tính toán 

các dàn tĩnh định còn dàn siêu tĩnh không áp dụng được. 

1.4.2 Phương pháp mặt cắt 

Nội dung phương pháp: Phương pháp mặt cắt đơn giản được thực hiện bằng 

mặt cắt qua các thanh tìm nội lực (số lực chưa biết không lớn hơn số phương 

trình cân bằng được lập) và viết phương trình cân bằng cho từng phần của dàn. 

Thứ tự áp dụng:  

- Thực hiện mặt cắt qua thanh cần tìm nội lực và mặt cắt chia dàn ra làm 

hai phần độc lập.  

- Thay thế tác dụng của các thanh bị cắt bằng các lực dọc tương ứng. Khi 

chưa biết lực dọc ta giả thiết lực dọc dương nghĩa là hướng ra ngoài mặt cắt 

đang xét. 

- Lập phương trình cần bằng cho một phần dàn bị cắt (phần bên phải 

hoặc phần bên trái). Từ các phương trình cần bằng sẽ suy ra nội lực cần tìm. 

Nếu kết quả mang dấu dương thì chiều nội lực hướng theo chiều giả định, tức 

là kéo. Ngược lại nếu kết quả mang dấu âm thì chiều nội lực hướng ngược 

chiều giả định, tức là nén. 

Phạm vi áp dụng phương pháp: Phương pháp mặt cắt đơn giản chỉ dùng 

tính toán cho dàn tĩnh. 

1.4.3 Phương pháp mặt cắt phối hợp 

Nội dung phương pháp: 

Phương pháp mặt cắt phối hợp được áp dụng để tính dàn khi không dùng 

được mặt cắt đơn giản, nghĩa là khi tại một mặt cắt, số lực chưa biết lớn hơn 
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ba. Mục đích chính của phương pháp này là tìm cách thiết lập một số phương 

trình cân bằng chỉ chứa một số lực chưa biết bằng số phương trình đó. Khi 

thiết lập một phương trình cân bằng trong mỗi mặt cắt nói chung ta chỉ có thể 

loại trừ được hai lực chưa biết. 

 Bởi vậy, khi chỉ có thể thực hiện mặt cắt qua bốn thanh chưa biết nội 

lực mới đủ điều kiện là cắt qua thanh cần tìm nội lực và chia dàn thành hai 

phần độc lập thì ta phải dùng hai mặt cắt phối hợp. Với hai mặt cắt thì ta có 

thể tìm được ngay hai nội lực theo hai phương trình. Muốn vậy: 

- Hai mặt cắt cùng phải đi qua hai thanh cần tìm nội lực và mỗi mặt cắt 

chỉ có thể đi qua hai thanh khác chưa cần tìm nội lực. 

- Trong mỗi mặt cắt, thiết lập một phương trình cân bằng sao cho các lực 

chưa cần tìm không tham gia. 

Phạm vi áp dụng phương pháp: Phương pháp mặt cắt phối hợp chỉ dùng 

tính toán cho dàn tĩnh. 

1.4.4 Phương pháp họa đồ  

Nội dung phương pháp: 

Phương pháp họa đồ hay (còn gọi phương pháp Giản đồ Maxwell – 

Cremona) là phương pháp vẽ để giải bài toán. Có thể dùng phương pháp này 

để giải nhiều bài toán khác nhau của cơ học và để xác định phản lực, nội lực 

cho hệ dàn tĩnh định. Cách giải bài toán được trình bày toàn bộ trên hình vẽ 

gọi là giản đồ Maxwell – Remona. 

Dựa vào điều kiện cần và đủ để hệ lực đồng quy được cân bằng là đa 

giác lực của hệ đồng quy này phải khép kín. Lần lượt áp dụng điều kiện này 

cho từng nút của dàn bị tách ra theo thứ tự sao cho tại mỗi nút của dàn chỉ có 

hai nội lực chưa biết trị số nhưng đã biết phương thì ta xác định được nội lực 

của tất cả các thanh dàn. 
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Phạm vi áp dụng phương pháp: Phương pháp họa đồ chỉ dùng tính toán cho 

dàn tĩnh. 

1.4.5 Phương pháp lực 

Nội dung phương pháp: 

Phương pháp lực được áp dụng trong việc tính toán hệ dàn siêu tĩnh. Để 

tính toán hệ dàn siêu tĩnh, ta không tính trực tiếp trên hệ đó mà tính trên một 

hệ thay thế khác cho phép dễ dàng xác định nội lực. Hệ thay thế này suy ra từ 

hệ siêu tĩnh đã cho bằng cách loại bớt các liên kết thừa gọi là hệ cơ bản. Hệ 

cơ bản của phương pháp lực phải là hệ bất biến hình suy ra từ hệ siêu tĩnh đã 

cho bằng cách loại bỏ tất cả hay một số liên kết thừa. Nếu loại bỏ tất cả các 

liên kết thừa thì hệ cơ bản là tĩnh định còn nếu chỉ loại bỏ một số liên kết thừa 

thì hệ cơ bản là siêu tĩnh có bậc thấp hơn. Điều quan trọng là hệ cơ bản phải 

là bất biến hình và cho phép ta xác định nội lực của các thanh dễ dàng. Vì vậy, 

trong đại đa số trường hợp ta thường chọn hệ cơ bản là tĩnh định. 

Để đảm bảo cho hệ cơ bản làm việc giống hệ siêu tĩnh đã cho cần bổ 

sung thêm các điều kiện. Trong hệ cơ bản đặt các lực X1, X2,…, Xn tương ứng 

với vị trí và phương của các liên kết bị loại bỏ. Những lực này liên kết giữ vai 

trò là ẩn. Thiết lập điều kiện chuyển vị trong hệ cơ bản tương ứng với vị trí và 

phương của các liên kết bị loại bỏ bằng không.  

Phạm vi áp dụng phương pháp: Phương pháp lực thường áp dụng để giải 

các bài toán dàn siêu tĩnh. 

1.4.6 Phương pháp chuyển vị 

Nội dung phương pháp: 

Phương pháp chuyển vị cũng là phương pháp dùng để xác định nội lực 

trong hệ dàn siêu động (Hệ siêu động là những hệ khi chịu chuyển vị cưỡng 

bức, nếu chỉ dùng các điều kiện động học không thôi thì chưa đủ để xác định 

tất cả các chuyển vị tại các nút hệ). Khác với phương pháp lực, trong phương 
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pháp chuyển vị ta dùng tập hợp các biến dạng ở hai đầu thanh làm đại lượng 

cần tìm. Những đại lượng này sẽ tìm được nếu biết chuyển vị tại các nút của 

hệ. Như vậy theo phương pháp này ta chọn ẩn là chuyển vị của các nút của hệ. 

Chính vì lẽ đó mà phương pháp được gọi là phương pháp chuyển vị (còn gọi 

là phương pháp biến dạng). Sau khi xác đinh chuyển vị tại các nút, tức là 

chuyển vị tại đầu thanh ta sẽ xác định được nội lực. 

Theo phương pháp chuyển vị, để tính hệ siêu động ta không tính trên hệ 

đó mà thực hiện tính toán trên hệ cơ bản đồng thời bổ sung các điều kiện đảm 

bảo cho hệ cơ bản làm việc giống hệ thực. 

Hệ cơ bản của phương pháp chuyển vị là hệ suy ra từ hệ siêu động đã 

cho bằng cách đặt thêm vào hệ những liên kết phụ nhằm ngăn cản chuyển vị 

xoay và chuyển vị thẳng của các nút trong hệ (những liên kết phụ gồm hai 

loại: liên kết mômen và liên kết lực). Hệ cơ bản có thể là hệ xác định động 

hoặc hệ siêu động. Nếu số liên kết được đặt thêm vào hệ bằng số bậc siêu 

động thì hệ cơ bản là hệ xác định động. Nếu số liên kết đặt thêm vào hệ ít hơn 

số bậc siêu động ta được hệ cơ bản là hệ siêu động với bậc thấp hơn. 

Nếu hệ cơ siêu động có n liên kết đặt thêm, lần lượt ký hiệu các chuyển 

vị Z1, Z2,…, Zk,…, Zn  với Zk là chuyển vị cưỡng bức tại liên kết thứ k đặt vào hệ. 

Các chuyển vị này giữ vai trò là ẩn số của phương pháp chuyển vị.  

Phạm vi áp dụng phương pháp: Phương pháp chuyển vị thường áp dụng để 

giải các bài toán dàn siêu động. 

1.4.7 Phương pháp phần tử hữu hạn 

Phương pháp phần tử hữu hạn là phương pháp rời rạc hóa kết cấu công 

trình thành một số hữu hạn các phần tử. Các phần tử này được nối với nhau 

tại các điểm định trước thường tại đỉnh phần tử (thậm trí tại các điểm trên 

biên phần tử) gọi là nút. Như vậy việc tính toán kết cấu công trình được đưa 

về tính toán trên các phần tử của kết cấu sau đó kết nối các phần tử này lại với 
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nhau ta được lời giải của một kết cấu công trình hoàn chỉnh. Dưới đây tác giả 

giới thiệu cách xây dựng cách giải bài toán dàn theo phương pháp phần tử 

hữu hạn [16]. 

Xây dựng phương trình cân bằng cho phần tử 

iFi Fjj

 

Hình 1.8 Phần tử ij  trong hệ trục tọa độ riêng 

Phương trình cân bằng của phần tử chịu kéo nén đúng tâm (hình 1.8): 

ij i

ji jij

F 1 1EF

F 1 1l

    
         

                                             (1.1a) 

hay:    F k                                                                          (1.1b) 

trong đó: 
ij

1 1EF
k

1 1l

 
       

 : là độ cứng của phần tử trong hệ trục tọa độ 

riêng. 

Bây giờ trong trường hợp tổng quát hệ trục tọa độ chung không trùng với 

hệ trục tọa độ riêng. Xét phần tử thanh ij  (hình 1.9) có tọa độ các nút là 

 i i ii x , y ,z ,  j j jj x , y ,z .  

y 
-y

j
i

z -zj i

x -xj i

x

z

y
i(x ,y ,z )

i i i

j(x ,y ,z )
j j j

 

Hình 1.9 Phần tử ij trong hệ trục tọa độ chung 
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Chiều dài của phần tử là: 

     
2 2 2

ij j i j i j il x x y y z z                                   (1.2) 

Các côsin chỉ phương của phần tử: 

     

     

     

j i

2 2 2

j i j i j i

j i

2 2 2

j i j i j i

j i

2 2 2

j i j i j i

x x
l

x x y y z z

y y
m

x x y y z z

z z
n

x x y y z z







    





     

 


     


                               (1.3) 

 Giả sử ij
F , ji

F  có phương dọc thanh thì: 

   

T

T ij(x) (y) (z) (x) (y) (z)

ij ij ij ji ji ji

ji

Fl m n 0 0 0
F F F F F F

F0 0 0 l m n

  
      

   
      (1.4) 

hay:                  
ij

F T F                                                     (1.5) 

Trong đó:  T là ma trận chuyển trục. 

                       
T

l m n 0 0 0
T

0 0 0 l m n

 
  
 

                          (1.6) 

Tương tư ta cũng có: 

                         ij
T    hay      

T

ij
T                       (1.7) 

Thay (1.7) vào (1.1b) được: 

       
T

ij
F k T                      (1.8) 

Thay (1.8) vào (1.5) được: 

                  
T

ij ij
F T k T     hay      

ij ijij
F k               (1.9) 

Trong đó: 
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2

2

2
T

2 2

ij

2 2

2 2

l

lm m đx

ln mn nEF
k T k T

l l ml nl l

lm m nm lm m

ln mn n ln mn n

 
 
 
 

         
   
 
    

      (1.10a) 

Ma trận  k  là ma trận bậc 6x6 có thể phần thành gồm 4 ma trận 3x3 

như sau:  

                   
   

   
ii ij

ji jj

k k
k

k k

 
 
  

                                                 (1.10b) 

trong đó:         

2

2

ii jj ij ji

2

l đx

k k k k lm m

ln mn n

 
 

       
 
 

                 (1.10c) 

Như  vậy (1.9) có thể được viết lại như sau: 

         
 

 

   

 

ij ii ij ij

ji ji jj ji

F k k

F k k

        
     
                 

                                      (1.11) 

trong đó: 

 ij
F : véc tơ tải trọng tác dụng lên nút i  theo phương ij  và   x y z

ij ij ij ij
F F ,F ,F     

 ji
F : véc tơ tải trọng tác dụng lên nút j  theo phương ij  và   x y z

ji ji ji ji
F F ,F ,F     

 i : véc tơ chuyển vị nút i  theo phương ij  và  i i i i
u ,v ,w      

 j : véc tơ chuyển vị nút i  theo phương ij  và  j j j j
u ,v ,w      

Xây dựng phương trình cân bằng cho toàn bộ kết cấu dàn 

Phần trên đã xây dựng phương trình cân bằng cho một phần tử, trong 

mục này sẽ xây dựng phương trình cân bằng cho toàn bộ kết cấu dàn. Nếu xét 

tại nút i của dàn có các thanh quy tụ là ij,ik,il,im,...,in (hình 1.10).  
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x

z

y

i

j

k

l

m

n
Pi

 

Hình 1.10 Cân bằng nút i  

Như vậy điều kiện liên tục là chuyển vị tại nút icủa tất cả các thanh quy 

tụ tại nút i phải bằng nhau: 

           j k l m n

i i i i i i
...                                       (1.12) 

trong đó:  

         j k l m n

i i i i i
; ; ; ;...;      : lần lượt là các véc tơ chuyển vị tại nút i của 

các thanh ij,ik,il,im,...,in ; 

 i : véc tơ chuyển vị tại nút i . 

Ngoài ra tại nút i  còn cần phải đảm bảo điều kiện cân bằng lực: 

           i ij ik il im in
P F F F F ... F                                         (1.13) 

trong đó:  

 i
P  : là véc tơ tải trọng tác dụng tại nút i   

T

i ix iy iz
P P P P    ; 

ix iy iz
P ,P ,P  : là các thành phần tải trọng theo phương x, y, x. 

Theo (1.11) ta có phương trình cân bằng cho tất cả các thanh tại nút i : 

Thanh ij:      j

ij ii i ij j
F k k          

Thanh ik :      k

ik ii i ik k
F k k           

Thanh in :      n

ik ii i in n
F k k           

thay các lực trên vào công thức (1.13) được: 
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                i ii ij ik ik il il im im in in
P k k k k ... k                  (1.14) 

trong đó: j k l m n

ii ii ii ii ii ii
k k k k k ... k       

Biểu thức (1.14) là điều kiện viết cho cân bằng tại nút i . Nếu dàn có n 

nút thì ta có được 3n phương trình và có thể viết như sau: 

       
     

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

11 12 1i 1n 1 1

22 2i 2n 2 2

ii in i i

nn n n

k k ... k ... k P

k ... k ... k P

k ... k P

đx

k P

     
     

     
     

     
     

     
     

         

                 (1.15a) 

hay: 

    K P                                                                              (1.15b) 

trong đó:  

 K  : là ma trận độ cứng của toàn bộ kết cấu dàn; 

          
T T

1 2 i n 1 1 1 2 2 2 i i i n n n
... ... u v w u v w ...u v w ...u v w         : là véc tơ 

chuyển vị tại các nút dàn. 

Xử lý điều kiện biên 

Biên cố định: Tại những biên cố định thì sẽ có các bậc tự do bằng không. 

Trong phương trình cân bằng tại những bậc tự do nào bằng không thì trong 

ma trận [K],   và  P  bỏ đi những hàng và cột tương ứng với bậc tự do đó. 

Biên chuyển vị cưỡng bức: Giả sử tại nút biên bậc tự do m  có chuyển vị 

cưỡng bức m
a   thì trong ma trận độ cứng tổng thể [K] và vectơ tải trọng 

nút tổng thể {P} ta gán một số A có độ lớn bằng vô cùng lần lượt vào các vị 

trí mm
k  thay bằng  mm

k A , m
P  thay bằng  mm

k A a . 
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Nếu sử dụng phương pháp phần tử hữu hạn để tính toán cho kết cấu dàn 

tuyến tính thì theo phương trình (1.15) các 
ij

K  là các hằng số do đó dễ dàng 

xác định được các thành phần chuyển vị trong các nút. 

Phạm vi áp dụng phương pháp: Phương pháp phần tử hữu hạn áp dụng để 

giải các bài toán dàn tĩnh định cũng như dàn siêu tĩnh. 

1.5 Mục tiêu nghiên cứu của đề tài 

Qua các phân tích ở các phần trên của đề tài, nhằm làm phong phú cho 

các cách phân tích kết cấu dàn cũng như có một cách tiếp cận khác cho việc 

phân tích tuyến tính bài toán kết cấu dàn chịu tải trọng tĩnh tại các nút dàn 

mục tiêu nghiên cứu của đề tài như sau: 

1) Dựa trên phương pháp nguyên lý cực trị Gauss xây dựng được 

phương pháp phân tích tuyến tính cho bài toán kết cấu dàn chịu tải trọng tĩnh 

tại các nút dàn theo hai cách tiếp cận: chọn các thành phần chuyển vị tại các 

nút dàn làm ẩn số; chọn các thành phần nội lực trong các thanh dàn làm ẩn số. 

2) Áp dụng phương pháp nguyên lý cực trị Gauss để phân tích tuyến tính 

một số ví dụ kết cấu dàn chịu tải trọng tĩnh tại các nút dàn. Các kết quả phân 

tích này được so sánh với các cách giải khác để thấy được độ tin cậy của 

phương pháp.  

3) Ứng dụng phần mềm Matlab để tự động hóa phân tích tuyến tính kết 

cấu dàn chịu tải trọng tĩnh dựa trên phương pháp nguyên lý cực trị Gauss.
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Chương 2 

LÝ THUYẾT PHÂN TÍCH KẾT CẤU DÀN DỰA TRÊN PHƯƠNG PHÁP 

NGUYÊN LÝ CỰC TRỊ  GAUSS 

 

Trong chương này của đề tài, tác giả sẽ trình bày Nguyên lý cực trị 

Gauss và việc áp dụng Nguyên lý cực trị Gauss trong việc giải các bài toán cơ 

học biến dạng. Cuối chương tác giả trình bày chi tiết cách áp dụng Nguyên lý 

cực trị Gauss trong việc phân tích nội lực, chuyển vị các bài toán tuyến tính 

kết cấu dàn chịu tải trọng tĩnh tại các nút dàn theo hai cách tiếp cận bài toán: 

Chọn ẩn số chính là các thành phần chuyển vị tại các nút dàn; Chọn ẩn số 

chính là các thành phần nội lực trong các thanh dàn. 

2.1 Nguyên lý cực trị Gauss 

2.1.1. Nguyên lý cực tiểu Gauss và bất đẳng thức Gauss 

Trước khi trình bày nguyên lý của mình, nhà toán học người Đức 

K.F.Gauss (1777 – 1855) đã đưa ra các nhận xét sau:  

+ Tại sao ngay từ đầu lại không xét liên kết không giữ. Cho nên nguyên 

lý cực trị Gauss nhằm thỏa mãn điều kiện này, liên kết không giữ và xem liên 

kết giữ là trường hợp riêng. 

+ Gauss viết tiếp: “Nguyên lý D’Alembert đưa bài toán động lực học về 

bài toán tĩnh học, còn nguyên lý vận tốc ảo biến vấn đề tĩnh học thành vấn đề 

toán học thuần túy và mọi nguyên lý của cơ học hoặc nhiều hoặc ít đều có thể 

trực tiếp rút ra từ hai nguyên lý trên”. 

Nguyên lý cực tiểu Gauss được xây dựng đối với cơ hệ có liên kết không 

giữ (là cơ hệ cơ liên kết một chiều, điều kiện liên kết thường được biểu thị 

dưới dạng bất đẳng thức) và liên kết giữ là liên kết hai chiều (khi phản lực 

liên kết theo chiều này thì cũng có phản lực liên kết theo chiều ngược lại, điều 

kiện liên kết thường được biểu thị dưới dạng đẳng thức). 
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Đối với liên kết không giữ thì tổng công các lực tác dụng thực hiện trên 

các chuyển vị ảo là đại lượng không dương. Vì vậy điều kiện cần và đủ để hệ 

ở trạng thái cân bằng trong trường hợp liên kết không giữ là: 

        i i i i i iX u Y v Z w 0                                            (2.1) 

trong đó: iX , iY , iZ  là các lực trong hệ tọa độ vuông góc tác dụng lên chất 

điểm i  và iu , iv , iw  là các chuyển vị tương ứng. 

Biểu thức (2.1) do Fourier (1798), Gauss và Ostrogradsky (1834) độc lập 

đưa ra và tác giả [1] gọi là bất đẳng thức Fourier. 

Từ nguyên lý công ảo có thể nhận được bất đẳng thức Fourier bằng cách 

xét phản lực liên kết: 

   i i i i i i rj j rj j rj jX u Y v Z w X u Y v Z w 0            
                 (2.2) 

trong đó: rjX , rjY , rjZ  là các phản lực liên kết. 

Từ biểu thức (2.2) ta có: 

   i i i i i i rj j rj j rj jX u Y v Z w X u Y v Z w                         (2.3) 

Trường hợp liên kết giữ thì công ảo của phản lực liên kết bằng không 

(định lý Lanczos [13, tr.87]), nên ta có: 

 i i i i i iX u Y v Z w 0                                               (2.4) 

Trong trường hợp liên kết không giữ, biểu thức liên kết (hữu hạn hoặc vi 

phân) là các bất đẳng thức, công ảo của các phản lực liên kết là các đại lượng 

dương cho nên ta có: 

 ri i ri i ri iX u Y v Z w 0                                            (2.5) 

Cho nên để hệ cân bằng, công ảo của các lực tác dụng phải là đại lượng 

không dương, ta có bất đẳng thức Fourier - Gauss – Ostrogradsky (2.1) hay 

còn gọi là bất đẳng thức Gauss. 



 

 21 

Như trình bày trên cho thấy rằng để có liên kết không giữ thì phải dùng 

bất đẳng thức Gauss (2.1), liên kết giữ là trường hợp riêng khi bất đẳng thức 

trở thành đẳng thức. 

Bất đẳng thức Gauss, trong trường hợp dùng liên kết không giữ được gọi 

là nguyên lý chuyển vị ảo, không nên nhầm lẫn với nguyên lý công ảo, 

nguyên lý công khả dĩ hay nguyên lý chuyển vị khả dĩ. 

2.1.2. Phát biểu nguyên lý cực tiểu Gauss (1829) đối với cơ học chất điểm 

Nhà toán học người Đức K.F.Gauss năm 1829 đã đưa ra nguyên lý sau 

đây đối với các cơ hệ chất điểm: “Chuyển động của hệ chất điểm có liên kết 

tùy ý chịu tác động bất kỳ ở mỗi thời điểm sẽ xảy ra phù hợp nhất một cách có 

thể với chuyển động của hệ đó khi hoàn toàn tự do, nghĩa là chuyển động xẩy 

ra với lượng ràng buộc tối thiểu nếu như số đo lượng ràng buộc lấy bằng 

tổng các tích khối lượng chất điểm với bình phương độ lệch vị trí chất điểm 

so với vị trí khi chúng hoàn toàn tự do.” 

Gọi 
i

m  là khối lượng chất điểm, 
i

A  là vị trí của nó, 
i

B  là vị trí sau thời 

đoạn vô cùng bé do tác động lực ngoài và vận tốc ở đầu thời điểm gây ra, Ci 

là vị trí có thể (ràng buộc bởi liên kết) thì lượng ràng buộc được viết như sau: 

                            
2

i i i
i

Z m B C min                                           (2.6) 

Do hệ cần tính và hệ hoàn toàn tự do đều chịu lực giống nhau, nên trong 

biểu thức lượng cưỡng bức không xuất hiện lực tác dụng. Lượng ràng buộc có 

dạng bình phương tối thiểu là phương pháp toán do Gauss đưa ra. 

2.1.3. Biểu thức thường dùng của nguyên lý cực tiểu Gauss 

Trong tài liệu cơ học [13, tr.107] dùng lập luận sau để đưa ra biểu thức 

giải tích của nguyên lý cực tiểu Gauss. 

Xét chất điểm 
i

m  có liên kết tùy ý chịu tác dụng của lực 
i

F . Ở thời điểm t 

chất điểm có vị trí 
i

r , vận tốc 
i

r và gia tốc 
i

r . Sau thời gian dt  chất điểm có vị trí:      
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           2

i i i

1
r rdt rdt

2
                                                                     (2.7) 

(dựa trên khai triển triển theo chuỗi Taylor) 

Giả sử tại thời điểm t, ta giải phóng liên kết nhưng vẫn giữ lực tác dụng 

thì vị trí chất điểm khi hoàn toàn tự do sau thời gian dt là: 

             20i

i i

i

F1
r rdt dt

2 m
                                                                    (2.8) 

Hiệu (2.7) và (2.8) cho ta độ lệch vị trí của chất điểm so với vị trí của nó 

hoàn toàn tự do. 

2 2 20i 0i

i i

i i

F F1 1 1
rdt dt r dt

2 2 m 2 m

 
   

 
                                       (2.9) 

Có thể xem dt là hằng thì lượng ràng buộc Z theo (2.9) được viết dưới 

dạng lực như sau: 

      

2

40i

i i i

i

F1
Z m r dt

4 m

 
  

 
                                                    (2.10) 

Lượng ràng buộc cho toàn bộ hệ chất điểm: 

                 

2

40i

i i
i i

F1
Z m r dt min

4 m

 
   

 
                                     (2.11) 

Vì 4dt  là số bất kỳ nên (2.11) tương đương với: 

      

2

0i

i i
i i

F
Z m r min

m

 
   

 
                                          (2.12a) 

hay:     
2 2

0i i i 0i i
i ii i

1 1
Z F m r F F min

m m
                               (2.12b) 

Trong biểu thức (2.12)  0i i
F F  là lực liên kết hoặc lực cản chuyển động 

so với chuyển động của hệ tự do. 

Nguyên lý Gauss (2.6) hoặc (2.12) có dạng của phương pháp bình 

phương tối thiểu là phương pháp cũng do Gauss đưa ra và được dùng rộng rãi 
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trong toán học hiện đại, trong giải tích cũng như lời giải số. Có lẽ vì vậy 

nguyên lý Gauss thu hút sự chú ý của nhiều nhà khoa học, ví dụ, Hertz (năm 

1894) dựa trên ý tưởng lượng ràng buộc đưa ra nguyên lý đường thẳng nhất 

(đường có độ cong nhỏ nhất) hoặc Prigogine (năm 1954) và Gyarmati (năm 

1965) đã xây dựng được lượng ràng buộc của các quá trình không hồi phục 

trong nhiệt động lực học. 

2.2 Áp dụng nguyên lý cực trị Gauss trong việc giải các bài toán cơ học 

Nguyên lý cực trị Gauss được GS. TSKH. Hà Huy Cương phát triển 

nhằm mục đích xây dựng các phương trình cân bằng và các phương trình 

chuyển động của cơ hệ có liên kết tổng quát là liên kết không giữ xem liên kết 

giữ là trường hợp riêng. 

Phương pháp nguyên lý cực trị Gauss là phương pháp so sánh với nghĩa 

là tìm min của lượng cưỡng bức, giữa chuyển động của hệ cần tính với chính 

hệ đó khi hoàn toàn tự do (giải phóng liên kết) trên cơ sở bất đẳng thức Gauss 

(còn gọi là bất đẳng thức Fourier). 

2.2.1 Phương pháp nguyên lý cực trị Gauss với cơ hệ chất điểm 

Mục đích trình bày sau đây nhằm chỉ ra rằng, phương pháp nguyên lý 

cực trị Gauss không chỉ dùng biến phân là gia tốc và còn dùng chuyển vị và 

vận tốc là đại lượng biến phân. 

Xét hệ chất điểm có liên kết tùy ý ở một thời điểm bất kỳ nào đó có 

nghĩa là phải đưa lực quán tính 
i

f  của hệ tại thời điểm nào đó tác dụng lên hệ. 

Đối với hệ hoàn toàn tự do lực quán tính 
0i

f  của nó bằng với ngoại lực (chỉ số 

‘0’ ở chân ký tự chỉ rằng ký tự đó ở hệ so sánh, trường hợp này hoàn toàn tự 

do có cùng khối lượng và cùng chịu tác dụng lực ngoài giống như hệ có liên 

kết). Như vậy, các lực tác dụng lên hệ có liên kết gồm các lực 
i i i

f m .r  và các 

lực 
0i i 0i

f m .r  (thay cho ngoại lực). Theo nguyên lý chuyển vị ảo đối với liên 
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kết giữ (liên kết dưới dạng đẳng thức) và không giữ (liên kết dưới dạng bất 

đẳng thức) điều kiện cần và đủ để hệ ở trạng thái cân bằng là:  

                 i 0i i
i

Z f f r 0                                                  (2.13) 

Để nhận được biểu thức (2.13) cần xem các chuyển vị 
i

r  độc lập đối với 

lực tác dụng. Cho nên biểu thức (2.13) có thể viết: 

                i 0i i
i

Z f f r min                                          (2.14) 

Nếu như chuyển vị ảo 
i

r  thỏa mãn các điều kiện liên kết đã cho của hệ 

cần tính thì ta có thể dùng vận tốc ảo 
i

r  làm đại lượng biến phân, nghĩa là: 

 i 0i i
i

Z f f r 0                                                (2.15) 

hay:                                         i 0i i
i

Z f f r min                                           

(2.16) 

Trong biểu thức (2.15), (2.16) vận tốc của chất điểm là đại lượng biến 

phân.  

Cuối cùng khi chuyển vị ảo 
i

r  thỏa mãn các điều kiện liên kết đã cho của 

hệ cần tính thì ta có thể dùng gia tốc ảo 
i

r  làm đại lượng biến phân, ta có: 

 i 0i i
i

Z f f r 0                                                     (2.17) 

hay:                                   i 0i i
i

Z f f r min                                                 

(2.18) 

Ta biến đổi thuần túy về mặt toán học biểu thức (2.18): 

 i 0i i
i

Z f f r min    

  i 0i i 0i
i

Z f f r r min     

  0ii

i 0i
i i i

ff
Z f f min

m m
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2

i 0i
i i

1
Z f f min

m
                                                          (2.19) 

2

i

i 0i
i i

f
Z m r min

m

 
   

 
                                                      (2.20) 

Hai biểu thức (2.19), (2.20) là hai biểu thức thường dùng của nguyên lý 

cực tiểu Gauss với đại lượng biến phân là gia tốc. 

Các biểu thức (2.14), (2.16), (2.18) và (2.20) là tương đương và được gọi 

là lượng ràng buộc chuyển động của cơ hệ cần tính. 

2.2.2 Phương pháp nguyên lý cực trị Gauss đối với cơ học công trình 

Như đã trình bày ở trên cho thấy phương pháp nguyên lý cực trị Gauss 

do GS. TSKH. Hà Huy Cương đưa ra là phương pháp sử dụng trực tiếp 

nguyên lý cực tiểu Gauss vào cơ hệ bằng cách: 

- So sánh chuyển động của cơ hệ đang xét với chuyển động của nó khi 

hoàn toàn tự do. So sánh được hiểu theo nghĩa là tìm cực trị của lượng ràng 

buộc.  

- Phương pháp nguyên lý chuyển vị ảo với bất đẳng thức Gauss đối với 

liên kết không giữ, xem liên kết giữ là trường hợp riêng. 

Những nội dung trên là nội dung tổng quát của phương pháp nguyên lý 

cực trị Gauss. 

Môn cơ học công trình nghiên cứu trạng thái ứng suất và trạng thái biến 

dạng của kết cấu thanh, tấm và vỏ v.v…là các kết cấu có một hoặc hai kích 

thước nhỏ hơn nhiều lần kích thước còn lại. Sau đây ta xét hai bài toán sau: 

- Bài toán trên mặt cắt ngang của kết cấu chỉ có mômen M và lực cắt Q. 

- Bài toán khi kết cấu chịu lực trên mặt cắt ngang của kết cấu có lực dọc, 

mômen M và lực cắt Q. 



 

 26 

2.2.2.1 Bài toán kết cấu khi chịu lực tác dụng thẳng góc với mặt trung bình 

Trong trường hợp này để đơn giản những kết quả tính toán vẫn đảm bảo 

độ chính xác đủ dùng trong thực tế (kiểm tra bằng thực nghiệm) dựa trên giả 

thuyết của Kronecker sau đây: 

+ Mặt trung bình của tấm không bị biến dạng do đó ứng suất tại các 

điểm nằm trên mặt trung bình bằng không và mặt phẳng vuông góc với mặt 

trung bình vẫn phẳng và vuông góc với mặt trung bình: 
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0                                                                    (2.21) 

+ Mặt phẳng trung bình chỉ có chuyển vị theo phương vuông góc với nó, 

còn các chuyển vị theo các phương khác là rất nhỏ nên có thể bỏ qua: 

0

0

u 0

v 0

w 0





 

                                                              (2.22) 

 + Ứng suất pháp 
33

 theo phương vuông góc với mặt trung bình là rất 

nhỏ so với các ứng suất khác nên có thể bỏ qua trong tính toán. 

Các phương trình cân bằng 

Tại điểm K nằm trong mặt phẳng vuông góc với trục x1 của tấm có các 

ứng suất: 
11 12 13

; ;   . 

Nội lực của tấm trên một đơn vị chiều dài của mặt cắt vuông góc với ox1: 

h/2

1 11 3

h/2

N dx


   ;   
h/2

11 11 3 3

h/2

M x dx


   ;   
h/2

12 12 3 3

h/2

M x dx


               (2.23a) 

h/2

11 13 3

h/2

Q dx


  ;   
h/2

12 12 3

h/2

S dx


                                                     (2.23b) 

Nội lực của tấm trên một đơn vị chiều dài của mặt cắt vuông góc với ox2: 

h/2

2 22 3

h/2

N dx


   ;   
h/2

21 21 3 3

h/2

M x dx


   ;   
h/2

22 22 3 3

h/2

M x dx


            (2.24a) 
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h/2

21 21 3

h/2

S dx


  ;   
h/2

22 23 3

h/2

Q dx


                                                     (2.24b) 

Trong trường hợp tấm cứng, chịu uốn do tải trọng ngang, ta chỉ xét các 

lực uốn xoắn: 
11 22 11 22 12 21

M ;M ;Q ;Q ;M ;M . 

 x1

 x3

 x2

 x2
 x3

11

12

13

h

 K

 

 x1

 x3

 N2  Q22

 S21M21M22

M12

M11

Q11

N1

S12 x2

h

 

Hình 2.1 Các ứng suất trong tấm Hình 2.2 Các nội lực trong tấm 

Xét cân bằng phân tố diện tích 
1 2

dx dx trên mặt trung bình. Cạnh trái đi 

qua điểm 
1 2

M(x ;x ) có các ứng lực: 
11 11 12

Q ;M ;M . Cạnh phải đi qua điểm 

1 1 2
N(x dx ;x )  có các ứng lực: 11

11 11

*

1

1

Q
Q Q dx

x


 


; 11

11 11

*

1

1

M
M M dx

x


 


; 

12

12 12

*

1

1

M
M M dx

x


 


. 

 Cạnh sau 
1 2

M(x ;x )  có các ứng lực 
22 22 21

Q ;M ;M  cạnh trước đi qua điểm 

1 2 2
P(x ;x dx ) có các thành phần ứng lực: 22

22 22

*

2

2

Q
Q Q dx

x


 


; 

22

22 22

*

2

2

M
M M dx

x


 


; 21

21 21

*

2

2

M
M M dx

x


 


. 

Phương trình cân bằng hình chiếu lên các phương: 

11 22

3

11 21

2

12 22

1

x

1 2

x 11

1 2

x 22

1 2

Q Q
F p 0

x x

M M
M Q

x x

M M
M Q

x x

  
   
 

  
  

 
  
   

 







                                           (2.25) 
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Các quan hệ về vật lý 

Khi vật liệu làm việc trong giới hạn đàn hồi thì mối quan hệ giữa ứng 

suất và biến dạng tại một điểm bất kỳ trong kết cấu hoàn toàn tuân theo định 

luật Hooke, do đó ta có: 

- Mối liên hệ giữa ứng suất và biến dạng: 

 11 11 222

E

1
   


;  22 22 112

E

1
   


; 

12 12

E

1
  


         (2.26) 

Thay (2.26) vào (2.23) và (2.25) sẽ xác định được nội lực trong tấm có 

dạng: 

 
11 11 22

M D.( )   ;                     22 22 11
M D.   ; 

  12 12
M 1 D.   ;      

11 11
Q Gh  ;        

22 22
Q Gh  .                       

Xét bài toán biến dạng là bé (bài toán tuyến tính) 

Các quan hệ về hình học 

Xét điểm 
1 2 3

A(x ,x ,x )  nằm trong tấm có chuyển vị là (u,v,w) . Theo giả 

thuyết trên nên: 

3

3

w
0

x


  


 nên 

1 2
w(x ,x ) . 

3 3 3

1

w
u x sin x tg x

x


    


                                              

3 3 3

2

w
v x cos x tg x

x


    


   

u

x3

A0

A

x3

 
Hình 2.3 Sơ đồ chuyển vị tại một điểm trong tấm 
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Theo phương trình Cauchy ta có: 

2

11 3 3 112

1 1

2

22 3 3 222

2 2

2

12 3 3 12

2 1 1 2

u w
x x

x x

v w
x x

x x

1 u v w
x x

2 x x x x

  
    

 
  

    
 

    
      

     

                           (2.27) 

trong đó: 
11 22 12

; ;   là độ cong, độ xoắn của mặt trung bình sau biến dạng; 

w là độ võng của tấm. 

- Nội lực trong mặt cắt ngang của kết cấu: 

3

2h/2 2 2 2 2 2 2

11 32 2 2 2 2 2 2 2

h/2 1 2 1 2 1 2

E.x w w EI w w w w
M dx D

1 x x 12(1 ) x x x x

          
          

            


11 11 22
M D.( )   ;                                                                                  (8.28a) 

3

2h/2 2 2 2 2 2 2

22 32 2 2 2 2 2 2 2

h/2 2 1 2 1 2 1

E.x w w EI w w w w
M dx D

1 x x 12(1 ) x x x x

          
          

            


 22 22 11
M D.   ;                                                                                (2.28b) 

          3

2h/2 2 2 2

12 3

h/2 1 2 1 2 1 2

E.x w EI w w
M dx 1 D

1 x x 12(1 ) x x x x

  
   

       
   

 12 12
M 1 D.   ;                                                                                    (2.28c) 

trong công thức (2.28c): D là độ cứng chống uốn, đối với dầm 
3Eh

D EI
12

   

và đối với tấm 
   

3

2 2

EI Eh
D

1 12 1
 

 
;  D 1  là độ cứng chống xoắn. 

Thay (2.8a), (2.8b) và (2.8c) vào (2.5) được: 

 2 11 12

11

1 1 2

Q D w D
x x x

   
    

   
;                                                      (2.28d) 

 2 21 22

22

2 1 2

Q D w D
x x x

   
    

   
;                                                     (2.28e) 
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Từ công thức (2.28b) có thể thấy độ cứng chịu cắt của tiết diện là Gh, do 

đó “biến dạng” 
11
  và 

22
  do lực cắt gây ra sẽ nhận được như sau: 

         
11 11

Q Gh  ;  
22 22

Q Gh   

11 12

11

1 2

D

Gh x x

  
   

  
 ;   21 22

22

1 2

D

Gh x x

  
   

  
                            (2.29) 

2.2.2.2 Bài toán kết cấu khi chịu lực vuông góc với mặt trung bình và có tác 

dụng của lực dọc lên mặt trung bình 

Đối với các lực dọc tác dụng lên mặt trung bình của tiết diện thì trên mặt 

cắt ngang của tiết diện có lực dọc là 
i

N  như vậy tại một điểm trên mặt cắt các 

biến dạng  
i
  (i=1, 2). Độ cứng của tiết diện kéo, nén sẽ là Eh. 

Trong công thức vừa nêu lấy i=1, j=1 đối với bài toán một chiều (thanh, 

dầm), chiều rộng dầm bằng 1 đơn vị.  

Sau khi đã biết các biến dạng tương ứng với các nội lực của tiết diện 

(mômen uốn, lực cắt, lực dọc trục v.v…) và độ cứng của chúng thì dễ dàng 

xây dựng các bài toán cơ học kết cấu theo phương pháp phiếm hàm lượng 

ràng buộc (2.18) hoặc (2.19). 

Như vậy, có thể viết tổng quát lượng ràng buộc Z của bài toán cơ học kết 

cấu dưới dạng tương tự (2.18) (bài toán tĩnh): 

     ij 0ij ij ii 0ii ii i 0i i

V

Z M M Q Q N N dv min                (2.30a) 

hoặc dưới dạng bình phương tối thiểu (2.19): 

V

1
Z

Docung
  (nội lực hệ cần tính – nội lực hệ so sánh)2dv  min   (2.30b) 

trong đó: i 1,2 ; j 1,2 ; V là chiều dài thanh hoặc diện tích tấm. Trong (8.30) 

cần xem các độ cong ij
 là các đại lượng độc lập đối với nội lực mômen uốn 

ij
M , các biến dạng trượt 

11
  và 

22
  là các đại lượng độc lập đối với lực cắt 

11
Q  



 

 31 

và 
22

Q , các biến dạng trong mặt trung bình 
i
 là các đại lượng độc lập đối với 

i
N  và đều là đại lượng biến phân của bài toán.  

Công thức (2.30) có thể áp dụng để giải cho cả bài toán phi tuyến hình 

học và bài toán tuyến tính vì công thức này được xây dựng dựa trên mối quan 

hệ ứng suất và biến dạng tuân theo định luật Hooke.  

Trong bài toán cơ học kết cấu hệ thanh chịu tải trọng tĩnh dựa vào mối 

quan hệ vật lý (ứng suất và biến dạng) ta sẽ xây dựng được mối quan hệ giữa 

nội lực và biến dạng: 

x x x
M EI .  ;     y y y

M EI .  ;     z
M GI .


  ; 

x x

GA
Q . 


;     

y y

GA
Q . 


;     

z
N EA.   

 Như vậy theo (2.19) lượng ràng buộc của bài toán có thể được viết dưới 

dạng bình phương tối thiểu như sau: 

     

     

( 0 ) ( 0 ) ( 0 )

( 0 ) ( 0 ) ( 0 )

22 2
l l l

y 0yx 0x z 0z

0 0 0x y

22 2
l l l

y 0yx 0x 0

0 0 0

M MM M M M
Z dz dz dz

EI EI GI

Q QQ Q N N
dz dz dz min

GA GA EA



 
   

   
   

  

  

        (2.32a) 

trong đó:  là hệ số tập trung ứng suất tiếp do lực cắt gây ra tại trục dầm [3]. 

Khi hệ kết cấu bao gồm n thanh và chiều dài của thanh thứ i  trước khi 

biến dạng là (0)

i
l  thì lượng ràng buộc của bài toán có thể được viết dưới dạng 

bình phương tối thiểu như sau: 

     

     

( 0 ) ( 0 ) ( 0 )
i i i

( 0 ) ( 0 ) ( 0 )
i i i

22 2(i) (i)(i) (i) (i) (i)l l ln n n
y 0yx 0x z 0z

(i) (i) (i)
i 1 i 1 i 10 0 0i x i y i

22 2(i) (i)(i) (i)l l ln n
y 0yx 0x i 0i

i 1 i 1 i 10 0 0i i i i i i

M MM M M M
Z dz dz dz

E .I E .I G .I

Q QQ Q N N
dz dz dz

G A G A E A

   

  

 
   

   
  

    

   
n

min

  (2.32b) 

Công thức (2.32) có thể áp dụng để giải cho bài toán phi tuyến hình học 

cũng như bài toán tuyến tính (vì công thức này được xây dựng dựa trên mối 

(2.31) 
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quan hệ ứng suất và biến dạng tuân theo định luật Hooke). Khi áp dụng (2.32) 

để giải bài toán phi tuyến hình học thì phải xây dựng được mối liên hệ giữa 

biến dạng và chuyển vị (mối quan hệ hình học) của bài toán phi tuyến đó. Khi 

áp dụng (2.32) để giải bài toán tuyến tính thì mối liên hệ giữa biến dạng và 

chuyển vị (mối quan hệ hình học) của bài toán được xây dựng dựa trên giả 

thuyết biến dạng bé. 

2.3 Phân tích bài toán tuyến tính kết cấu dàn dựa theo nguyên lý cực trị 

Gauss 

Trong nội dung đề tài này, Tác giả trình bày phương pháp giải bài toán 

dàn dựa trên nguyên lý cực trị Gauss. Phương pháp nguyên lý cực trị Gauss là 

phương pháp tính toán nội lực, chuyển vị trên hệ so sánh (hệ so sánh là hệ 

chịu lực tác dụng giống với hệ cần tính nhưng việc xác định nội lực trên hệ so 

sánh đơn giản hơn hệ cần tính) sau đó muốn xác định nội lực, chuyển vị trong 

hệ cân tính bằng cách cho lượng ràng buộc của bài toán đạt cực trị. Phương 

pháp này do GS.TSKH. Hà Huy Cương đề xuất để giải các bài toán cơ học 

môi trường liên tục và cơ học kết cấu. 

Lượng ràng buộc Z của bài toán cơ học kết cấu đối với bài toán tĩnh 

được viết: 

     ij 0ij ij ij 0ij ij i 0i i

V

Z M M Q Q N N dV min                   (2.33) 

trong đó: 
ij ij i

M ,Q , N  là nội lực trong hệ cần tính; 
0ij 0ij 0i

M ,Q , N  là nội lực trong 

hệ so sánh. 

hoặc viết dưới dạng bình phương tối thiểu: 

     

     

22 2

y 0yx 0x z 0z

l l lx y

22 2

y 0yx 0x z 0z

l l l

M MM M M M
Z dz dz dz

EJ EJ GJ

Q QQ Q N N
dz dz dz min

GF GF EF



 
   

   
   

  

  

        (2.34) 
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ở đây V là chiều dài thanh hoặc diện tích tấm;   là hệ số xét đến sự không 

đồng đều ứng suất tiếp do lực cắt gây ra. 

Trong (2.33) cần xem các độ cong 
ij

 là các đại lượng độc lập đối với nội 

lực mômen uốn 
ij

M , các biến dạng trượt 
11
  và 

22
  là các đại lượng độc lập 

đối với lực cắt 
1

Q  và 
2

Q , các biến dạng trong mặt trung bình 
i
 là các đại 

lượng độc lập đối với 
i

N  và đều là đại lượng biến phân của bài toán. 

Trong kết cấu dàn, các thanh chỉ chịu kéo hoặc chịu nén. Như vậy, từ 

công thức (2.34) suy ra lượng ràng buộc của kết cấu dàn: 

i

2n
i i0

i 1 (l ) i i

(N N )
Z dz min

E F


                                                 (2.35) 

trong đó: 
iN  là các thành phần nội lực trong các thanh của dàn đang xét (phải 

thỏa mãn điều kiện biên); 
i 0N  là các thành phần nội lực trong các thanh của 

kết cấu dàn so sánh; n là tổng số thanh trong kết cấu dàn. 

Khi hệ so sánh không liên kết và kết cấu dàn có r nút dàn chịu tải trọng 

tập trung thì phải đưa lực tập trung vào (2.35) và lúc đó lượng ràng buộc được 

viết như sau: 

2 2n r n r
i i i i i

j j j j
i 1 j 1 i 1 j 1i i i

N l E F( l )
Z 2 P v 2 P v min

E F l   


                       (2.36) 

Trong đó: j
P - lực tập trung tại nút thứ j; 

               
j

v -chuyển vị tại nút thứ j theo phương tải trọng j
P ; 

Phương pháp nguyên lý cực trị Gauss có thể giải cho bài toán tuyến tính 

kết cấu dàn cũng như bài toán phi tuyến hình học kết cấu dàn. Khi giải bài 

toán kết cấu dàn theo (1.17b), có thể giải theo hai cách là: 

 - Cách thứ nhất: là có thể chọn các ẩn số chính là các thành phần 

chuyển vị tại các nút dàn. 

- Cách thứ hai: là có thể chọn các ẩn số chính là nội lực trong các thanh dàn. 
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Chú ý khi giải theo cách thứ nhất thì điều kiện liên tục về mặt chuyển vị 

tại các nút dàn tự động thỏa mãn, nhưng nếu giải theo cách thứ hai thì cần 

phải đưa thêm điều kiện liên tục về chuyển vị tại các nút dàn. Trong nội dung 

chuyên đề này sẽ trình bày chi tiết từng cách để giải bài toán kết cấu dàn chịu 

tải trọng tập trung tại các nút, dựa trên nguyên lý cực trị Gauss và cách đảm 

bảo điều kiện liên tục về chuyển vị tại các nút dàn.  

2.3.1 Phân tích tuyến tính kết cấu dàn với cách chọn ẩn số chính là các 

thành phần chuyển vị tại các nút dàn 

2.3.1.1 Kết cấu dàn phẳng 

Xét thanh ij  trong dàn 

phẳng. Gọi tọa độ ban đầu của 

các nút lần lượt là 

 i ii x ,y ,  j jj x , y . Sau khi dàn chịu 

lực, nút i có chuyển vị: 

i iii ' u v 
uur uurur

; nút j có chuyển vị:   

j jjj' u v 
uur uurur

  (hình 2.4) 

đặt: 

y

x
i(x ,y )

j(x ,y )

i i

j j

o

v
i

u
i

v
j

u
j



 

Hình 2.4 Sơ đồ chuyển vị của nút 

   thanh trong hệ tọa độ phẳng 

   

j i

2 2

j i j i

y y
m sin

x x y y


  

  

; 

   

j i

2 2

j i j i

x x
l cos

x x y y


  

  

      (2.37) 

Chiều dài của thanh dàn trước khi biến dạng là:   

   
ij

2 2
(0)

i j i jl x x y y                                                      (2.38) 

Biến dạng dài tuyệt đối của thanh dàn là: 

ij j j i il (l.u m.v ) (l.u m.v )                                                   (2.39) 
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Như vậy nếu hệ dàn bao gồm n thanh và có r1 nút chịu tải trọng tác dụng 

theo phương ox và có r2 nút chịu tải trọng tác dụng theo phương oy thì phiếm 

hàm lượng ràng buộc (2.36) của bài toán được viết như sau: 

  1 2
k 1 2

1 2

1 2

2
r rn

k k (k ) (k )

x k y k(0)
k 1 k 1 k 1k

E F . l
Z 2P .u 2P .v min

l  


                    (2.40) 

hay 

 

   

1 2

1 2

1 2

1 2

2
r rn

k k k j k j k i k i (k ) (k )

x k y k2 2
k 1 k 1 k 1

i j i j

E F (l .u m .v ) (l .u m .v )
Z 2P .u 2P .v min

x x y y  

  
   

  
     (2.41)  

Xét tại nút i có m thanh quy tụ tại nút; (i) (i)

x yP ;P  là các thành phần tải trọng 

tác dụng tại nút i theo phương trục x và phương trục y.  

Điều kiện cực trị của bài toán là: 

          
i i

Z Z
0; 0

u v

 
 

 
                                   (2.42a) 

Suy ra: 

 

   

 

   

m
ij ij ij j ij j ij i ij i ij (i)

x
2 2

j 1
i j i j

m
ij ij ij j ij j ij i ij i ij (i)

y
2 2

j 1
i j i j

2E F (l .u m .v ) (l .u m .v ) ( l )
2P 0

x x y y

2E F (l .u m .v ) (l .u m .v ) ( m )
2P 0

x x y y





    
 

   



   
 

  






          (2.42b) 

Nội lực của các thanh dàn được tính bằng công thức sau: 

ij

ij

ij ij

ij (0)

l .E F
N

l


                                                        (2.43) 

Các phương trình (2.42b) chính là các phương trình cân bằng tại các nút 

dàn có chuyển vị và có thể viết dưới dạng rút gọn lại như sau: 
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m
(i)

ij ij x

j 1

m
(i)

ij ij y

j 1

N .l P 0

N .m P 0






 



  





                                                   (2.42c)                                      

Nếu bài toán có C liên kết nối đất và 
nS  nút thì theo điều kiện (2.42) 

thiết lập được hệ phương trình bao gồm  n2S C  phương trình tuyến tính có 

 n2S C  ẩn số là các thành phần chuyển vị u, v. Giải hệ phương trình (2.42) 

sẽ xác định được các ẩn số u, v là các thành phần chuyển vị tại các nút dàn. 

Sau khi tìm được các thành phần chuyển vị tại các nút dàn, thay các 

thành phần chuyển vị này vào phương trình (2.39), (2.43) sẽ tìm được biến 

dạng dài tuyệt đối và nội lực của các thanh dàn. 

2.3.1.2 Kết cấu dàn không gian  

Xét thanh ij trong dàn không 

gian. Gọi tọa độ ban đầu của các 

nút lần lượt là  i i ii x , y ,z , 

 j j jj x , y ,z . Sau khi dàn chịu lực, 

nút i có chuyển vị: 

i i iii ' u v w  
uur uur uurur

; nút j có chuyển 

vị:   j j jjj' u v w  
uur uur uurur

 (hình 2.5)          

y

x

i(x ,y,z )

j(x ,y ,z )

i i

j j

o

v
i

u
i

u
j

v
j

z

w
i

w
i

j

i

 

Hình 2.5 Sơ đồ chuyển vị của nút          

     thanh trong hệ tọa độ không gian 

đặt:                  

     

j i

2 2 2

j i j i j i

x x
l

x x y y z z




    

;                              (2.44a) 

     

j i

2 2 2

j i j i j i

y y
m

x x y y z z




    

;                             (2.44b) 
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j i

2 2 2

j i j i j i

z z
n

x x y y z z




    

.                             (2.44c) 

(l,m,n) gọi là côsin chỉ phương của thanh ij 

Chiều dài của thanh dàn trước khi biến dạng là:  

      
ij

2 2 2
(0)

j i j i j il x x y y z z                                      (2.45)               

Biến dạng dài tuyệt đối của thanh dàn là: 

ij j j j i i il (l.u m.v n.w ) (l.u m.v n.w )                                (2.46) 

Như vậy nếu hệ dàn bao gồm n thanh và 
nS  nút trong đó có r1 nút chịu 

tải trọng tác dụng theo phương ox, r2 nút chịu tải trọng tác dụng theo phương 

oy, r3 nút chịu tải trọng tác dụng theo phương oz thì phiếm hàm lượng ràng 

buộc (1.17b) của bài toán được viết như sau: 

  31 2
k 31 2

1 2 3

1 2 3

2
rr rn

k k (k )(k ) (k )

x k y k z k(0)
k 1 k 1 k 1 k 1k

E F . l
Z 2P .u 2P .v 2P .w min

l   


              (2.47a)  

hay                                        

     
 

31 2

31 2

1 2 3

1 2 3

n
2

k k
k j k j k j k i k i k i

2 2 2
k 1

i j i j i j

rr r
(k )(k ) (k )

x k y k z k

k 1 k 1 k 1

E F
Z (l .u m .v n .w ) (l .u m .v n .w )

x x y y z z

2P .u 2P .v 2P .w min



  

      

    

   



  

 

Xét tại nút i có m là số thanh quy tụ; (i) (i) (i)

x y zP ;P ;P  là thành phần tải trọng 

tác dụng tại nút i theo phương trục x, phương trục y và phương trục z; 

 ij ij ijl ,m ,n ,( j 1 m)   là côsin chỉ phương của trục thanh dàn ij. 

Điều kiện cực trị của bài toán là: 

i i i

Z Z Z
0; 0; 0;

u v w

  
  

  
                                                             (2.48a) 

Suy ra: 

(2.47b) 
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m
ij ij ij ij j ij j ij j ij i ij i ij i (i)

x
2 2 2

j 1
i j i j i j

m
ij ij ij ij j ij j ij j ij i ij i ij i (i)

y
2 2 2

j 1
i j i j i j

ij ij ij i

2E F ( l ) (l .u m .v n .w ) (l .u m .v n .w )
2P 0

x x y y z z

2E F ( m ) (l .u m .v n .w ) (l .u m .v n .w )
2P 0

x x y y z z

2E F ( n ) (l





     
 

    

     
 

    







 

     

m
j j ij j ij j ij i ij i ij i (i)

z
2 2 2

j 1
i j i j i j

.u m .v n .w ) (l .u m .v n .w )
2P 0

x x y y z z










     
  
     




        (2.49b) 

Các phương trình (2.49b) chính là các phương trình cân bằng tại các nút 

có chuyển vị và có thể viết dưới dạng rút gọn lại như sau: 

      

m
(i)

ij ij x

j 1

m
(i)

ij ij y

j 1

m
(i)

ij ij z

j 1

N .l P 0

N .m P 0

N .n P 0








 




 



 








                                                    (2.49c)                                                 

Nếu bài toán có C liên kết nối đất và 
nS  nút dàn thì theo điều kiện (2.49) 

ta sẽ có được hệ phương trình bao gồm  n3S C  phương trình tuyến tính và 

có  n3S C  ẩn số là các thành phần chuyển vị u, v, w. Giải hệ phương trình 

(2.49) này sẽ tìm được các ẩn số u, v, w là các thành phần chuyển vị tại các 

nút của dàn. 

Sau khi tìm được các thành phần chuyển vị của các nút dàn thay vào 

phương trình (2.46) và (2.43) sẽ tính được biến dạng dài tuyệt đối và nội lực 

của các thanh dàn. 

2.3.2 Phân tích tuyến tính kết cấu dàn với cách chọn ẩn số chính là các 

thành phần nội lực trong các thanh dàn 

Xét dàn gồm n thanh, gọi iN là nội lực trong thanh dàn thứ i . Lượng 

ràng buộc của dàn (2.36b) được viết như sau: 
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2n r
i i

j j
i 1 j 1i i

N l
Z 2 P v min

E F 

                                        (2.50) 

Nếu chỉ thỏa mãn (2.50) thì dàn chưa đảm bảo điều kiện liên tục về mặt 

chuyển vị tại các nút dàn. Vì vậy cần phải bổ sung điều kiện liên tục là các 

thanh đồng quy tại nút thì chuyển vị tại nút đó của các thanh phải bằng nhau. 

Các phương trình bổ sung để dàn thỏa mãn điều kiện liên tục về chuyển vị 

được viết như sau: 

  i i
i i

i i

N l
g l 0

E F
                                               (2.51) 

Trong (2.51)  il  là biến dạng dài tuyệt đối của thanh dàn được xác định 

theo (2.39) hoặc (2.46). 

Như vậy bài toán phân tích, tính toán dàn trở thành bài toán tìm cực trị 

của phiếm hàm (2.50) với các ràng buộc (2.51). Bài toán này có thể giải bằng 

phương pháp thừa số largrange với phiếm hàm mở rộng F như sau: 

n

i i
i 1

F Z g min


                                                  (2.52) 

Trong đó 
i

  là thừa số largrange và cũng là ẩn số của bài toán. 

Điều kiện cực trị của (2.52) là: 

   
i

F
0

N





; 

j

F
0

v





; 

i

F
0





                                       (2.53) 

Giải hệ phương trình tuyến tính (2.53) sẽ tìm được các thành phần 

chuyển vị tại nút dàn và nội lực trong các thanh. 

2.3.3 Phương pháp xác định các thành phần chuyển vị tại nút dàn và nội 

lực trong các thanh dàn đối với bài toán dàn tuyến tính 

Theo phương pháp phân tích, tính toán tuyến tính kết cấu dàn dựa trên 

nguyên lý cực trị Gauss là cuối cùng đưa về giải hệ phương trình (2.53) hoặc 

(2.49) các phương trình trong các hệ này là các phương trình tuyến tính. Để 
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giải hệ phương trình tuyến tính rất nhiều phương pháp, trong đề tài nghiên 

cứu này tác giả sử dụng hàm fsolve trong Optimization Toolbox của phần 

mềm Matlab 7.0 để giải hệ các phương trình tuyến tính này với các bước thực 

hiện như sau: 

Bước 1: Đánh số thứ tự các nút, số thứ tự các thanh cho kết cấu dàn. 

Bước 2: Xác định lượng ràng buộc cho kết cấu áp dụng phương pháp nguyên 

lý cực trị Gauss với các công thức (2.47), (2.52). 

h»ng vµ biÕn

sang biÕn x

ThiÕt lËp c«ng thøc

Gi¶i hÖ ph ¬ng tr×nh

KÕt qu¶

KÕt thóc

Z(u,v)

flag =0

[x,fval,exitflag]=fsolve(@myfun,x  ,options)

+

-

Khai b¸o c¸c

chuyÓn c¸c biÕn u, v

0

B¾t ®Çu

ThiÕt lËp phiÕm hµm

ThiÕt lËp hµm Myfun

Thay ®æi maxfunevals

tÝnh l ;    l

tuyÕn tÝnh b»ng hµm

 

Hình 2.6 Sơ đồ khối chương trình. 
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Bước 3: Từ điều kiện cực trị của phiếm hàm ràng buộc ta nhận được hệ 

phương trình đạo hàm riêng theo công thức (2.49), (2.53). 

Bước 4: Giải hệ phương trình tuyến tính (2.49), (2.53) bằng cách sử dụng 

hàm fsolve trong Optimization toolbox của phần mềm Matlab sẽ xác định 

được nghiệm của hệ là các thành phần chuyển vị tại các nút của kết cấu dàn 

đối với bài toán giải theo cách chọn ẩn số chính là chuyển vị, hoặc nội lực 

trong các thanh dàn và các thành phần chuyển vị của các nút dàn theo cách 

chọn ẩn số chính là nội lực. 

Bước 5: Sau khi xác định được các thành phần chuyển vị tại nút dàn ta sẽ tính 

được biến dạng dài tuyệt đối và nội lực các thanh theo công thức (2.39) hoặc 

(2.43) và (2.46). 

Như vậy, cách giải chọn ẩn số chính là chuyển vị thì phải tiếp tục làm 

thêm bước 5. Còn cách giải chọn ẩn số chính là nội lực thì đến bước 4 là đã 

xác định được cả nội lực trong các thanh dàn và các thành phần chuyển vị tại 

các nút dàn. 

Sơ đồ giải thuật để giải bài toán tuyến tính kết cấu dàn chịu tải trọng tĩnh 

dựa theo phương pháp nguyên lý cực trị Gauss bằng cách sử dụng ngôn ngữ 

lập trình Matlab 7.0 được thể hiện như hình 2.6. 
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Chương 3 

MỘT SỐ VÍ DỤ PHÂN TÍCH KẾT CẤU DÀN 

 

3.1 Ví dụ tính toán dàn theo cách chọn ẩn số chính là các thành phần 

chuyển vị tại các nút dàn 

Ví dụ 1: Xác định nội lực trong các thanh dàn chịu lực như (hình 3.1) theo 

cách chọn ẩn số chính là các thành phần chuyển vị tại các nút dàn. Biết độ 

cứng kéo (nén) của các thanh dàn 2 2EF 800000(kN / cm .cm ) và tải trọng tác 

dụng nút P=40(kN). 

P

1

2

1314

y

x

P P P

3 4 5

101112

P P

89

6

7

P

1 2 3 4 5 6

7

8910111213

14 15 16 17 18 19
20 21 22 23 24 25

26 27 28 29 30 31

 

Hình 3.1 Dàn ví dụ 1 

Bài toán kết cấu dàn có 31 thanh và 14 nút được đánh số hiệu như trong 

(hình 3.1). Điều kiện biên của bài toán là tại nút 1 không có chuyển vị theo 

phương x và phương y, tại nút 7 không có chuyển vị theo phương y 

nên:
1 1 7

u v v 0   . 

Như vậy, nếu chọn các chuyển vị chưa biết là ẩn số thì bài toán sẽ có 25 ẩn 

số: 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 8 8 9 9 10 10 11 11 12 12 13 14 14
u ;v ;u ;v ;u ;v ;u ;v ;u ;v ;u ;u ;v ;u ;v ;u ;v ;u ;v ;u ;v ;v ;u ;v . 

Lượng ràng buộc của bài toán theo (2.40) được viết như sau: 

 
k

31 14
2k k

k r r(0)
k 1 r 8

E F
Z l 2P .w min

l 

                                                 (3.1) 

trong công thức (3.1) các biến dạng dài tuyệt đối của các thanh dàn được tính 

toán theo (2.39). 
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Điều kiện cực trị của phiếm hàm ràng buộc Z (3.1) theo các chuyển vị 

chưa biết sẽ là: 

i

Z
0 (i 2 14)

u


  


;  

j

j 2 6Z
0

j 8 14v

 
 

  
                       (3.2) 

Từ điều kiện (3.2) lập được hệ phương trình gồm 25 phương trình tuyến 

tính. Giải hệ phương trình tuyến tính (3.2) tìm được 25 ẩn số là các thành 

phần chuyển vị chưa biết và kết quả được lập thành (bảng 1.1) 

Bảng 3.1 Kết quả các thành phần chuyển vị tại các nút dàn 

Nút 2 3 4 5 6 7 8 

u (cm) 0 0,0378 0,1258 0,2406 0,3554 0,4434 0,4812 

v (cm) 0 -0,6781 -1,1471 -1,3156 -1,1471 -0,6781 0 

Nút 9 10 11 12 13 14  

u (cm) 0,0434 0,1288 0,2406 0,3525 0,4378 0,4667  

v (cm) -0,6823 -1,1530 -1,3214 -1,1530 -0,6823 -0,0312  

Bảng 3.2 Kết quả nội lực trong các thanh dàn 

Thanh 1 2 3 4 5 6 7 

N (kN) 75,672 175,917 229,652 229,652 175,917 75,672 -83,246 

Thanh 8 9 10 11 12 13 14 

N (kN) -57,662 -170,749 -223,681 -223,681 -170,749 -57,662 -83,246 

Thanh 15 16 17 18 19 20 21 

N (kN) -11,308 -15,823 -15,522 -15,823 -11,308 72,077 46,770 

Thanh 22 23 24 25 26 27 28 

N (kN) 12,935 -20,398 -53,230 -94,590 -94,590 -53,230 -20,398 

Thanh 29 30 31     

N (kN) 12,935 46,770 72,077     
 

Sau khi tìm được các thành phần chuyển vị tại các nút dàn, thay các 

chuyển vị này vào (2.39) và (2.43) sẽ xác định được nội lực trong các thanh 

dàn. Kết quả nội lực của các thanh dàn được lập thành (bảng 3.2). 

Để kiểm tra độ chính xác kết quả phân tích dàn ví dụ 1 dựa trên phương 

pháp nguyên lý cực trị Gauss. Tác giả tiến hành kiểm tra điều kiện cân bằng 
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tại tất cả các nút dàn. Sai số tổng hình chiếu các thành phần nội lực của các 

thanh quy tụ tại nút và tải trọng tác dụng lên nút theo phương x là
x

F , theo 

phương y là
y

F . Kết quả kiểm tra cân bằng tại các nút dàn được tập hợp và 

lập thành (bảng 3.3). 

Bảng 3.3 Kết quả kiểm tra cân bằng tại các nút của dàn 

Nút 1 2 3 4 5 

x
F  0 -2,63e-13 -3,74e-13 4,49e-13 6,09e-13 

y
F  0 -8,01e-13 2,42e-13 -7,35e-13 -4,45e-12 

Nút 6 7 8 9 10 

x
F  -2,70e-13 -3,91e-14 9,63e-14 3,21e-13 2,17e-13 

y
F  -1,15e-12 0 4,93e-14 -2,81e-13 2,03e-12 

Nút 11 12 13 14  

x
F  7,61e-13 -3,11e-13 -3,69e-13 -6,01e-14  

y
F  3,513-12 3,23e-12 -9,55e-13 -1,86e-14  

 

Với số liệu kiểm tra cân bằng tại các nút (bảng 3.3) cho thấy tất cả các 

nút đều thỏa mãn điều kiện cân bằng. Như vậy kết quả tính toán là tin cậy. 

Kết quả hình dạng dàn giữa trước và sau khi biến dạng như hình 3.2. 

0 500 1000 1500 2000 2500
-200

0

200

400

 

            Hình 3.2 Hình dạng dàn trước và sau khi biến dạng 

Trong ví dụ này, tác giả còn so sánh kết quả phân tích theo phương pháp 

dựa trên nguyên lý cực trị Gauss với với kết quả phân tích bằng phần mềm 

Sap 2000. Kết quả so sánh nội lực trong các thanh dàn giữa hai cách phân tích 

được lập trong bảng 3.4: 

 

Tr í c biÕn d¹ng
Sau biÕn d¹ng
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Bảng 3.4. Kết quả so sánh nội lực trong các thanh dàn 

Thanh 1 2 3 4 5 6 

N 

(kN) 

Gauss 75,672 175,917 229,652 229,652 175,917 75,672 

Sap2000 75,672 175,917 229,652 229,652 175,917 75,672 

Thanh 7 8 9 10 11 12 

N 

(kN) 

Gauss -83,246 -57,662 -170,749 -223,681 -223,681 -170,749 

Sap2000 -83,246 -57,662 -170,749 -223,681 -223,681 -170,749 

Thanh 13 14 15 16 17 18 

N 

(kN) 

Gauss -57,662 -83,246 -11,308 -15,823 -15,522 -15,823 

 Sap2000 -57,662 

-

11,308 

-15,823 

-15,522 

 

-83,246 -11,308 -15,823 -15,522 -15,823 

Thanh 19 20 21 22 23 24 

N 

(kN) 

Gauss -11,308 72,077 46,770 12,935 -20,398 -53,230 

Sap2000 -11,308 72,077 46,770 12,935 -20,398 -53,230 

Thanh 25 26 27 28 29 30 

N 

(kN) 

Gauss -94,590 -94,590 -53,230 -20,398 12,935 46,770 

Sap2000 -94,590 -94,590 -53,230 -20,398 12,935 46,770 

Thanh 31      

N 

(kN) 

Gauss 72,077      

Sap2000 72,077      

Theo kết quả phân tích trong bảng 3.4 cho thấy, kết quả giữa hai cách 

phân tích là như nhau. 

3.2 Ví dụ tính toán dàn theo cách chọn ẩn số chính là nội lực trong các 

thanh dàn 

Ví dụ 2: Xác định nội lực trong 

các thanh dàn chịu lực như (hình 

3.3), theo cách chọn các ẩn số 

chính là nội lực trong các thanh 

dàn. Biết  P 30 kN , 

4 2

2

kN
EF 2.10 ( .cm )

cm
 . 

2EF

EF
EF

2P

P

A B C

D

1 2 3

y

x

 

Hình 3.3 Dàn ví dụ 2 
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Lời giải:  

Cách thanh và nút được đánh số hiệu như (hình 3.3). Gọi 
iN ( i 1,2,3) là 

nội lực trong các thanh dàn; u,v là chuyển vị của nút D.                                                         

Lượng ràng buộc (2.52) của bài toán dàn được viết như sau:                               

2 (0)2 (0) 2 (0)

3 31 1 2 2
N lN l N l

Z 2Pu 4Pv min
2EF EF EF

                         (3.3) 

Theo điều kiện liên tục về chuyển vị tại các nút dàn: 

(0)

(0)1 1

1

N l
(4u 3v) / l 0

2EF
   ; 

(0)

(0)2 2

2

N l
( u 3v) / l 0

EF
    ; 

(0)

(0)3 3

3

N l
( 3u 3v) / l 0

EF
     

Như vậy bài toán cực trị của phiếm hàm Z với các ràng buộc về điều 

kiện liên tục chuyển vị tại nút D được viết dưới dạng bài toán cực trị phiếm 

hàm mở rộng: 

2 (0)2 (0) 2 (0) (0)

(0)3 31 1 2 2 1 1

1 1

(0)(0)

(0) (0)3 32 2

2 2 3 3

N lN l N l N l
F 2Pu 4Pv (4u 3v) / l

2EF EF EF 2EF

N lN l
( u 3v) / l ( 3u 3v) / l min

EF EF

 
          

 

  
           

   

         (3.4)                                                                                                     

Điều kiện cực trị của phiếm hàm mở rộng (3.4): 

(0) (0)

1 1 1

1

1

F N l l
0

N EF 2EF


  


; 

 
(0) (0)

2 2 2

2

2

F 2N l l
0

N EF EF


   


;  

(0) (0)

3 3 3

3

3

2N l lF
0

N EF EF


  


; 

(0)

(0)1 1

1

1

F N l
(4u 3v) / l 0

2EF


   


;  

(0)

(0)2 2

2

2

F N l
( u 3v) / l 0

EF


    


; 

(0)

(0)3 3

3

3

N lF
( 3u 3v) / l 0

EF


    


; 
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31 2

(0) (0) (0)

1 2 3

3F 4
2P 0

u l l l

  
     


; 

31 2

(0) (0) (0)

1 2 3

3F 3 3
4P 0

v l l l

  
    


 .        

Như vậy, theo điều kiện cực trị của phiếm hàm mở rộng theo các ẩn số là 

nội lực trong các thanh dàn, các thành phần chuyển vị tại các nút dàn chưa 

biết và các thừa số largrange được hệ 6 phương trình tuyến tính, chứa 6 ẩn số 

(nội lực trong các thanh dàn, các thành phần chuyển vị tại nút dàn chưa biết 

và các thừa số largrange).  

Giải hệ phương trình này xác định được nội lực trong các thanh dàn: 

  1N 1,9026(kN) ;  2N 19,5056(kN);  3N 14,6425(kN)  

Chuyển vị của nút D: u 0,1713(cm) ;  v 0,2680(cm) 

Giá trị của các thừa số Largrange:  1 3,8051 ;  2 39,0112 ; 

 3 29,2851. Các thừa số Largrage có thứ nguyên là [lực] và các trị số của 
i

  

bằng hai lần giá trị nội lực của thanh thứ i. 

Để kiểm tra độ tin cậy của kết quả tính toán. Tác giả kiểm tra điều kiện 

cân bằng tại nút D: 6

x
F 0,0582.10  ; 6

y
F 0,2236.10   như vậy kết quả 

phân tích, tích toán tin cậy. 

Trong ví dụ này, tác giả cũng so sánh kết quả phân tích theo phương 

pháp dựa trên nguyên lý cực trị Gauss với với kết quả phân tích bằng phần 

mềm Sap 2000. Kết quả phân tích nội lực trong các thanh dàn trong ví dụ giữa 

2 phương pháp được lập trong bảng 3.5: 

Bảng 3.5 Nội lực trong các thanh dàn ví dụ 2 

Thanh AD  BD  CD  

Nội lực (kN) - Gauss -3,805 -39,011 -29,285 

Nội lực (kN) - Sap 2000 -3,565 -39,543 -28,775 
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3.3 Bài toán dàn vòm phẳng tĩnh định 

Ví dụ 3: Xét dàn vòm phẳng tĩnh định chịu lực như hình 3.4, biết các thanh 

dàn có mô đun đàn hồi E=2.104(kN/cm2). Tiết diện thanh cánh trên và thanh 

cánh dưới dàn là 180x6(mm) , các thanh bụng dàn là 121x3,5(mm) . Nhịp 

dàn l=48(m), độ thoải của dàn k=f/l=1/8 và chiều cao dàn h=0,8(m). Tải trọng 

P=10(kN) tác dụng tại các nút dàn theo phương thẳng đứng. Tính toán các 

thành phần chuyển vị tại nút dàn và nội lực trong các thanh dàn. 

Xây dựng tọa độ của các nút dàn 

Dàn vòm có nhịp dàn l, độ thoải của dàn k=f/l và chiều cao của dàn là h 

(xem hình 3.4 và hình 3.5). Bán kính cong của dàn tính theo công thức: 

 2l 1 4k
r

8k

 
                                       (3.5) 

1
2

3

4
5

6 7 8
9

10

11

12 13

14

15

16
17
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8
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29 30 31 32 33
34
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P/2

P

P
P

P
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P
P

P

P

P/2

x

y

O

 

Hình 3.4 Dàn vòm tĩnh định chịu tải trọng thẳng đứng tại các nút dàn 

Tọa độ của các nút thuộc cánh dưới là: 

 
 

x(i) r.sin((i 7). )
i 1 13

y(i) r cos((i 7). ) cos(6 )

  
 

    
                    (3.6) 

trong đó:  

2 2
x

1 l
arctan

n 2 r l / 4
 


 

 2
x

n : là số thanh cánh dưới  

Tọa độ của các nút thuộc cánh 

trên là: 
l

x

y

r


1

2

3
...

...

(n  +1)x

(2n  +1)x

(n  +2)x
(n  +3)x

f

 
Hình 3.5 Vị trí các nút dàn vòm 
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x(i 13) r.sin((8 i). )
i 1 13

y(i 13) r cos((8 i). ) cos(6 ) h

   
 

      
       (3.7) 

Với số liệu trong ví dụ: l=48(m), k=1/8, h=0,8 (m) và 
x

n 6  tính được 

tọa độ các nút dàn và được lập như bảng 3.6. 

Bảng 3.6 Tọa độ các nút của dàn vòm trước khi chịu lực 

Điểm 1 2 3 4 5 6 

i
x  (m) -24,0000 -20,2494 -16,3639 -12,3693 -8,2923 -4,1600 

i
y  (m) 0,0000 1,8077 3,3034 4,4773 5,3213 5,8301 

Điểm 7 8 9 10 11 12 

i
x  (m) 0,0000 4,1600 8,2923 12,3693 16,3639 20,2494 

i
y  (m) 6,0000 5,8301 5,3213 4,4773 3,3034 1,8077 

Điểm 13 14 15 16 17 18 

i
x  (m) 24,0000 24,0000 20,2494 16,3639 12,3693 8,2923 

i
y  (m) 0,0000 0,8000 2,6077 4,1034 5,2773 6,1213 

Điểm 19 20 21 22 23 24 

i
x  (m) 4,1600 0,0000 -4,1600 -8,2923 -12,3693 -16,3639 

i
y  (m) 6,6301 6,8000 6,6301 6,1213 5,2773 4,1034 

Điểm 25 26     

i
x  (m) -20,2494 -24,0000     

i
y  (m) 2,6077 0,8000     

Để tránh lập lại, phần sau của đề tài sẽ không trình bày lại cách xác định 

tọa độ các nút dàn vòm mà chỉ đưa ra các thông số l, k, h và 
x

n . 

Lời giải  

Thiết lập phiếm hàm lượng ràng buộc của kết cấu dàn vòm 

Dàn vòm tĩnh định có 49 thanh và 26 nút được đánh số thứ tự như (hình 

3.4). Phiếm hàm lượng ràng buộc của dàn theo (2.40) được viết như sau: 

 
k

37 26
2k k

k r r(0)
k 1 r 14

E A
Z l 2P .v min

l 

                                                   (3.8) 
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trong công thức (3.8) thì các biến dạng dài tuyệt đối được xác định theo công 

thức (2.39). 

Thiết lập hệ phương trình từ điều kiện cực trị của phiếm hàm ràng buộc 

Điều kiện biên của bài toán: 

1 1 13
u v v 0                                                                          (3.9) 

Điều kiện cực trị của phiếm hàm ràng buộc Z (3.8) theo các chuyển vị 

chưa biết là: 

i

Z
0 (i 2 26)

u


  


;  

j

j 2 12Z
0

j 14 26v

 
 

  
                     (3.10) 

Theo điều kiện cực trị (3.10) thiết lập được hệ phương trình gồm 49 

phương trình, chứa 49 ẩn số là các thành phần chuyển vị chưa biết tại các nút.  

Xác định các thành phần chuyển vị tại các nút dàn 

Giải hệ phương trình (3.10) sẽ tìm được các thành phần chuyển vị tại các 

nút và kết quả các thành phần chuyển vị tại các nút dàn được lập thành bảng 3.7. 

Bảng 3.7 Kết quả chuyển vị theo hai phương tại các nút dàn 

Nút 1 2 3 4 5 

Chuyển 

vị (cm) 

Phương 

X 
0 9,03248 15,3811 19,9286 22,4292 

Phương 

Y 
0 -18,446 -34,595 -48,995 -59,608 

Nút 6 7 8 9 10 

Chuyển 

vị (cm) 

Phương 

X 
23,6536 24,1287 24,6039 25,8283 28,3289 

Phương 

Y 
-66,402 -68,661 -66,402 -59,608 -48,995 

Nút 11 12 13 14 15 
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Chuyển 

vị (cm) 

Phương 

X 
32,8764 39,225 48,2575 45 36,1139 

Phương 

Y 
-34,595 -18,446 0 -0,0016 -18,438 

Nút 16 17 18 19 20 

Chuyển 

vị (cm) 

Phương 

X 
30,1428 26,1443 24,3095 23,8266 24,1287 

Phương 

Y 
-34,584 -48,978 -59,591 -66,38 -68,642 

Nút 21 22 23 24 25 

Chuyển 

vị (cm) 

Phương 

X 
24,4309 23,948 22,1132 18,1147 12,1436 

Phương 

Y 
-66,38 -59,591 -48,978 -34,584 -18,438 

Nút 26     

Chuyển 

vị (cm) 

Phương 

X 
3,25745 

    

Phương 

Y 
-0,0016 

    

Xác định nội lực trong các thanh dàn 

Sau khi xác định được các thành phần chuyển vị tại các nút dàn, độ biến 

dạng dài tuyệt đối của các thanh được tính theo công thức: 

ij j j i il (l.u m.v ) (l.u m.v )                                               (3.11) 

Nội lực của các thanh là: ij

ij

ij ij

ij (0)

l .E A
N

l


                                              (3.12) 

Kết quả tính toán nội lực trong các thanh dàn được lập thành bảng 3.8. 
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Bảng 3.8 Kết qủa nội lực trong các thanh dàn 

Thanh Nội lực (kN) Thanh Nội lực (kN) Thanh Nội lực (kN) 

1 286,23927 18 -882,79884 35 33,40094 

2 276,29747 19 -882,79884 36 25,01843 

3 678,70822 20 -784,46020 37 -5,00000 

4 664,98492 21 -795,09368 38 -314,05197 

5 862,52545 22 -496,55596 39 -194,93404 

6 856,77709 23 -510,49324 40 -81,27319 

7 856,77709 24 0,00000 41 26,29658 

8 862,52545 25 -5,00000 42 127,41435 

9 664,98492 26 25,01843 43 222,03704 

10 678,70822 27 33,40094 44 222,03704 

11 276,29747 28 56,53546 45 127,41435 

12 286,23927 29 55,34445 46 26,29658 

13 0,00000 30 70,41388 47 -81,27319 

14 -510,49324 31 62,06893 48 -194,93404 

15 -496,55596 32 70,41388 49 -314,05197 

16 -795,09368 33 55,34445   

17 -784,46020 34 56,53546   

Kiểm tra cân bằng nút dàn 

Để kiểm tra độ chính xác kết quả phân tích dàn vòm dựa trên phương 

pháp nguyên lý cực trị Gauss. Tác giả tiến hành kiểm tra điều kiện cân bằng 

tất cả các nút dàn vòm. Sai số tổng hình chiếu các thành phần nội lực của các 

thanh quy tụ tại nút và tải trọng tác dụng lên nút theo phương x là
x

F , theo 

phương y là
y

F . Kết quả cân bằng nút được tập hợp và lập thành bảng 3.9. 
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Bảng 3.9 Kết quả kiểm tra cân bằng tại các nút dàn 

Nút 
x

F  
y

F  Nút 
x

F  
y

F  

1               0.               0. 14 -0,5380e-11  -0,1842e-11 

2  -0,6387e-11  -0,4135e-11 15   0,3978e-10  -0,1041e-10 

3  -0,9047e-11   .0,2274e-10 16  -0,1677e-10  -0,7066e-11 

4   0,1021e-10  -0,1868e-10 17  -0,6004e-10  -0,1349e-10 

5  0,1770e-10   0,4640e-10 18   0,1353e-10  -0,88341e-11 

6   0,1731e-11  0,2011e-10 19   0,9056e-11   0,2300e-10 

7   0,2121e-11   0,7476e-11 20  -0,4848e-11   0,3355e-10 

8  -0,2621e-10   0,1429e-10 21   0,2733e-10   0,1304e-10 

9  -0,3962e-11   0,3546e-10 22   0,9933e-11   0,2046e-10 

10  -0,4459e-10   0,3242e-10 23  -0,4479e-10   0,5234e-10 

11  -0,1045e-10  -0,1497e-11 24  -0,53780e-11  -0,1842e-11 

12  -0,6419e-11   0,1827e-10 25   0,3978e-10  -0,1041e-10 

13  -0,1759e-11               0. 26  -0,1677e-10  -0,7066e-11 

Với số liệu kiểm tra cân bằng tại các nút (bảng 3.9) cho thấy tất cả các 

nút đều thỏa mãn điều kiện cân bằng. Như vậy kết quả tính toán là tin cậy. 

Hình dạng dàn trước và sau khi biến dạng: Kết quả hình dạng dàn trước và 

sau khi biến dạng được thể hiện như hình 3.6. 

-2500 -2000 -1500 -1000 -500 0 500 1000 1500 2000 2500

0

200

400

600

800

 

Hình 3.6  Hình dạng dàn trước và sau khi biến dạng 

3.4 Bài toán dàn vòm phẳng tĩnh định trong, siêu tĩnh ngoài 

Ví dụ 4: Xét dàn vòm phẳng tĩnh định trong, siêu tĩnh ngoài chịu lực như 

(hình 3.7) biết các thanh dàn có mô đun đàn hồi E=2.104(kN/cm2). Tiết diện 

Tr í c biÕn d¹ng
Sau biÕn d¹ng

(cm) 

(cm) 
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thanh cánh trên và thanh cánh dưới là 180x6(mm) , các thanh bụng dàn là 

121x3,5(mm) . Nhịp dàn l=48(m), độ thoải của dàn k=f/l=1/8 và chiều cao 

dàn h=0,8 (m). Tải trọng P=100(kN) tác dụng tại các nút dàn theo phương 

thẳng đứng. Tính toán các thành phần chuyển vị tại nút dàn và nội lực trong 

các thanh dàn. 
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Hình 3.7 Vòm dàn phẳng tĩnh định trong, siêu tĩnh ngoài 

Lời giải 

Thiết lập phiếm hàm lượng ràng buộc của kết cấu dàn vòm 

Dàn vòm gồm 26 nút và 49 thanh được đánh số thứ tự như hình 3.7. 

Phiếm hàm lượng ràng buộc của dàn vòm (2.40) được viết như sau: 

 
49 26

2k k

k r r(0)
k 1 r 14k

E A
Z l 2P .v min

l 

                                                    (3.13) 

Thiết lập hệ phương trình từ điều kiện cực trị của phiếm hàm ràng buộc 

Điều kiện biên của bài toán là tại nút 1 và nút 13 không có chuyển vị 

theo phương x và phương y:
1 1 13 13

u v u v 0                                         (3.10) 

Điều kiện cực trị của phiếm hàm ràng buộc Z (3.13) theo các chuyển vị 

chưa biết là: 

i

i 2 12Z
0

i 14 26u

 
 

  
;  

j

j 2 12Z
0

j 14 26v

 
 

  
                        (3.14) 

Theo điều kiện cực trị trên sẽ viết được hệ phương trình gồm 48 phương 

trình chứa 48 ẩn số là các thành phần chuyển vị tại các nút.  
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Xác định các thành phần chuyển vị tại các nút dàn 

Giải hệ phương trình (3.14) sẽ tìm được các thành phần chuyển vị tại các nút 

và kết quả các thành phần chuyển vị tại các nút dàn được lập trong (bảng 3.10). 

Bảng 3.10 Kết quả chuyển vị theo hai phương tại các nút dàn 

Nút 1 2 3 4 5 

Chuyển 

vị (cm) 

Phương X 0 -1,24 -0,586 -0,426 0,1212 

Phương Y 0 1,5302 -1,384 -2,845 -6,735 

Nút 6 7 8 9 10 

Chuyển 

vị (cm) 

Phương X 0,0624 0 -0,062 -0,121 0,4259 

Phương Y -7,424 -9,367 -7,424 -6,735 -2,845 

Nút 11 12 13 14 15 

Chuyển 

vị (cm) 

Phương X 0,5862 1,24 0 0,4844 1,2197 

Phương Y -1,384 1,5302 0 -0,006 1,5194 

Nút 16 17 18 19 20 

Chuyển 

vị (cm) 

Phương X 0,2733 0,0103 -0,487 -0,272 0 

Phương Y -1,393 -2,851 -6,74 -7,427 -9,371 

Nút 21 22 23 24 25 

Chuyển 

vị (cm) 

Phương X 0,2725 0,4873 -0,01 -0,273 -1,22 

Phương Y -7,427 -6,74 -2,851 -1,393 1,5194 

Nút 26     

Chuyển 

vị (cm) 

Phương X -0,484     

Phương Y -0,006     

Xác định nội lực trong các thanh dàn 

Theo công thức (2.39), (2.43) sẽ xác định được nội lực trong các thanh 

dàn. Kết quả phân tích nội lực trong các thanh dàn được lập thành bảng 3.11. 
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Bảng 3.11 Kết quả nội lực trong các thanh dàn 

Thanh Nội lực (kN) Thanh Nội lực (kN) Thanh Nội lực (kN) 

1 -1013,68710 18 -787,36635 35 -68,94796 

2 -978,47928 19 -787,36635 36 -88,60023 

3 -577,87592 20 -665,60215 37 -50,00000 

4 -566,19143 21 -674,62449 38 -192,47767 

5 -319,31596 22 -355,27056 39 -196,19877 

6 -317,18785 23 -365,24225 40 -98,23520 

7 -317,18785 24 0,00000 41 32,81420 

8 -319,31596 25 -50,00000 42 143,86796 

9 -566,19143 26 -88,60023 43 185,73302 

10 -577,87592 27 -68,94796 44 185,73302 

11 -978,47928 28 -48,13627 45 143,86796 

12 -1013,68710 29 -44,55626 46 32,81420 

13 0,00000 30 -26,06795 47 -98,23520 

14 -365,24225 31 -35,72188 48 -196,19877 

15 -355,27056 32 -26,06795 49 -192,47767 

16 -674,62449 33 -44,55626   

17 -665,60215 34 -48,13627   

Kiểm tra cân bằng nút dàn 

Kết quả kiểm tra cân bằng tại các nút dàn được tập hợp và lập thành 

bảng 3.12. 
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Bảng 3.12 Kết quả kiểm tra cân bằng tại các nút dàn 

Nút 
x

F  
y

F  Nút 
x

F  
y

F  

1 0 0 14 -0,1681e-12 -0,1146e-13 

2 0,6221e-12 0,8434e-12 15 0,2394e-12 0,4582e-12 

3 0,1442e-11 0,1346e-11 16 0,3760e-12 -0,2792e-11 

4 0,2953e-12 -0,3823e-11 17 0,6497e-13 0,2343e-12 

5 0,3456e-12 0,2240e-10 18 0,5318e-12 0,2075e-12 

6 -0,2297e-12 -0,5126e-11 19 -0,8903e-13 0,4903e-11 

7 0,3542e-12 0,3153e-11 20 0,9323e-13 -0,9678e-11 

8 -0,4021e-12 0,3678e-11 21 -0,1303e-12 0,1367e-10 

9 -0,1154e-11 0,1264e-10 22 -0,2255e-12 -0,1648e-10 

10 -0,4256e-12 0,2427e-11 23 -0,4334e-12 0,6535e-12 

11 -0,8721e-12 -0,4234e-12 24 -0,1716e-12 -0,1165e-11 

12 -0,6198e-12 -0,5602e-12 25 -0,5551e-12 -0,1453e-11 

13 0 0 26 0,1681e-12 0,5799e-13 

Với số liệu kiểm tra cân bằng tại các nút (bảng 3.12) cho thấy tất cả các 

nút đều thỏa mãn điều kiện cân bằng. 

Hình dạng dàn trước và sau khi biến dạng: Kết quả hình dạng dàn trước và 

sau khi biến dạng được thể hiện như hình 3.8. 
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Hình 3.8  Hình dạng dàn trước và sau khi biến dạng 

Tr í c biÕn d¹ng
Sau biÕn d¹ng

(cm) 

(cm) 
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KẾT LUẬN VÀ KIẾN NGHỊ 

 

Kết luận: Qua các nội dung đã trình bày ở các chương trong đề tài nghiên 

cứu, có thể rút ra các kết luận sau đây: 

1) Dựa trên phương pháp nguyên lý cực trị Gauss đề tài đã xây dựng 

được phương pháp giải cho bài toán phân tích tuyến tính kết cấu dàn chịu tải 

trọng tĩnh tại nút dàn theo hai cách tiếp cận bài toán: Chọn ẩn số là các thành 

phần chuyển vị tại các nút dàn; Chọn ẩn số là các thành phần nội lực trong 

các thanh dàn. 

2) Khi viết phương trình cân bằng cho các nút dàn thì không cân viết 

phương trình cân bằng cho các điểm biên, mà thay vào đó là viết điều kiện 

biên về mặt chuyển vị. 

3) Khi áp dụng phương pháp nguyên lý cực trị Gauss để phân tích kết 

cấu dàn thì không phải phân bài toán cần phân tích là bài toán tĩnh định và 

siêu tĩnh như một số phương pháp khác. Nên khi giải bài toán dàn theo 

phương pháp này có cách nhìn đơn giản hơn. 

4) Qua kết quả phân tích các bài toán khác nhau trong đề tài cho thấy áp 

dụng phương pháp nguyên lý cực trị Gauss cho bài toán phân tích tuyến tính 

kết cấu dàn là tin cậy. 

 

Kiến nghị: Có thể sử dụng phương pháp nguyên lý cực trị Gauss như một 

phương pháp mới trong giảng dạy, học tập và nghiên cứu khi phân tích kết 

cấu dàn. 
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