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MỞ ĐẦU 

1. Lý do chọn đề tài: 

Trong thực tế, phần lớn các công trình xây dựng đều chịu tác dụng của tải 

trọng động (đặc biệt là đối với các công trình quân sự).Việc tính toán và thiết kế 

các công trình nói chung (nhất là các công trình cao tầng) không những phải 

đảm bảo điều kiện bền, cứng, ổn định mà không kém phần quan trọng là phải 

phân tích phản ứng của công trình khi chịu các nguyên nhân tác dụng động (gió 

bão, động đất...). Ví dụ như các công trình biển thường xuyên chịu tác động của 

sóng và gió, các tải trọng đó gây nên trong kết cấu các ứng suất thay đổi theo 

thời gian. Việc nghiên cứu động lực học công trình chính là nghiên cứu phản 

ứng của công trình khi chịu tải trọng động. 

Bài toán động lực học công trình xác định tần số dao động riêng, dạng dao 

động riêng, chuyển vị động, nội lực động... của công trình. Từ đó, kiểm tra điều 

kiện bền, điều kiện cứng và khả năng xảy ra cộng hưởng, nghiên cứu các biện pháp 

giảm chấn và các biện pháp tránh cộng hưởng. Ngoài ra, bài toán động lực học 

công trình còn là cơ sở cho việc nghiên cứu nhiều lĩnh vực chuyên sâu khác như: 

+ Đánh giá chất lượng công trình bằng các phương pháp động lực học 

(ngay cả khi công trình chịu tải trọng tĩnh). 

+ Bài toán đánh giá tuổi thọ công trình. 

+ Bài toán đánh giá khả năng chịu mỏi của công trình. 

+ Bài toán ổn định động công trình. 

Có nhiều phương pháp giải bài toán động lực học công trình. Trong luận 

văn này, tác giả sử dụng phương pháp nguyên lý cực trị Gauss để giải vì 

phương pháp này có ưu điểm là: tìm lời giải của một bài toán này trên cơ sở so 

sánh một cách có điều kiện với lòi giải của một bài toán khác nên cách nhìn bài 

toán đơn giản hơn. Đặc biệt, nguyên lý cực trị Gauss tỏ ra thuận tiện khi giải 

các bài toán động lực học của vật rắn biến dạng do nguyên lý này đề cập đến 
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động thái. 

Mặt khác, là một giáo viên môn cơ học công trình nên việc tác giả luận 

văn tìm hiểu nguyên lý cực trị Gauss và vận dụng nó như một phương pháp 

hoàn toàn mói trong việc tìm lòi giải bài toán động lực học là điều cần thiết. 

2. Mục đích nghiên cứu của đề tài: 

- Tìm hiểu các phương pháp giải bài toán động lực học đã biết. 

- Tìm hiểu cơ sở lý luận, đặc điểm của phương pháp nguyên lý cực trị 

Gauss. 

- ứng dụng của phương pháp cho bài toán động lực học công trình. 

3. Giới hạn nghiên cứu: áp dụng phương pháp nguyên lý cực trị Gauss để 

giải một số bài toán động lực học công trình (bài toán đàn hồi tuyến tính, tải 

trọng tác động là tải trọng điều hoà). 

4. Phương pháp nghiên cứu: 

- Nghiên cứu về mặt lý thuyết. 

- Sử dụng những kiến thức lý thuyết và phần mềm tin học để tính toán các 

ví dụ.
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CHƯƠNG 1 - BÀI TOÁN ĐỘNG LỰC HỌC CÔNG TRÌNH 

 

Thuật ngữ "động” có thể được hiểu đơn giản như là biến đổi theo thời gian 

[19, tr.l]. Vậy tải trọng động là bất cứ tải trọng nào mà độ lớn, hướng hoặc vị trí 

thay đổi theo thời gian. Trong quá trình đó, các khối lượng trên công trình được 

truyền gia tốc nên phát sinh lực quán tính đặt tại các khối lượng. Lực quán tính 

tác dụng lên công trình gây ra hiện tượng dao động. Dao động đó được biểu thị 

dưới dạng chuyển vị của kết cấu. Việc tính toán công trình có xét đến lực quán 

tính xuất hiện trong quá trình dao động được gọi là giải bài toán dao động công 

trình [10, tr.7]. 

Phản ứng của kết cấu đối với tải trọng động, nghĩa là các ứng suất và độ 

võng xuất hiện khi đó, cũng là động (biến thiên theo thời gian). Nói chung, 

phản ứng của kết cấu đối vói tải trọng động được biểu diễn thông qua chuyển vị 

của kết cấu. Các đại lượng phản ứng khác có liên quan như nội lực, ứng suất, 

biến dạng....đều được xác định sau khi có sự phân bố chuyển vị của hệ. 

Đôi khi, việc giải quyết bài toán động lực học công trình còn được tiến 

hành bằng việc đưa vào các hệ số động. Khi đó, nội lực, chuyển vị và mọi tham 

số của hệ đều được tính toán thông qua hệ số động với các kết quả tính toán 

tĩnh. Tất cả các đại lượng đó đều là các giá trị cực đại ứng với một thời điểm 

xác định, không phải là các hàm theo biến thòi gian. 

1.1. Đặc trưng cơ bản của bài toán động lực học: 

Tải trọng thay đổi theo thời gian nên trạng thái ứng suất - biến dạng của hệ 

cũng thay đổi theo thời gian. Do đó, bài toán động sẽ không có nghiệm chung 

duy nhất như bài toán tĩnh. Vì vậy, bài toán động phức tạp và khó khăn hơn 

nhiều so với bài toán tĩnh. Sự cần thiết phải kể đến lực quán tính là điểm khác 

biệt cơ bản nhất của bài toán động lực học so với bài toán tĩnh. Ngoài ra, việc 

xét đến ảnh hưởng của lực cản cũng là một đặc trưng cơ bản phân biệt hai bài 
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toán trên. 

1.1.1. Lực cản: 

Trong tính toán, đôi khi không xét đến ảnh hưởng của lực cản nhưng lực 

cản luôn luôn có mặt và tham gia vào quá trình chuyển động của hệ. Lực cản 

xuất hiện do nhiều nguyên nhân khác nhau và ảnh hưởng của chúng đến quá 

trình dao động là rất phức tạp. Trong tính toán, đưa ra các giả thiết khác nhau về 

lực cản, phù hợp với điều kiện thực tế nhất định. 

Trong đa số các bài toán dao động công trình, ta thường sử dụng mô hình 

vật liệu biến dạng đàn nhớt (ma sát nhớt) do nhà cơ học người Đức W.Voigt 

kiến nghị: xem lực cản tỷ lệ bậc nhất vái vận tốc dao động. Công thức của lực 

cản: Pc = Cy với c là hệ số tắt dần. 

Ngoài ra còn đưa ra một số giả thiết cơ bản sau: 

* Lực cản theo giả thiết Xôrôkin: là giả thiết về lực cản trong phi đàn hồi. 

Lực cản trong phi đàn hồi là lực cản tính đến sự tiêu hao năng lượng trong hệ, 

được biểu thị trong việc làm tổn thất trễ năng lượng biến dạng trong quá trình 

dao động. Nó không phụ thuộc vào tốc độ biến dạng mà phụ thuộc vào giá trị 

biến dạng.Trong đó, quan hệ giữa các biến dạng chung (độ võng, góc xoay) với 

tải trọng ngoài là quan hệ phi tuyến. 

Công thức của lực cản: Pc= i 
2


Pđ 

trong đó Pđ là lực đàn hồi; P là hệ số tiêu hao năng lượng. 

[Lực đàn hồi (hay lực phục hồi) xuất hiện khi tách hệ khỏi vị trí cân bằng 

và có xu hướng đưa hệ về vị trí cân bằng ban đầu, tương ứng và phụ thuộc vào 

chuyển vị động của hệ: Pđ = P(y). Ở các hệ đàn hồi tuyến tính: Pđ - ky với k là 

hệ sổ cứng (lực gây chuyển vị bằng 1 đơn vị)]. 

*Lực cản ma sát khô của Couiomb (Fms): tỷ lệ vói áp lực vuông góc N và 

có phương ngược với chiều chuyển động. 
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Công thức của lực cản: Fms =  .N (vói   là hệ số ma sát). 

Lực cản sẽ làm cho chu kỳ dao dộng dài hơn. Trong thực tế, có những 

công trình bị cộng hưởng nhưng chưa bị phá hoại ngay vì có hệ số cản khác 

không. Do còn ảnh hưởng của lực cản nên khi cộng hưởng, các nội lực, chuyển 

vị động của hệ không phải bằng   mà có trị số lớn hữu hạn. 

1.1.2. Đặc trưng động của hệ dao động tuyến tính: 

Dao động tuyến tính là dao động mà phương trình vi phân mô tả dao động 

là phương trình vi phân tuyến tính. Đặc trưng động của hệ dao động tuyến tính 

bao gồm: khối lượng của hệ, tính chất đàn hồi của hệ (độ cứng, độ mềm), nguồn 

kích động, tần số dao động (tần số dao động riêng, dạng dao động riêng), hệ số 

tắt dần... 

Bậc tự do cùa hệ đàn hồi là số thông số hình học độc lập cần thiết để xác 

định vị trí của hệ tại một thời điểm bất kỳ khi có chuyển động bất kỳ. 

Vấn đề xác định các tần số dao động riêng và các dạng dao động riêng của 

bài toán dao động hệ hữu hạn bậc tự do tương ứng với bài toán xác định các trị 

riêng và vecto riêng của đại số tuyến tính. Thông thường, để đánh giá một công 

trình chịu tải trọng động, chúng ta thường đánh giá sơ bộ thông qua tần số dao 

động riêng thứ nhất và dạng đao động riêng thứ nhất (tần số dao động cơ bản và 

dạng dao động cơ bản) 

1.2. Dao động tuần hoàn - Dao động điểu hòa: 

Hầu như bất cứ hệ kết cấu nào cũng có thể chịu một dạng tải trọng động 

nào đó trong suốt quá trình sống của nó (tải trọng tĩnh được xem như dạng đặc 

biệt của tải trọng động). Các tải trọng được phân thành: tải trọng tuần hoàn và 

tải trọng không tuần hoàn. 

Các tải trọng không tuần hoàn có thể là các tải trọng xung ngắn hạn hoặc 

có thể là các tải trọng tổng quát dài hạn, các dạng đơn giản hoá có thể dùng 

được. 
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Một tải trọng tuần hoàn thể hiện sự biến thiên theo thời gian giống nhau 

liên tiếp đối với một số lượng lớn chu kỳ. Tải trọng tuần hoàn đơn giản nhất có 

dạng hình sin (hoặc cosin) và được gọi là điều hoà đơn giản. Nhờ có phân tích 

Fourier mà bất cứ một tải trọng tuần hoàn cũng có thể được biễu diễn như là 

một chuỗi các thành phần điều hoà đơn giản. Tải trọng tuần hoàn gây ra dao 

động tuần hoàn trong kết cấu. 

1.2.1. Dao động tuần hoàn:  

Là dao động được lặp lại sau những khoảng thời gian T nhất định. Nếu dao 

động được biêu diễn bởi hàm số của thời gian y(t) thì bất kỳ dao động tuần hoàn 

nào cũng phải thỏa mãn: y(t) = y(t+T). Thời gian lặp lại dao động T được gọi là 

chu kỳ của dao động và nghịch đảo của nó f = 1/T được gọi là tần số. 

Dạng đơn giản nhất của dao động tuần hoàn là dao động điều hòa. 

1.2.2. Dao động điều hòa: thường được mô tả bằng hình chiếu trên một đường 

thẳng của một điểm di chuyển trên một vòng tròn với vận tốc góc  . Do đó 

chuyển vị y được viết: y = Asin t. 

Bởi vì dao động lặp lại trong khoảng thời gian 2  nên có mối liên hệ:  

   f 2/2   

Vận tốc và gia tốc cũng là điều hòa với cùng tần số của dao động nhưng 

lệch với độ dịch chuyển lần lượt là  /2 và  : 

=Asin( t+ /2 ) 

= - 2Asin t 

= 2Asin( t+ ) 

Vậy: = - 2t 

=> gia tốc tỷ lệ với độ dịch chyển. 

1.3. Các phương pháp để xây dựng phương trình chuyển động: 

Phương trình chuyển động của hệ có thể xây dựng dựa trên cơ sở của 

phương pháp tĩnh hoặc các nguyên lý biến phân năng lượng. Các biểu thức toán 
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học để xác định các chuyển vị động được gọi là phương trình chuyển động của 

hệ, nó có thể được biểu thị dưới dạng phương trình vi phân . 

1.3.1. Phương pháp tĩnh động học: 

[Nội dung nguyên lý D’Alembert đối với cơ hệ: trong chuyển động của cơ 

hệ, các lực thực sự tác dụng lên chất điểm của hệ gồm nội lực và ngoại lực 

cùng với các lực quán tính lập thành hệ lực cân bằng] 

Dựa trên cơ sở những nguyên tắc cân bằng của tĩnh học có bổ sung thêm 

lực quán tính viết theo nguyên lý D’Alember, điều kiện cân bằng (tĩnh động) 

đối với các lực tổng quát viết cho hệ n bậc tự do: 

  0
..1

* 
 nkkk JQ  

trong đó: 

Qk - lực tổng quát của các lực đã cho. 

Jk - lực tổng quát của các lực quán tính của các khối lượng, tương ứn với 

các chuyển vị tổng quát qt. 

xi, yi, zi - lực các chuyển vị của khối lượng mi theo phương các trục toạ độ, 

biểu diễn thông qua các toạ độ tổng quát qk. 

xi = xi (q1, q2, .....,qn) 

yi = yi (q1, q2, .....,qn) 

zi = zi (q1, q2, .....,qn) 

Cũng có thể viết: Jk = -Mkqk, với Mk là khối lượng quy đổi, tương ứng 

với chuyển vị tổng quát qk. 

1.3.2. Phương pháp năng lượng: 

Dựa trên định luật bảo toàn năng lượng, trường hợp bỏ qua các lực ngăn 

cản chuyển động, ta có: K + U = const.  

trong đó: 

K - động năng của hệ: 
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K =  
22

2

)(

)(

2
z

z
ii

v
dzm

vm
 

U - thế năng của hệ, có thể được biểu thông qua công của các ngoại lực 

hoặc công của các nội lực (trường hợp hệ phẳng): 

U = ),cos(.
2

1
)cos(

2

1
  dPdPPP iii  

Hoặc: 

U =  
GFEFEJ2

1 222 dsQdsNdsM
  

1.3.3. Phương pháp ứng dụng nguyên lý công ảo: 

[Nội dung của nguyên lý: điều kiện cần và đủ để một cơ liên hệ lý tưởng giữ và 

dừng được cân bằng tại một vị trí đã cho là tổng công ảo của tất cả các lực hoạt 

động tác dụng lên hệ đều bằng không trong di chuyển ảo bất kỳ từ vị trí đã cho: 

Nguyên lý được áp dụng như sau: 0 ii TU    (i=1 n ) 

trong đó:  iU  - công khả dĩ của nội lực. 

   iT  - công khả dĩ của ngoại lực (gồm lực kích thích, lực cản, 

lực quán tính). 

Trong ba phương pháp đã giới thiệu ở trên, phương pháp tĩnh động đưa ra 

cách giải quyết đơn giản cho hệ một số bậc tự do. Sự cần thiết phải xem xét các 

lực liên kết và các biểu đồ vật thể tự do trong phương pháp này dẫn đến những 

khó khăn đại số đối với những hệ có bậc tự do cao hơn. 

Phương pháp năng lượng khắc phục được những khó khăn của phương 

pháp tĩnh động. Tuy nhiên, nguyên lý năng lượng cùng các toạ độ vật lý chỉ đưa 

được một phương trình mà điều đó chỉ giới hạn sử dụng cho hệ một bậc tự do. 

Nguyên lý công ảo khắc phục được những hạn chế của cả hai phương 

pháp trên và là một công cụ mạnh đối với hệ nhiều bậc tự do. Tuy nhiên, đây 

không phải là một thủ tục hoàn toàn có tính vô hướng, trong đó việc xem xét 

vectơ lực là cần thiết trong việc xác định công ảo [20, tr.215]. 
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1.3.4. Phương trình Lagrange (phương trình Lagrange loại 2): 

Phương trình Lagrange là một thủ tục hoàn toàn có tính vô hướng, xuất 

phát từ các đại lượng vô hướng của động năng, thế năng và công được biểu diễn 

thông qua các toạ độ suy rộng. Ưu điểm nổi bật của các phương trình Lagrange 

là dạng và số lượng của chúng không phụ thuộc vào số vật thể thuộc cơ hệ và sự 

chuyển động của các vật thể đó. Hơn nữa, nếu liên kết là lý tưởng thì trong các 

phương trình Lagrange không có mặt các phản lực liên kết chưa biết. 

Giả sử hệ có n bậc tự do và các toạ độ suy rộng của hệ là q1, q2, . ...., qn. 

Phương trình chuyển động Lagrange được viết như sau: 

i

ii

Q
q

U

q

T

q

T

dt

d















)(

1

 

Trong đó: + T và u lần lượt là động năng và thế năng của hệ. 

+ Qi là các lực suy rộng tương ứng với các lực không có thế. 

Phương trình chuyển động Lagrange được áp dụng rộng rãi trong nhiều lĩnh 

vực khoa học và kỹ thuật, nó được áp dụng với tất cả hệ tuyến tính và phi tuyến. 

1.3.5. Phương pháp ứng dụng nguyên lý Hamiỉton: 

[Nguyên lý Hamilton có nội dung như sau: một hệ cơ học chịu tác động 

của các lực đã biết sẽ có chuyển động (trong tất cả các chuyển động cố thể và 

cùng điều kiện ở hai đầu của khoảng thời gian) sao cho biến thiên động năng, 

thế năng và công cơ học của cấc lực không bảo toàn trong khoảng thời gian 

đang xét bằng không]. 

Nội dung nguyên lý có thể được biểu thị: 0)(
2

1

 dtRUT

t

t

  

trong đó:  

UT  , - biến phân động năng và thế năng của hệ. 

R  - biến phân công do các lực không bảo toàn (lực kích thích, lực cản) tác 

dụng lên hệ. 
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Từ các phương trình chuyển động Lagrange sẽ xây dựng nguyên lý biến 

phân động học Hamilton và ngược lại. Vì vậy có thể dùng nguyên lý Hamilton 

để làm cơ sở cho động lực học các hệ holonom. 

[Theo ngôn ngữ của G.Hertz: hệ cơ học nào chỉ có những liên kết được 

biểu diễn dưới dạng hữu hạn (liên kết hình học) gọi là hệ holonom; nếu hệ đó 

chịu những liên kết biểu diễn bằng phương trình vi phân không khả tích thì gọi 

là hệ không holonom]. 

1.4. Dao động của hệ hữu hạn bậc tự do: 

1.4.1. Dao động tự do: 

Khi hệ chuyển động tự do, vị trí của các khối lượng xác định dạng của hệ 

tại thòi điểm bất kỳ. Đối với hệ n bậc tự do, các khối lượng có chuyển động 

phức tạp, gồm n đao động với n tần số i  khác nhau. Nói chung, tỉ số giữa các 

chuyển vị của các khối lượng riêng biệt liên tục thay đổi. Nhưng có thể chọn 

điều kiện ban đầu sao cho mọi khối lượng chỉ dao động với một tần số i  nào 

đó chọn từ phổ tần số. Những dạng dao động như thế gọi là dạng dao động 

riêng (hay dạng đao động chính). 

Số dạng chính bằng số bậc tự do của hệ. Trong các dạng dao động chính, 

quan hệ các chuyển vị của các khối lượng là hằng số đối với thời gian. Nếu cho 

trước các dạng dao động chính thì ta cũng xác định được tần số. 

Việc xác định các dạng dao động riêng và tần số dao động riêng đóng vai 

trò quan trọng trong bài toán dao động của hệ hữu hạn bậc tự do. 

1.4.1.1. Các tần số riêng và các dạng dao động riêng: 

Phương trình vi phân dao động tự do khồng cản của các khối lượng:  

MY(t) + KY(t) = 0 (1.1) 

với M và K là các ma trận vuông cấp n, thường là ma trận đối xứng. 

Nghiệm của (1.1) được tìm dưối dạng: 

Y(t) = A sin( t + ) (1.2) 
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Thay (1.2) vào (1.1) nhận được: 

[K- M2 ]A = 0       (1.3) 

Để hệ (1.3) có nghiệm không tầm thường (tức là tồn tại dao động) thì: 

MK 2  = 0        (1.4) 

(1.4) là phương trình đại số bậc n đối với 2 , được gọi là phương trình tần 

số (hay phương trình đặc trưng). Các nghiệm i  (với i = 1 n ) của (1.4) là các 

tần số riêng. Vectơ bao gồm tất cả các tần số dao động riêng xếp theo thứ tự 

tăng dần  n  ........( 21  được gọi là vectơ tần số dao động riêng (hay phổ 

tần số: 





















n






....

2

1

 

Thay các i  vào (1.3), được hệ phương trình đại số tuyến tính thuần nhất 

để xác định các thành phần của vectơ riêng Ai. 

  ii AMK 2  = 0 (1.5) 

Vì (1.5) là hệ phương trình đại số tuyến tính thuần nhất có det các hệ số 

bằng 0 nên các thành phần của vectơ Ai được xác định sai khác một hằng số 

nhân, chẳng hạn có thể chọn Ali tuỳ ý. 

li

ki
ki

A

A
  và dễ thấy: 1li  

Ma trận vuông   biểu thị tất cả các dạng dao động riêng có thể của hệ, 

được gọi là ma trận các dạng riêng (hay ma trận dạng chính): 





















nmnn

n

n







..........

...........................

.............

..............

21

22212

11211

       (1.6) 

Mỗi một trong các vectơ cột của (1.6) cho ta một dạng dao động riêng của hệ: 
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







































ni

i

ni

i

li

i












....

1

....

22  

1.4.1.2. Giải bài toán riêng (eigen problem): 

Khi hệ dao động tự do không cản thì bài toán dao động tự do trở thành bài 

toán riêng tổng quát: 

[K - 2 M]A = 0 (1.7) 

Các tần số (vòng) riêng của dao động (ứng vói các tần số fi) là các nghiệm 

)1( nii   của phương trình đặc trưng bậc n: 

[K - 2 M] = 0 (1.8) 

Đặt X = 2   (1.8) trở thành: 

[K -  M] = 0 (1.9) 

Khi phân tích dạng dao động, ta có bài toán riêng tổng quát: 

K  M  

trong đó:  

,1 2 ,.............. n - các trị riêng. 

21, ............. 2 - các vectơ riêng tương ứng. 

 n ,......1  

Có nhiều phương pháp để giải bài toán riêng [17]: 

+ Nhóm 1: các phương pháp lặp vectơ. 

K iii M   

+ Nhóm 2: các phương pháp biến đổi. 

 KT  

 KT  = I 

trong đó: A = diag( i )  
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+ Nhóm 3: các kỹ thuật lặp đa thức 

p( i ) = o trong đó p( ) = det(K- M) 

+ Nhóm 4: sử dụng đặc tính sturm của các đa thức đặc trưng 









)det()(

)det()(

)()()()()( rrrrr MKp

MKp




 

1.4.1.3. Tính chất trực giao của các dạng chính - Dạng chuẩn: 

Tính chất trực giao của các dạng chính thể hiện ở chỗ: công của ngoại lực 

(hay nội lực) của một dạng chính này trên chuyển vị (hay biến dạng) của một 

dạng chính khác bằng 0. 

Biểu thức biểu thị tính trực giao của các dạng chính có thể viết qua ma 

trận độ cứng hoặc ma trận khối lượng như sau: 

0j

T

i M  hoặc 0j

T

i M  (với ji    (1.10) 

ở dạng giải tích, biểu thức tính trực giao viết theo ma trận khối lượng như 

sau: 



n

k

kjkik yym
1

0  

hoặc có thể biểu thị dưới dạng công của các nội lực: 

0
GFEFEJ

  ds
QQ

ds
NN

ds
MM jijiji  

Đây là tính chất quan trong trong viẽc giải quyết các bài toán dao động 

cưỡng bức cững như dao đồng tư do của hê hữu han bâc tư do. 

* Dạng chuẩn: là dạng dao động riêng thoả mãn biểu thức: 1j

T

i M  

Ký hiệu là chi,  

chi,  = i
2

1
 với a i

T

ii Ma 2  (1.11) 

Việc đưa các dạng dao động riêng về dạng chuẩn gọi là chuẩn hoá các 

dạng dao động riêng. Khi các dạng dao động riêng đã được chuẩn hoá, ta viết 

được điều kiện trực chuẩn như sau: 
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EM ch

T

ch   hoặc  ch

T

ch K       (1.12) 

Điều kiện trực chuẩn có ý nghĩa quan trọng trong việc rút gọn quá trình 

tính toán của hệ dao động. 

1.4.2. Dao động cưỡng bức của hệ hữu hạn bậc tự do: 

Phương trình vi phân dao động của hệ: MY(t) + CY(t) = P(t). 

Đây là bài toán phức tạp và hay gặp trong thực tế. Có nhiều phương pháp 

khác nhau để giải quyết bài toàn này, trong đó phương pháp hay được sử dụng 

là phương pháp cộng dạng dao động (phương pháp khai triển theo các dạng 

riêng). 

1.4.2.1. Phương pháp khai triển theo các dạng riêng: 

Xét hệ hữu hạn bậc tự do chịu lực cưỡng bức và không kể đến lực cản. 

a. Phương pháp khai triển tải trọng theo cấc dạng riêng: 

Giả sử lực Pk(t) với một giá trị nào đó (bao gồm cả giá trị 0) tác dụng lên 

khối lượng mk bất kỳ, lực Pk(t) được khai triển theo các dạng dao động chính 

dưới dạng các thành phần Pki(t) 

Pk(t) = 



n

k

ik ik

n

k

ki tHmtP
11

)()(  với 








n

k

kik

n

k

kiki

i

m

tP

tH

1

2

1

).(

)(





 (1.13) 

Tải trọng khai triển theo dạng chính thứ i viết dưới dạng ma trận: 

Pi = chi

T

chii

i

T

i

T

i PMM
M

P
,, 




  (1.14) 

Phương pháp này tìm được n hệ lực Pyri) thay cho hệ lực Pk(t). Tương 

ứng với dạng chính có tần số G)j, ta có các lực PH(t), P2j(t), Pni(t) được 

thể hiện như hình (1.1). 

chuyển vị tỉ lệ với các chuyển vị dạng chính thứ i. Vì vậy, hệ chịu tải trọng như 

thế có thể xem như hệ vói một bậc tự do.. 

Gọi Pkh là ma trận bao gồm các tải trọng khai triển theo các dạng chính: 
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b. Phương pháp toạ độ tổng quất: 

Chuyển vị của hệ có thể phân tích thành tổng của các chuyển vị thành 

phần ứng với từng dạng dao động chính: 

Y(t) = 



n

k

n

k

i ty
11

)(  k=l k=l 

với: Z (t) = —-— fp.(T)sinco.(t-T)dx (1.15) 

* M.cOi 0
J ' s 

Các đại lượng Zị(t) được gọi là toạ độ tổng quát của hệ, nó chính là các 

biên độ ứng vổi các dạng chính. 

Ma trận các toạ độ tổng quát của hệ: 

Z(t) = [Z,(t), z2(t), ................ ,Zn(t)]
T 

1.4.2.2. Trình tự tính toán hệ dao động cưỡng bức: 

Theo [1, tr.150], hệ hữu hạn bậc tự do dao động cưỡng bức được tính toán 

theo trình tự sau: 

Nếu có một số lượng bất kì các lực Pi(t) được đặt không phải lên các khối 

lượng th cần phải thay thế chúng bằng các tải trọng Pi(t) như trên hình (1.2). 

Các lực P *

i (t) tác dụng tại các khối lượng sao cho: chuyển vị tĩnh của các 

khối lượng do chúng gây ra giống như các chuyển vị do các lực Pi(t) đã cho gây 

ra. Các tải trọng thay thế dựa trên cơ sở các phương trình: 





n

li

ikpinknkkl tPtPtPtP )()(....)()( **

22

*

1   

Gọi pkh là ma trận bao gồm các tải trọng khai triển theo các dạng chính. 

a.  Phương pháp toạ độ tổng quát: 

Chuyển vị của hệ có thể phân tích thành tổng của các chuyển vị thành 

phần ứng với từng dạng dao động chính: 

Y(t) = 



n

lk

i

n

lk

i tZtY )()( 1  
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với: Zi (t) =  

t

ii

ii

dtP
M

0

)(sin)(
1




 

Các đại lượng Zi(t) được gọi là toạ độ tổng quát của hệ, nó chính là các 

biên độ ứng với các dạng chính. 

Ma trận các toạ độ tổng quát của hệ: 

Z(t) = [Z1,(t),Z2(t), ............... ,Zn(t)]
T 

b. Trình tự tính toán hệ dao động cưỡng bức: 

Theo [1, tr.150], hệ hữu hạn bậc tự do dao động cưỡng bức được tính toán 

theo trình tự sau: 

+ Xác định tán số dao đồng riêng và các dang dao đồng riêng. 

+ Khai triển tải trọng theo các dạng dao đồng riêng theo (1.14), hoặc xác 

định các toạ độ tổng quát ứng vái các dạng riêng theo (1.15). 

+ Xác định chuyển vi của hẽ từ kết quả nhân đươc ma trận tải trọng khai 

triển hoặc ma trận các tọa độ tổng quát. 

Y(t) = M-1PkhKai(t) (1.16) 

trong đó: Kai  (t) - hệ số ảnh hưởng động học theo thời gian của dạng 

chính thứ i; Kai(t) =  

t

i

i

dtf
0

)(sin).(
1




 (1.17) 

Hoặc: Y(t)= )(. tZ  (1.18) 

+ Để xác định nội lực của hệ, cần phải biết lực đàn hồi Pd(t) tương ứng với 

quá trình dao động của hệ. 

Với phương pháp khai triển theo các dạng dao động riêng: 

Pđ(t) = Pkh (1.19) 

trong đó: K;(t) = CD; Jf(T).sincoi(t -x)dx (1.20) 

Với phương pháp toạ độ tổng quát: pđ(t) = KY(t) 

1.4.2.3. Dao động của hệ chịu tải trong điều hoà 

Đa số trường hợp hay gặp trong kỹ thuật, người ta thường đưa tải trọng 
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P(t) về dạng gần đúng là hàm điều hoà hoặc phân tích theo chuỗi Furie rồi lấy 

một vài số hạng đầu. Do vậy, việc nghiên cứu dao động với lực kích thích có 

dạng Psinrt hay Pcosrt là một bài toán cơ bản trong động lực học công trình. 

. Dao động cưỡng bức của hệ dưới dạng tổng quát bao gồm hai phần: dao động 

riêng, dao động vói lực kích thích. Khi dao động chuyển sang giai đoạn ổn định 

thì phần dao động riêng của hệ không còn, hệ sẽ dao động có chu kỳ cùng với 

chu kỳ của lực kích thích. 

Khi hệ chịu tác dụng của tải trọng điều hoà: p(t) =



















nP

P

P

...

2

1

sin rt thì chuyển vị của 

hệ: Y = GP 

Trong đó: G - ma trận giải thức Green: G = 
T

chch D
 

D= diag (Si) với Si = 
22

1

ri 
 

Khi tần số r của lực kích thích bằng một trong các trị số của tần số dao 

động riêng 
1  thì đều xảy ra hiện tượng cộng hưởng (r = 

1 ). 

Có thể sử dụng phương pháp tĩnh động để xác định các lực quán tính trong 

hệ. Đối với hệ đối xứng, có thể phân tích tải trọng thành đối xứng và phản xứng 

để vận dụng cách tính theo nửa hệ hoặc chuyển vị kép. 

1.5. Các phương pháp tính gần đúng trong động lực học công trình: 

Các phương pháp này dựa trên cơ sở tìm tần số dao động riêng theo 

phương trình đường đàn hồi được giả định trước, hoặc thay hệ có số bậc tự do 

lớn bằng hệ số có bậc tự do ít hơn. Các phương pháp cho kết quả tương đối 

chính xác đối với tần số cơ bản 1 .Thực tế, khi tính toán các công trình, thường 

người ta chỉ quan tâm đến tần số cơ bản 1  để kiểm tra điều kiện cộng hưởng. 

 



 

 18 

1.5.1. Phương pháp năng lượng (phương pháp Rayleigh): 

Phương pháp này giả thiết trước các dạng dao động và dựa trên cơ sở định 

luật bảo toàn năng lượng để xác định tần số và dạng dao động riêng tương ứng. 

Khi hệ dao động tự do không kể đến lực cản, trên cơ sở quy luật bảo toàn năng 

lượng, có thể thiết lập được mối quan hệ: Umax = Kmax. 

Động năng của hệ tại thời điểm t bất kỳ: 

K =    ),(
2

),(
2

22

)(

2

)(

222
tzkitzkz

iizz
ymdzym

vm
dz

vm 
 

Thế năng của hệ (khi chỉ xét tới ảnh hưởng của mô men uốn): 

U=  J2

2

E

dzM
= dz

z

yE ztk

2

2

),(

2

2

J
















      (1.12) 

Sau khi xác đinh được Umax và Kmax, ta nít ra được: 
























),(

22

)(

2

2

),(

2

2

),(

J

ztkiz

ztk

ymdzym

dz
z

y
E

ztk

  

 Nếu biểu thị chuyển vị của hệ khi dao động tự do dưới dạng ma trận: 

  Y(t) = L.Z(t) = L.Z tsin0  

trong đó: L - vectơdạng giả định, Z(t) - biên độ dạng giả định 

thì: 
MlL

KlL
t

t

2  

1.5.2. Phương pháp Bupnop - Galoockin: 

Phương pháp Bupnop - Galoockin được xây dựng dựa trên cơ sở nguyên 

lý Hamilton hoặc nguyên lý chuyển vị khả dĩ. 

Với bài toán dao động tự do của dầm, phương trình vi phân của dạng dao 

động chính thứ j: 




















2

),(

2

(z)2

2

J
z

y
E

z

tzj - 0),()(

2 tzjzj ym  
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Giả thiết nghiệm của (1.21) đã biết và có thể biểu diễn như sau: 

y )( zj = 


n

li

ii za )(  

Trong đó, ai là các hằng số chưa biết, các hàm i (z) cần phải chọn sao cho thoả 

mãn toàn bộ (hoặc một phần) điều kiện biên (động học và tĩnh học) của bài toán. 

1.5.3. Phương pháp Lagrange - Ritz: 

Phương pháp Lagrange - Ritz được xây dựng trên cơ sở nghiên cứu thế 

năng toàn phần của hệ 

[Nộỉ dung nguyên lý Lagrange được phát biểu như sau trong tất cả các trạng 

thái khả dĩ, trạng thái cân bằng dưới tác dụng của các lực có thể sẽ tương ứng 

với trạng thái mà theo đó, thế nâng toàn phần của hệ sẽ có giá trị dừng: 0U  

Thế năng biến dạng được biểu diễn dưới dạng công ngoại lực và công nội 

lực của hệ khi chuyển từ trạng thái biến dạng về trạng thái không biến dạng 

U=  














 1

0

),)(),(),(

2

2

),(

21

0

(z)

2

J
tzititztz

tz
yPdzyqdz

z

yE
 

trong đó: q(z t) và pi(t) bao gồm các lực kích thích và lực quán tính do các 

khối lượng phân bố và tập trung gây ra khi hệ dao động.Với bài toán dao động 

riêng, giả thiết dạng chính của dao động: 

yj(z)=


n

li

ii Za )(  

 Trong đó, các hàm i (z) thoả mãn điều kiện biên động học (còn điều 

kiện biên tĩnh học đã tự thoả mãn trong các biểu thức thế năng). 

 Từ điều kiên thế năng của hê có giá tri dừng, ta có: 0




ka

U
(với k = n..1  

 Từ đó nhận được n phương trình chính tắc chứa a1, a2,..., an. 
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1.5.4. Phương pháp thay thế khối lượng: 

Phương pháp này dựa trên cơ sở đơn giản hoá sơ đồ khối lượng: thay thế 

các khối lượng phần bố và tập trung trên kết cấu thành các khối lượng tập trung 

với số lượng ít hơn đặt tại một số điểm đặc biệt. 

Có thể chia các khối lượng phân bố thành nhiều khoảng, tập trụng các khối 

lương phân bố trên mỗi khoảng về trọng tâm của nó hoặc phân bố các khối 

lượng theo nguyên tắc đòn bẩy: khối lượng phân bố trên mỗi đoạn được thay 

thế bằng hai khối lượng đặt ở hai đầu đoạn đó. 

1.5.5. Phương phấp khối lượng tương đương: 

Phương pháp này được xây dựng trên giả thiết: “ Hai hệ tương đương về 

động năng thì cùng tương đương về tần số”. Vái phương pháp này, ta phải chọn 

trước đường đàn hồi y(z) và chỉ tính được tần số thấp nhất của hệ thực 

1.5.6. Các phương pháp sô'trong động ỉực học công trình: 

1.5.6. 1. Phương pháp sai phân: 

Là phương pháp giải gần đúng phương trình vi phân của dao động bằng 

giải hệ phương trình sai phân. Chia hộ thành n phần tử, tại mỗi điểm chia, thay 

đạo hàm bằng các sai phân để lập phương trình sai phân tương ứng. Kết quả thu 

được là hệ phương trình đại số tuyến tính với các ẩn số là giá trị nghiệm của 

phương trình vi phân tại điểm chia và các giá trị nghiệm tại một vài điểm chia 

lân cận. Phương pháp này cho phép dễ dàng giải bài toán dao động của hệ có 

các thông số thay đổi: tiết diện, khối lượng, tải trọng... 

1 .5.6.2. Phương pháp phần tử hữu hạn: 

Hệ được rời rạc hoá thành các phần tử hữu hạn, sau đó xem các phần tử 

hữu hạn được nối lại với nhau tại một số điểm quy định (thường là đỉnh của mỗi 

phần tử) gọi là nút và tạo thành lưới phần tử hữu hạn. Tính liên tục về biến dạng 

của hệ được thể hiện qua chuyển vị, đạo hàm của chuyển vị tại các nút của lưới 

phần tử hữu hạn. 
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Số phần tử hữu hạn (hay số lượng ẩn số) là các chuyển vị tại nút của lưới 

phần tử hữu hạn. Lưới phần tử hữu hạn càng mau thì càng làm việc sát hệ thực 

và mức độ của kết quả tính càng cao. 

Vectơ chuyển vị nút của lưới phần tử hữu hạn: {Ý} = {yl y2 yn} 

Hệ phương trình vi phân biểu thị dao động của lưới phần tử hữu hạn có kể 

đến lực cản đàn nhớt tại thời điểm t bất kỳ: 

          )()()()( tPtYKtYCtyM   

1.5.6.3. Phương pháp tích phân trực tiếp: 

Phương pháp tích phân trực tiếp không những cho phép giải các bài toán 

dao động tuyến tính mà còn cho phép giải các bài toán dao động phi tuyến phức 

tạp. Gồm có các phương pháp sau: 

+ Phương pháp gia tốc tuyến tính (Phương pháp Viỉson ): phương pháp 

này xem rằng: sự thay đổi của gia tốc chuyển động trong mỗi bước thời gian từ 

t đến (t+ t) là tuyến tính. 

+ Phương pháp sai phân trung tâm: thực chất của phương pháp là chia 

bước, tích phân trực tiếp hệ phương trình vi phân trong từng khoảng chia  t 

(giải bài toán tĩnh trong từng bước chia thời gian  t nhưng có kể đến lực quán 

tính và lực cản, đồng thời phương trình cân bằng được giải nhiều lần đối với các 

điểm chia trong khoảng thời gian dao động). 

Giá trị gia tốc của chuyển vị được xem là không đổi trong phạm vi hai 

bước chia thời gian và được xác định: 

      ttYtYttY
t

tY 


 ((2(
1

)(
2

 

+ Phương phấp gia tốc trung bình không đổi (phương phấp Neimark): 

Phương pháp này giả thiết rằng: ở mỗi bước thời gian  t, gia tốc chuyển 

động bằng hằng số và được tính bằng giá trị trung bình hai giá trị đầu và cuối 

của khoảng . 
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1.6. Một số nhận xét: 

+ Bài toán động lực học công trình nghiên cứu phản ứng của hệ kết cấu khi 

chịu tải trọng động (mà tải trọng tĩnh chỉ là trường hợp đặc biệt). Có nhiều 

phương pháp để giải bài toán dao động nhưng có thể nói, các phương pháp đều 

xuất phát từ nguyên lý năng lượng. 

Xuất phát từ điều kiện dừng của phiếm hàm của thế năng toàn phần của 

hệ: U  = 0, nếu lấy biến phân của phiếm hàm theo chuyển vị thì ta nhận được 

các phương trình cân bằng, nếu lấy biến phân của phiếm hàm theo lực thì ta 

được các phương trình biến dạng. 

 + Việc xác định các tần số dao động riêng và các dạng dao động riêng 

của bài toán dao động (tương ứng với bài toán xác định các trị riêng và vecto 

riêng của đại số tuyến tính) là một nhiêm vụ quan trọng của bài toán dao động. 

 Bài toán riêng: [K - M ] A = 0 (với   =  2) tương ứng với việc tìm trị 

riêng :  MK  . Đây là bài toán lổn (đa thức bậc n,với n là bậc tự do của hệ), có 

nhiều thuật toán để giải nhưng phức tạp. Việc thiết lập ma trận độ cứng K và 

đưa về dạng ma trận đường chéo là tương đối khó khăn đối với hệ có nhiều bậc 

tự do. 
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   CHƯƠNG 2 - NGUYÊN LÝ CỰC TRỊ GAUSS  

 (NGUYÊN LÝ CƯỠNG BỨC NHỎ NHẤT) - ÁP DỤNG NGUYÊN 

 LÝ CHO CÁC BÀI TOÁN ĐỘNG LỰC HỌC CÔNG TRÌNH 

 

2.1.Nguyên lý cực trị Gauss (nguyên lý cưỡng bức nhỏ nhất): 

Nguyên lý này được nhà toán học người Đức K.F. Gauss phát biểu năm 

1829 cho hệ chất điểm, nguyên văn như sau: 

Tại mỗi thời điểm, chuyển động của một hệ chất điểm - liên kết tưỳ ỷ và 

chịu tấc dụng bất kỳ - sẽ xảy ra rất gần với chuyển động mà các chất điểm đó có 

trong trường hợp chúng được tự do; nghĩa là chuyển động đó xảy ra với một 

lượng cưỡng bức ít nhất có thể nếu như ta coi độ đo của sự cựỡng bức là tổng 

các tích số giữa khối lượng của mỗi chất điểm với bình phương độ lệch của vị 

trí chất điểm đó so với vị trí mà nó chiếm được nếu như nó được tự do [12, 

tr.45]. 

Độ lệch về vị trí của chất điểm thứ i khối lượng mj được nói đến trong 

nguyên lý Gauss là: 
i

i

I
I

m

F
  

 Trong đó: Fi - véctơ lực tác động vào chất điểm khi có liên kết. 

 i  - véctơ gia tốc chuyển động của chất điểm khi nó được giải phóng 

khỏi liên kết. 

Nếu hệ có n chất điểm, lượng cưỡng bức của hệ (so với chuyển động tự do) là: 

Z= 

2

2

 











n

i i

i

i
i

n

i

ii
m

F
mm   

Theo nguyên lý cực trị Gauss, chuyển động thực cùa hệ chất điểm sẽ xảy ra 

ứng với lượng cưỡng bức cực tiểu, nghĩa là với điều kiện:  

Z 0min  Zhay         (2 .1)  

Biến phân trong (2.1) được lấy với gia tốc, hay còn gọi là biến phân theo 
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kiểu Gauss. 

2.2 Sử dụng phương pháp nguyên lý cực trị Gauss để giải bài toán cơ học kết 

cấu: 

GS.TSKH. Hà Huy Cương là người đề xuất phương pháp sử dụng nguyên 

lý cực tri Gauss để giải bài toán cơ học vật rắn biến dạng. 

2.2.1 Bài toán dầm chịu uốn thuần tuý: 

Xét một dầm chịu uốn thuần tuý có chiều dài 1, độ cứng mặt cắt là EJx. Giả 

thiết vật liệu làm việc trong giới hạn đàn hồi và tuân theo hai giả thiết sau: + Giả 

thiết về mặt cắt ngang (giả thiết Becnuli): mặt cắt ngang dầm trước và sau khi 

biến dạng vẫn phẳng và vuông góc với trục dầm. 

+ Giả thiết về các thớ dọc: trong quá trình biến dạng, các thớ dọc không ép 

lên nhau và không đẩy xa nhau. 

 Từ đó ta có phương trình vi phân gần đúng của đường đàn hồi: 

   
x

2

2

JE

M

dz

yd x  

 Mômen uốn tại mặt cắt z nào đó được xác định theo công thức: 

   Mx(z)= - EJx 2

2

dz

yd
 

 Liên tưởng đến định luật n Newton: 

   F = - ma 

Vì vậy, một cách tương tự toán học, có thể xem: 

+ Mômen uốn Mx tại mặt cắt đang xét là lực tác dụng. 

+ Độ cứng mặt cắt EJx của dầm khi uốn là khối lượng. 

+ 
2

2

dz

yd
 như là gia tốc chuyển động của đầm. 

Chọn dầm so sánh (có thể chịu liên kết khác) nhưng giống dầm thực về độ 

cứng mặt cắt và tải trọng. 
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Gia tốc của đầm so sánh sẽ là 
2

2

dz

yd
với y0 là độ vững của đầm so sánh. 

Lượng cưỡng bức được việt như sau: 

 

Z=  











1

0

2

2

0

2

2

2

J dz
dz

yd

dz

yd
E x        (2.2) 

hay 

Z=   

1

0

20

J

1
dzMM

E
xx

x

       (2.3) 

trong đó M 0

x là momen uốn của dầm so sánh. 

Chuyển động của dầm đang xét rất gần với chuyển động tự do nếu 

Z—>min hay  Z = 0. 

* Khi hệ so sánh không có liên kết thì M 0

x  = 0, công thức (2.3) được viết lại 

như sau: Z=  
1

0

2

J

1
dzM

E
x

x

 (2.4) 

hay   Z=  







1

0

2

2

2

J dz
dz

yd
E x  (2.5) 

+ Khi trên dầm có lực phân bố đều q trên toàn bộ chiều dài Z1: 

 Z=  dzqy
dz

yd
E x 








1

0

2

2

2

2J  

+ Khi trên dầm có lưjc tập trung P tại vị trí z1 nào đó: 

 Z= )1(

1

0

2

2

2

2J zx Pydz
dz

yd
E 








  

+ Khi trên dầm có mômen tập trung M tại vị trí z2 nào đó:  

 Z= )2(

1

0

2

2

2

2J Zx Mdz
dz

yd
E 








  
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Trong đó (p(z2) là góc xoay tại tiết diện có mômen tập trung. Với giả thiết 

chuyển vị bé, ta có: (p(z2) = y’(z2). 

2.2.2. Bài toán dầm phẳng: 

Dầm có các thành phần nội lực là Mx, Qy, Nz. Chuyển vị trong trường hợp 

uốn là độ võng, độ cứng mặt cắt là EJX. Chuyển vị trong trường hợp cắt là sự 

trượt, độ cứng mặt cắt là GF. Chuyển vị trong trường hợp kéo (hoặc nén) là sự 

dấn dài (hoặc co ngắn), độ cứng mặt cắt là EF. Kể đến tính chất độc lập tác 

dụng của các đại lượng trên, ta có lượng cưỡng bức được viết như sau: 

Z=  2020

1

0

20

x

)(
F

1
)(

1
)(

EJ

1
zzyyxx NN

E
QQ

GF
MM   

trong đó M 0

x , Q 0

y , N 0

z  là các thành phần nội lực của dầm so sánh. 

* Khi hệ so sánh không có liên kết (các thành phần nội lực của hệ so sánh bằng 

không), công thức (2.9) trở thành: 

Z=  dzN
E

Q
GF

M
E

zyx

21

0

222

x

)(
F

1
)(

1
)(

J

1
 



      (2.10) 

    Nếu tải trọng vuông góc với trục thanh (Nz= 0) thì (2.10) được viết như sau: 
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CHƯƠNG 3. 

TÍNH TOÁN DAO ĐỘNG CỦA KHUNG BẰNG  

PHƯƠNG PHÁP NGUYÊN LÝ CỰC TRỊ GAUSS 

 

3.1. Phương pháp nguyên lý cực trị Gauss để giải bài toán động lực học: 

Xét một dầm chịu tải trọng động, dầm có chiều dài 1, khối lượng của dầm 

là m(z), độ cứng mặt cắt là EJX. 

Phương trình độ võng của dầm có dạng: y = y(z,t) phải thoả mãn điều kiện 

biên và điều kiện ban đầu (nếu có). 

khi dầm chịu tải trọng động thì đề xuất hiện thêm thành phần lực quán tính 

ngược chiều với gia tốc độ của hệ: F qt = 
2

),(

2

)(
t

y
m

tz

z



  

Coi lực quán tính cũng như ngoại lực( theo nguyên lý D' Alembert) ta có 

lượng cưỡng bức do lực quán tính gây ra: 

Z qt = 
1

0

),(2 dzyF tz

qt  

Để thuận tiện trong công thức, ta có thể viết lại lượng cưỡng bức do lực 

quán tính gây ra như sau: 

Zqt = 
1

0

),(2 dzyF tzqt    với   F qt = m(z)
2

),(

2

t

y tz




 

3.1.1. Bài toán dầm chịu uốn thuần túy: 

Xét dầm chịu tải trọng động, dầm có khối lượng phân bố m(z). Khi bỏ qua 

ảnh hưởng của lực cắt, ta có dầm chịu uốn thuần tuý. 

Chọn hệ so sánh không có liên kết, lượng cưỡng bức được viết như sau: 

Z=  ),(

2

1

0

2

),(

2

x 2)(J TZ

qtTZ
yF

z

y
E 




 dz 

Chuyển động của dầm đang xét sẽ rất gần với chuyển động tự do nếu như 

lượng cưỡng bức đạt cực tiểu ( Zmin) hay Z = 0. 
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3.1.2. Bài toán dầm phẳng: 

Xét trường hợp tải trọng tác động vuông góc với trục dầm (Nz= 0). Khi hệ 

so sánh không có liên kết, lượng cưỡng bức được viết như sau: 

Z=  dzyFQ
GF

M
E

tz

qt

yx ),(

1

0

22 2)(
1

)(
J

1
       (3.1) 

hay: 

Z= ),(3

),(

3

x

2
1

0

2

),(

2

x 2J
1

J tz

qttztz
yF

z

y
E

GFz

y
E 








































 dz   (3.2) 

3.2. Phương pháp nguyên lý cực trị Gauss thiết lập phương trình vi phân 

dao động cho thanh thẳng: 

Xét thanh thẳng có khối lượng phân bố m(z), độ cứng mặt cắt là EJx và có 

liên kết bất kỳ. Hệ so sánh được chọn là một thanh không có liên kết, có khối 

lượng và độ cứng mặt cắt như thanh đang xét. Theo (2.13) ta có: 




































0

1

),(2

),(

3

2 dzyF
z

y
EJZ tz

qttz

x  

Chuyển động thực của thanh đang xét rất gần với chuyển động tự do nếu 

lượng cưỡng bức cực tiểu (Z min) hay 0Z  vậy: 

02)(

1

0

),(2

),(

2






























  dzyF

Z

y
EJZ tz

qttz

x  

Hay: 022
2

),(

2

2

2




































 qttz

x F
z

y
EJ

z
 

0
66 2

),(

2

)(2

),(

2

2

2






















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(3.3) chính là phương trình vi phân của dao động riêng khi không kể lực cản. 
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* Khi thanh chịu lực phân bố q(z,t) 
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(3.4) chính là phương trình vi phân của dao động cưỡng bức khi không kể 

lực cản. 

* Kết luận: như vậy từ phương pháp sử dụng nguyên lí cực trị Gauss, ta có 

thể thiết lập được phương trình vi phân của hệ dao động giống như việc áp dụng 

các phương pháp khác. 

3.3. Các bước thực hiện khi tìm tần số dao dộng riêng và dạng dao động 

riêng bằng phương pháp nguyên lýcực trị Gauss. 

Trong quá trình tính toán, ta không xét đến giai đoạn chuyển tiếp sau khi 

bỏ lực kích thích và bỏ qua chuyển vị xoay của các khối lượng trong quá trình 

chúng dao động. 

Bước 1: Chọn hệ so sánh: 

Hệ "So sánh" là hệ hoàn toàn không có liên kết nhưng có cùng độ cứng 

mặt cắt và cùng tải trọng với hệ đang xét (hệ đang xét hay còn gọi là hệ cho). 

Bước 2: Giả thiết đường độ võng của dầm cần tìm với biểu thức đường độ 

võng phải thoả mãn điều kiện biên. 

Chẳng hạn, biểu thức đường độ võng có thể viết dưới dạng đa thức, chuỗ 

lượng giác đơn hoặc dạng số phức: 
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Dạng đa thức:  


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Dạng chuỗi lượng giác đơn: 
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


1

sin
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n t
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Dạng số phức: 





1

)
1

sin(
n
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n e
zn

ay 
 

Bước 3: Viết biểu thức lượng cưỡng bức của hệ theo (2.13), (3.1) hoặc (3.2). 

Bước 4: Viết các điều kiện về dộng học thể hiện sự sai khác giữa hệ cho 

và hệ so sánh. Điều kiện biên chính là các ràng buộc dưới dạng đẳng thức. 

Ngoài ra, ta phải đưa thêm ràng buộc, đó là điều kiện có nghiệm (tức là hệ 

phải có dao động). 

Bước 5: Cực tiểu hoá lượng cưỡng bức. 

Đối với bài toán cực trị có các điều kiện ràng buộc, ta sử dụng phương 

pháp phân tử Langrange để đưa bài toán cực trị không ràng buộc.  

Gọi k  là nhân tử Langrange để đưa bài toán cực trị có điều kiện ràng 

buộc (đó là điều kiện có nghiệm, tức là có dao động) về bài toán cực trị không 

ràng buộc. Sau khi vực tiểu hoá lượng cưỡng bức theo các thành phần cơ bản, 

nhận được biểu thức k  có chứa tần số dao động riêng   

Bước 6: Cho k  = 0, nhận được các giá trị tần số dao dộng riêng  . Ứng 

với các giá trị  , ta có các dạng dao động riêng. 

Xét dầm đơn giản có độ đứng EJ = 

const, khối lượng tập trung m đặt cách gối 

trái một đoạn là l1 như hình (3.1). Bỏ qua 

khối lượng của dầm. Tìm tần số dao động 

riêng của dầm 

 

 

 

 

Hình 3.1 

Viết biểu thức đường độ võng cho các đoạn dưới dạng đa thức như sau: 
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
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j tzby      (Với 10  z ) 

Chọn hệ so sánh giống dầm đang xét nhưng hoàn toàn không có liên kết. 

Khi không kể đến ảnh hưởng của lực cắt, lượng cưỡng bức được viết như 

sau: 
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Chuyển động thực của dầm cho sẽ rất gần với chuyển động tự do nếu 

lượng cưỡng bức cực tiểu (hay 0Z ). 

Dầm cho khác dầm so sánh ở chỗ có các liên kết gối tựa tại hai đầu dầm. 

Từ đó ta có các điều kiện ràng buộc: 
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Ngoài ra , ta phải kể thêm điều kiện để tồn tại nghiệm (có dao động), nghĩa 

là khối lượng m phải có chuyển vị. Chuyển vị này có thể có giá trị bất kỳ (khác 

0). Cho chuyển vị đó bằng 1, vậy ta có thêm điều kiện ràng buộc. 

0sin)(1 4

24

3

23

2

222101)(1 2
 tlblblblbbgy lz   

Ta đưa bài toán tìm cực trị của (3.5) có 4 điều kiện ràng buộc về bài toán 

cực trị không có ràng buộc bằng cách đưa vào các nhân tử Langrange như sau:  
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Z  min (cực tiểu hoá phiếm hàm với các thành phần cơ bản), ta có hệ 

phương trình để xác định các đại lượng cần tìm, trong đó có 4 . Xem lực quán 

tính Fqt  như là ngoại lực (theo nguyên lý D'Alembert) nên khi cực tiểu hoá 
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phiếm hàm (3.6) ta không đạo hàm đối với Fqt. 

Tương tự cách giải thích như trên, 
4  là phản lực liên kết của gối tại C (vị 

trí đặt khối lượng m). Mặt khác, tại C không có liên kết gối tựa nên 04  . 

3.4. Xác định tần số dao động riêng thông qua dạng dao động riêng: 

Với giả thiết đường đàn hồi được viết 

dưới dạng đa thức hoặc chuỗi lượng giác 

đơn, ta thấy: 
2

2

t

y
mF qt




  Vậy, 

lực quán tính tỉ lệ với khối lượng 

 m và chuyển vị y. 

        

 

                                                                               Hình 3.2 

Từ nhận xét này, ta có thể giải bài toán động thông qua bài toán tĩnh. Dựa 

vào các dạng dao động riêng của hệ và từ bài toán tĩnh, ta tìm được tỉ số chuyển 

vị giữa các khối lượng. 

Khi xét bài toán tĩnh, tại vị trí các khối lượng m, đặt các lực tỉ lệ với các 

khối lượng theo phương chuyển vị, nhận được kết quả các chuyển vị. Các 

chuyển vị này tỉ lệ với nhau theo một tỉ số nào đấy, ví dụ như trên hình (3.2). 

Các chuyển vị tìm được cũng chính là các điều kiện ràng buộc được đưa vào 

biểu thức lượng cưỡng bức, từ đó xác định được các tần số dao động riêng. 

Cách làm này sẽ được thể hiện rõ ở các ví dụ ở mục (3.6). 

3.5. Một số kết luận và nhận xét: 

+ Nguyên lý cực trị Gauss không phải là nguyên lý năng lượng. Nguyên 

lý cũng xét điều kiện dừng của phiếm hàm lượng cưỡng bức: 0Z nhưng lấy 

biến phân theo gia tốc. 

+ Nguyên lý cực trị Gauss có thể hiểu đơn giản là thay vì đi xét hê thực 
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(hay gọi là hệ cho), ta đi xét một hệ khác (gọi là hệ so sánh) hoàn toàn giống hệ 

cho nhưng không có liên kết. Hai hệ này sẽ chuyển động lại gần nhau khi lượng 

cưỡng bức cực tiểu. 

+ Từ (2.13) và (2.16), nhận thấy: khi giải bài toán động lực học công trình 

theo phương pháp nguyên lí cực trị Gauss, ta giải trực tiếp đạo hàm cấp hai của 

đường độ võng trên lượng cưỡng bức (với giả thiết đã biết đường độ võng) mà 

không cần phải giải phương trình vi phân bậc 4. 

+ Khi lấy cực tiểu phiếm hàm biểu diễn lượng cưỡng bức đối với các 

thành phần cơ bản, ta luôn có thể dẫn biểu thức của nguyên lý đang xét về 

phương trình cân bằng. 

+ Phương pháp nguyên lý cực trị Gauss phát triển từ nguyên lý cực trị 

Gauss để đưa ra lời giải cho bài toán cơ học vật rắn biến dạng. Lúc này, gia tốc 

trong nguyên lý cực trị Gauss chính là đạo hàm cấp hai của đường độ võng. 

Hệ so sánh có thể chịu liên kết khác với hệ cho nhưng phải giống hệ cho 

về tải trọng và độ cứng mặt cắt. 

Lượng cưỡng bức thể hiện sự sai khác về liên kết giữa hai hệ: hệ cho và hệ 

so sánh. 

Đối với bài toán động lực học, ta coi lực quán tính như là ngoại lực và viết 

thêm lượng cưỡng bức do lực quán tính gây ra. 

+ Với cách xây dựng bài toán và đưa ra lời giải cho bài toán động như bài 

toán tĩnh nên sử dụng phương pháp nguyên lý cực trị Gauss để giải bài toán 

động lực học có cách làm và cách nghĩ đơn giản, hoàn toàn mới so với các 

phương pháp khác. 

3.6. Các ví dụ tính toán 

Bài toán xác định tần số dao động riêng - dạng dao động riêng của khung có 

một số bậc tự do: 

Trong các ví dụ tính toán đều bỏ qua ảnh hưởng của lực cản và không kể 
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đến ảnh hưởng của lực cắt. Các nút khung được xem là tuyệt đối cứng nên góc 

xoay của các thanh quy tụ vài nút bằng nhau 

3.6.1. Ví dụ 1 

Cho khung mang khối lượng m như trên hình (3.1). Các thanh BC có độ 

cứng EJ, các thanh AB và DC có độ cứng 2EJ. Bỏ qua khối lượng của thanh. 

Tìm tần số dao động riêng của khung 

 

 

 

 

 

Hình 3.3 

Lời giải 

Viết biểu thức độ võng cho các đoạn dưới dạng đa thức như sau: 
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Trong đó, các thanh (1), (2) và (3) có gốc toạ độ lần lượt A,B và F. Còn thanh 

(4) có góc toạ độ tại D. Với việc chọn gốc toạ độ như trên, biểu thức đường độ 

võng của thanh (1) và (4) thoả mãn điều kịên biên: Tại liên kết ngàm không có 

chuyển vị và góc xoay. 

Dao động của khung xảy ra một trong hai trường hợp như sau: 

* Trường hợp 1: Khối lượng m dao động theo phương thẳng đứng (khung dao 

động đối xứng) như hình vẽ (3.4) 
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Hình 3.4 

Tại hai nút B và C không có chuyển vị đứng và chuyển vị ngang. Ta có u2=u3 

Chọn dầm so sánh giống dầm cho nhưng không có liên kết. Các điều kịên ràng 

buộc được viết như sau: 
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Lượng cưỡng bức được viết như sau: 
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  (3.9) 

Thay (3.7) và (3.8) vào (3.9), nhận đựơc biểu thức lượng cưỡng bức Z. 

Cho Zmin, ta có hệ phương trình: 
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;0
1






a

Z
;0





ja

Z
;0





nc

Z
;0





md

Z
;0





k

Z


    (3.10) 

(i=24; j=04; n=04;m=24;k=110) 

Sau khi đã tìm cực trị của phiếm hàm Z theo các hệ số bj, thay 

),2/1(2

2

t

qt ymF   vào các phương trình (3.9) 

Giải hệ phương trình tuyến tính (3.9). Từ két quả tính toán, cho 10=0 ta 

có: 
33

J
71,11

ml

J105

7

8

ml

EE
   

* Trường hợp 2: Khối lượng m dao động theo phương ngang (khung dao động 

đối xứng) như trên hình vẽ (3.5) 

 

 

 

 

 

Hình 3.5 

 Ta thấy tại điểm nút B và C có chuyển vị ngang và góc xoay bằng nhau 

(v2=u3;u2=u3) tại vị trí có khối lượng m không có chuyển vị đứng 

Chọn dầm so sánh giốn dầm cho nhưng không có liên kết. Các điều kiện 

ràng buộc được viết như sau: 

0
)

2

11
(2

1 
z

yg ; 0)0(32  zyg

0

2

2

31
1

3


 









z
z z

y

z

y
g  

0

0

3

2

1
2 














z
z z

y

z

y
g 0

2

31

4

2

1
3

5 













z
z z

y

z

y
g ;  

0

2

1

3
0

2
6 















z

z
z

y

z

y
g 0

)
2

31
(4)

2

31
(1

7 
 zz

yyg ;    (3.11) 
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; 01
)

2

31
(1

10 
z

yg  

Lượng cưỡng bức được viết như sau: 





























































8

1

),2/31(2

2

2

4

22/31

0

2

2

3

22/1

0

2

2

2

22/1

0

2

2

1

22/31

0

2J2

JJJ2

k

kkt

qt gyFdz
z

y
xE

dz
z

y
xEdz

z

y
xEdz

z

y
xEZ



  (3.12) 

Thay (3.7) và (3.10) vào (3.11), nhận được biểu thức lượng cưỡng bức Z. Cho 

Zmin, ta có hệ phương trình:  

;0




ia

Z
;0





jb

Z
;0





nc

Z
;0





md

Z
;0





k

Z


    (3.13) 

(i=24; j=04; n=04;m=24;k=18) 

Sau khi đã tìm cực trị của phiếm hàm Z theo các hệ số aj, thay 

),2/31(2

2

t

qt ymF   vào các phương trình (3.13) 

Giải hệ phương trình tuyến tính (3.13). Từ kết quả tính toán, cho cho 

8=0 ta có: 
33

J
667,2

ml

J

3

8

ml

EE
   

3.6.2. Ví dụ 2 

Cho khung mang các khối lượng m1=m2=m như trên hình (3.12). Khung 

có độ cứng EJ=const. Bỏ qua khối lượng của các thanh. Tìm các tần số dao 

động riêng của khung và các dạng dao động riêng tương ứng. 

 

 

 

 

 

Hình 3.6 
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Lời giải 

Viết biểu thức đường võng cho các đoạn dưới dạng đa thức như sau: 

Dao động của khung xảy ra một trong hai trường hợp như sau: 

tzay
i

i sin
4

2

11 







 



 (với )30  z ; tzby
j

j sin
4

0

12 












 



(với )30  z ;  

tzcy
n

n

n sin
4

0

3 







 



 (với )40  z ; tzdy
m

m

m sin
4

2

4 







 



(với )40  z ;  

tzey
v

v

v sin
4

1

5 







 



(với )40  z ;                                                                   (3.14) 

Trong đó, các thanh (1), (2) và (4) có gốc toạ độ lần lượt A,E và B. Thanh (3) có 

góc toạ độ tại D và thanh (5) có gốc toạ độ tại C. Với việc chọn gốc toạ độ như 

trên, biểu thức đường độ võng của thanh (1), (3)và (5) thoả mãn điều kịên biên: 

Tại ngàm D không có chuyển vị và góc xoay, tại gối A và C không có chuyển vị. 

Tại nút B khôn có chuyển vị, góc xoay của các thanh quy tụ vào nút đều bằng 

nhau. 

Chọn dầm so sánh giống dầm cho nhưng không có liên kết. Các điều kịên ràng 

buộc được viết như sau: 

0)0(2)3(11   zz yyg ; 0

0

2
3

1
2 




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

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
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z
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y

z

y
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0)4(5)4(43   zz yyg ; 0

4

5
4

4
4 















z

z
z

y

z

y
g  

0

4

3
3

1
5 















z

z
z

y

z

y
g ; 0

0

4
3

2
6 















z

z
z

y

z

y
g 0)4(37  zyg  

0)3(28  zyg 0)0(49  zyg ; 01
)

2

1
(2

10 
z

yg      (3.14) 

Lượng cưỡng bức được viết như sau: 
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
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


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



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2
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4
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2
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0

2
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0

2
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2
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0
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k
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t

qt gyFyFdz
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y
xEdz
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y
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z

y
xEdz

z

y
xEdz

z

y
xEZ



  (3.15) 

Thay (3.32) và (3.33) vào (3.34), nhận đựơc biểu thức lượng cưỡng bức 

Z. Cho Zmin, ta có hệ phương trình: 

;0




ia

Z
;0





jb

Z
;0





nc

Z
;0




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Z
;0





ve

Z
;0





k

Z


   (3.16) 

(i=24; j=04; n=04; m=24;v=14; k=110) 

Sau khi đã tìm cực trị của phiếm hàm Z theo các hệ số aj, và dmthay 

),3(1

2

t

qt ymF  , ),4(41

2

t

qt ymF  vào các phương trình (3.16) 

Giải hệ phương trình tuyến tính (3.35). Từ kết quả tính toán, cho 10=0 ta 

có: 
m

EJ
045,031397054085(

ml

J2

168

1
31 

E
   

m

EJ
644,031397054085(

ml

J2

168

1
32 

E
  

Thay các giá trị ai, bj, cn và dm tương ứng với các giá trị  vào (3.14) ta có 

các dạng dao động riêng của hệ. Các dạng dao động riêng của hệ. Các dạng dao 

động riêng được thể hiện ở hình (3.13). 

 

 

 

 

 

 

 

 

Hình 3.7 
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* Nhận xét: Đối với bài toán khung càng phức tạp thì cách làm này tỏ ra 

đơn giản vì ta không cần xét đến bậc siêu tĩnh của hệ.Điều quan trọng là viết 

đúng các điều kịên biên. 

Bài toán xác định tần số dao động riêng của dầm có vô số bậc tự do: 

3.6.3. Ví dụ 3 

Cho dầm khối lượng m phân bố đều và tiết diện không đổi như trên hình 

(3.14). Xác định các tần số dao động riêng của dầm. 

Lời giải 

Viết biểu thức đường độ võng của dầm dưới dạng chuỗi lượng giác đơn như 

sau: 

t
zn

ay
n

n 


sin
1

sin
1









 





      (3.17) 

Dễ dàng thấy (3.36) thoả mãn điều kiện biên: Tại các gối liên kết không 

có chuyển vị: 

Ta có: 

t
zn

an
z

y
n

n




sin)
1

sin(
1

2

1
2

2

2

2


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


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     (3.18) 

(2

2

2

m
t

y
mfqt 



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
sin)

1
sin(

1
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an n

n






 

Chọn dầm so sánh giống dầm cho nhưng không có liên kết. Khi không kể 

đến ảnh hưởng của lực cắt, lượng cưỡng bức được viết như sau: 

Z = 
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z

y
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Thay (3.36) vào (3.38):  
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   = 
xJE dz
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n n
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
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





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
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
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2
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4

4

1
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1
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






       (3.20) 

Ta thấy: 

 

1

0

2

2

1

1
sin dz

tn
 với n = 1,2,3.....) 

 
 22

1

0

sin.cos.sin.

1
sin.

1
sin

mn

mmnm
dz

zmtn





= 0 

  (Với n≠m)     (3.21) 

Khai triển (3.19) và dựa vào kết quả (3.20), (3.21), nhận được biểu thức sau: 

Z= dz
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aftantE
n i

nqtn  













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0 1
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4
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1
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Cho Z -> min, hay: 0




na

z
 với n= (1- ) nhận được hệ gồm n phương 

trình. Ứng với mỗi giá trị của n, ta có phương trình: 

xJE
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
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
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1
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
   (3.22) 

Thay fqt vào (3.42): 
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4

x
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J

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1

0

22242 0
1
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2

1
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
   

3.7.  Tìm tần số dao động riêng từ dạng dao động riêng: 

3.7.1. Ví dụ 4 

Cho dầm đơn giản có độ cứng EJ=const, hai khối lượng m1=m2 =m đặt tại 

các vị trí như hình vẽ (3.15). Bỏ qua khối lượng của dầm. Tìm tần số dao động 

riêng của dầm. 
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Hình 3.15 

Lời  giải: 

Viết biểu thức đường độ vòng cho các đoạn dưới dạng đa thức sau: 

y1= tza
i

i

i sin
4

1
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



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

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

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
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n

n
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4
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




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

 

(Với 0
3

1
 z )                                                                    (3.23) 

Từ bài toán tính ta thấy: 

+ Trường hợp (a): 

Dạng động riêng thứ  nhất được thể  hiện như hình 

vẽ (3.8). Các khối lượng m1 và m2 có chuyển vị 

cùng chiều và có trị số bằng nhau. Vậy tỉ số giữa 

các chuyển vị này bằng  

1. Tần số dao động riêng là 
1  

 

 

 

 

Hình 3.8 

Chọn dầm so sánh giống dầm cho nhưng không có liên kết. Từ đó có các  

điều kiện ràng buộc: 
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
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
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z
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y
gy                                    ( 3.24) 

Các điều kiện ràng buộc ( 3.24) cũng chính là điều kiện biên của ( 3.23). 

Ngoài ra, ta đã biết nếu khối lượng m1 có chuyển vị bằng một khối lượng m2 

cũng có chuyển vị bằng 1. 
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Lượng cưỡng bức được viết như sau: 

Z=


3

1

3

1

v

EJ 
















7

1

),3/1(112
2

k

kkt

qtV gyFdz
Z

Y
                             (3.25) 

Cho Z -> min, ta có hệ phương trình: 

;0




ia

z
 ;0




jb

z
 ;0




nc

z
   ;0





nc

z
 0




k

Z


                            

(i=1÷4; j = 0 ÷ 4; n = 0 ÷ 4; k = 1 ÷ 7)                                 (3.26) 

Sau khi đã tìm cực trị của phím hàm Z theo các hệ số ai và bj, ta thay: 

)
3

1
(1

2

11



z

qt ymF    ;   
)

3

1
(2

2

12



z

qt ymF    vào các phương trình (3.26). 

Giải hệ phương trình (3.26). Từ kết quả tính toán có được: 

 
3

32

1
76

5l

J16215.2 Em 



   (3.27) 

6 =0 => 
31

5ml

J162E
  

+ Trường hợp (b): 

Dạng động riêng thứ hai được thể hiện như hình vẽ 

(3.9). Các khối lượng m1 và m2 chuyển  vị ngược chiều 

và có trị số bằng -1. Tần số dao động riêng là .2  

 

 

 

Hình 3.9 

Với các bước làm tương tự như ở trường hợp (a) nhưng các điều kiện ràng 

buộc được viết lại như sau: 

1
)

3

1
(1


z

y    01
)

3

1
(1

6 
z

yg   

    1
)

3

1
(1


z

y   01
)

3

1
(2

7 
z

yg  
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Từ kết quả tính toán ta có được: 

3

32

2
76

J)486.(2

l

Elm 



                                            (3.28) 

326
ml

J486
0

E
   

* Nhận xét: các  biểu thức (3.48) và (3.49) là các phương trình bậc 2 đối 

với  . Trong khi biểu thức (3.7) của ví dụ (3.1.1) lại là các phương trình bậc 4 

đối với  . Vậy, phương pháp này có cách nhìn và cách làm đơn giản hơn. 

3.7.2. Ví dụ 5 

Cho dầm đơn giản có độ cứng EJ = const, các 

khối lượng m1 = m2 = m3 = m đặt tại các vị trí 

như hình vẽ (3.18). Bỏ qua khối lượng của dầm. 

Tìm tần số giao động riêng của dầm 

 

 

 

Hình 3.10 

Lời giải:  

* Xét bài toán tĩnh: 

Viết biểu thức đàn hồi cho các đoạn dưới dạng đa thức sau: 





4

1

1 );(
i

i

i zay    



4

0

2 );(
j

j

j zby     



4

0

3 );(
n

n

n zcy     



4

1

4 );(
m

m

m zdy        (3.29) 

Trong đó, các đoạn 1,2 và đoạn 3 có gốc toạ độ lần lượt tại A,C và D. Còn 

đoạn 4 có  gốc toạ độ tại B. Với việc chọn gốc toạ độ như trên, đường độ võng 

của đoạn 1 và 4 thoả mãn điều  kiện biên tại  gối liên kết: gối A và B không có 

chuyển vị đứng. 

 Chọn  hệ so sánh giống dầm cho nhưng không có liên kết. Điều kiện biên 

viết cho các đoạn và điều kiện ràng  buộc như sau: 

0)2(2
)

4

1
(1

1  


z
z

yyg ;  0
0

2

4

1

1
2 

 zz dz

dy

dz

dy
g  

0)0(3
)

4

1
(2

2  


z
z

yyg  ;  0
0

3

4

1

2
4 

 zz dz

dy

dz

dy
g  
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0
)

4

1
(4)

4

1
(3

3 
 zz

yyg  ;  0
0

4

4

1

3
6 

 zz dz

dy

dz

dy
g   (3.30) 

- Trường hợp (a): 

Dạng dao động của hệ như ở hình (3.11). Vậy, 

các lực tập trung P = 1 đặt tại các vị trí có các 

khối lượng như hình vẽ. 

 

 

 

Hình 3.11 

Lượng cưỡng bức được viết như sau: 

Z =  
 















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


n

i k

kk
zzz

i gyyydz
dz

yd

1

6

1
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1
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4

1
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1
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2

24/1

0

x 222EJ    (3.31) 

Cho Z -> min, ta có hệ phương trình: 

0




ia

Z
 ; 0





jb

Z
;  0





nc

Z
 ;  0





md

Z
 ;   0





k

Z


           (3.32) 

 61;41;40;40;41  kmnji  

Từ đó nhận được các kết quả: 
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l
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E

l
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E
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l
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7
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9
;0;
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Phương trình đường đàn hồi của dầm: 
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5
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Chuyển vị tại các điểm C, D, E: 
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 
EJ

l
y

EJ

l
yy

EJ
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256
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
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Vậy ta có tỉ số chuyển vị giữa các vị trí đặt các khối lượng. Nếu m1 và m3 

có chuyển vị = 1 thì m2 có chuyển vị = 1,41. Ta có dạng dao động riêng thứ nhất 

ứng với tần số dao động riêng ω1. 

- Trường hợp (b) 

Dạng dao động của hệ như hình (3.12). Các lực tập 

trung  P = 1 đặt tại các vị trí có khối lượng như  

hình vẽ. Như vậy chuyển vị của khối lượng m1 và 

m3 là như nhau.  

 

 

 

Hình 3.12 

 Còn khối lượng m2 không có chuyển vị. 

- Trường hợp (c) 

Dạng dao động của hệ như trên hình (3.13). 

Như vậy, các lực tập trung P được đặt như hình 

vẽ. 
 

Hình 3.13 

Khi không kể đến ảnh hưởng của lực cắt, lượng cưỡng bức được viết như sau: 

 
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
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 
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
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EZ                (3.33) 

Biểu thức (3.33) hoàn toàn giống (3.31) nên ta có tỉ số chuyển vị giữa các 

khối lượng như hình (3.13). 

* Xét bài toán động: 

Viết biểu thức đường độ võng cho các đoạn dưới dạng đa thức như sau: 
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 (3.34) 
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Chọn hệ so sánh giống dầm cho nhưng không có liên kết. Điều kiện biên 

viết cho các đoạn và điều kiện ràng buộc như sau: 
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Khi không kể ảnh hưởng đến lực cắt, lượng cưỡng bức được viết như sau: 
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Các điều kiện ràng buộc (3.35) cũng chính là điều kiện biên của (3.34). 

Ngoài ra, ta đã biết tỉ lệ chuyển vị của các khối lượng m1, m2, m3. Từ đó, có 

thêm ba điều kiện ràng buộc: 

* Trường hợp (a): 
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Thay (3.34), (3.35), (3.37) vào  (3.36), nhận được biểu thức lượng cưỡng 

bức Z. Cho Z -> min , ta có hệ phương trình: 
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41( i  ;  40 j  ;  40n  ;  41m   ;  )91k              (3.38) 

Sau khi đã tìm cực trị của phím hàm Z theo các thành phần cơ bản, ta thay:  
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
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
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t

qt ymF
,4

1
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2

3   vào các 

phương trình trong (3.38). 

Giải hệ phương trình tuyến (3.38). Từ kết quả tính toán, nhận được: 

876    
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316
ml

J
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E
   

* Trường hợp (b): 
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Thay (3.34), (3.35), (3.39) vào (3.37) nhận được biểu thức lực cưỡng bức 

Z. Các bước tiến hành giống trường hợp (a) , Từ kết quả tính toán nhận được: 

97   ; 08   
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J
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E
   

* Trường hợp (c): 
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Thay (3.34), (3.35), (3.39) vào (3.36), nhận được biểu thức lượng cưỡng 

bức Z. Từ kết qủa tính toán, nhận được: 987    

337

J
6,410

ml

E
   

3.8. Bài toán dao động cướng bức của hệ hữu hạn bậc tự do: 

3.8.1. Ví dụ: 6 

Cho dầm đàn hồi mang hai khối lượng tập trung 

m1 = m = 1800kg ; m2 = 2m (bỏ qua khối lượng 

của dầm). Dầm có EJ = 150.106 Nm2, chiều dài l 

= 12(m). Tác dụng lên khối lượng m1 lực điều 

hoà có biên độ P=18KN, tần số vòng r=108 (s-1). 

Hãy xác định chuyển vị và nội lực động của dầm. 

 

 

 

 

 

 

Lời giải: 

* Xác định tần số riêng và dạng dao động riêng: 

Viết biểu thức đường độ vòng cho các đoạn dưới dạng đa thức như sau: 
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Các điều kiện ràng buộc: 
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Chọn hệ so sánh giống dầm cho nhưng không có liên kết. Lượng cưỡng 

bức được viết như sau: 
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z

y
Edz

z

y
E + 




6

1

)'2/1(22)'4/1(11 22
k

kkt

qt

t

qt gyFyF   (3.43) 

Cho Z -> min , ta có hệ phương trình: 

0




ia

Z
 ;  0





jb

Z
  ;  0





nc

Z
 ;  0





k

Z


  (3.44) 

41( i ;  40 j  ;  40n ;  )61k  

Sau khi đã tìm cực trị của phím Z theo các hệ số ai và bj, ta thay: 

),4/1(1

2

),4/1(1

2

11 ty

qt ymymF     ;  ),2/1(2

2

),2/1(2

2

22 2 tt

qt ymymF    

vào các phương trình (3.35). 

Giải hệ phương trình tuyến tính (3.35), xác định được các hệ số chưa biết 

ai, bj, cn và các phân tử Lagrange k . 

Từ kết quả tính toán ta có được, cho 06  , có kết quả như sau: 

321
ml

EJ
613,5

473)-J(276


ml

mlE
  

321
ml

EJ
102,17

473)J(276





ml

mlE
  

Thay các giá trị ai, bj, cn tìm được vào (3.41) ta có: khi khối lượng m1 dao 

động với biên độ bằng 1 thì khối lượng m2 dao động với biên độ bằng 
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











32

32

m108EJ-

m-J24
1

l

lE




 

Thay các giá trị EJ, m và l đã cho, ta có: 

Vecto tần số dao động riêng:  98,38

76,118    (s-1) 

Ma  trận các dạng chính: 





099,1

1





 455,0

1
 

Chuẩn hoá các dạng dao động riêng theo (1.11): 

+ Tính các hệ số a1: 

a1
2 = 111  MT    099,1 





0

m
   





m2

0









099,1

1
= 3,4156m 

ma 8481,11   

Ta 2

2

02  M
2 = 1   455,0 





0

m
  





m2

0









 455,0

1
= 1,41405m 

ma 891,12   

+ Dạng chuẩn được xác định: 

mm
ch

1

5946,0

5411,0

099,1

1

8481,1

1
,1 

















  

mm
ch

1

3826,0

8946,0

455,0

1

1891,1

1
,2 





















  

Ma trận dạng chuẩn: 







5946,0

5411,0
ch    





 3826,0

8409,0

m

1
 

* Xác định tải trọng khai triển theo các dạng riêng : Dựa vào ( 1.14), ta có: 

P1= ch

T

chPM ,1,1   

=  5411,0
1

m
  5946,0 









0

P





0

m
  





m2

0









5946,0

5411,0










644,0

707,01

m
P 

P2= ch

T

chPM ,2,2   
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=  5411,0
1

m
  5946,0 













00

mP
  





m2

0









 3826,0

8409,0

m

1
= P









 644,0

707,0
 

Vậy Pkh= 




644,0

293,0
   





 644,0

707,0
P 

Tải trọng khai triển theo các dạng riêng được thể hiện ở hình (3.23). 

* Xác định chuyển vị động của hệ; 

Các phần tử của ma trận các hệ số ảnh  

hưởng động học được tính theo (1.17): 

Kai (t) = 
i

1
 

t

i

ii

rt
dtr

0

2

sin
)(sinsin.sin


   

                           Hình 3.23 

Ma trận các hệ số ảnh hưởng động học như sau: 

Kai (t) = rtsin10
9846,40

8575,9
5









 

Chuyển vị của hệ được tính theo (1.18): 

Y(t)=M-1PkhKai(t) = m 




0

1
  








2

1

0

 




644,0

293,0
  





 644,0

707,0
P rtsin10

9846,40

8575,9
5









 

        = 










 rtmP sin10.
3712,16

0879,26
5 rtsin

304,5

453,8










  (mm) 

* Xác định lực đàn hồi: 

Theo (1.20) ta có: Ki(t) = 
22

2

0

sin
)(sin.sin

r

rt
dtr

i

i
i

t

i


 


  ( 3.45) 

Thay các giá trị i  và r vào ( 3.45) nhận được ma trận: 

Ki(t) = 








04,578

98,14
10 2 sin rt 

Lực đàn hồi được ước tính theo (1.21): 

Pd = PkhKi(t) = 




644,0

293,0
    





 644,0

707,0
P 









04,578

98,14
10 2 sin rt = 









 819,3

043,4
P sin rt 
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* Xác định nội lực động: Từ biểu đồ trên hình ( 3.24), MA do P = 1 đặt lần 

lượt tại A và tại B gây ra là: MA,1 = 31/16 và MA,2 = 1/16. 

        Mômen uốn tại A: 

MA(t) = 








16

1

16

31









 819,3

043,4
P sin rt 

          = 112,185 sin rt (KNm) 

Mômen uốn tại B: 

MB(t) = 








16

31

16

1









 819,3

043,4
P sin rt 

        = - 100,089 sin rt ( KNm) 

Biểu đồ mônmen động như hình (3.25) 
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KẾT LUẬN VÀ KIẾN NGHỊ 

* Kết luận: 

Tác giả đã xây dựng được các bước tiến hành để xác định tần số dao 

động riêng và dạng dao động riêng của hệ dao động. 

Khi sử dụng phương pháp nguyên lý cực trị Gauss vào bài toán động lực 

học, đã tìm được tần số riêng và dạng dao động riêng của cơ hệ. 

Bằng việc tìm hiểu và áp dụng tính toán cho các bài toán cụ thể của hệ 

dầm, khung có một số bậc tự do hoặc vô số bậc tự do và có các liên kết khác 

nhau, tác giả đã chứng tỏ được sự đúng đắn và hiệu quả của phương pháp này. 

Các kết quả nhận được phù hợp với những kết quả đã có khi giải bằng các 

phương pháp khác. 

Phương pháp nguyên lý cực trị Gauss xây dựng và đưa ra lời giải cho bài 

toán động như bài toán tĩnh, do đó có cách nhìn đơn giản và tỏ ra có hiệu quả 

đối với các bài toán động lực học. 

* Kiến nghị: 

Có thể sử dụng phương pháp nguyên lý cực trị Gauss như một phương 

pháp mới trong giảng dạy và học tập, nghiên cứu. 

Phương pháp nguyên lý cực trị Gauss mở ra một hướng mới về thực 

nghiệm, thay vì thí nghiệm trên cấu kiện này (hệ cho) thì có thể tiến hành thí 

nghiệm trên cấu kiện khác (hệ so sánh). Việc cực tiểu hoá lượng cưỡng bức cho 

phép đi đến kết quả thí nghiệm đối với cấu kiện phải xét. 
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