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LOI CAM ON

Téc gia xin tran trong cam on GS. TS. NGU'T. Tran Hitu Nghi, da hudng
dan va tao moi diéu kién tét nhat cho tac gia hoan thanh luan van nay.

Xin chan thanh cam on toan thé quy Thay C6 trong Khoa xay dung cua
Truong Pai Hoc Dan 1ap Hai Phong da tan tinh truyén dat nhiing kién thic quy
bau cling nhu tao moi diéu kién thuan lgi nhat cho t6i trong suét qua trinh hoc
tap, nghién ctru va cho dén khi thuc hién dé tai luan vin nay.

Cudi cling, tdi xin chan thanh bay té long cam on dén cac anh chi va cac
ban dong nghiép da hd tro cho tdi rat nhiéu trong sudt qua trinh hoc tap, nghién
ctru Va cung cap nhitng tai liéu ciing nhu nhitng gép ¥ quy bau dé toi cé thé hoan
thanh luan van.

Xin chan thanh cam on!

Hai Phong, thang 4 nam 2017

Tac gia

Nguyén Thanh Tuling



LOT CAM DOAN
T6i xin cam doan Ludn van nay la cong trinh nghién cuu cua ban than toi,
cac so ligu néu trong Ludn van la trung thuc. Nhiing kién nghj d@é xudt trong
Ludn van la cua ca nhan khdng sao chép cua bdt ky tac gid nao.

Nguyén Thanh Tlng



MO DPAU
1. Sw cén thiét ciia van dé nghién ciu

Hién nay, yéu cau phat trién kinh t& doi hoi phai xay dung cac cong trinh
16n va nhe, trong d6 thudng dung cac thanh chiu nén chiéu dai 16n dé bi mat 6n
dinh. Mat khac khi thiét ké cong trinh, néu chi kiém tra diéu kién bén va diéu
kién cing khong thoi thi chwa du dé phan doan kha ning 1am viéc cua cong
trinh. Trong nhiéu trudong hop, dic biét 1a cac két cdu chiu nén hodc nén cing
v6i udn, tuy tai trong chua dat dén gia tri pha hoai va ¢ khi con nho hon gié tri
cho phép vé diéu kién bén va diéu kién cimg nhung két cdu van c6 thé mat kha
ning bao toan dang can bang ban dau. Do d6, viéc nghién ctru 6n dinh cong
trinh 13 can thiét va c6 y nghia thuc tién.

Bai toan on dinh cua két cdu da duoc giai quyét theo nhiéu hudng khac
nhau, phan 16n xuat phat tr nguyén 1y nang lugng ma theo d6 két qua phu thudc
rat nhiéu vao cich chon dang cua h¢ ¢ trang thai 1éch khoi dang can béng ban
dau.

Phuong phap nguyén 1y cuc tri Gauss do GS. TSKH. Ha Huy Cuong dé
xuat 1a phuong phap cho phép ap dung nguyén 1y cuc tri Gauss - vén duoc phét
biéu cho hé chit diém - dé giai cac bai toan co hoc vt ran bién dang noi riéng
va bai toan co hoc mdi truong lién tuc noéi chung. Pic diém cua phuong phap
nay 13 bang mot cach nhin don gian luén cho phép tim dugc két qua chinh xéac
cua cac bai toan.

2. Pdi twong, phuwong phap va pham vi nghién ciru

Trong dé tai nay, tac gia 4p dung phuong phap nguyén Iy cuc tri Gauss dé
giai bai toan 6n dinh dan hoi cua thanh thang dan hoi tuyén tinh, chiu tac dung
cua tai trong tinh.

3. Muc dich nghién ctru

Xac dinh luc téi han cta thanh thfmg chiu tac dung cua tai trong tinh
4. N¢i dung nghién ctru
— Trinh bay tong quan vé 1y thuyét 6n dinh cong trinh

— Trinh bay phuong phap nguyén ly cuc tri Gauss



— Ap dung phuong phap nguyén 1y cuc tri gauss dé xdy dung giai bai toan 6n

dinh dan hdi cta thanh chiu udn doc, chiu tac dung cua tai trong tinh.



CHUONG 1
TONG QUAN VE LY THUYET ON PINH CONG TRINH

1.1. Khai niém vé 6n dinh va 6n dinh céng trinh
1.1.1. Khai niém vé 6n dinh va mét 6n dinh
1.1.1.1. Pinh nghia vé én dinh

—  Theo Euler - Lagrange:

On dinh 1a kha niang ctia cong trinh bao toan dugc vi tri ban dau cua no ciing
nhu dang cin bang ban dau twong (ng Vi tai trong trong trang thai bién dang,
lun ludn giir, khi c6 cac nhidu loan tuy y tir bén ngoai gan vai trang thai khong
bién dang ban dau va hoan toan tré vé trang thai do trong giai doan dan hoi, con
trong giai doan dan déo thi theo thuong 18, & tro vé trang thai d6 mét cach ting
phan, néu nhu cac nguyén nhan ngau nhién gay ra nhiéu loan cong trinh bi triét
tidu [10].

NGi cach khéc, on dinh 1a tinh chat caa cong trinh chéng lai cac tac nhan ngau
nhién tir bén ngoai va tu nd khdi phuc hoan toan hodc mot phan vi tri ban dau va
dang can bang cua no trong trang thai bién dang, khi cac tdc nhan ngau nhién bi
mét di[10].

— Theo Liapunov [54]

“Trang thai can bang ctia mot hé 1a 6n dinh néu khi va chi khi hé tro lai hinh
dang nay sau mot nhiéu loan nho tam thoi nao d6. Nhiéu loan nhu thé c6

thé sinh ra boi mot luc nho tac dong 18n hé trong mot thoi gian rat ngan va
b6 ra sau d6”.

Dinh nghia niay duoc hiéu trong ¥ nghia dong luc : Biéu nay am chi la dao
dong cua hé tat dan do dong niang dua vao nho nhiéu loan tiéu tan nhanh. Boi
vay sau mot thoi gian ngan chuyén dong dung lai va su can bang tinh ban dau
duoc phuc hoi.

Nhu vay theo hai dinh nghia trén ta di dén két luan: Vi tri caa cong trinh

hay dang can bang ban dau trong trang thai bién dang cua cong trinh duoc goi



1a 6n dinh hay khong 6n dinh dudi tac dung cua tai trong néu nhu sau khi gay
cho ¢6ng trinh mét d6 léch rat nho khoi vi tri ban dan hodc dang can bang ban
dau bang mot nguyén nhan bat ky nao d6 ngoai tai trong da co (con goi 1a
nhiéu) rdi bo nguyén-nhan d6 di thi cong trinh sé& c6 hay khéng c6 khuynh
huéng quay tré vé trang thai ban dau.

Budc qua do cua cong trinh tir trang thai on dinh sang trang thai khong 6n
dinh goi 1a mat 6n dinh. Gigi han dau cia budc qua do do goi la trang théi toi
han cua cong trinh. Tai trong tuong ng vai trang thai téi han goi la tai trong
toi han.,
1.1.1.2. Céc trwong hop mdt 6n dinh
— Truong hop 1: Mat 6n dinh vé vi tri [31]

Hién tuong mat 6n dinh vé vi tri xay ra khi toan bo cong trinh dugc xem 1
tuyét ddi clng, khong gitt nguyén duoc vi tri ban dau ma budc phai chuyén

sang Vi tri can bang mai khac vi tri ban dau.

(c)
Hinh 1.1, (b)

Xét mot vién bi cang trén mét bé mat cing, Hinh 1.1.

R& rang 14 trong truong hop (a) su can bang cua vién bi 1a 6n dinh. Sau mot
nhiéu loan nhé cudi cing nd sé tro vé day cdc, tuy vay su suy giam nho co thé
xay ra.

Trong truong hop (b) sy can bang 1a khéng on dinh, bai vi sau mot nhidu
loan nhé vién bi s& khdng bao gio ¢ thé phuc hdi vi tri ban dau caa no.

Trong trudng hop (c), kich vién bi ra khoi vi tri cAn bang ban dau thi nd

lan trén mit phang ngang dén khi ngimg chuyén dong, né co vi tri can bang



m&i khac véi trang thai cAn bang ban dau. Trong trudng hop nay ta noi rang
trang thai cAn bang ban dau 1a phiém dinh (khong phan biét).

« Truong hop 2: Mét 6n dinh vé dang can bang [1 1]

Hién twong mat 6n dinh vé dang can biang & trang théi bién dang xay ra khi
dang bién dang ban dau cua vat thé bién dang twong (g véi tai trong con
nho, budc phai chuyén sang dang bién dang méi khéc truéc vé tinh chat néu
tai trong dat dén mot gid tri nao d6 hodc xay ra khi bién dang cua vat thé phat
trién nhanh ma khong xuét hién dang bién dang méi khac trude vé tinh chét
néu tai trong dat dén mat gia tri nao d6. Trong nhiing trudng hop nay, su can
bang giita cac ngoai luc va noi luc khdng thé thuc hién dugc tuong Gng voi
dang bién dang ban dau ma chi ¢ thé thuc hién duoc tuong tng véi dang
bién dang mai khéac dang ban du vé tinh chat hoic chi co thé thuc hién duoc
khi giam tai trong. Hién twong nay khac véi hién twong mat én dinh vé vi tri ¢
cac diém sau: Doi twong nghién ctu 12 vat thé bién dang cht khdng phai tuyét
dbi ctring, sy can bang can dugc xét véi ca ngoai luc va noi luc.

Mat 6n dinh vé dang can bang gom hai loai:

Mat 6n dinh loai mét (mat 6n dinh Euler), c6 cac dic trung sau:

Dang can bang c6 kha ning phan nhanh

- Phét sinh dang can bang mai khac dang cin bang ban dau vé tinh chat
Trudc trang thai toi han dang can bang ban dau la duy nhat va 6n dinh; sau
trang thai ti han dang can bang 1a khong 6n dinh.

Sy minh hoa cua truong hop nay thé hién qua cac vi du sau:

10



Vi du 1: On dinh caa thanh mot dau ngadm mot dau tu do [11]

Khi p <Py, thanh van thang, trang thai chiu nén cua thanh 1a trang thai ban
dau; duy nhat va 1a dang can bang 6n dinh. Trang thai can bing 6n dinh nay
dugc mo ta bai doan OA trén do thi lién hé gitra chuyén vi A va tai trong p
(Hinh 1-2c¢)

! |
A Y § -
> 5 4
/ I O b &
| \A"/f
I F}//
a) [y 5 e ; A
Hinh 1.2.

Khi p = Py, , thanh ¢ trang thai téi han. Llc nay, ngoai trang thai can bang
chiu nén con c6 kha niang phat sinh phat sinh déng thoi trang thai can bang
uén doc, nghia 1a thanh & trang thai can bang trung tinh. Nhu vy, dang can
bang bi phan nhanh thanh hai dang bién dang. Trang thai nay twong tng véi
diém phan nhanh A trén d6 thi (hinh 1-2¢).

- Khi P > Pth, trang thai can bang chiu nén van cé kha ning tiép tuc ton
tai song khdng on dinh vi néu néu dua hé ra khoi dang can bang ban dau bang
mot nguyén nhan nao dé rdi bé nguyén nhan dé di thi hé s& khéng co kha
nang tré vé dang thang ban dau. Dang can bang khdng on dinh nay tuong (ng
v6i nhanh AB trén d6 thi (nhanh c6 diém thém cac dau cham trén hinh I-2c).
Trong hé ciing phat sinh dong thoi trang thai can bang udn doc khi bién dang
cua thanh 1a hitu han (hinh 1-2 b). Dang can bang nay la 6n dinh va duoc mé
ta boi nhanh AC hoic AD trén do thi (hinh 1-2c).

- Néu tiép tyc tang luyc P thi vé mat ly thuyét trong thanh s& phat sinh
nhitng dang can bang méi dudi dang uén doc twong tng véi nhing luc téi
han bac cao. Tuy nhién, ngodi dang can bang thir nhat twong ung vai luc téi

han nhé nhét, nhitng dang can bang twong tng véi luc toi han bac cao déu la
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khdng 6n dinh, hiém khi xay ra va khong c6 ¥ nghia thuc té. Boi vay trong
thuc té ta chi can tim lyc téi han nho nhat. Hién tuong mat 6n dinh loai mot
c6 thé xay ra twong (ng Vai cac dang sau:

- Mat 6n dinh dang nén ding tm. Ngoai vi du vira xét, trén (hinh 1-3)
gidi thiéu mot sé vi du khac vé mit 6n dinh dang nén ding tim nhu : Vanh
tron kin (hinh 1-3a) chiu &p luc phan bé déu huéng tam (4p luc thuy tinh);
vom parabol chiu tai trong phan b déu theo phuong ngang (hinh 1-3b). D6 1a
nhitng hé chi chiu nén ding tam néu bo qua anh huong caa bién dang nén dan
hoi khi hé con 6n dinh. Néu tai trong q vuot qua gy, thi trong hé s& phét sinh
dang can bang méi theo dudong dit nét. Trong truong hop khung chiu tai
trong nhu trén (hinh 1-3c): khi p <Py, khung c6 dang can bang chiu nén ; khi p
> Py, dang can bang chiu nén khdng 6n dinh va khung c6 dang can bang méi

chiu nén ciing véi udn theo dudng dit nét trén hinh Ve,

Hinh 1-3.
- M4t 6n dinh dang bién dang dbi xtung: Pé lam vi du, ta xét khung doi

xung chiu tai trong tac dung dbi xing nhu trén

Hinh 1.4 Hinh 1.5

Khi p <pgp, khung c6 dang can bang 6n dinh 1a d6i xing (duong lién

12



nét);khi

p > p, dang can bang dbi xtng khong 6n dinh va khung c6 dang can bang
méi khong d6i xtimg (dudng dat nét).

- Mét 6n dinh dang ubn phang. Dé 1am vi dy, ta xét dam chit | chju uén
phang do tai trong p (hinh 1-5). Khi p <Py, dam c6 dang can bang on dinh 1a
dang udn phang; khi P >Py,, dang uén phang khong 6n dinh va dam cé dang
can bang méi 1a dang udn cling véi xoan (dudng dat nét).

1.2. Lich sir phat trién ciia Iy thuyét 6n dinh cong trinh

Thuc té cho théy nhiéu cong trinh bi sap d6 do mat 6n dinh, chiéc ciu
duong sat dau tién ¢ Kevda — Nga la cau dan ho da bi pha hiy nam 1875 do
hé thanh bién trén bi mat 6n dinh, cau Menkhienxtein & Thuy si bi pha hay
nam 1891 do mat 6n dinh, Cau dan Quebéc qua sdng St. Laurent & Canada, bi
pha huy vi mat 6n dinh cta thanh chiu nén trong khi xdy dung vao nim
1907[10, trg 5], bé chira khi & Hamburg bi pha huy nim 1907 do thanh ghép
chiu nén bi mat 6n dinh, cdu dan Mojur & Nga bi pha huy nim 1925 do thanh
ghép chiu nén bi méat 6n dinh, riéng & Phap theo s6 liéu cua ky su Girard
trong khoang thoi gian tir 1955-1965 di c6 24 cau bi pha hity, phan 16n 1 do
nguyén nhian mat 6n dinh, Ciu Tacoma & My xdy dung hoan thanh ngay
1/7/1940 va bi pha hay 7/11/1940 do bi mat 6n dinh vi tac dung cia gio [32,
trg 277] v.v...

Van d& 6n dinh két cau duoc bat dau tir cong trinh nghién ciru bang
thuc nghi€ém do Piter Musschenbroek cong bd nam 1729, da di dén két luan
rang luc t6i han ty 1& nghich voi binh phuong chiéu dai thanh. Ba muoi nim
sau béng phan tich toan hoc Leonhard Euler cling nhan dugc két qué nhu vay.
Pau tién cac ky su khong chap nhan két qua thi nghiém cua Piter
Musschenbroek va két qua cta 1y thuyét Euler ngay ca Culdng [31, trg 185]

cling tiép tuc cho rang do cing cua cot ty 1& thuan véi dién tich mit cat ngang
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va khong phu thudc vao chiéu dai thanh. Nhirng quan diém d6 dua trén céc
két qua thi nghiém cua cot gd va cot sit lip ghép c6 chiéu dai trong d6i ngin,
nhitng thanh loai nay thuong bi pha hoai véi tai trong nho thua tai trong Euler
do vat liéu bi pha hoai ma khong phai do mit 6n dinh ngang gay ra. E.Lamac
1a nguoi dau tién giai thich mot cach thoa dang su khong phu hop gitra két
qua 1y thuyét va két qua thuc nghiém, ong Ay chi ra rang 1y thuyét Euler la
hoan toan phu hop véi thuc nghiém khi bao dam rang nhiing gia thiét co ban
ctia Euler vé xem vt lidu 1a dan hoi va diéu kién 1y tudng cta cac dau cudi
can phai dugc bao dam. Nhiing thi nghiém sau nay khi nguoi ta rt cha ¥ bao
dam cua dau cudi cua thanh va bao dam cho luc dat ding tam cua thanh da
khang dinh tinh dting dan cua cong thirc Euler.
1.3. Cac phwong phap xiy dung bai toian 6n dinh cong trinh
1.3.1. Phwong phap tinh

Theo phuong phap nay tai trong ti han s& 13 tai trong nho nhat dé xay
ra phan nhanh dang can bang, ttrc 1a bén canh dang cin bang ban dau ton tai
dang can béng lan can. Dé x4c dinh tai trong nay chi can nghién ctru sy can
béng cua hé ¢ trang thai 1an can khi cho hé chuyén vi bé va di tlm tai trong bé
nhat tuong tng véi dang can bang 1an can do.
Khao sat can bang cua mot hé o trang thai léch khoi dang can bang ban dau.
Tinh gié tri caa luc ¢ trang théi léch dé d6i chiéu véi gia tri cua luc di cho ¢
trang thai can bang ban dau.

Gia st P 1 lyc da cho ¢ trang thai can bang ban dau
P* [ lyc tng v&i trang thai léch khoi dang can bing ban dau (luc can co dé
gitr hé o trang thai 1&ch).
- Néu P < * thi hé can bang 6n dinh
- Néu P = P* thi hé can bang phiém dinh
- Néu P > P* thi hé can bang khéng 6n dinh

14



Xét hé mot bac tu do, mot dau ngam dan hoi, mot dau tu do

Sau khi khao sét can bing caa hé ¢ trang thai can léch ta co:

P= l|<— do do:
-V6i P < % thi hé can bang 6n dinh
-V6i P :$ thi hé can bang bang phiém dinh

- Véi P == hé can bang khdng 6n dinh

k
|
1.3.2. Phwong phap nang lugng

Phuong phap nay duya trén viéc nghién ciru niang lugng toan phan cua
hé. Khi né dat' cyc tiéu thi hé ¢ trang thai can bang 6n dinh. Sy Iéch khoi
trang thai can bang 6n dinh s& 1am tang nang lwong. Tai trong tdi han Gng voi
nang luong cuc tiéu.

Nguyén ly Larange - Dirichlet:

“ Néu hé ¢ trang thai can bang én dinh thi thé ndang toan phan dat cuc
tiéu so Vi tat cd cac vi tri 1an cdn vo cing bé ké tir trang thai can bang do.
Néu hé ¢ trang thai can bang khdng on dinh thi thé nédng todan phan dat cuc
dai SO V6i tdt ca cac vi tri 1an cgn vo cing bé ké tir trang thai can bang do.
Néu hé ¢ trang thai can bang phiém dinh thi thé nang toan phan khéng déi”.
Thé ning toan phan U* caa hé & trang thai bién dang gom:

- Thé ning bién dang cua noi luc u

- Thé ning cua ngoai lrc Up= -T (trai dau vai céng caa ngoai luc T)
U=U+Up=U-T

Do bién thién s U* cua thé nang toan phan cua hé khi chuyén tir trang thai

dang xét sang trang thai lan can sé la

oU*=06U-0T

15



Trong d6: & LP- bién thién cua thé ning toan phan

S U - d6 bién thién cua thé nang bién dang 5 T - d6 bién thién caa cong
cac ngoai luc Nhu vay, theo nguyén ly Lagrange - Dirichlet:
Néu SU > ST thi hé ¢ trang thai can bang 6n dinh Néu sU < ST thi hé o
trang thai can bang khong 6n dinh Néu U = ST thi hé ¢ trang thai can bang
phiém dinh
1.3.3. Phwong phap dong luc hoc

Pay la phuong phap chung nhat, dua trén viéc nghién cau chuyén dong
ctia hé sau khi c6 kich dong ban dau. Néu chuyén dong 1a dao dong c6 bién do
tang khéng ngirng theo thoi gian thi dang can bang ban dau 1a khdng on dinh.
Nguoc lai, néu hé ludn dao dong bé quanh trang thai can bang ban dau hoac
tat dan thi d6 1a dang can bang on dinh.
1.4. Bai toan on dinh uon doc ciia thanh va phwong phap giai

Phuong trinh can bang cta thanh thang c6 tiét dién khong doi chiu tac

dung cua lyc P dat & dau thanh c6 thé duge viét nhu sau:

d*y d?y
E) G +P 3 =0 (1.1)

Phuong trinh trén 1a phuong trinh vi phan tuyén tinh thuin nhét (khong
c6 vé phai).Phuong trinh dao dong tu do cuia thanh dugc trinh bay & chuong 3
cling thudc loai phwong trinh nay. Vi vay, dé tong quat ¢ day trinh bay
phuong phap chung tim
nghiém ciia phuong trinh vi phan tuyén tinh bac n thuan nhat c6 cac hé so 1a

hang sb [29]:
n-1

aod 2’+a1 n_31/+...+any:0 (a, #0) (1.2)
dx dx

Dé giai phuong trinh vi phén trén thi giai phuong trinh dic tinh cta no 1a:

aor"+a .. +a,  r+a,=0 (1.3)
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a) Truong hop phuong trinh ddc tinh c6 n nghi€ém phan biét thi nghiém cua
phuong trinh vi phén (a) viét dudi dang sau:

y=ce” +c,e” +..+ce™ (1.4)

Céc hé s0 ¢; dugce xac dinh tir dicu kién bién ciia bai toan

b) Néu nhu mot nghiém r, ndo d6 c6 nghiém lap lai my lan thi thanh phan
tuong g trong nghiém trén duoc thay bang

(Cp +CuX+C, X" +...4C, X" )™ (1.5)

Trong truong hop cé hé phuong trinh tuyén tinh sau:

d d d .
()Y, to, ()Y, .+, ()Y, =0 (j=1 2, 3,..n) (1.6)
dx dx dx

O day ¢, (%) la da thtc cua (%). Mbi ham yx = Vi(x) (k=1...n) déu c6

dang (1.46) va (1.47), con céac sd mil r; s& 1a nghiém ctia hé cac phuong trinh
dac tinh
D(r) =detlp, (r)|=0 (1.7)

bay la hé phuong trinh dac trung cua hé phuong trinh vi phan. Tu

phuong trinh (1.7) tim dugc I, dua cic nghiém y dang (1.4) va (1.5) vao h¢
phuong trinh (1.6) s& xac dinh dugc cac twong quan cia cac hé sd, cac hé sd
tu do duoc xac dinh tir cac diéu kién bién.Do 1a phuong phap chung dé giai
phuong trinh vi phan tuyén tinh thuan nhat c6 hé s 1 hang sé.

Tré lai phuong trinh uén doc cua thanh. Phuong trinh (1.1) hoan toan
giai dugc bang cach giai phuong trinh dic tinh (1.3),tim nghiém theo (1.4) va
(1.5), cac hé sb cua (1.4) va (1.5) xac dinh tir cac diéu kién bién cta thanh.
Tuy nhién, mot cach giai ngan gon hon khi viét ham d¢ vong y cua thanh
dudi dang sau

Y = asin(kx) + bcos(kx) + cx +d (1.8)
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That vdy, dua ham (1.8) vao phuong tinh (1.1) ta thdy phuong trinh
(1.1) duoc thoa man. Van dé con lai 13 xac dinh cac hé sé a,b,c,d . Bén hé sb
a,b,c,d cua ham y duoc xac dinh tuy theo 4 diéu kién bién Y,y ,Y ,V tai hai
dau cudi thanh. Duéi day trinh bay cac 10i giai thanh c6 cac diéu kién bién
khac nhau.
Vi du: Xac dinh e téi han ciia thanh hai dau khép

Céc diéu kién bién tai lién két khop 1a chuyén vi va momen udn bang
khong. Taco :

d2
dxg’(x:l)zo

d2
dXz/(x:O):O y(x=1)=0;

Pua 4 diéu kién trén vao (1.8), nhan dugc 4 phuong trinh sau

b+d =0;b=0;asin(kl) +cl =0; ak*sin(kl) =0

y(x=0)=0;

Taco b=c=d=0, asin(kl)=0
Néu a=0 thi y=0, d6 1a nghiém tdm thuong cia (1.1). Pé c6 duoc
nghiém khong tim thuong (y = 0), ta cho
sin(kl) =0hay kl =nr,....(n=12,3,...)
Thay k vao phuong trinh (1.8) ta cé

n’z*EJ

P (1.9)
Vi cac gia tri P xac dinh trén, thanh c6 trang thai can béng moi, trang

, . N
thai uén doc véi y = asm(l—” X) (1.10)

khac véi trang thai ban dau 14 trang thai nén, thanh thang. Ta n6i thanh mét on

dinh va luc P la luc t61 han Euler. Chu y réng v61 P té1 han xac dinh theo
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(1.9), d6 vong (1.10) cua thanh van hiru han. Tuy nhién, theo 1i thuyét dam-
cot trinh bay ¢ trén, d0 vong cia thanh voi lyc P xac dinh theo (1.9) sé tang
lén vo cing, nén (1.10)1a biéu thirc xac dinh lyc toi han cua thanh. Kixelov
cho rang lyc P t&i han (1.10) vAn nam trong mién 6n dinh.

Pé thoa man 4 diéu kién bién Y,Y,Y ,Y cua phuong trinh (1.1) ta c6
thé dung 4 thong sb chuyén vi, goc xoay, momen udn va luc cit chua biét tai
hai dau thanh 1am an thay cho cac hé sé6 a,b,c,d ciia phuong trinh (1.8).Ta
c6 phuong phap thong sb ban dau duge gido su Kixelov st dung trong gido
trinh dong luc hoc va 6n dinh cong trinh ctia minh.

1.5. Nhan xét chuong 1:

O trén di trinh by cac phuong phap chung dé xay dung bai toan 6n
dinh cong trinh. Cac phuong phép do la: Phuong tinh, phuong phap nang
lugng va phuong dong luc hoc. Cac phuong phdp noi trén hoan toan tuong
duong nhau. P2 gidi thiéu cac dinh nghia, cac khai ni€ém va céac dinh ly vé on
dinh nham muc dich hiéu 16 ban chit cua bai toan 6n dinh cong trinh. B3 trinh
bay phuong phap chung dé giai cac phuong trinh vi phan tuyén tinh thuan
nhat va ap dung dé nghién ctru 6n dinh cta thanh thang chiu lyc nén P tac
dung & dau thanh. Co thé néi day 1a phuong phap toan duy nhat va do d6 phd

bién nhét trong nghién ctru 6n dinh cong trinh hién nay.
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CHUONG 2
PHUONG PHAP NGUYEN LY CUC TRI GAUSS

Chuong nay trinh bay nguyén ly Gauss, sau do trinh bay phuong phap
moi dua trén nguyén 1y cuc tri Gauss dé xdy dung va giai cac bai toan co hoc
dudi dang téng quat, chu yéu 1a ctia co hé vat rin bién dang. Pé dat muc tiéu
trén, trong chuwong con gidi thiéu cac khai niém tng suét va bién dang ciia co
hé mdi truong lién tuc va cia co hoc két cau. Cubi cung, dé 1am vi du, trinh
bay viéc ap dung phuong phap mdi dé nhan duoc cac phuong trinh vi phan
can bang cua co hé.

2.1. Nguyén li cue tri Gauss

Nam 1829 nha toan hoc nguot Buc K.F. Gauss da dua ra nguyén 1y
sau day dbi v6i co hé chat diém [1,tr. 171]:

“Chuyén déng thuwc ciia hé chat diém co lién két tiy ¥ chiu tdc déng bt
ki & méi thoi diém xdy ra mét cach phit hop nhdt cé thé véi chuyén dong cia
hé dé khi hoan toan tw do, nghia la chuyén dong thie xdy ra véi lwong cudng
bikc ti thiéu néu nhw s6 do lwong cudng birc ldy bang tong cdc tich khoi
lwong chat diém véi binh phuwong do léch vi tri chat diém so véi vi tri khi
chung hoan toan ty do”.

Goi m, 1a khéi luong chat diém, A; 1a vi tri cia nd, B, 1a vi tri sau thoi
doan vo cung bé do tac dong lyc ngoai va do van tbc & dau thoi doan gay ra,
C, 1a vi tri c6 thé ( bi rang budc boi lién két) thi lugng cudng buc duge viét
nhu sau:

Z=3m (ﬁ)z — Min (2.1)

Dau tong trong (2.1) 14y theo s6 chat diém.
St dung nguyén 1y van toc 4o va nguyén 1y D ‘Alembert, xét hé ¢ trang

thai can bang va cho rang c6 luc v6i do 16n ti 18 voi d6 dai BC. tac dung
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theo chiéu tr C, dén B,, Gauss da ching minh nguyén 1y ciia minh [I,tr.
172].

Pé co thé sir dung nguyén 1y Gauss can biét dai luong bién phan cia
n6. Theo [1,tr. 889], Gibbs (nam 1879) va Appell (nam 1899) di tur céac lap
luan khac nhau déu nhan dugc nguyén 1y Gauss va chi ra rang dai lugng bién
phan cua nguyén 1y nay 1a gia téc. Didu ndy c6 nghia 1a:

ori=0; or;=0; orz O (2.2)
& day & 1a ki hiéu bién phan ( lay vi phan khi ¢ dinh thoi gian ), 1, i Va
lan luot 1a vecto toa do, vecto van tée va vecto gia tdc cua diém i. Chuyén
dich cua chét diém cua hé c6 lién két dudi tac dung cta lyc F; sau thoi doan

dt tinh theo cong thirc sau day:
ri+r'idt+%'r;dt2 2.3)

Vi 8r,=0va 8¢;=0 nén chuyén dich cua chat diém hoan toan tu do (c6
thé hinh dung & dau thoi doan dt lién két duoc giai phong nhung van giit luc
tac dung) sau thoi doan dt 1a :

ri+r'idt+lidt2 (2.4)
2m,

Hiéu cua (2.4) va (2.3) cho ta do léch vi tri cta chat diém c6 lién kétso véi vi
tri cia no6 khi hoan toan tu do.
C6 thé xem dt 1a hang thi luong cudng buc Z theo (2.1) dugc viét dudi dang

luc nhu sau (v6i d6 chinh xac bang thira s6 dt*/ 4)

Z:Zml(%—r;} — Min (2.5)

hoac

z = > —(F-m )" Min (2.5a)

1
i m.
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Khi tinh luong cudng b theo (2.5) can xem gia tc 1a dai luong bién
phan (bién phan kiéu Gauss theo cach noéi ctia Boltzmann ). Nhu vay, phuong
phap tim cuc tiéu cta cac bai toan co hoc duoc xay dung theo nguyén 1y (2.5)
khong thé 1a bat ky ma phai 1a (khi khéng c6 rang budc nio khéc):

oL
8_r =0 (2.6)

Diéu kién (2.6) s& cho ta phuong trinh can bang. That vy, ap dung

(2.6) vao (2.5) ta nhan duoc phuong trinh can bang cta hé ( ¢ day luc tac
dung bang luc quan tinh). Appell va Boltzmann (nim 1897) con cho biét
nguyén ly Gauss dang cho hé lién két holonom va ca hé lién két khong
holonom [1,tr. 890].
Nguyén 1y Gauss (2.1) hodc (2.5) c6 dang ctia phuong phap binh phuong tdi
thiéu 1a phuong phap ciing do Gauss dua ra va dugc dung rong rii trong toan
hoc hién dai, trong giai tich cling nhu trong 151 giai s6. C6 1& vi vy nguyén ly
Gauss thu hat sy chil ¥ cia nhiéu nha khoa hoc, thi du, Hertz (nim 1894) dya
trén ¥ tuong lugng cudng birc dua ra nguyén 1y dudng thang nhét (duong co
d6 cong nho nhit) hodc Prigogine (nim 1954) va Gyarmati (ndm 1965) da
xay dung duoc luong cudng birc cua cac qua trinh khong hdi phuc trong nhiét
dong luc hoc [2].

Céc tai lidu gido khoa vé co hoc thuong gi6i thiéu nguyén 1y Gauss
dudi dang (2.5) 1a dang dung dugc dé tinh toan. Nhung nguyén 1y (2.5) véi
dai luong bién phan 14 gia toc chi 1a mot biéu thi ciia nguyén 1y Gauss (2.1)
boi vi dai lugng bién phan trong co hoc con ¢o thé 1a chuyyén vi va vén toc
nhu trinh bay sau day.

2.2. Phwong phap nguyén ly cwe tri Gauss

Trong bai viét ciia minh Gauss néu nhan xét rang nguyén Iy vdn toc do
bién vin dé tinh hoc thanh vin dé todn hoc thudan tuy, con nguyén Iy
D’ Alembert dwa bai toan dong luc hoc vé bai todn tinh hoc va moi nguyén ly

cua co hoc hoac nhiéu hodc it déu co thé tryc tiép rut ra tw hai nguyén ly
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trén. Dudi day trinh bay phuong phap dua trén nguyén 1y chuyén vi o dé
nhan duoc biéu thirc (2.1) cia nguyén 1y Gauss.

Xét hé chat diém co lién két tuy y & mot thoi diém bat ki nao d6 co
nghia 13 phai dua lyc quén tinh f; cia hé tai thoi diém d6 tac dung 1én hé. Doi
vo1 hé hoan toan tu do luc quén tinh fy; cia nd bﬁng vai ngoai luc (chi $6 ‘0’ &
chan ki tu chi réng ki tu do thudc hé so sanh, truong hop nay l1a hé hoan toan
ty do c6 cung khoi luong va cing chiu tac dung luc ngoai gibng nhu hé c6
lién két). Nhu vay, cac luc tac dung 1én hé co lién két gom céc luc fi= m;¥; va
cac luc fy = mjfg (thay cho ngoai luc). Theo nguyén Iy chuyén vi do dbi
v6i lién két gitr (lién két dudi dang dang thirc) va khong gitr (lién két dudi
dang bat ding thirc) diéu kién can va di dé hé ¢ trang thai can bang 1a [1,tr.
887] :

Z(f- - fOi )5[: <0 (27)

Biéu thirc (2.7) ciing duoc Fourier (ndm 1798 ) va Ostrogradsky ( nim 1838)
doc lap dua ra.
C6 thé nhan xét ngay rang phan trong ngodc don cua (2.7) biéu thi luc tac
dung 1én hé nén phai bang khong dé hé ¢ trang thai can bang.
Trong biéu thirc (2.7) can xem cac chuyén vi r; doc lap doi véi luc tac dung.
Cho nén tir (2.7) ¢6 thé viét:

Z=>(f—f,)r—>Min (2.8)

Trong (2.8) ri 1a cac bién doc 1ap can tim dé bao dam cho Z cuc tiéu. Vi
chuyén vi rgi ctia hé hoan toan tu do dé biét nén biéu thuc (2.8) twong duong
vé6i cac biéu thie dudi day:

Z = (fi—fy)(r—r1y)— Min (2.8a)

hodc Z => m, {%_ﬁ)i (r.-r,) — Min (2.8b)

Dé dang nhan thay (2.8b) 1a tich ctia khéi lugng m; véi binh phuong d6 léch

vi tri chat diém va do d6 Z xac dinh theo (2.8) 1a luong cudng blc cua
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nguyén 1y Gauss (v6i d6 chinh xac bang thira s6 dt*/ 2 ). So véi (2.5), luong
cudng buc Z xac dinh theo (2.8) biéu thi ddy du va rd rang tu tudng cia
nguyén 1y Gauss thé hién & chd, thir nhat, no cho phép so sanh hé c6 lién két
v6i hé hoan toan tu do, thir hai, dai lwong khong biét (dai lugng bién phan)
trong (2.8) 14 chuyén vi gidng nhu trong (2.1). Cuyc tiéu ctua (2.8) can va phai
dugc tim tir diéu kién (khi khong c6 cac rang budc nao khac):

o0z
o = (2.9)
Piéu kién (2.9) ap dung vao (2.8) cho ta phuong trinh cin bang ctia co hé.
Vidu 1l Viduy nay lay tir [3,tr. 64]. Viét phuong trinh chuyén dong cua khoi
lwong m chay trén duong cong y=bx’ trong mit phing (xy), khong c¢6 luc ma
sat, dudi tac dung cia truong gia toc g (Hinh 1.1).

Y I;‘I y=hx?

L.

[8)

Hinh 1.1
Céc luc tac dung lén khdi luong m bao gé)m: lyc quan tinh theo chiéu y, luc
trong truong theo chiéu 4m cia y, luc quéan tinh theo x. Chon hé so sanh 1a hé
c6 cung khdi lugng m nam trong trudng gia téc g nhung hoan toan ty do.

Luong cudng birc duoc viét theo (2.8) nhu sau:
Z = (my+mg)y+(mx)x — Min (@)
Thé y =bx? vao (a) ta c6

Z = (my+mg)bx® +(mx)x — Min (b)
A . C 1A aA 1A x en acA o 1ea. OZ A
Xem chuyén vi x la bién ddc 1ap va tu di€u kién o 0 nhan duoc:

2bxy + 2bgx + X =0 (c)
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Thay § = 2bxx+2bx? vao (¢) nhan dugc phuong trinh chuyén dong cua khoi
luong m
(4b*x* +1)% + 4b*xx* + 2bgx =0 (d)
Phuong trinh (d) 14 két qua can tim.
Nhu nhan xét cia Gauss néu trén, co thé néi biéu thire (2.7) dd bién van dé

tinh hoc (can bang luc) thanh van dé toan hoc thuan tuy. That vdy, néu ta

dung gia toc 1a dai lugng bién phan thi twong ty nhu (2.7) c6 thé viét

3 (f,—f,)8Fi< 0 (2.10)

v6i diéu kién gia téc ¥, 1a dai luong doc 1ap dbi vai luc tac dung.
Tir (1.10) c6 thé viét

Z=> (fi—fy)Fi— Min (2.11)

Trong (2.11) can xem gia tc ¥ 1a dai lugng bién phan dé bao dam cho Z
cuc tiéu. Vi gia toc [ o ctia hé hoan toan tu do di biét nén biéu thic (2.11)
twong duong véi cac biéu thire dudi day:

Z=Y (fi—fy)(Fi- o) — Min (2.11a)

hoac Z => m (L—'r'mj( Fi- Foi) — Min
m

Z =Y m(fi-iy)’ — Min (2.11b)

Ta thiy (2.11Db) tring véi (2.5). Cac gia toc # phai thoa man céc lién két néu

c6 va diéu kién cuc tiéu cua (2.11) 1a biéu thirc (2.6).

Vidu2.Lam lai vi du 1 (Hinh 1) theo nguyén 1i (2.5) hodc biéu thic (2.11)
Khéi lugng m vira chuyén dong theo x, vira chuyén dong theo y, nhung

do ¢6 lién két y= bx®> nén chi ¢6 mot bac tu do, thi du 1a x. Cac lyc tac dung
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lén m bao gdm: Luc quan tinh theo chiéu y, luc trong truong theo chiéu 4m
ctia Y, lyc quan tinh theo X. Luong cudng bic Z viét theo (2.5) 1a:
Z= m(%-{- )2 + mx? — Min (@)
Lay dao ham rang budc y=bx* theo thoi gian hai lan ta c6 :
§ = 2bxX + 2bx° (b)
Thay § trong (a) bang (b), nhan duoc
Z = (g + 2bxx +2bx*)? + X* — Min (c)
Xem gia tock 1a bién doc 1ap va tir diéu kién 6zZ/6%=0 ta c6 phuong trinh
chuyén dong ctia khéi lvong m nhu sau :
(4b*x* +1)X +4b*xx* + 2bgx =0 (d)
Phuong trinh (d) 14 két qua can tim.
Tuong tu, ciing c6 thé dung van toc ¢ 1a dai lwong bién phan, khi d6 lugng

cudng buc Z dugc viét :

Z => (fi—fy)rf— Min (2.12)
voi diéu kién van tdc rla bién doc 1ap va thod man cac lién két néu co. Trong
truong hop nay diéu kién cuc tiéu cua nguyén 1y(2.12) sé& 1a (khi khong c6

rang budc nao khac) :

0z
a =0 (2.13)

Lam lai bai toan ctia vi du 1 véi dai luong bién phan 1a van toc (biéu thirc
2.12) ciing cho ta két qua ding dan.

Tom lai, cac nguyén 1y (2.5) hodc (2.11) véi dai luong bién phan 1a gia toc
doc lap d6i véi luc tac dung, nguyén 1y (2.8) véi dai lwong bién phan la
chuyén vi doc 1ap d6i véi luc tac dung va nguyén 1y (2.12) véi dai lugng bién

phan 13 véan tbc doc 1ap ddi véi luc tac dung di bién phuong trinh can bang
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luc (van dé co hoc ) thanh cac bai toan toan hoc thuan tuy va c6 thé duoc phat

biéu nhu sau : Chuyén déng thuc ciia co hé xay ra khi lwong cuéng birc Z

~ xdc dinh theo (2.5) thi dwoc tim theo gia toc , diéu kién (2.6 )
~ xdc dinh theo (2.8) thi dwoc tim theo chuyén vi, diéu kién (2.9)
xac dinh theo (2.12) thi dwoc tim theo vdn téc, diéu kién (2.13) la cuc tiéu.

Puong nhién, cic dai luong bién phan gia téc, chuyén vi va van tdc
phai thoa min cac diéu kién lién két cua hé.

Dé c6 thé ap dung cho ca cic bai toan tinh cia mdi trudng lién tuc ta
s& dung nguyén 1y (2.8) véi dai luong bién phéan 1 chuyén vi va diéu kién cuc
tiéu 13 (2.9). Nguyén i (2.5) khong cho phép giai cac bai toan tinh. Do do,
cach trinh bay nguyén 1y Gauss dudi dang ndy dd han ché viéc sir dung

nguyén ly trong co hoc.

C6 thé mo rong nguyén 1y Gauss bang cach so sanh hé can tinh véi hé
c6 lién két tuy ¥ chiu tac dung cua lyc gidng nhu hé can tinh ma 101 giai cta
n6 da biét. Khi d6 thay cho lyc ngoai ta dung luc lién két va luc quan tinh cua
hé so sanh véi dau nguoc lai dé tac dong 1én hé can tinh. Diéu nay la hién

nhi€n badi vi ngoai luc ludn can bang véi ndi luc. Xét vi du minh hoa sau

Vi du 3 Hé can tinh 1 khoi lugng m ¢6 lién két 10 xo do ctng k va lién két
nhdt voi hé sé nhét ¢ chiu tac dung luc p(t) (Hinh 2.2). Xét dao dong thang
dung u(t) ctia m so véi vi tri cAn bang tinh cua nd. Bai toan c6 mot bac dao
dong tu do. Ta chon h¢ so sanh c6 khoi luong mg va lién két 16 xo do cung ko
cung chiu luc p(t) (Hinh 2.2.b).
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Hinh 2.2 a) Hé can tinh; b) Hé so sanh.
Dao ddng ug(t) ctia hé so sanh (so véi vi tri can bang tinh ctia nd) xac dinh tir
phuong tinh can bang sau :
Myl + Koy = P(t) (a)
Luc tac dung Ién khoi luong m gém coO: luc quan tinh mi, luc can 16 xo ku,
luc can nhot cu va luc p(t) duoc thay béng noi luc cua hé so sanh. Luong

cudng burc theo (2.8) viét dugc:

Z = (mu+cu+ku—myli, —k,u,)u — Min (b)
Phéan trong dau ngoic don cia (b) biéu thi luc tic dung va theo nguyén ly
chuyén vi (2.8) can xem chuyén vi u 1a bién doc lap d6i véi luc tac dung thi

tir diéu kién 6Z/du =0 nhan dugc phuong trinh cin bang cua hé can tinh
mU + cu + ku = myU, + K,U, (c)

hay chu y tdi (a) ta ¢

mu + cu + ku = p(t) (d)

Nhin vao (c) va (d) thiy riang thay cho viéc giai phuong trinh vi phan can
bang (d) cua hé can tinh ta c6 thé giai phuong trinh (c) Ung véi timg thoi
diém. Vé phai ctia (c) c6 thé 1a nghiém riéng hodc nghiém co ban (trudng hop
p(t) 1a xung don vi) ctia (d) hodc, mot cach tong quat, 1a thé hiéncta p(t) trén
hé bat ki ndo khac (101 giai cua hé bat ki khi chiu tic dong cta p(t) ). Nhan
xét ndy rat hiru ich boi vi nd cho ta mot phuong phap nita dé giai cac phuong
trinh vi phan phirc tap, dic biét 1a dbi v6i cac bai toan co diéu kién bién ¢ vo
han hodc 1a khi giai bang sd.

Luong cudng bic Z theo (b) co thé viét dudi dang sau:

Z=271+22+2Z3 — Min (e)

Z1 = %(ku—kouo)z, Z2=2cuu, Z3 = 2m(li-Uy)u  (f)
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O day Z1 viét duéi dang binh phuong tdi thiéu. Vi Z1 duogc viét dudi dang
binh phuong t6i thiéu nén cac dai lwong Z2 va Z3 phai nhan véi hé s6 2. Cac
biéu thirc lwong cudng birc (b) va (e), (f) 1a twong duong.

Nhiing nhan xét rat ra tir vi du minh hoa néu trén ap dung dtng cho bat ki hé
nao khéc.

Trinh bay trén cho thiy c6 thé dung hé c6 lién két bat ki dé lam hé so sanh

cho nén c6 thé mé rong biéu thic (2.8) nhu sau :
Z=> (fi—fy)r— Min (2.14)

vol f; 1a ndi luc bao gém lyc quan tinh va lyc lién két néu c6 cua hé can
tinh, fo; 12 noi luc va luc lién két da biét ciia hé so sanh bat ky chiu tac dung
luc ngoai gidng nhu hé can tinh.

Chu y rang khi sir dung biéu thirc (2.14) can xem chuyén vi r; 1a dai luong
doc lap ddi véi luc va phai thoa man cac diéu kién lién két néu co. Boi vi cuc
tiéu ctia lugng cudng birc Z phai duge tim theo (2.9) (khi khong c6 cac rang
budc nao khac) nghia 1a phai giai phuong trinh can bang ciia co hé nén bai
toan ludn c6 nghiém va nghiém 1a duy nhat

Phwong phdp ciia nguyén Iy (2.14) cho phép ding hé so sanh bat ki. Pai
lieong bién phdn cia (2.14) la chuyén vi, diéu kién cuc tiéu cia né la biéu
thirc (2.9). Phuong phap nay do GS. TSKH Ha Huy Cuong dé xuét va duoc
goi 1a phuong phéap nguyén 1y cuc tri Gauss.

Biéu thuc (2.7) trong cac gido trinh co hoc thuong mang dau bang, nghia 1a
chi xét truong hop lién két giir va khi dé tir (2.7) s& nhan dugc nguyén Iy cong
40. C6 thé noi biéu thire (2.7) véi dau nho thua hodc bang 1a su khac biét co
ban gitra nguyén 1y co hoc cta Gauss véi co hoc dua trén nguyén ly cong ao
hién dung.

2.3. Co hé mdi truong lién tuc: (ng suit va bién dang
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Trong muc nay trinh bay phuong phép nguyén Iy Gauss ddi véi co hé moi
truong lién tuc. Mudn vay can biét khai niém ¢ng suét va bién dang cua moi
truong lién tuc. Dé trinh bay gon dudi day dung cac dai lugng tenxo véi céch
hiéu nhu sau [4 ,tr.196]:

aa =a’+a, +a,

ay, =y, +a, +a,
va hé sb Kronecker

dij = 1 khi i=]

dij = 0 khi i#j
voi i=1,23; j=1,2,3;k=12,3 dbi voi khong gian 3 chiéu.
C6 thé noi ddi tuong nghién ctru cua co hé moi truonglién tuc trong toa do
vudng goc 1a phan t6 khdi chir nhat (ba chiéu, kich thudc vo cung bé ) hoic
phan t6 chit nhat (hai chiéu, kich thudc vo cung bé ) duogc tach ra tir moi
truong (hinh 2.3 ).

LELE

L.
A2tz 1

dx2

Hinh 2.3. Trang thai ¢mg suét phan t6
Khi d6 li thuyét tmg suét cho thay ngoai cac luc thong thuong (luc gy cac
chuyén vi tinh tién trong co hé chit diém) trén bé mat phan t6 con c6 cac ing
suit tac dung . C6 9 Ung suit o, tac dung lén bé mit phan t6. Thi nguyén cua

ung suét bfmg luc chia cho don vi dién tich.
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Tu diéu kién can béng luc va momen s€ nhan dugc phuong trinh can bﬁng
tinh cta phan t6
o.. + b = 0 (2.15)

1,]

Trong (2.15) ojj latmg suét , oy biéu thi dao ham cia img suét theo toa do

khong gian, oo, /0x; = o, ,, by 1a luc khéi (luc khdi xem nhu 14 lyc can). Néu

"
khong c6 luc momen khéi thi tur phuong trinh can br?lng s€ co:
o= 0 (2.16)

S6 tng suat doc lap tac dung 1én bé mit phan to chi con 6 . Li thuyét Gng
suat cho thay khi biét trang thai ing suat phan t6 thi s& xac dinh dugc trang
thai lyc tai diém d6 ctia moi trudng va nguoc lai .

Khi chiu tac dung ngoai lyc, phan té chuyén dong va bién hinh. Ly thuyét
bién dang cho thiy ngoai cac chuyén vi ui phan té con chiu céc bién dang «i j
. Néu xem bién dang 1 bé (binh phuong hoic tich hai bién dang 1a nho so véi

chinh nd ) thi céc bién dang duoc xac dinh theo cac phuong trinh sau:
1
gj = S (uj+ u) (2.17)

Cac g la cac dai luong khong thtr nguyén. Tuong tu nhu tenxo aj,
tenxo & dbi xtng va c6 6 bién dang doc 1ap tuong Gmg véi 6 Ung suat.

Tir (2.17) thay rang trang thai chuyén vi xac dinh duy nhét trang thai
bién dang, nhung nguoc lai khong dung béi vi co nhiing chuyén vi khong gay
bién dang (chuyén vi cua vat rin tuyét d6i). Ngoai cac phuong trinh néu trén,
dé bao dam tinh lién tuc ctia moi truong con cd cac cac phuong trinh vé diéu
kién khong bi gian doan.

Tuy theo tinh chit co hoc cua vat liéu méi trudng ma cd cac lién hé
khac nhau giita ing suat va bién dang. Do c6 6 tng suat va 6 bién dang nén
mdt cach tong quat can biét 36 thong sé tinh chat vat liéu. Tuy nhién tir diéu
kién biéu thi ning luong bién dang phai giéng nhau con sé 36 rit xudng con

21. Pbi véi vat licu déng hudng chi con 2 thong s6 tinh chat vat liéu doc lap
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dugc chon trong sO cac thong so sau: hai hang s6 Lamé p va A , médun
Young E , modun trugt G va hé s6 Poisson v, gitra chung c6 céc lién h¢ sau
day :

Ev E

Mooy T % T (2.18)

DPdi voi vat lidu dé)ng nhét , déng huong, tuan theo dinh luat Huc
(Hooke) thi lién hé giira ing suat va bién dang s& I :

V2 Skkéij ) (219)

— 4V

cij = 2G (g + 1

Tir cong thire (2.19) thay rang ung suat cjj khong nhitng phu thudc vao
bién dang ¢;; theo phuong ctia n6 ma con phu thudc vao cac bién dang theo
cac phuong khac thong qua hé s6 Poisson v. Hé s6 2G dé tién trinh bay sau
nay s& dugc goi 1a do citng ciia bién dang.

Nhiing trinh bay trén cho thdy dbi v6i co hé méi truong lién tuc can
xem céc bién dang &j la doc lap dbi v6i nhau va duogc xac dinh theo phuong
trinh (2.17), can xét cac phuong trinh vé diéu kién khong bi gian doan cua
moi trudng va lién hé giita Gmg suat va bién dang. P6i véi moi truong dan
hdi, dong nhit, ding hudng lién hé tng suit - bién dang iy theo (2.19) va
diéu kién khong bi gian doan ctia méi trudng ty dong thoa man khi biéu thi
g suat qua chuyén vi.

Tom lai, khac voi co hé chat diém, trong moi trudng lién tuc ngoai luc
khéi va luc quan tinh 13 cac luc tac dung gdy chuyén vi, con phai xét thém céc
g suét Gjj gay ra cac bién dang Eij -

T nhan xét vira néu, c6 thé s& co ich dbi véi nhan thire khi dua ra céac
nhan dinh tong quat vé mdi twong quan giita co hoc chat diém va co hé moi
truong lién tuc nhu sau:

— Khai niém co ban cua co chat diém 1a chat diém, cac luc tac dung 1én chét

diém gay ra cac chuyén vi, dac trung cua chat diém la khoi luong;
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— Khai ni€m co ban cua co h¢ moi truong lién tuc 1a mat cat phan td, cac ung
suit gay ra cac bién dang, cac dic trung ciia mit cit phan té 1 cac do cung
bién dang tuong mg véi cac ing suat. Cac do cimg nay xéac dinh tiy theo tinh
chét vat liéu moi truong. Trong co hé moi truong li€n tuc con cod luc khdi va
luc quan tinh gy chuyén vi gidng nhu trong co hé chat diém. Do do, c6 thé
tom tit mbi twong quan vira néu dudi dang;
Chat diém & Mt cdt phan t6
Luc o Lyc
Cdc ting sudt
Chuyén vi o Chuyén vi
Bién dang
Khoi lwong < Khoi luong
Cdc dé citng bién dang

Ki hiéu < chi su twong duong gitta cac khai niém. Vi cach hiéu nay
cling d& dang xay dung phiém ham luong cudng birc twong tu nhu (2.14) dbi
v6i co hé moi trudng lién tuc bat ky dugc trinh bay sau day.

Trudc tién, ta dung hé so sanh 1a hé chat diém c6 cung khéi lugng,
cung chiu tac dung luc ngoai va hoan toan tu do. DPéi véi moi truong lién tuc
can xét thém Ung suét va bién dang nén luong cudng buc Z cua hé viét tuong
tu (2.14) nhu sau:

Z...=.Z1+Z2 — Min
21=[oye,dv , Z2=(pliu, +bu, - pligu,)dF (2.20)
v v

Trong (2.20) V la thé tich vat thé, p 1a khéi luong don vi. Luc quan tinh 1a
luc can nén trong (2.20) mang dau cong. Luong cudng buc Z1 xét ing suat
clia moi truong lién tuc can tinh, hé chat diém so sanh khong co ung suét.
Luong cudng buc Z2 xét lyc khdi va luc quan tinh ctia méi trudng lién tyc,

luc quan tinh cta hé chat diém so sanh. Cac lyc nay déu giy chuyén vi u.
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Theo phuong phap nguyén 1y cuc tri Gauss, trong (2.20) cdn xem céc
bién dange;la doc lap ddi véi cac ung suét Gjj va cac chuyén vi ujla doc lap
dbi voi luc tac dung (O day 1a luc khéi va luc quan tinh) va doc lap ddi véi
nhau. Diéu kién cuc tiéu cua (2.20) 1a

671 872

—+—=0 (2.21.a)
og; 0y,

Néu bién dang & biéu thi qua chuyén vi (cong thire (2.17)) thi diéu kién cuc

tiéu cia (2.20) duoc viét nhu sau:

02109 022 (2.21.b)
og; ou;  ou,
Tir diéu kién (2.21.a) nhan dugc
O-ij,j+ bi+pUi-pU0i =0 (222)

Phuong trinh (2.22) 1a phuong trinh vi phan can bang cta co hé moi truong
lién tuc dudi dang tng suat.

Néu tai diém dang x¢t khong ¢o6 lyc ngoai tac dung thi pti,, bi tri€t ticu,
phuong trinh (2.22) 1a phuong trinh can bang dong luc hoc thudng gip cia
co hé méi truong lién tuc. Trudng hop bai toan tinh, pii, cling bang khong,
phuong trinh (2.22) khi d6 trung véi (2.15).

D& dang nhan dugc phuong trinh vi phan can bang dudi dang chuyén vi
bang cach dua lién hé tng suét - bién dang vao phuong trinh (2.22) hodc vao
phiém ham (2.20).Trong muc (2.5) dudi day sé trd lai van dé nay.

Can néu nhan xét rang biéu thirc (2.20) cho phép so sanh co hé moi
truong lién tuc véi co hé chat diém hoan toan ty do khi hai hé ciing chiu luc
ngoai nhu nhau. Trong (2.20) khong chira cac thong soé tinh chat vat liéu cua
mdi truong nén nd diing véi mai truong bat ky.

Xét cac trudng hop khac cta phiém ham luong cudng buc (2.20):

— Truong hop khong dung h¢ so sanh thi phai dua lyc ngoai pi vao (2.20).

Luc pi thuong tac dung 1én bé miat € cua vat nén ta viét
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Z = I(aijgij + pli.u, —biui)dv—j p u,dQ — Min (2.23)
\ Q

~ C6 thé dung hé so sanh ciing 13 co hé méi truong lién tuc c6 lién két bat
ky v6i diéu kién hai hé cung chiu luc ngoai gidng nhau:

Z = J‘[(Gij —0g;)&i; + (Pl — poli )u; — (b, _bOi)ui}jV — Min (2.24)

Gidng nhu d3 trinh bay ¢ vi du 3, thuc chit ctia phuong phap nguyén 1y cuc
tri Gauss la dung ndi luc cua h¢ so sanh tac dung 1én hé can tim.
— P6i v6i bai toan tinh, luc quan tinh triét tiéu, khi khong xét luc khéi, biéu
thuc (2.24) c6 dang:

Z =[(o; —0gy)ydv — Min (2.25)

\
~ Pbi v6i bai toan tinh, khong xét luc khoi, khong dung hé so sanh, tir (2.23)
ta co:
Z = J.O-ijgijdV_J. p,u;dQ — Min (2.26)
\Y Q

Céc chuyén vi u;j va bién dang gjj (xac dinh theo (2.17)) trong cac phiém ham
(2.20, 2.23, 2.24, 2.25) va (2.26) 1a nhiing dai luong doc 1ap ddi véi luc tac
dung va Ung suat va phai thoa min cac diéu kién lién két néu c6. Chuyén
dong thuc cua co hé moi truong lién tuc xay ra khi cuc tiéu cac phiém ham
lugng cudng buc vira néu theo diéu kién (2.21) néu khong cé cac diéu kién
lién két nao khac.

Dbi v6i moi truong dan hodi, quan hé Gmg suit — bién dang xac dinh
theo (2.19), ta c6 thé viét lugng cudng buc dudi dang binh phuong tdi thiéu
nhu nhan xét da néu 6 vi du 3:

_r1 )
Z = J‘E(Gij _Goij)de+ZJ(fmi — fomi)U;dv — Min (2.27a)

\Y
hoic Z = [2G(s; =) dv +2[m, (U, -ty )u,dv — Min
\% \%
Tuong tu, khi khong dung hé so sanh thi phai xét luc ngoai, co thé viét lai

(2.26) nhu duéi day
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Z = J%(aij)zdv+2\! fmiuidv—Zi p,u;dQ2 — Min (2.27Db)
hoic Z =[2G(s;)"dv+2[(mi,)u,dv—2[ pu,dQ — Min
\ \% Q

Trong (2.27) f =mu, va f, =myi, 1aluc quan tinh cia hé can tinh va

omi
hé so sanh, lién hé giira tng sut va bién dang xac dinh theo biéu thirc (2.19).
Trong (2.27), can xem cac bién dang g; la cac dai lugng bién phan doc lap
ddi voi céc ung suét oy, cac chuyén vi u; 1a doc l1ap ddi véi luc tac dung pva
luc quén tinh.

Tich phan thr nhat trong (2.27) lién quan dén ing suat dan hdi c6 trong
s6 1a 2G, Trd 1én trinh bay cac phiém ham luong cudng b, ddi véi co hé
chat diém 1a cac biéu thuc (2.14), d6i véi moi truong lién tuc 1 biéu thirc
(2.20) va cac truong hop khac ciia né 1a cac biéu thic (2.23), (2.24), (2.25),
(2.26) va (2.27). Trongcac phiém ham nay canxem cac bién dang gijxac dinh
theo (2.17) va cac chuyén vi uila cac dai luong khong biét doc 1ap ddi véi tmg
suat va luc tac dung, thoa man cac diéu kién lién két néu co6 va cac diéu kién
khéng bi gian doan (riéng d6i véi moi trudng lién tuc). Cuc tiéu cac phiém
ham nay theo diéu kién (2.21) cho ta chuyén vi thuc ciia co hé can tinh.

Phuong phap nguyén li cuc tri Gauss la phuong phap méi trong co hoc

moi truong lién tuc.
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2.4. Co hoc két ciu
Moén strc bén vat liéu va co hoc két ciu nghién clru trang thai Umg suét

bién dang cua dam, thanh, tim, khung, dan v.v...l1a nhitng két chu c6 mot
hodc hai kich thude nho thua nhiéu 1an so véi cac kich thude con lai. Trong
truong hop nay dé don gian nhung két qua tinh van bao dam do chinh xac du
dung trong thuc té (kiém tra bang thi nghiém), c6 thé dung mit cat két cau
thay cho mat cét phan t6 va cic tng suat tac dung 1én mait cat dugc qui vé
thanh cac ndi lyc tac dung 1én mit trung binh (dudng trung binh dbi véi dam)
nhu luc doc N, momen uén M, luc cat Q vu... Muén vay can dua vao céac
gia thiét sau day:
— Khi chiu lyc doc truc, tng sudt phap duoc xem la phan bd déu trén tiét
dién.
— Khi chiju luc ngang (tac dung thang goc véi mit trung binh) co cac gia thiét
sau day:

Mit trung binh ciia tim va tryc trung binh ctia dam khéng c6 ndi luc va do

d6 khong bi bién dang.
Gia thiét tiét dién phang: tiét dién sau khi bién dang van phang.

Khong xét img suat nén giira cac 16p theo chiéu cao tiét dién, nghia 1a xem
cac 16p song song v6i mat trung binh (tAm) 1am viéc & trang thai tng sut

phang.

X3

~ ’ Ve ~ //’/
Qi £ LA My

Hinh 2.4. Noi lyc cua phan td tAm
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Str dung céc gia thiét trén, cdc momen udn va xoan va lyc cat tic dung
1én mat cat két cau xac dinh theo cac bi¢u thic dudi day (hinh 2.4):
h/2 h/2 h/2
My, = Iallx3dx3 y My, = Iazzxsdx3 v M =M, = IO'lZX3dX3
-h/2 -h/2 -h/2
h/2 h/2

Q= I0'13dX3, Q= Iazsdxs (2-28)

-h/2 -h/2

& day h 1a chiéu cao tiét dién.

Pé ¢ thé ap dung phuong phap nguyén 1y cuc tri Gauss can biét cac
‘bién dang’ cua tiét dién do momen udn giy ra. Vi cac gia thiét néu trén chi
can biét chuyén vi thang dung w cua truc hoic mit trung binh cia két cau
(con goi 13 duong do vong, dudng dan hoi) thi trong trudng hop ubn thuan tuy
c6 thé tinh duogc cac chuyén vi theo cac phuong con lai va dung cac phuong
trinh (2.17) dé xac dinh cac bién dang. Két qua cho thiy cac bién dangtrong
mit phang tim (hoic thd dim) phan bd tuyén tinh theo chiéu cao va ti 18 véi

do cong yj cua mat vong (1=1,2; j=1,2):
& = X3Xij >
X11=-W,11 , X2= "W, , X12=-W,12. (2.29)

Dau trir trong cong thirc xac dinh d6 cong (2.29) 13 do xem chuyén vi w c6
chiéu duong hudng xuéng dudi va ddu ndi lye nhu trén hinh 2.4. Nhu vay, do
cong 7 cia cac 16p song song v6i mit trung binh 1a giong nhau va do6 1a
‘bién dang’ do momen M ij gay ra. Biét dugc bién dang gij xac dinh theo
(2.29) s€ tinh dugc momen M;; theo (2.28). Lién h¢ giira momen udn va ‘bién
dang udn’ cua tiét dién nhu sau:

My, =D +vx2) 1 My =D +via), My, =DA-v) x4, (2.30)

& day D 1a @6 cing udn
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L+ r. 1A Eh’ Ko o K 3
doivoidam D =EJ= — , doéivoitam D= Eh >
12 12‘1—!/ ’

va D (1-v) dugc goi 1a dd climg xodn (46 cling clia bién dang xoan).

(6 day can chua ¥ rang do c6 lién két gdi tya nén mat trung binh c6 thé bi bién
dang trong mit phang cua nd, gia thiét mat trung binh 13 mat trung hoa néu
trén khong duoc thod man.Trong truong hop nay d¢ vong phai 1a bé so voi
chiéu cao dam hodc chiéu day tAm dé c6 thé bo qua tmg suat tic dung trong

mat trung binh).

Trong trudng hop o6 luc cit Q; thi ching duge xac dinh tir diéu kién cin

bang phan t6, ta co:

oM oM oM oM
- 11 + 12 - 22 + 21
Qu X, x, Qz X, X,
hay Quu =D [(7r11)1+(712)2]1.Q2=D[(r12)1 *+ (122)2] (2.31)

Tir cong thirc (2.28) ¢6 thé thay do cung chiu cat cua tiét dién 1a Gh va bién

dang trugt y,Va y,, twong ung véi luc cat s& bang goc xoay cua dudng dan

Jiu =W, = ) Voo =W, =—— (2-32)

Trong ly thuyét két ciu chiu uén néu trén, do vong cua két cdu chi do mo-men
ubn gay ra, khong xét bién dang truot do luc cat gy ra.

Déi voi cac luyc N; j tdic dung lén madt trung binh cua tiét dién thi cac
bién dang gij (i=1,2;=1,2) van xac dinh theo (2.17). P cing cla tiét dién
chiu nén kéo sé la Eh.

Trong cac cong thic vira néu 1ay i=1,j=1 d6i voi bai toan mot chiéu

(thanh, dam), chiéu rong dam bang don vi.
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Do st dung momen uén cua tiét dién nén phai dua thém cac lién két vé
xoay dé mé ta cac diéu kién bién cua nd: lién két khép cho phép tiét dién xoay
tu do, momen bang khong; lién két ngam khong cho tiét dién xoay, momen
khac khdng.

Sau khi di biét ‘céac bién dang’ tuong ung vdi cac ndi luc cua tiét dién
(momen udn, lyc cit, lue doc truc v.v..) va do ctng cta ching thi dé dang
xdy dung cac bai toan co hoc két cdu theo phuong phip nguyén li cu tri
Gauss.

Ta co thé viét mot cach tong quat luong cudng bl Z cua bai toan co

hoc két cau duéi dang twong tu nhu (2.25) (bai toan tinh):
Z= IV [(Mij - MOij)Zij + Qi —Qu)ri (Nij - NOij)gij }dV—) Min (2.33&)
hodc dudi dang binh phuong t6i thicu

Z= 1y - 1 (Noi luc hé cin tinh- Noi luc hé so sanh)>dv —> Min (2.33b)
ocung

va trong truong hop khong dung hé so sanh ta co

Z= [y 1 ( Noi luc hé can tinh)? dv -ZI p,w.dQ2 — Min (2.33c)
Docung 5

& day V 1a chiéu dai dam hoic dién tich tam, Q 14 chiéu dai hoic dién tich
pham vi dat lyc. Trong (2.33) can xem céac do cong yila cac dai luong doc
lap ddi v&i nodi luec momen udén M ij » CaC bién dang trugt y, va y,la cac dai
lugng doc l1ap ddi véi luc cét Q1 va Q,y, cac bién dang trong mat trung binh
g;la cac dai lugng doc lap d6i véi Nj; va déu 1a cac dai lugng bién phan cua
bai toan. Piéu d6 chi ra ring cuc tiéu cua luong cudng buc Z , biéu
thrc(2.33) , chi c6 thé tim tir diéu kién:

oz a;(ij + oz 6}/” " oz agij oz

+——=0 (2.34)
Oxy W Oy, OW 0y OW AW
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Bai vi cac bién dang udn, bién dang cit v.v...1a ham cua do vong va do
vong la ham cia toa do nén diéu kién (2.34) duoc tinh bang phép tinh bién
phan va s& cho ta phuong trinh cn bang tinh cta két cau (xem muc 2.5 duéi
day).

Phuong phép nguyén 1y cuc tri Gauss voi biéu thic lugng cudng bic Z viét
theo (2.33) va diéu kién cuc tiéu (2.34) 1a phuong phap mdi, tong quét trong

co hoc két cau.

2.5. Phwong phap nguyén 1y cwe tri Gauss va cac phwong trinh cin bing
cia co hé
Theo phuong phap nguyén 1y cuc tri Gauss, néu nhu biét duoc cac luc va noi
luc ctia co hé va cac chuyén vi va bién dang do chung gay ra thi co thé viét
duoc luong cudng bic Z cta hé. Dung phép tinh bién phan véi dai luong
bién phan 1a cac chuyén vi doc 1ap ddi voi luc tac dung va bién dang doc lap
v6i Gmg suat s& nhan dugc phuong trinh vi phan cin bang cua hé (phuong
trinh O-le (Euler) ctia phiém ham Z ). Sau dy trinh bay cac vi du sir dung
phuong phap vira néu dé tim phuong trinh cén bang.
2.5.1. Phwong trinh cin bang tinh ddi v6i moi truong dan hdi, dong nhit,
ding huéng

Ba phuong trinh vi phan cén bang cua co hé dudi dang tng suét 1a
phuong trinh (2.22). Thé cic mg suat o;; xac dinh theo (2.19) vao (2.22) s&
c6 cac phuong trinh vi phan cin bang cua co hé dan hoi dong nhat dang
huéng dudi dang chuyén vi. O day trinh bay cach tinh truc tiép dé nhan dugc
cac phuong trinh do6 (trudng hop bai toan tinh).

Lién hé bién dang - chuyén vi (2.17) va tng suit - bién dang (2.19)
duoc viét lai trong hé toa do (x,y,z) dudi dang thuong dung véi u,vva wla

cac chuyén vi tuong ung theo cac chicu (x,y,z) nhu sau:

41



= — — = = — 4+ — = —+
T & oy ’ oz Y ey ox a2
w = VoW
o' oz oy
ou 1% ov 1% ow
= —+ = —+ = — 4+
O ZG(ax 1-2v 9): o 2G(ay 1-2v 0), 0:=2G (az 1-2v )
T xy— G Vxys Txz— Grx Tyz = G Vyz (234)
0day 0= ¢ + g t+ g - bién dang thé tich ctia phan tb.
Ta viét luong cudng birc Z theo (2.25) cho mdi tmg suat va luc khdi b:
ou 1% ou ov 1% ov
= — + i = — 4+ .
Z1 J ZG(ax =Y ) P dv, Z2 J 2G(ay o 0) o dv
ow 1% ow ou ov
= — 4+ i = — 4+ —
Z3 J 2G ( P ) pe dv, Z4 J G 7/Xy(8y ™ )dv,
ou ow ov ow
= — 4+ — = — 4+ —
Z5 J G 7y ( pe o )av Z6 J Gry (az o )dVv
Z7 = I b dV, Z8= I byv dV, Z9 = I b,w dV (2.35)
\Y \Y \Y

Luong cudng birc Z bang tong cac lwong cudng birc thanh phan :
Z = Z1+Z72+473+ZA+75+726+Z7+Z28+79 — Min

Tir diéu kién cuc tiéu (1.21) cua phiém ham Z viét lai dudi dang

oe:. og.. og..
0L 08 (0L 4 0OL 0% 0L _o 0L %% 0 _ (2.36)
ds; ou  du Os; OV OV de; W Ow

s€ nhan dugc ba phuong trinh vi phan can br:ing tinh. B&1 vi u, v va w 1a cac
ham cua toa do (x.y,z), khong phai 1a bién doc lap , nén phép tinh (2.36) 1a
phép tinh bién phan. Phuong trinh can bang thir nhat v6i u 13 ham chua biét

nhan dugc voi cha y rang
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ozl _ 8

og OX

X

- dai lwong bién phan cua Z1 (tng voi oy ) 1a &, hay Z—i, nhu vay

0
1% 2 9)

1-2v 0OX

26(M + =26 (2Y+
OX 1- ox?

- dai lugng bién phan clia Z4 (ing véi 7,y ) 12 7y CO thanh phin Z—u, nén
y

2 2
0Z 4 —-G—yxy— _G(a_l21+ av)
07y oy oy Oxoy

_ dai luong bién phan ciia Z5 ((ng v6i 7, ) 1A 7 ¢6 thanh phin Z—‘Z* nén

0Z5 0 azw
=-G — Vxz =~ G ( - )
y,, 0z oz° 828x

- dai lwong bién phan cua Z7 13 u, nén

Téng cong

0Z1 + az4+azs+az7 - 0
ou ou ou ou

sau khi rat gon s¢ la :

o’u , 0%u , 8%u
+2 —+ —
ox* oy? oz’ 7 )t 1- 2v(8 0)+0:=0 (2.37)

G(

Phuong trinh can bang tht hai nhan duoc voi v 1a ham chua biét. Trong
(2.35) cac dai lugng bién phan cia v c6 & 72,74, 76 va Z8. Phuong trinh
can bang thir ba nhan dugc véi w 1a ham chua biét. Trong (2.35) cac dai
lugng bién phan cua w c6 0 Z3, Z5, 76 va 79. Bﬁng cch tinh bién phan
tuong tu s& c6 thém hai phuong trinh can bang sau:

o°v , 8%v , 0°v
+2 1+ = = _
ox> oy oz’ 7 ) 1- zv(a 0)+by= 0 (2.38)

G(

43



2 2 2
0 W+a w+a w
ox*  oy? oz’

G ,o _
G( Yo (< 0)+b,= 0 (2.39)

Ba phuong trinh (2.37), (2.38) va (2.39) 1a cac phuong trinh vi phan
can bang ctia co hé dan hoi, ddng nhit va dang huéng va duoc goi 1a phuong
trinh Navier [4] Dudi dang tenxo cac phuong trinh nay dugc viét gon nhu

sau.
G _
GUj,kk + E Uk kj + bj =0 (240)

2.5.2 Phwong trinh vi phin ciia mit véng ciia tim chiu uén
Xét tAm c6 chiéu day khong doi Viét lai cac biéu thirc (2.30) ddi véi
cac ndi lyc momen ubn va xoan va (2.31) dbi véi luc cat tac dung 1én phan t6

tAm trong hé toa do (x,y) ta co :

o*w o*w o*w o*w o*w
M= -D +v—),M, =-D +v—), My, =-D(1-v)—
X (GXZ v 8y2 ) y (3y2 4 x> ) Xy ( V)8X8y
o'w |, &w o*'w , do*w
= - - 4+ - = - -+ .
QX D( 8X3 axayz )’Qy D( 8y3 axzay ) (2 41)

Biét duoc cac luc tac dung 1én phan t6 thi d& dang viét duoc luong
cudng buc Z, thi dy, dudi dang binh phuong ti thiéu theo (2.33.b) (khi

khong c6 ngoai luc):

2 2 2 2
sz+v2y\iv)2dﬂ, z2= [ D2+, 0¥
X

1%
2 aXZ

Z1= [ D( ) 2dQ,

Q

z3=2] D(H)(%)ng (2.42)

& day Q la dién tich tim. Luong cudng btic Z bang tong cac luong cudng

birc do moi1 thanh phan ndi1 luc momen udn va xoan gay ra :

Z =71 + 72 + Z3 —Min (2.43)
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Chuy réng trong (2.43) ta chi xét ndi luc momen, chua xét téi luc cit ,
phan t6 khong c6 luc ngoai tac dung. Hé s6 2 trong Z3 dé xét momen xoan tc
dung bang nhau 18n hai chiéu x,y. Cac ‘bién dang’ twong tmg véi cac ndi luc

momen xac dinh theo (2.29) :

0w BRI R

Zxx—'ax_zy Zyy—'ayz; ny—'axay

(2.44)

Céc ‘bién dang’ nay can dugc xem la doc 1ap doi vai cac ndi lyc momen udn
va xoan va la cac dai lugng bién phan cua bai toan. Do do tur di€u kién cuc
tiéu (2.36) ta co :

0Z1 oy o> ,0°w o*wy _ 0w o*'w

o = 2D + = 2D + ,
01, oW o e T oy? ) G T axzayz)

2

0Z2 Xy _ Hp O (azw b, 2wy 2D(64W+v 0'w ),
O, OW oy? "oy’ OX? oyt oxPoy?

0 2 2 4
28 %y = g4pv) 2 (V) = 4D(-v) 2V (2.45)
0y OW OXoy — OXoy ox“oy

Tong cong cac thanh phan cua (1.45) nhan duoc phuong trinh vi phan do
vong ctia tAm chiu ubn :
o'w o*w o'w

Y+ 2% +DIY =9 (2.46)
oX x>0y oy

D

Phuong trinh (2.46) thuong duoc goi la phuong trinh Sophie Germain (nam
1811).

Khi xay dung luong cudng birc Z (biéu thirc 2.43) khong xét téi luc cat boi vi
Iy thuyét két cdu chiu udn trinh bay trén khong xét bién dang cua luc cat. Tuy
nhién, trong pham vi cua ly thuyét ndy, néu dung lyc cat xac dinh theo (2.31)

va bién dang truot theo (2.32) thi lugng cudng btic Z duoc viét nhu sau

ow ow .
Z= gj} Q, (&)dfﬂ i QW(E)dQ — Min (2.47)
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Xem cac goc xoay %VXV va % 1a cac dai lugng bién phan doc lap d6i voi luc
cat Qvad Q, va bang phép tinh bién phan lai nhan dwgc phuong trinh vi
phan (2.46).

Dbi v6i dam, lugng cudng birc viét theo (2.33.a) sé 14 :

62
Z=-| EJaT\;V(;(XX)dI -[ qua, (2.48)

| [

2
Trong (2.48) | 1a chicu dai dam, y, = -27\2/ la bién dang uon (do cong) cua

dam, 12 chiéu dai doan dam c6 luc q tac dung. Phuong trinh vi phan duong

do vong cua dam:

oz d oz d*w
Sr an Taw T Blge 970 (249)
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CHUONG 3
PHUONG PHAP NGUYEN LY CUC TRI GAUSS
POI VOI CAC BAI TOAN ON PINH UON DQC CUA THANH

3.1. Phwong phap nguyén Iy cuc tri Gauss dé giai bai toan 6n dinh cong
trinh

Xét mot thanh chiu tai trong doc truc P, dam cd chiéu dai 1, d6 cing
mit cat 1a Elx.
Phuong trinh duong dan hoi cua thanh ¢6 dang: y = y(x) phai thoa man diéu
kién bién va diéu kién ban dau (néu co).
Khi tai trong doc truc P ting 1én dén mot gia tri nao do thi trong thanh xuét
hién dong thoi hai thanh phan ung suat, do ubn va do nén.
Luong cudng bic do mémen udn

L1 )
Z =[—(M,)d
N EROL.

Luong cudng bac do luc nén
Z, = ié(N)zdx
Luong cudng birc toan bo:
=27+ 17,
3.1.1. Bai toan thanh chiu nén uon dong thoi
Xét mot thanh chiu tai trong doc truc P, thanh c6 chiéu dai 1, do cing
mat cat 13 EJx

Luong cudng bic cua cot chiu nén udn ddng thoi duoc viét nhu sau:
71X ™.y +L(N2)}dx (3.1)
of Ex " T EF

Chuyén dong cua dam dang xét s& rat gan voi chuyén dong tu do néu

nhu luong cudng bire dat cyc tiéu (Z —min) hay &Z =0.
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3.1.2. Bai toan thanh chiu nén udn va cit dong thoi
Xét mot cot chiu tai trong doc truc P, dam c6 chiéu dai 1, d6 cing mat
cat 1a EJx

Luong cudng birc cua cot chiu ubn nén ddng thoi duoc viét nhu sau
M1 1 1
Z=[—(M.)2+—(Q,)* +——(N? 3.2
g{ax( D Q) )}dx (3.2)

Chuyén dong cta dam dang xét s& rat gan voi chuyén dong tu do néu nhu
luong cudng birc dat cyuc tiéu (Z —min) hay 6z =0.
3.2. Bai toan on dinh caa thanh chiu nén

Phuong phap chung dé danh gia sy mat on dinh cta co hé 1a dua hé ra
khoi vi tri can béng ban dau cta nd va kiém tra xem né co ton tai trang thai
can bang mdi khong. Néu nhu tim dugc trang thai cdn bang méi khac véi
trang thai can b'flng ban dau thi c¢6 thé xem hé 12 mat 6n dinh va luc gilt cho hé
& trang thai can bang méi nay goi 1a luc t6i han, trudng hop nguoc lai hé 1a 6n

dinh.

Pé don gian trinh bay ma khong mat di 5 x o
14 /I 14 2 14 14 yo
tinh tong quat ctia phuong phap, ta xét —
\ \ |
thanh chiu nén mot dau ngam mot dau tu m'! /n

do, chiu lyc nhu (hinh 3.1a). Thanh c6 |~

trang thai can bang ban dau 13 trang thai

chiu nén thang dtng.Otrang thai can bang

(a) (5)
Hinh 3.1. Thanh ngam — Ty do

nay thanh bi co ngén lai moétdoan la
A=PI/EF, EF lado cung kéo nén cua
thanh, E 12 mé dun dan hoi cua vat liéu, |
1a chiéu dai ban du cia thanh,P 13 Iyc tac

dung.
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Dé xét trang thai can bang ndy cua thanh c¢6 6n dinh hay khéng ta cho
mot diém bat ky trén thanh 1€ch ra khoi vi tri can béng ban dau mot doan Yo
nao d6. Khi d6 thanh sé& bj chuyén vi theo dudng dan hoi y(x) va luc P ngoai
tac dung nén con gdy ra moémen udn M, = P(y-Yo). Bay gi¢ trong thanh c6
ndi lvc moémen udn M va luc cét Q khac véi trang thai ban dau chi chiu nén
(hinh 3.1b) va momen ngoai luc M,. D¢ co ngan A cta thanh thuong 1a nhé so
v6i chiéu dai thanh cho nén dé don gian ta xem chiéu dai thanh sau bién dang
van bang | .

Luong cudng buc theo phuong phap nguyén ly cuc tri Gauss cua bai

todn nay dugc viét nhu sau:

Z=[(M—-M_)xdx— min (3.3)
|
. X A d?y
Bién dang uon X=" 0 M =EJy (3.4)
X 1

Chl y: momen ndi luc va momen ngoai lyc luén khac ddu nhau.
Trong (3.3), » dai lugng bién phan, do d6 diéu kién can va da dé thanh &
trang thai can bang la

&Z =[(M—M,)5dx=0 (3.5)

Hay & =[(M —Mp)é'[— 3;yjdx:o (3.5)

Str dung phép tinh bién phan ddi v6i phuong trinh (3.5a) nhan dugc hai

phuong trinh can bang sau

LN :Mp) 0 (3.62)
dx
dM-M,))
[—TJ_O (3.6b)

Thay M xac dinh theo (3.4) vao hai phuong trinh (3.6) ta cé
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EJ (d—yj+ pdY g (3.7a)

dx* dx?
3
e[ 4 p W g (3.7b)
dx dx

Hai phuong trinh (3.7) 14 hai phuong trinh vi phan cin bang cta thanh
chiu ubn doc boi luc P dit & dau thanh. D6 1a hai phwong trinh vi phan tuyén
tinh thuan nhat (khong c6 vé phai) ma phuong phap giai chung cing voi cac
diéu kién bién ¢ hai ddu thanh d3 duoc trinh bay & chuong 1.

Duéi day trinh bay phuong phap chuyén vi cudng buc giai hé phuong trinh
(3.7).
3.3. Phuong phap chuyén vi cuong birc

Phuong phap chuyén vi cudng buc nhim dua phuong trdnh 6n dinh
udn doc cua thanh (3.7) 12 phuong trdnh ¢dn bang gifta ndi luc va ngoai luc
vé phuong trdnh ct vé phai bang coch cho mot diém nao dé trong thanh, vi
du diém x=x;, mot chuyén Vi Yo:

9=Y,a— Yo =0 (3.8)
Pua bai toan tom cuc tri cua (3.3) voi diéu kién rang budc (3.8) vé bai toan
cuc tri khong rang budc bang cach xdy dung phiém ham mé rong Lagrange F
nhu sau:

F=Z+19g — min

F = [(M = M,) 20X+ 2(Y,..0 — Yo) = min (3.9)

Trong d6 A 1a thira s6 Lagrange va cling 1a an cta bai toan. Tu diéu kién

&F =[(M =M ,)5xdx+5(2g) =0

nhan dugc hai phuong tronh sau:

d*y d’y |=4 khi x=x
e[ 8| paY 3.10a
(olx‘*j+ dx {o khi x#x, (3.102)
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3
EJ [d zj P _g
dx dx (3.10b)

cung véi phuong trdnh (3.8). Phuong trdnh (3.10a) 1a phuong trdnh ca vé
phai. Dé n6 tré thanh phuong trdnh ubn doc (3.7a) cta thanh thd
A=0 (3.11)

Vé mit toan hoc, phuong trdnh (3.11) 1a phuong tronh da thic xac
dinh céc tri riéng cua hé (3.7) bdi vo nghiém cua na cling 1a nghiém cua (3.7).
Vé co hoc, A c6 thir nguyén 1a luc. D6 1a luc gitt dé cho thanh c6 chuyén vi
Yo tai diém x=x;. Luc giit phai bang khong, suy ra phuong trdnh (3.11). Tri
riong cua (3.7) phu thudc vao thung s P, suy ra A ciing 13 ham caa P. Cho
nén giai phuong tronh (3.11) theo P, s€ nhan dugc cac luc t61 han cua thanh
bi uén doc.
3.4. Cac buéc thue hién khi tim lwe t6i han bang phwong phap nguyén ly
cue tri Gauss

Trong qua trinh toan, ta str dung cac gia thiét sau:
- Vat liéu 1am viéc trong giai doan dan hdi, do d6 qua trinh tang tai va giam
tai 1 hoan toan thuan nghich, déng thoi vat liéu tuan theo quy dinh luat Huc,
tire 12 c6 quan hé tuyén tinh gitra thg xuat va bién dang. Trong qua trinh chiu
tai, nang lugng hoan toan duoc bao toan.
- Vat liéu 1a dong nhat tai tat ca cac diém trong vat thé va diang huéng, tic
tinh chat co 1y theo cac phuwong nhu nhau. Ddng thoi vat liéu dugc coi 12 lién
tuc, tac 1a trong vat thé khdng cd chd trong, trudc ciing nhu sau khi bién
dang.
- Vat thé ¢ trang ty nhién trude khi chiu dung, tac 1a trong vat thé do bién
dang gay ra la nho so vai kich thudc cua no.
Budc 1: Gia thiét duong d6 vong cia dam dang xét véi biéu thie duong do

vBng phai thoa man diéu kién bién.
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Chéng han, biéu thirc dudong d6 vong co thé viét dudc dang da thic chudi
luong giac don.
Dang da thuc: y=Y7,a,z,=a, +a,X+a,X+a,Xx+a,X,+......
Dang ham lugng gidc theo Timosehnko: y, =a_coskx) +b, sin(kx)+c, +d_
Budc 2: Viét biéu thire luong cudng bire cua hé theo (3.3)
Budc 4: Viét cac diéu kién bién va diéu kién rang budc. Ngoai ra, ta phai dua
thém rang budc, dé 1a diéu kién cé nghiém (tac 1a hé phai c6 kich chuyén vi
Yo)-
Budgc 5: Pua bai toan cuc tri c6 diéu kién rang budc vé bai toan cuc tri khéng
c6 diéu kién rang budc bang cach xay dung phiém ham Lagrange F.
Goi 4, la thira sé Langrange dé dua bai toan cuc tri co diéu kién ran budc veé
bai toan cuc tri khéng rang budc.
Sau khi cuc tiéu hoa luong cudng bic F theo cac thanh phan co ban, nhan
dugc biéu thirc 2, ¢6 chwa lyc téi han P, .
Budc 6: Cho 2, =0 nhan duoc cac gia tri P, Ung vai cac gia tri (i=1,2,3....n),
véi cac giatri (i=1,2,3....n), tacd cac P, , P,y - Py -
3.5 X&c dinh lyc téi han ciaa thanh chiu nén c6 cac diéu kién bién khac
nhau.

Nhu d3 trinh bay ¢ trén, bai toan 6n dinh cua thanh chiu nén boi luc

doc tryc P dat ¢ dau thanh dan vé tim cuc tri cua (3.3), viét lai dudi day.
Z = [(M~M,)zdx—> min (3.12)
0
M, =P(y-Y,) (3.13)
Yo la chuyén vi cua dau thanh c6 lec P. Néu dau thanh c6 lién két cé dinh thi

yo bang khdng. Cac dai luong M, y xac dinh theo cac biéu thic (3.4). C6 hai

phuong phap chung giai bai todn (3.12): giai cac phuong trinh vi phan céan
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bang (c4c phuong trinh Euler) caa phiém ham hoic giai truc tiép trén phiém
ham (3.12). Phuong phap giai truc tiép c6 uu diém & chd sir dung duoc cac
phuong phap caa quy hoach toan. Khi giai tryc tiép thi can xap xi hai hamy
va Q theo dang ham lugng giac hoac dang ham da thuc. Bai toan (3.12) khéng
con la bai toan bién phan nita ma trg thanh bai toan téi uu thong sb.

Pé giai bai toan 6n dinh udn doc cua thanh ta st dung phuong phap
chuyén vi cudng bt bang cach dua thém rang buoc (3.8), viét lai dudi day

g=Y._,—-Y, =0 (3.14)

TOm lai, bai toan 6n dinh cua thanh din vé tim cuc tri cua (3.12) Voi
cac dai luong bién phan la'y, » va rang buoc (3.14). Cac ham xap xi cua y
phai thoa man céc diéu kién bién ¢ hai dau thanh. Truong hop cac ham y
chua théa madn mot trong cac diéu kién bién thi c6 thé dua thém diéu kién dé
vao rang buoc. Nhiing két qua nghién ctiu dbi véi cac thanh cé lién két khac
nhau duogc trinh bay sau day.
Vi du 1: Thanh dau ngam ddu te do
Ham d6 vong y va ham luc cét Q viét theo dang da thire bac 9 sau

y=ax+a,x’ +a,x’ +a,x* +ax’ +a,x’ +a,x’ +a,x®+a,x’(al)
Cac hé sb a,(i=1:9) la cic an cua bai toan. Theo céc biéu thuc (3.4) tinh
dugc M va bién dang uén x. Momen do lyc doc truc P gay ra tinh theo (3.13)
Véi Y, 1a do vdng & dau tu do caa thanh. y, tinh duoc bang cach thay x=1 vao
(al), theo ngdn ngir lap trinh MATLAB viét nhu sau

y, =subs(y,x,I) (b1)

Biéu thirc subs(y, x,1)n6i rang: thay trong ham y(x) toa do x bang I.

Ham y thoa man diéu kién chuyén vi tai ngam (x=0) bang khdng, ta con

phai thém ba diéu kién bién la goc xoay dy/dx tai ngam (x=0) bang khéng,
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momen tai dau ty do cua thanh (x=1) bang khong. Ngoai ra, tai dau tu do cua

thanh (x=I) ta dat chuyén vi cudng bic y,. Viét cac diéu Kién trén nhu sau

dy
=subs(—,x,0)=0
9, (dx )

g, =subs(y,x,1)=0 (c1)
g, =subs(y,x,1)-y, =0

Cac diéu kién (c1) cung vai 4 thira s6 Lagrange A, , A2, A, cia ching

duoc viét gon lai nhu sau

Zl :ﬂqgl"'ﬂ“zgz +/'l393 (dl)
Bay gio viét diéu kién cuc tiéu caa phiém ham Lagrange cua bai toan nhu sau
F =[(M =M, )5dx+5(Z,) =0 (e1)
|

an cua bai toan 1a cac hé sb a;, va 3 thira s6 A, A, As, (tong cong 12 an) duge
dat vao vecto v(i), i=1,2,...12. Do d6 bai toan bién phan (el) tro thanh bai
toan t6i uu thong sb. Ta viét lai diéu kién (e1)

B oy 0Z, .
j(M M)av()d Y0 =0 ... (i=12,..12) (f1)

Ta nhan duoc 12 phuong trinh bac nhat ¢é xac dinh 12 an nai trén.
Thira s6 A5 twong Gng véi chuyén vi cudng bic dit & dau ty do cua thanh 12
da thire ddi voi P. Giai phuong trinh:

4,(P)=0 (91)
s€ nhan duoc cac luc téi han P cua thanh.

Chuong trinh may tinh dugc viét theo ngdn ngit 14p trinh Symbolic cua
Matlab.Mat sb két qua trinh bay dudi day.

Trong bai toan nay A; ¢ dang la mot thuong s6, dé thoa man (gl) &

day chi can gidi thiéu phan ti s, ta co:
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2,(P) = 42614./1°y,(.18090x10%°E)%-.83246  x10™P'EJI**+.12408  x10™°EJ*P°I*-
63112 x10™EJP°I°+.14009  x10%EJ'PI’-.14184  x10%°EJ°P’I°+.60996
x10**EJ°P?I*-
87521 x10”°EJPI*+.12626 x10°P°*®)=0 (g1)
Ham A; 1a da thac bac 8 doi vai P. Giai phwong trinh (i1) theo P nhan
duoc 8 nghiém sau:
2.4674 EJ /1% 22.2066 EJ /I 61.6863 EJ /I 121.1593 EJ

/1?
205.0265 EJ /I 360.8347 EJ /I% 717.4242 EJ

/1% 6591985.4EJ/1°

d6 1a céc tri riéng cua bai toan on dinh va ciing 1a luc téi han caa thanh. Trong
do Py, P,, P trung véi loi giai giai tich nhu trinh bay ¢ chuong 1. S¢ di nhu
vay Vi & day chi st dung ham y 1a da thtc bac chin mudn cé nhiéu két qua va
nhiéu két qua chinh xac hon thi diing da thirc bac cao hon.

Céc duong do6 vong cua thanh (véc to riéng) tuong tng véi cac luc tai han (tri

riéng).

Cac hé sb a; phu thuoc vao P. Do vay, khi di c6

cac tri riéng P (céc luc téi han) ta thay gia tri caa
né vao trong cac théng sé a(P) ta s& nhan duoc
cac tri sd that cua nd va duong do6 vong cua

thanh duoc xac dinh theo (al). Dang cua truc

vong (vec to riéng) tuong ung vai 3 luc tdi han

chinh xac (3 tri riéng chinh xac) dau tién ipn 3.2.Duong do vong
nhu,hinh 3.2.
Nhan xét: Két qua tinh todn hoan toan chinh xac so véi cac phuong phap

truyén théng.
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Vi du 2: Thanh hai dau khdp,

Xac dinh lyc téi han cho thanh chiu luc P P

nhu hinh 3.3a. ay g
Loi gidi:Chia thanh thanh 2 doan (1va 2) nhu @
(hinh 3.3b). Poan 1 (0<x<l), doan 2 - 0% oy

(0< x<1,). Néu nhu tai diém (x=I,) cho léch x ol /] x

mot doan y, nao do thi thanh sé bi cong di theo y
{a) {b)

duong dan hdi y1(X) va y»(x) nhu hinh 3.3b do
tac dung cuia luc mémen udn Py; va Py,. Hinh 3.3. Thanh hai dau khép
Goi My, My, 1a mémen uén lan luot trong thanh 1 va 2 Iic nay trang
thai can bang cua thanh 1 trang thai can bang nén udn, hinh 3.3b.
Viét biéu thirc duwong do vong cho cac doan thanh duéi dang da thic nhu sau:
y, = iaixi =aX+a,x* +a,x’ +a,x" +a.x’ +a,x’ +a,x’ +a,x’ +a,x’;
e (a2)
9 .
y, =>¢X =b, +bx+bx* +bx* +b,x* +b,x* +b,x° +b,x" +bx* + b,x*;
i=0
trong d6 a;, b 1a cac hé sé can xac dinh.

Goi » la bién dang uén trong thanh

d’y,. d’y
H=s dle’ A2 =" dx22

Nhu vay trong thanh s& c6 noi luc mémen ubn M, bang
MxleJll; MXZZE‘]ZZ

va luc P s& gy ra mémen udn trong thanh bang
M., =Py,; M., =Py,
va goc xoay do momen uén sinh ra

91 :%' 92 :%
dx dx
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Luong cudng bac theo (3.3) duwoc viét nhu sau:

I 2

L= i[M xt~ Pl](ll)dx‘*' j[ -M PZ](ZZ)dX — min (b2)

véi 6 cac diéu kién rang bugc:

d’y dy dy j
= E\] L _O 1 | =22z :O
g |: dX :|><=0 gz (dxjx 11 ( dX x=0
. d2y2 . 2
Os= Y|y~ Vol o =0 9, =EJ|- | =0 %= Y|, =0 (c2)
x=12

Oe = Yily — Yo =0

Ta dua bai toan tim cuc tri caa (b2) c6 6 diéu kién rang budc (c2) vé bai toan
cuc tri khéng c6 rang budc bang cach dua thira sé6 Lagrange vao phiém ham
mao rong nhu sau:
F =Z+§gk/1k — min
k=1

h

I2
Hay : g[M X1 M Pl](Zl)dX—l— E').[M x2 M PZ](ZZ )dX+ (d2)
+ glﬂ‘l + 92/12 + 9313 + 9414 + 9515 + 961’6 —> mln

Trong do: A 1a thira s6 Lagrange va ciing 12 4n cua bai toan va dé 1a luc
dé giir cho hé ¢ trang thai léch. Bai todn c6 45 an sd 1a ay, ay, as, ..., ag, bo, by,
by,..., by, Cy, C1, Cp, Cs3, ..., Co, g, dy, do,..., dova Ay, Ay,... Ag. Phuong phap
nguyén |y cuc tri Gauss xem cac bién dang ubn l1a doc lap véi mdmen tac

dung cho nén diéu kién cuc tri cua phiém ham m¢ rong F la:

hi_[ u ,,1] (;(1 dx+ z(gk 2)=0a,(=123,..9)

0

=M~ M 0 (gm 0; b(i=012..9) (e2)
o _
=5, 50.4)- k=1,234,56
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Nhu vay, tir diéu kién cuc tri caa phiém ham mé rong F ta s& nhan
duoc 25 phuong trinh dai s6 tuyén tinh dé xac dinh céc an sb. C6 thé giai bai
toan trén bang cach st dung phan mém Symbolic cia Matlab. Khi giai
phuong trinh xong thiy rang céac thong sé ai, @y, as, ..., &g, bo, b1, by,..., by, VA
A, Aay... A déU 12 ham cua luc P. & day chi dwua ra gié tri caa thira s Lagrange
A, ta co:
Ae=.27778x10°EJyo(.2502910°EJ*®+.72390x 10 °P ®1*2+.16909x 10 EJ*P *|?8-
44612x10"EPP%+.20784x10%" EJP*1%+.60434x10°EJ°P %1%°- 41454
x10°°EJ'P°I**+.15560x 10" EJ**P?I*+.14130x10*°E°P°I*°-.8765x 10%* EIPI*-

23564  x10°EX°P'I*+.19792  x10%2EJY°P%I'2-.38395  x107%EJYPI%-.69992
x102°EIxPI%0-

27914 x10®EFPP1%+.16447 x10°EJ*P1%- 25802 x10°EJ**P%I®)=0 (f2)
Ta thay rang trong truong hop nay, A 1a da thuc bac 16 caa P. Giai (f2)

theo P ta s€ nhan dugc 16 nghiém. Cach giai phuong trinh (f2) nhu da trinh

bay & chuong 1, ta c6 thé dung phuong phap Iap Newton hoac phuong phap

Cat tuyén dé giai. ¢ day ta ding chuong trinh san c6 cua Matlab dé giai.

Giai phuong trinh (A=0) theo P ta

nhan dugc 16 nghiém la 16 lyuc toi
han Py, cua h¢, o day chi dua ra ba

nghiém dau tién lan luot 13:Py,=

9.8696 = ; G T =R

_ EJ o
oo 94784 Pan= Hinh 3.4Ba duong do vong

88.8341|E_j :

Dang cua truc vong (vec to riéng) tuong tng vaéi 3 luc tai han chinh xac (3 tri

riéng chinh xac) dau tién nhu hinh 3.4.
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Vi du 3: Thanh ddu ngam - dau khop:

Xac dinh lyc téi han cho thanh chiu p p
luc nhu (hinh 3.53). FEE Y 4y
Loi gidgi: Chia thanh thanh 2 doan 1 va 2 .
nhu hinh 3.5. Poan 1 (0<x<1,), doan 2 y
’ N = = )h-I
(0<x<1,)).Neu nhu tai diem (x=I;) cho T ™ T
- -
Iéch mot doan yg nao do thi thanh s€ bi cong 0 | 0 |
. y
di theo duong dan hoi yi(x) va y,(x) nhu (a) (b)

hinh 3.5b do tac dung cta luc mdémen udn Hinh 3.5. Thanh ngam - khop
Py: va Pys.
Goi My, My 12 mdmen uén lan luot trong thanh 1 va 2 ldc nay trang
thai can bang cua thanh 1a trang thai can bang nén udn (hinh 3.5b).
Viét biéu thirc duong do vong cho cac doan thanh duéi dang da thac nhu sau:
Y, =ax = ax+a,x + 2, +axt +ax’ +a,x" +a,x +a,x +a,x;

. (a3)
y, = i%bix' =D, +bx+b,x* +b,x* +b,x* +b,x* +bx® + b, x" + b,x* + b,x*;

trong d6 a;, b;, 1a cac hé sb can xéac dinh.

Bién dang udn y trong céc doan thanh

d’y,.  _ d%,
o 2T e
Nhu vay trong thanh s& ¢ ndi luc mémen uén M, bang

Mxl = E‘JZ1; sz = E‘]Zz

X =

va luc P s& gay ra mémen udn trong thanh bang
MPl = Pyl; Mpz = Pyz
va goc xoay do momen udn sinh ra

91 :%, 92 :%
dx dx
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Luong cudng buc theo  (3.3) duoc viét nhu sau:

Iy

L= J[M a—M Pl](ll)dx‘*' f[sz -M PZ](ZZ)dX — min (b3)

véi 6 cac diéu kién rang bugc:
= 0'g3 = yl‘x:ll - y2‘x=o = 0'

dy1 dylj (dyZJ
=| — :0; = L
gl ( dX) =0 gz ( dX x=I1 dX x=0
d - ) (c3)
9, _EJ[ de2] =0 gs= yZ‘x » =09 yl‘x 2~ Yo=0

x=12
Ta dua bai toan tim cyc tri caa (b3) c6 6 diéu kién rang buoc (c3) vé

bai toan cuc tri khéng c6 rang budc bing cach dua thira s6 Lagrange vao
phiém ham mé rong nhu sau:

F :Z+§gk/1k — min
k=1

Hay : i[M X1 M Pl](Zl)dX + IE[M x2 M PZ](ZZ )dX-l— (d3)

+ QA + 0,4, + 034y + 9,4, + 05 ds + 9gdg — min

Trong do6: Ag la thira s6 Lagrange va ciing 13 4n caa bai toan va do 1a luc
dé giir cho hé ¢ trang thai léch. Bai todn c6 45 an sd 1a ay, a, as, ..., ag, bo, by,
by,..., Dg, Co, V& Ag, Ap,... Ag. Phuong phép nguyén ly cuc tri Gauss xem cac
bién dang uén 1a doc 1ap véi mémen tac dung cho nén diéu kién cuc tri cua

phiém ham mé rong F la:

hi_[ u m] Zl)dx+ z(gk )=0a(i=123..9)

0
[

k=[M,-M ] 5 U b(gk )=0; b(i=0,12..,9) (e3)

O 6
=2 S (g,4)=0: k=123456
ul 8/1k kzlzl(gk k)

Nhu vay, tir diéu kién cuc tri caa phiém ham mé rong F ta s& nhan

dugc 25 phuong trinh dai s6 tuyén tinh dé xac dinh cac an sb. C6 thé giai bai

60



to4n trén bang cach st dung phan mém Symbolic cua Matlab. Khi giai
phuong trinh xong thay riang cac thong sb ay, a,, as, ..., &, bo, by, Dy,..., by, VA
A, Aay... A déU 12 ham cua luc P. & day chi dwua ra gié tri cua thira s Lagrange
Xe. Ae=2777.8(.91761x10"°P'"1**- 88868x10°°EJP °I*2+.14502x10EJ2P -
.53676x
10*°EJPM1%+.11596x10*EJ*P1I°-.91910x10"°EI°P41**+.33502x 10> EJ°P 1%
.61348x10°°E)'P*1?°+.57778x10°°EJ®P°I*2-.27586x10°°EJ P8I "°+.64944x
10%°EJP1M- 75431102 EI"POI**+.45183x10"°EJ**P°I'°-.14389 x10"EJ®P*I°+
24221 x10P°EJ“PI°-.2045 x10%2EJ"P?*+.7581x10%°EJ*°PI%-.8740 x10%EJ'") =0
(f3)

Ta thay rang trong truong hop nay, A¢ la da thic bac 17 cua P. Giai (f3) theo
P ta s& nhan dugc 17 nghiém. D6 14 cac luc t6i han Py, can tim cua hé, & day

chi dua ra ba nghiém dau tién lan luot 1:

Py= 20.1907 IE_" Poy= 59.6795|E_j 1

09 — - Dang 1
o O LN AR
EJ osf | S
;P3n=118.9907 — ;
' L SRS SN N o S
Dang cua truc vOong (véc to riéng) ol b .
4 I I e 03} // - ED‘—-”‘QE J
twong wng vai 3 luc téi han chinh o é\~--=.i*/ .
xac (3 tri riéng chinh xac) dau tien | °r .
-% g I -D.IS I -D.ld- 04 06

nhu hinh 3.6.

Hinh 3.6. Buong do vong
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Vi du 4: Thanh hai dau ngam p p

X&c dinh luc téi han cho thanh
chiu nén dang tdm hai dau lién két
13

ngam va chiu luc P, hinh 3.7a.

Tuong tu nhu cac vi du trén, I By

ta viét duogc biéu thuc duong do N >

vong cho cac doan thanh dudi dang 0 0

da thic nhu sau: (a) (b)

Hinh 3.7. Thanh hai ¢au ngam
9 .
Y, = %aix' =aX+a,x° +a,x° +a,x" +a.x’ +a,x’ +a,x" +a,x° +a,x%; (
i=
ad)

9 .
i 2 3 4 5 6 7 8 9.
Yz:,zobix =b, +b,x+b, X" +0,x" +b,x" + b X + b, X" + b, X" + by X" +byX";
=l

trong do a;, by, ¢, d; 1a cac hé s6 can xac dinh.

Luong cudng buac theo (3.3) dwoc viét nhu  sau:

il I2 .
L= g[M w—M P1](Zl)dx+ ({[M 2—M P2](ZZ)dX_> min (b4)
véi 6 cac diéu kién rang buoc:
dy, . dyl) [dY2j
= | — = O’ - == | —2L<
gl ( dX ) x=0 gz ( dX x=I1 dX
d
O =Yil, .y~ Yol o =0 Qs = (ﬁj

96 = Vi, s~ Yo =0

=0

x=0

=0; gs = y2|x=|2 =0 (C4)

x=I2

Ta dua bai toan tim cuc tri caa (b4) c6 6 diéu kién rang budc (c4) vé
bai toan cuc tri khong cé rang budc bang cach dua thira sé6 Lagrange vao

phiém ham mé rong nhu sau:
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F=Z+ igklk — min
k=1

I

Hay: ][V, =Moo JIM, ~ M, 1 o (d4)

+ 0.4 + 0,4 + 9.4, + 9,4, + s ds + Jgds — Min

Trong do: A 1a thira s6 Lagrange va ciing 12 4n cua bai toan va dé 1a luc
dé giir cho hé ¢ trang thai léch. Bai toan c6 25 an sd 1a ay, ay, as, ..., ag, bo, by,
D,..., DgVa A1, Asz,... Ae. Phuong phap nguyén Iy cuc tri Gauss xem cac bién
dang udn la doc lap véi mémen tac dung cho nén diéu kién cuc tri cua phiém

ham m¢ rong F 1a:

h = 1M, ~M, ]2 (r)des 239, 4) =02 (i=1,2,3, ., 9)
= — X =Vva.(l =
i g x1 P1 aai (Zl) + aai k:l(gk k) ’ |( 1 &1 '
h 0 0 .
ki :I[M ><2_MPZ]_(Zz)dX'l'_(gkﬂ’k):O; bi(I=0,1, 2,---,9) (84)
0 ab, ob,
=0 S (g.A) =0 k=1,2,3,4,56
Ui_aﬂ,kk%‘;l.(gk k)_ ’ —4L 49 ™Y

Nhu vay, tir diéu kién cuc tri cua phiém ham mé rong F ta s& nhan
duoc 25 phuong trinh dai s6 tuyén tinh dé xac dinh cac an s6. C6 thé giai bai
toan trén bang cach st dung phan mém Symbolic cua Matlab. Khi giai
phuong trinh xong thay rang cac thong sb ay, a,, as, ..., &, bo, by, Dy,..., D, VA
Ae, A2... hgdéu 12 ham cua luc P. & day chi dua ra gia tri cua thira s6 Lagrange
As.

Ae=-.27778x10°(.21741x10%°xI**P*°- 65451 x10%'xI*°P°EJ+.44161
x10**x1®PEJ%-.97663e* xI°P*EJ®+.78445 x10*x1**P*?EJ*-.29005
x10*xI?PH*EJ*+.54209 x10°*xI°P°EJ°-.52785 x10°"xI**P°EJ"+.26715
x10%'xI"°P®EJ8-.69703 x10%xI"P7EJ*+.95246x 10%"xI*2PPEJ*-

.70260x10"x1"°P°EJ"+.28323x10*xI°EJ**P*-.61903x10°XI°EJ*P3+
.70298x10""xI*EJ**P?-.37198x10"xI°EJ**P+.69135x10%°EJ*)=0  (f4)
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Ta thay rang trong truong hop ndy, A 1a da thuc bac 16 caa P. Giai (f4)

theo P ta s& nhan duoc 16 nghiém. D6 1a céc luc toi han Py, can tim cua hé, ¢

day chi dua ra ba nghiém dau tién lan luot Ia:

Py= 39.4784|E_2J Py=

EJ 5 _ EJ .
80.7637|—2 ;Path= 158.3106|—2 ;

Dang cua truc vong (véc
to riéng) tuong ung vai 3 luc toi
han chinh xac (3 tri riéng chinh

xé4c) dau tién nhu hinh 3.8.

Vi du 5: Thanh ngam - ngam
truot

Xac dinh luc tdi han cho thanh
chiu lyc nhu (hinh 3.9a). Chia
thanh thanh 2 doan (1 va 2) nhu
(hinh 3.9b).

Tuong tu nhu cac vi du trén, ta
viét duogc biéu thuc duong do
vong cho cac doan thanh dudi

dang da thuc nhu sau:

9 .
y, = _Zzaix' =aXx+a,x’ +a, x> +a,x" +a,x° +a,x" +a,x’ +a,x" +a,x’;
i=

1

Dang 37
o T :

<
\\

osr [);_m[._l‘[:
08f :
07
06f
17 RO SN N
04t
03
02f

01r

P P P
R s _,_‘ﬁﬁ$
(2) f,
-/
_5"/
;]' (N ;l>
[#] [#]
' y ' y
() (b)

Hinh 3.9. Thanh ngam - ngam truot

(a5)

9 .
Y, =Y CX =Cy+CX+CXE +C X +C, X +CX° +CX° +C, X7 +CX° +CoX’;

i=0

trong do a;, b, ¢i, d; 1a cac hésb can xac dinh.

Bién dang udn y trong cac doan thanh
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dy,. dy

Nhu vay trong thanh s& ¢ ndi luc mémen uén M, bang
M,,=BJxn; M,,=EJy,

va luc P s& gy ra mémen udn trong thanh bang
“Aplzzp(yl"VZhﬂz) hAPZZ:P(yZ__yZhﬂz)
va goc xoay do momen udn sinh ra

91:%; 92:%
dx dx

Luong cudng buc theo (3.3) duoc viét nhu sau:

Iy

I .
L= I[M a—M Pl](ll)dx"' g[M M P2](Z2)dx — min
véi 6 cac diéu kién rang buoc:

0
dy, . dmj (dnj
= | — :O’ = | — — | —==
% ( dx j 40 % ( dx ¥l dx

. dy
9; = y1|x:ll B y2|><=0 =0 9= (d_xz)

=0

x=0

=0 G5 =Y,[,;, =¥ =0

x=12

(bS)

(c5)

Ta dwa bai toan tim cuc tri caa (b5) c6 6 diéu kién rang budc (c5) vé

bai toan cuc tri khong cé rang budc bang cach dua thira sé6 Lagrange vao

phiém ham mé rong nhu sau:

F:Z+§gdwamm
k=1

I

Hay: I[M a—M Pl](ll)dx‘l' IE[M @M Pz](lz)dx+

0

+ 0,4 + 0,4, + 934, + 9,4, + gsds — min

(dS)

Trong do6: As 12 thira s Lagrange va ciing 13 4n caa bai toan va do 1a luc

dé giir cho hé & trang thai Iéch. Bai todn c6 24 an s 1a ay, ay, as, ..., ag, bo, by,

by,..., Do, VA& A1, Aa,... As. Phuong phéap nguy@n 1y cuc tri Gauss xem cac bién
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dang udn 1a doc lap véi mémen tac dung cho nén diéu kién cuc tri cua phiém

ham m¢ rong F 1a:

=M, m] zl dx+ 2(gk )=0a(=123,..9)

0

=1 M) ) Jixs 2 (g,4,)=0; b(i=012..,9) (€5)

ab,
0 6
.:72( 4)=0 k=1,2,34,5.

Nhu vay, tir diéu kién cuc tri caa phiém ham mé rong F ta s& nhan
duoc 24 phuong trinh dai sé tuyén tinh dé xac dinh céc an sb. C6 thé giai bai
toan trén bang cach st dung phan mém Symbolic cua Matlab. Khi giai
phuong trinh xong thay riang cac thong sb ay, a,, as, ..., &, bo, by, Da,..., by, VA
As, Ag... hsdéu 12 ham cua luc P. & day chi dua ra gié tri cua thura s6 Lagrange
As. As=22500.yo(-.43998x10% 1P EJ*+.91761 x101**P1"+.19859 x10*°1*°P°EJ%+
.35406x10%1%°PBEJ*- 24065x10>1°P°EJ +.24601x10*1?PHEJC-
.28846x10%°132P1°EJ+
.14076x10%°1°P°EJ*- 23149E °I*P?EJ"*-.33887x10%°1*PPEJ  +.44936
x10%1MP'EJ™- 32360x10%°1*°PPEJ*+.38919x 10 I°P°EJ *+.56711x10 " I*PEJ™-
.32100x10" 1PP*EJ*- 13122 x10®1#*P2EJ*+.12266 x10°"1*®P°EJ5- 36872
x10""EJ*)=0(f5)

Ta thay rang trong truong hop nay, As 1a da thirc bac 17 caa P. Giai (f5)
theo P ta s& nhan duoc 17 nghiém. D6 1a céc luc toi han Py, can tim cua hé, ¢

day chi dua ra ba nghiém dau tién lan luot 1a:
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Pyn= 9.8696|E_j Pon= 39.4784|E_;’
Pa= 88.8285|E—2J ;

Dang cua truc vong (véc to
riéng) tuong tng vaéi 3 luc téi han

chinh xac (3 tri riéng chinh xac) dau
tién nhu hinh 3.10.

Hinh 3.10. Buong d6 vong
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KET LUAN

1. Str dung thanh céng phuong phap nguyén ly cuc tri Gauss ddi véi bai toan
6n dinh uén doc cua thanh thang dan hdi tuyén tinh, chiu tac dung cua tai
trong tinh.

2. Céc két qua tinh toan hoan toan tring khép véi céac két qua nhan duoc bang
phuong phap khac.

3. Phuong phép dung chuyén vi cudng bic dé giai bai toan 6n dinh caa thanh
cho ta ngay phuong trinh da thac xac dinh luc toi han ma khong phai thong
qua cac phép bién dbi phuc tap dé dua ma tran vé ma tran duong chéo. Vé
mit toan hoc, do dung chuyén vi cudng biic nén bai toan 6n dinh thanh 12 bai
toan c6 vé phai nén ¢ day khong phai dung phuong phéap giai phuong trinh vi

phan thuan nhat da trinh bay & chuong 1.
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