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LỜI CẢM ƠN 

Với tất cả sự kính trọng và biết ơn sâu sắc nhất, tôi xin chân thành bày tỏ 

lòng biết ơn của mình tới sự hƣớng dẫn tận tình và chu đáo của thầy hƣớng dẫn 

TS. Đoàn Văn Duẩn, các thầy cô trong khoa Sau đại học, khoa Xây dựng và toàn 

thể các thầy cô giáo trƣờng Đại học Dân Lập Hải Phòng những ngƣời đã tạo điều 

kiện cho tôi hoàn thành luận văn này. 

Do những hạn chế về kiến thức, thời gian, kinh nghiệm và tài liệu tham 

khảo nên thiếu sót và khuyết điểm là điều không thể tránh khỏi. Vì vậy, tôi rất 

mong nhận đƣợc sự góp ý, chỉ bảo của các thầy cô giáo đó chính là sự giúp đỡ quý 

báu mà tôi mong muốn nhất để cố gắng hoàn thiện hơn trong quá trình nghiên cứu 

và công tác sau này. 

Xin trân trọng cảm ơn! 

 

 Tác giả luận văn 

 

 

 Phạm Minh Tuấn 
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MỞ ĐẦU 

Những năm gần đây, do kinh tế phát triển, ngày càng xuất hiện nhiều công 

trình cao tầng, công trình có khẩu độ lớn, công trình đặc biệt. Trong những công 

trình đó ngƣời ta thƣờng dùng các thanh có chiều dài lớn, tấm - vỏ chịu nén và do 

đó điều kiện ổn định trong miền đàn hồi có tầm quan trọng đặc biệt, đòi hỏi phải 

nghiên cứu đầy đủ cả về mặt lý thuyết và thực nghiệm. 

 Bài toán ổn định của kết cấu đã đƣợc giải quyết theo nhiều hƣớng khác nhau, 

phần lớn xuất phát từ nguyên lý năng lƣợng mà theo đó kết quả phụ thuộc rất 

nhiều  vào cách chọn dạng của hệ ở trạng thái lệch khỏi dạng cân bằng ban đầu. 

 Phƣơng pháp nguyên lý cực trị Gauss do GS.TSKH. Hà Huy Cƣơng đề xuất 

là phƣơng pháp cho phép áp dụng nguyên lý cực trị Gauss - vốn đƣợc phát biểu 

cho hệ chất điểm - để giải các bài toán cơ học vật rắn biến dạng nói riêng và bài 

toán cơ học môi trƣờng liên tục nói chung. Đặc điểm của phƣơng pháp này là bằng 

một cái nhìn đơn giản luôn cho phép tìm đƣợc kết quả chính xác của các bài toán.  

Đối tƣợng, phƣơng pháp và phạm vi nghiên cứu của luận văn 

Trong luận văn này, tác giả sử dụng phƣơng pháp nguyên lý cực trị Gauss 

nói trên để xây dựng và giải bài toán ổn định đàn hồi của thanh thẳng chịu uốn dọc 

Do sự cần thiết của việc nghiên cứu ổn định của thanh thẳng chịu uốn dọc, 

mục đích và nhiệm vụ nghiên cứu của luận văn này là: 

Mục đích nghiên cứu của luận văn 

“Nghiên cứu ổn định công đàn hồi của thanh thẳng chịu uốn dọc” 

Nhiệm vụ nghiên cứu của luận văn 

1. Tìm hiểu khái niệm về ổn định công trình và các phƣơng pháp giải bài toán ổn 

định công trình. 

2. Trình bày phƣơng pháp nguyên lý cực trị Gauss. 

3. Dùng phƣơng pháp nguyên lý cực trị Gauss để xây dựng và giải các bài toán ổn 

định đàn hồi của thanh thẳng chịu uốn dọc. 

4. Lập chƣơng trình máy tính điện tử cho các bài toán nêu trên. 

Ý nghĩa khoa học và thực tiễn của đề tài nghiên cứu 
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Vấn đề ổn định đàn hồi của kết cấu thanh đã đƣợc nhiều tác giả trong và 

ngoài nƣớc quan tâm nghiên cứu, kể cả bài toán có xét đến lực cắt ngang Q. Tuy 

nhiên, ý nghĩa khoa học của luận văn này nằm ở chỗ dùng phƣơng pháp nguyên lý 

cực trị Gauss do GS. TSKH. Hà Huy Cƣơng đề xuất để nghiên cứu ổn định đàn 

hồi của thanh thẳng đàn hồi tuyến tính chịu uốn dọc. 
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LỜI CAM ĐOAN 

 Tôi xin cam đoan đây là công trình nghiên cứu của bản thân, đƣợc thực hiện 

trên cơ sở nghiên cứu, tính toán dƣới sự hƣớng dẫn khoa học của  TS. Đoàn Văn 

Duẩn. 

 Các số liệu trong luận văn có nguồn trích dẫn, kết quả trong luận văn là trung 

thực. 

 

 Tác giả luận văn 

 

 

 Phạm Minh Tuấn 
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DANH MỤC KÝ HIỆU 

Ký hiệu Đại lƣợng 

Pth Lực tới hạn. 

P Lực tập trung 

M Mômen uốn 

N Lực dọc  

Q Lực cắt  

 Ứng suất pháp 

  Ứng suất tiếp 

F Diện tích mặt cắt  

E môđun Young   

G Modun trƣợt 

J Mô men quán tính tiết diện 

EJ Độ cứng uốn của tiết diện dầm 

V Chiều dài dầm hoặc diện tích tấm 

U* Thế năng toàn phần 

U Thế năng biến dạng của nội lực 

UP Thế năng của ngoại lực 

m Khối lƣợng chất điểm 

 Khối lƣợng đơn vị 

  Chiều dài hoặc diện tích phạm vi đặt lực 

ri Vectơ tọa độ 

r i   Vectơ vận tốc 

r i Vectơ gia tốc 

Z Lƣợng cƣỡng bức 

k Độ cứng lò xo 

  Độ cong của thanh 

)(x  Nhân tử Lagrange 

𝜀 Biến dạng của vật liệu 

𝛿 Biến phân 

𝜃 Biến dạng thể tích 

ᵡ Biến dạng uốn (độ cong đƣờng đàn hồi) 
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𝜇, λ Hệ số Lamé 

𝝂 Hệ số Poisson 

u Chuyển vị theo trục x 

Z Lƣợng cƣỡng bức  

D Độ cứng uốn 

D(1- 𝝂) Độ cứng xoắn 
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CHƢƠNG 1. TỔNG QUAN VỂ ỔN ĐỊNH CÔNG TRÌNH 

1. Sự ra đời và tình hình nghiên cứu ổn định công trình trên Thế giới và Việt 

nam 

1.1. Sự ra đời 

Vấn đề ổn định kết cấu đƣợc bắt đầu từ công trình nghiên cứu bằng thực 

nghiệm do Piter Musschenbroek công bố năm 1729, đã đi đến kết luận rằng “lực 

tới hạn tỷ lệ nghịch với bình phƣơng chiều dài thanh”. Ngƣời đặt nền móng cho 

việc nghiên cứu lý thuyết bài toán ổn định là Leonhard Euler qua công trình công 

bố đầu tiên vào năm 1744. Tuy nhiên, cho mãi đến cuối thế kỷ XIX vấn đề công 

trình mới đƣợc phát triển mạnh mẽ qua nhũng cống hiến của các nhà khoa học nhƣ 

Giáo sƣ F.s. Iaxinski, Viện sỹ A. N. Đinnik, Viện sỹ V. G. Galerkin… Cho đến 

nay, đã có rất nhiều công trình nghiên cứu về lĩnh vực này và đã giải quyết tốt 

những yêu cầu cơ bản của thực tế. Mặc dù vậy, cũng tồn tại nhiều vấn đề chƣa 

đứợc giải quyết đến cùng và còn tiếp tục lôi cuốn sự quan tâm của các nhà nghiên 

cứu. 

1.2. Tình hình nghiên cứu ổn định kết cấu công trình trên Thế giới và Việt 

Nam 

1.2.1. Tình hình nghiên cứu ổn định kết cấu công trình trên Thế giới 

Cách đây khoảng gần 300 năm, Euler đã tìm ra công thức xác định lực tới hạn 

và đã giải những bài toán đầu tiên về hiện tƣợng mất ổn định xảy ra khi uốn dọc 

các thanh chịu nén và trong một thời gian dài nó là đề tài của các cuộc thảo luận. 

Các cuộc tranh luận kéo dài gần 70 năm. Một trong những nguyên nhân chính của 

các cuộc tranh luận là trong một số trƣờng hợp công thức Euler không đƣợc thí 

nghiệm xác nhạn. Điều đó có thể giải thích là khi xác định công thức xác định lực 

tới hạn Euler đã giả thiết là vật liệu làm việc trong miền đàn hồi và tuân theo định 

luật Hook. 

Trong trƣờng hợp thanh làm việc ngoài miền đàn hồi, việc xác định ứng suất tới 

hạn bằng lý thuyết vô cùng phức tạp. Vì vậy ngƣời ta phải tiến hành các nghiên 

cứu thực nghiệm. Trên cơ sở các kết quả thực nghiệm F.s. Iasinski đã đƣa ra công 
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thức thực nghiệm để xác định ứng suất tới hạn cho trƣờng hợp này. 

Ngoài L.Euler, F. s. Iasinski nghiên cứu ổn định cho thanh chịu nén làm việc 

trong và ngoài miền đàn hồi còn có A. M. Liapunov cũng đƣa ra định nghĩa toán 

học về ổn định chuyển động đƣợc xem là tổng quát và bao trùm cho mọi lĩnh vực. 

Euler- Lagrange đƣa ra định nghĩa về ổn định công trình, độc lập với định nghĩa 

về ổn định chuyển động của Liapunov và cũng đủ để giải quyết phần lớn các bài 

toán ổn định công trình. Chúng ta đặc biệt quan tâm đến định nghĩa về ổn định 

chuyển động của Liapunov khi gặp các bài toán ổn định của hệ không bảo toàn, ổn 

định động và ổn định không đàn hồi. 

1.2.2. Tình hình nghiên cứu ổn định kết cấu công trình tại Việt nam 

Trƣớc đây do nền kinh tế còn nghèo nàn nên các công trình xây dựng khi đó 

chủ yếu đƣợc xây dựng bằng các loại vật liệu nhƣ gỗ, đá vì cƣờng độ của những 

loại vật liệu này tƣơng đối thấp, các cấu kiện cần phải có tiết diện lớn nên việc tính 

toán ổn định chƣa phải là vấn đề cấp thiết đối với ngƣời kỹ sƣ thiết kế và chƣa thu 

hút đƣợc sự quan tâm của các nhà nghiên cứu. 

Ngày nay, các cán bộ khoa học nghiên cứu và giảng dạy động lực học, dao 

động và ổn định công trình, các kỹ sƣ cơ khí, xây dựng, giao thông vận tải công 

tác ở các viện nghiên cứu, các nhà máy lớn đã tích cực tham gia các hoạt động 

khoa học trong lĩnh vực dao động và ổn định. 

1.3. Ý nghĩa và tầm quan trọng của việc nghiên cứu ổn định công trình 

1.3.1. Ý nghĩa của việc nghiên cứu ổn định công trình 

Thực tế cho thấy, công trình chỉ làm việc an toàn khi đồng thời thoả mãn ba 

điều kiện: Điều kiện bền, điều kiện cứng và điều kiện ổn định. Do vậy, bài toán ổn 

định và phân tích ổn định của kết cấu luôn luôn có ý nghĩa rất lớn và đóng vai trò 

rất quan trọng trong lĩnh vực nghiên cứu, phân tích kết cấu và thiết kế. Tuỳ thuộc 

vào nhũng đặc tính của vật liệu, môi trƣờng làm việc, phƣơng pháp và quá trình 

chất tải, ... mà ngƣời nghiên cứu đặt ra các bài toán ổn định sau : 

- Ổn định của kết cấu vật liệu đàn hồi 

- Ổn định của kết cấu vật liệu đàn - dẻo 

- Ổn đinh của kết cấu vật liệu từ biến 
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Trong bài toán ổn định đàn hồi, cần tìm tải trọng tới hạn, mà khi tải trọng bé 

hơn tải trọng tới hạn thì hệ luôn ổn định. Các phƣơng pháp nghiên cứu ổn định của 

hệ đàn hồi đã đƣợc nhiều tác giả nghiên cứu theo các hƣớng khác nhau. Có thể 

phân loại theo các hƣớng khác nhau, chẳng hạn phân loại theo toán học (phƣơng 

pháp giải tích, phƣơng pháp nửa giải tích, phƣơng pháp số) hoặc phân loại theo 

trạng thái trƣớc khi hệ mất ổn định (có xét đến sự lệch ban đầu và xét hệ lý tƣởng 

chịu các kích động v.v...) 

1.3.2. Tầm quan trọng của việc nghiên cứu ổn định công trình 

Nếu công thức của Euler đơn thuần mang tính hàn lâm, thì vấn đề mất ổn định 

của cấu kiện chịu nén có tầm quan trọng to lớn trong thực tế đối với kết cấu công 

trình (từ khoảng năm 1880) của rất nhiều cầu đƣờng sắt. Việc sử dụng thép tất yếu 

dẫn đến các cấu kiện thành mỏng chịu nén, tấm và vỏ mỏng. Nhiều công trình bị 

sập đổ và những tai nạn khủng khiếp đã xảy ra (từ chiếc cầu đƣờng sắt đầu tiên ở 

Kevđa (Nga) là cầu dàn hở đã bị phá huỷ năm 1875 do hệ thanh biên trên bị mất 

ổn định, cầu Menkhienxtain ở Thụy sĩ bị phá huỷ năm 1891 do mất ổn định, Cầu 

dàn Quebec ờ Canada 1907, bể chứa khí ở Hamburg 1907, cầu dàn Mojur ở Nga 

1925 bị phá huỷ do thanh ghép chịu nén bị mất ổn định cho đến sự phá huỷ của 24 

chiếc cầu ồ Pháp cũng do nguyên nhân mất ổn định) cho thấy vấn đề mất ổn định 

khó mà tầm quan trọng của nó lớn dần hàng năm, sự mất ổn định có mặt ở mọi 

nơi, từ cột hay vòm sụp đổ do uốn trong mặt phẳng của nó, đến dầm và vòm bị sụp 

đổ bởi mất ổn định xoắn ngang ra ngoài mặt phảng của chúng. Trong những 

trƣờng hợp vỏ mỏng, tầm quan trọng về quân sự của nó hiển nhiên là to lớn, sự 

phân tích tuyến tính lúc ban đầu cho kết quả thực tế có thể chấp nhận đƣợc . 

Theo năm tháng tầm quan trọng tăng lên của ổn định công trình có đƣợc là nhờ 

một vài yếu tố phụ giúp : 

• Sự tăng ứng suất cho phép 

• Sự giảm chiều dày do sử dụng các loại thép cƣờng độ cao hay họp kim 

nhôm 

• Sự tăng cƣờng sử dụng tấm đặc biệt trong cầu thay cho thép hình cán sẩn 

Tầm quan trọng hiện nay của ổn định công trình đƣợc thể hiện bằng ba yếu tố: 
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• Số công trình khoa học dành cho lĩnh vực này mở rộng theo hàm số mũ 

• Các kỹ sƣ kết cấu không còn thoả mãn với các mô hình phân nhánh đàn hồi 

của thời kỳ 1744-1930 hay với công thức thực nghiệm về mất ổn định của cột nữa. 

Họ sử dụng toàn bộ những khả năng của máy tính điện tử để xác lập những giá trị 

thực tế của ứng suất tới hạn của cấu kiện hay kết cấu bị ảnh hƣởng bởi sự khiếm 

khuyết về hình học và cấu trúc. 

• Những tổ chức khác nhau của các quốc gia và quốc tế phát triển nhanh 

chóng (Hội đồng nghiên cứu ổn định kết cấu Mỹ, uỷ ban về ổn định của các quy 

ƣớc Châu Âu cho kết cấu thép (1955), uỷ ban nghiên cứu cột của Nhật Bản ). Ba 

uỷ ban này cộng với uỷ ban thứ tƣ đại diện cho các nƣớc khối Comecom tổ chức 

từ tháng 9/76 đến 10/77 cuộc “hội đàm du lịch”. Đó là nỗ lực nghiên cứu đầu tiên 

đƣợc thể hiện phổ biến trên toàn thế giới trong lĩnh vực ổn định Công trình [31]. 

1.4. Khái niệm cơ bản và các phƣơng pháp nghiên cứu ổn định công trình 

1.4.1. Khái niệm về ổn định và mất ổn định 

1.4.1.1. Định nghĩa vể ổn định 

 Theo Euler - Lagrange : 

Ổn định là khả năng của công trình bảo toàn đƣợc vị trí ban đầu của nó cũng 

nhƣ dạng cân bằng ban đầu tƣơng ứng với tải trọng trong trạng thái biến dạng, 

luôn luôn giữ, khi có các nhiễu loạn tuỳ ý từ bên ngoài gần với trạng thái không 

biến dạng ban đầu và hoàn toàn trở về trạng thái đó trong giai đoạn đàn hồi, còn 

trong giai đoạn đàn dẻo thì theo thƣờng lệ, sẽ trở về trạng thái đó một cách từng 

phần, nếu nhƣ các nguyên nhân ngẫu nhiên gây ra nhiễu loạn công trình bị triệt 

tiêu [4]. 

Nói cách khác, ổn định là tính chất của công trình chống lại các tác nhân ngẫu 

nhiên từ bên ngoài và tự nó khôi phục hoàn toàn hoặc một phần vị trí ban đầu và 

dạng cân bằng của nó trong trạng thái biến dạng, khi các tác nhân ngẫu nhiên bị 

mất đi.[4] 

 Theo Liapunov [31] 

“Trạng thái cân bằng của một hệ là ổn định nếu khi và chỉ khi hệ trở lại hình 

dạng này sau một nhiễu loạn nhỏ tạm thời nào đó. Nhiễu loạn nhƣ thế có
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thể sinh ra bởi một lực nhỏ tác động lên hệ trong một thời gian rất ngắn và bỏ ra 

sau đó”. 

Định nghĩa này đƣợc hiểu trong ý nghĩa động lực : Điều này ám chỉ là dao động 

của hệ tắt dần do động năng đƣa vào nhờ nhiễu loạn tiêu tán nhanh. Bởi vậy sau 

một thời gian ngắn chuyển động dừng lại và sự cân bằng tĩnh ban đầu đƣợc phục 

hồi. 

Nhƣ vậy theo hai định nghĩa trên ta đi đến kết luận: Vị trí của công trình hay 

dạng cân bằng ban đầu trong trạng thái biến dạng của công trình đƣợc gọi là ổn 

định hay không ổn định dƣới tác dụng của tải trọng nếu nhƣ sau khi gây cho công 

trình một độ lệch rất nhỏ khỏi vị trí ban đâù hoặc dạng cân bằng ban đầu bằng một 

nguyên nhân bất kỳ nào đó ngoài tải trọng đã có (còn gọi là nhiễu) rồi bỏ 

nguyên-nhân đó đi thì công trình sẽ có hay không có khuynh hƣớng quay trở về 

trạng thái ban đầu. 

Bƣớc quá độ của công trình từ trạng thái ổn định sang trạng thái không ổn định 

gọi là mất ổn định. Giới hạn đầu của bƣớc quá độ đó gọi là trạng thái tới hạn của 

công trình. Tải trọng tƣơng ứng với trạng thái tới hạn gọi là tải trọng tới hạn. 

1.4.1.2. Các trường hợp mất ổn định 

• Trƣờng hợp 1: Mất ổn định về vị trí [31] 

Hiện tƣợng mất ổn định về vị trí xảy ra khi toàn bộ công trình đƣợc xem là tuyệt 

đối cúng, không giữ nguyên đƣợc vị trí ban đầu mà buộc phải chuyển sang vị trí 

cân bằng mới khác vị trí ban đầu. 

Sự minh hoạ của trƣờng hợp này nhƣ sau: 

 

Hình 1 - 1 

Xét một viên bi cứng trên một bề mặt cứng (Hình 1-1). 
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Rõ ràng là trong trƣờng hợp (a) sự cân bằng của viên bi là ổn định. Sau một 

nhiễu loạn nhỏ cuối cùng nó sẽ trở về đáy cốc, tuy vậy sự suy giảm nhỏ có thể xảy 

ra. 

Trong trƣờng hợp (b) sự cân bằng là không ổn định, bởi vì sau một nhiễu loạn 

nhỏ viên bi sẽ không bao giờ có thể phục hồi vị trí ban đầu của nó. 

Trong trƣờng hợp (c) sự cân bằng là ổn định đƣợc tuân thủ khi một gây nhiễu 

nhỏ theo phƣơng s, và là không ổn định theo phƣơng t, bởi vậy trạng thái cân bằng 

(c) là không ổn định bởi vì sự ổn định của trạng thái cân bằng phải là thật đúng đối 

với nhiễu loạn nhỏ nào đó. 

Trong trƣờng hợp (d) sau một nhiễu loạn viên bi lăn trên mặt phẳng ngang bằng 

đến khi sự suy giảm ngừng chuyển động, bởi vậy đạt tới một vị trí cân bằng mới 

nó khác biệt với trạng thái ban đầu (do vậy là không ổn định ), nhƣng nếu sự nhiễu 

loạn là đủ nhỏ vị trí cân bằng mới sẽ gần một cách tuỳ ý với trạng thái ban đầu. 

Trong trƣờng hợp này ta nói rằng trạng thái cân bằng ban đầu là phiếm định . 

Trong trƣờng hợp (e) trạng thái A là không ổn định một nhiễu loạn nhỏ có thể 

làm viên bi lăn xuống và một trạng thái cân bằng mới là B đạt đƣợc. Nhƣng nếu có 

thể có một nhiễu loạn nhỏ thì trạng thái cân bằng mới này sẽ không bao giờ có thể 

gần với trạng thái ban đầu của nó cho nên nó là không ổn định chứ không phải là 

phiếm định. 

• Trƣờng hợp 2: Mất ổn định về dạng cân bằng [l 1 ] 

Hiện tƣợng mất ổn định về dạng cân bằng ở trạng thái biến dạng xảy ra khi 

dạng biến dạng ban đầu của vật thể biến dạng tƣơng ứng với tải trọng còn nhỏ, 

buộc phải chuyển sang dạng biến dạng mới khác trƣớc về tính chất nếu tải trọng 

đạt đến một giá trị nào đó hoặc xảy ra khi biến dạng của vật thể phát triển nhanh 

mà không xuất hiện dạng biến dạng mới khác trƣớc về tính chất nếu tải trọng đạt 

đến một giá trị nào đó. Trong những trƣờng hợp này, sự cân bằng giữa các ngoại 

lực và nội lực không thể thực hiện đƣợc tƣơng ứng với dạng biến dạng ban đầu mà 

chỉ có thể thực hiện đƣợc tƣơng ứng với dạng biến dạng mới khác dạng ban đầu về 

tính chất hoặc chỉ có thể thực hiện đƣợc khi giảm tải trọng. Hiện tƣợng này khác 

với hiện tƣợng mất ổn định về vị trí ở các điểm sau: Đối tƣợng nghiên cứu là vật 
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thể biến dạng chứ không phải tuyệt đối cứng, sự cân bằng cần đƣợc xét với cả 

ngoại lực và nội lực. 

Mất ổn định về dạng cân bằng gồm hai loại: 

 Mất ổn định loại một (mất ổn định Euler), có các đặc trƣng sau: 

Dạng cân bằng có khả năng phân nhánh 

- Phát sinh dạng cân bằng mới khác dạng cân bằng ban đầu về tính chất Trƣớc 

trạng thái tói hạn dạng cân bằng ban đầu là duy nhất và ổn định; sau trạng thái tới 

hạn dạng cân bằng là không ổn định. 

Sự minh hoạ của trƣờng hợp này thể hiện qua các ví dụ sau: 

Ví dụ 1: Ổn định của thanh một đầu ngàm một đầu tự do [11] 

Khi p <Plh thanh vẫn thẳng, trạng thái chịu nén của thanh là trạng thái ban đầu; 

duy nhất và là dạng cân bằng ổn định. Trạng thái cân bằng ổn định này đƣợc mô tả 

bởi đoạn OA trên đồ thị liên hệ giữa chuyển vị A và tải trọng p (Hình 1-2c) 

 

 

 

 Khi p = Pth , thanh ở trạng thái tới hạn. Lúc nay, ngoài trạng thái cân bằng chịu 

nén còn có khả năng phát sinh phát sinh đồng thời trạng thái cân băng uốn dọc, 

nghĩa là thanh ở trạng thái cân bằng trung tính. Nhƣ vậy, dạng cân bằng bị phân 

nhánh thành hai dạng biến dạng. Trạng thái này tƣơng ứng với điểm phân nhánh A 

trên đồ thị (hình l-2c). 

- Khi P > Pth, trạng thái cân bằng chịu nén vẫn có khả năng tiếp tục tồn tại song 

không ổn định vì nếu nếu đƣa hệ ra khỏi dạng cân bằng ban đầu bằng một nguyên 

nhân nào đó rồi bỏ nguyên nhân đó đi thì hệ sẽ không có khả năng trở về dạng 

thẳng ban đầu. Dạng cân bằng không ổn định này tƣơng ứng với nhánh AB trên đồ 
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thị (nhánh có điểm thêm các dấu chấm trên hình l-2c). Trong hệ cũng phát sinh 

đồng thời trạng thái cân bằng uốn dọc khi biến dạng của thanh là hữu hạn (hình l-2 

b). Dạng cân bằng này là ổn định và đƣợc mô tả bởi nhánh AC hoặc AD trên đồ thị 

(hình l-2c). 

- Nếu tiếp tục tăng lực P thì về mặt lý thuyết trong thanh sẽ phát sinh những 

dạng cân bằng mới dƣới dạng uốn dọc tƣơng ứng với những lực tới hạn bậc cao. 

Tuy nhiên, ngoài dạng cân bằng thứ nhất tƣơng ứng với lực tới hạn nhỏ nhất, 

những dạng cân bằng tƣơng úng với lực tới hạn bậc cao đều là không ổn định, 

hiếm khi xảy ra và không có ý nghĩa thực tế. Bởi vậy trong thực tế ta chỉ cần tìm 

lực tới hạn nhỏ nhất. 

Hiện tƣợng mất ổn định loại một có thể xảy ra tƣơng ứng với các dạng sau: 

- Mất ổn định dạng nén đúng tâm. Ngoài ví dụ vừa xét, trên (hình 1-3) giới 

thiệu một số ví dụ khác về mất ổn định dạng nén đúng tâm nhƣ : Vành tròn kín 

(hình l-3a) chịu áp lực phân bố đều hƣớng tâm (áp lực thuỷ tĩnh); vòm parabol 

chịu tải trọng phân bố đều theo phƣơng ngang (hình l-3b). Đó là những hệ chỉ chịu 

nén đúng tâm nếu bỏ qua ảnh hƣởng của biến dạng nén đàn hồi khi hệ còn ổn định. 

Nếu tải trọng q vƣợt quá qlh thì trong hệ sẽ phát sinh dạng cân bằng mới theo 

đƣờng đứt nét. Trong trƣờng hợp khung chịu tải trọng nhƣ trên (hình l-3c): khi p 

<Pth, khung có dạng cân bằng chịu nén ; khi p > Plh, dạng cân bằng chịu nén không 

ổn định và khung có dạng cân bằng mới chịu nén cùng vói uốn theo đƣờng đứt nét 

trên hình vẽ. 

 

Hình 1-3. 

- Mất ổn định dạng biến dạng đối xứng: Để làm ví dụ, ta xét khung đối xứng 

chịu tải trọng tác dụng đối xứng nhƣ trên  
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Khi p <pth, khung có dạng cân bằng ổn định là đối xứng (đƣờng liền nét );khi  

p > ph dạng cân bằng đối xứng không ổn định và khung có dạng cân bằng mới 

không đối xứng (đƣờng đứt nét). 

- Mất ổn định dạng uốn phẳng. Để làm ví dụ, ta xét dầm chữ I chịu uốn phẳng 

do tải trọng p (hình 1-5). Khi p <Pth, dầm có dạng cân bằng ổn định là dạng uốn 

phẳng; khi P >Plh, dạng uốn phẳng không ổn định và dầm có dạng cân bằng mới là 

dạng uốn cùng với xoắn (đƣờng đứt nét). 

Ví dụ 2: ổn định thanh hai đầu khớp - Công thức Euler 

Ta sẽ xác định tải trọng nén tới hạn cho thanh trục thẳng, mặt cắt ngang không 

đổi theo chiều dài thanh. 

Gỉa sử đầu o của thanh có gối tựa cố định, đầu kia a có gối tựa di động. Ta sẽ coi 

lực nén đặt đúng trọng tâm mặt cắt và luôn thẳng đứng  
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Với các giá trị nhỏ của p, trục thanh vẫn giữ là thẳng và trong thanh xuất hiện 

ứng suất nén FP / . Trong lúc tăng dần trị số, lực P đạt giá trị tới hạn, thì ngoài 

dạng cân bằng thẳng còn có một dạng cân bằng khác, dạng cong nhƣ Hình 1-6. Ta 

giả thiết rằng P không thay đổi khi chuyển từ dạng thẳng sang dạng cong, nghĩa là 

chiều dài đƣờng trục không thay đổi song khi đó điểm a có chuyển vị À nào đó, 

nên ta có thể nói rằng, với các độ võng À nhỏ, A tỉ lệ bậc 2 với mũi tên võng của 

đƣờng đàn hồi và nhƣ vậy, À là đại lƣợng nhỏ bậc 2. 

Sau này trong các hình vẽ ta quy ƣớc rằng điểm a nói chung không chuyển vị 

theo phƣơng thẳng đứng. 

Ta sẽ viết biểu thức độ cong của trục cong của thanh : 

JE

M
X


  ( 1-1) 

Biểu thức tổng quát của thanh cong có dạng: 

   3/22

2

2

2

2

1
dx

d

dx

d

X



  ( 1-2) 

với V=V(x) 

ở đây ta sẽ coi các độ võng các độ võng là nhổ so với chiều dài thanh. 

Trục cong sẽ là đƣờng cong lồi; cho rằng 2

2

dx

d
<< 1, khi đó có: 


X 2

2

dx

d
     (1-3) 

 

Phƣơng trình vi phân có dạng: 

EJ 2

2

dx

d
= - P.v    (1-4) 

Nhƣ hình 1-6 khi thanh bị uốn (đƣờng liền nét), độ võng V dƣơng, và đạo hàm 

cấp 2 âm ; nhƣ vậy, trong phƣơng trình dạng (1-5) độ võng và đạo hàm cấp 2 

mang dấu khác nhau. Từ đó theo quy ƣớc dấu X và M, ta đi đến chính phƣơng 

trình (1-5). 
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Trong các giáo trình SBVL, ngƣời ta tiến hành việc giải tiếp theo bài toán xuất 

phát từ phƣơng trình cấp 2 dạng (1-5). ở đây chúng ta chuyển từ (1-5) đến một 

phƣơng trình cấp 4 bởi vì điều đó làm cho lời giải có tính chất tổng quát hơn và 

cho phép mở rộng bài toán cho các điều kiện biên khác. 

Chấp nhận EJ=Const, đạo hàm hai lần (1-5) theo X ta có: 

EJ 4

4

dx

d
= -P 2

2

dx

d
  (1-6) 

Quan hệ này cũng có thể nhận đƣợc trực tiếp từ phƣơng trình quen biết của 

đƣờng đàn hồi: 

EJ 4

4

dx

d
= q  (1-6a) 

Bằng cách đƣa vào tải trọng giả tạo cƣờng độ q. 

Xét phƣơng trình biến dạng của thanh chịu các lực nén p 

 

Hợp của các lực này phƣơng pháp truyền, theo ( Hình 1-7b) bằng  - ( 2

2

dx

d ) dx dẫn 

đến (1-6) 

đặt    K
2
 = 

JE

P
    (1-7) 

Từ (1-6)      4

4

dx

d
+ 2

2

dx

d
 = 0  (1-8) 

Phƣơng trình vi phân tuyến tính thuần nhất (1-6) tƣơng ứng với phƣơng trình 

đặt trƣng: 
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S
2
 (S

2 
+ k

2 
) = 0 

S1=S2=0; S3=S3= 

  2k 

Do đó tích phân (1-6) sẽ là: 

v= Asinkx + Bcoskx + Cx + D (1-9) 

Giả thiết rằng các nghiệm S1.4 là ảo đó là do các đại lƣơng v và 2

2

dx

d
tham gia 

phƣơng trình dạng (1-5) với các dấu khác nhau, nghiệm (1-9) phải thoả mãn các 

điều kiện biên: 

v=0; 2

2

dx

d
=0 khi x = 0,1    (1-10) 

    B+D= 0.B=0 

v= Asinkx + Bcoskx + Cx + D = 0  (1-11) 

             Asinkx + Bcoskx = 0 

B=C=D=0 với A 0   sinkl=0   kl = k (n là số nguyên tuỳ ý). 

Loại nghiệm kl=0 vì không phù hợp với các số liệu ban đầu của bài toán, ta 

đƣợc 2

22
2

l

n
k


 n = 1,2,3.... 

Hoặc theo (1-6 ): 

P= 2

22 J

l

En 
 ( 1-12) 

Thay đổi số n, ta có một loạt các giá trị của lực p, tƣơng ứng với các dạng cân 

bằng cong khác nhau. 

Ta quy ƣớc gọi lực tới hạn là lực mà ứng với nó dạng cân bằng thẳng của thanh 

không còn là ổn định nữa. Do đó, trong tất cả các giá trị có thể của lực p, phải chọn 

giá trị nhỏ nhất và lấy n=l. 

Ta cho rằng uốn dọc có thể xảy ra trong mặt phẳng có độ cứng nhỏ nhất của 

thanh, nên J là mômen quán tính cực tiểu của mặt cắt ngang 

Pth = 2

22 min J

l

En 
 ( 1- 13) 

Trở lại phƣơng trình trục cong của thanh : 
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v =Asin kx = Asin 
l

xn
 

Đây là hình sin nói chung có n nửa bƣớc sóng. Lực tới hạn tƣơng ứng với hình 

sin có một nửa bƣớc sang (n=l): 

 v= Asin 
l

xn
=  sin 

l

xn
 

với n=2,3... ta đƣợc hình sin với 2,3... nửa bƣớc sóng trong phạm vi chiều dài 

thanh. Khi đó lực p sẽ gấp 4,9... lần lực tới hạn. 

Các dạng cân bằng này, nói chung là không ổn định, nhƣng có thể thực hiện 

chúng nếu chuyển sang một hệ mới sau khi thêm các liên kết khớp bổ sung tại các 

điểm uốn của hình sin. 

Ta ngầm định rằng lực nén trong thanh nằm trong phạm vi tác dụng của định 

luật Hook nghĩa là khồng vƣợt quá giới hạn đàn hồi của vật liệu; do đó công thức 

Euler chỉ đƣợc thực hiện với điều kiện này. Ta cũng nhớ lại rằng ta sử dụng biểu 

thức gần đúng (1-2) đối với độ cong của trục điều này chỉ đúng với các độ võng 

khá nhỏ so với chiều dài thanh. Chính vì thế mà giá trị của mũi tên võng f trong 

tính toán cuối cùng là không xác định. Ta thấy rằng : nếu đi từ phƣơng trình 

“chính xác” của đƣờng đàn hồi thì kết quả nhận đƣợc sẽ khác : mỗi giá tri lực 

P>Pth sẽ tƣơng ứng với các dạng cân bằng với các độ võng hoàn toàn xác định. 

Tuy nhiên, trong lân cận điểm phân nhánh các trạng thái cân bằng thì các dạng 

cong của thanh gần với dạng thẳng bao nhiêu cũng đƣợc, chính vì thế khi xác định 

lực tới hạn ta có quyền xuất phát từ biểu thức gần đúng của độ cong. 

Theo quan điểm toán học, về các trị riêng của phƣơng trình thuần nhất tuyến 

tính dạng (1-5), nghiệm tầm thƣờng V = 0 thuộc về trạng thái cân bằng ban đầu, 

không cong của thanh. Nghiệm không tầm thƣờng tƣơng ứng với cái gọi là các 

hàm riêng của bài toán mà trong trƣờng hợp đã cho có dạng (1-14). 

Các lực tơí hạn thứ nhất và tiếp theo (1-12) là các giá trị riêng của thông số p mà 

ứng với nó phƣơng trình này có nghiệm không tầm thƣờng thoả mãn tất cả các 

điều kiện biên của bài toán. 

❖ Mất ổn định loại hai, có các đặc trƣng sau: 
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- Dạng cân bằng không phân nhánh 

- Biến dạng và dạng cân bằng của hệ không thay đổi về tính chất. 

Để đơn giản ta xét một ví dụ là trƣờng hợp dàn Mises có ba khớp A, B, c chịu 

lực p đặt tại khóp c nhƣ trên (hình 8a). Đồ thị liên hệ giữa lực Pvà chuyển vị thẳng 

đứng f tại c nhƣ trên (hình 8b). 

Để dựng đồ thị này ta cần tìm toạ độ của các điểm trên đƣờng cong p = P(f) ứng 

với mỗi điểm ta thực hiện nhƣ sau: tƣơng ứng với mỗi giá trị của chuyển vị fl ta dễ 

dàng tìm đƣợc biến dạng dọc trục của các thanh AC, BC; tiếp đó từ biến dạng đã 

biết tìm đƣợc giá trị lực dọc NI trong các thanh và suy ra giá trị P1 tƣơng ứng theo 

tổng hình học của các lực Nl. Ta nhận thấy ở giai đoạn đầu lực p tăng lên cùng với 

độ võng f nhƣng khi f = h tức là khi ba khớp A, B, c nằm trên cùng đƣờng thẳng thì 

p= 0. Sự liên hệ giữa p và chuyển vị f là liên tục nên đƣờng cong p = P(f) phải có 

dạng nhƣ trên (hình 8b). 

Gía trị lực p tƣơng ứng với khi độ võng tăng mà không cần tăng tải trọng gọi là 

lực tới hạn. Khi p = Pth , sự cân bằng giữa ngoại lực và nội lực đạt đến trạng thái 

giới hạn. Khi p > Pth , sự cân bằng chỉ có thể xảy ra khi giảm tải trọng p. Trạng 

thái giới hạn đƣợc xác định từ điều kiện: dp/df = 0. 

Đó là hiện tƣợng mất ổn định loại hai hay hiện tƣợng mất khả năng chịu lực 

theo trạng thái giới hạn thứ nhất. Trong trƣờng họp này ta thấy biến dạng của hệ 

phát triển nhƣng không thay đổi về tính chất, không phân nhánh. Sự mất ổn định 

loại hai có thể xảy ra khi vật liệu làm việc trong giới hạn đàn hồi cũng nhƣ ngoài 

giới hạn đàn hồi. 

Trong thực tế, các cấu kiện của công trình thƣờng không đơn thuần chịu nén mà 

chịu uốn cùng với nén nên các cấu kiện này thƣờng bị mất ổn định loại hai với tải 
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trọng nhỏ hơn tải trọng tới hạn loại một . Tuy vây, khi xác định khả năng chịu lực 

của các cấu kiện chịu uốn cùng với nén ta vẫn cần biết giá trị tới hạn của lực dọc 

trong các cấu kiện đó tƣơng ứng với sự mất ổn định loại một. Do đó sự nghiên cứu 

sự mất ổn định loại một không những chỉ có ý nghĩa lý thuyết mà còn có ý nghĩa 

thực tế. 

1.4.1.3.  Các tiêu chuẩn về ổn định 

Cơ học giải tích Lagrange cũng nhƣ cơ học kết cấu đƣợc xây dựng dựa trên hai 

khái niệm , động năng và thế năng. Cho nên khi giải quyết các bài toán ổn định 

của kết cấu thƣờng dùng định lý của Lagrange - Đirichlet. 

Định lý Lagrange - Dirichlet: (Tiêu chuẩn ổn định ) 

“Giả sử tại một vị trí nào đó của hệ bảo toàn mà thế năng của nó là một hàm của 

chuyển vị q. Nếu hàm đó có cực tiểu riêng biệt (tại một điểm) thì vị trí đó là vị trí 

cân bằng” Định lý trên chỉ cho đƣợc điều kiện đủ của hệ cân bằng của hệ bảo toàn, 

nó tƣơng ứng với cực trị của hàm thế năng, những điều kiện cần và đủ của ổn định 

cân bằng của hệ bảo toàn cho đến nay chƣa đƣợc tìm ra. Ngƣời ta đƣa ra những 

tiêu chí không ổn định của hệ bảo toàn. 

Để xét ổn định của cơ hệ kết cấu thì định lý nổi tiếng của Liapunov là định lý 

chung nhất đối với mỗi tiêu chuẩn định lý này đƣợc phát biểu nhƣ sau: 

■ Tiêu chuẩn không ổn định [3] 

Định lý 1: “Nếu nhƣ thế năng của hệ bảo toàn ở trạng thái cân bằng không có 

cực tiểu và nếu nhƣ điều đó đƣợc xác định bằng cách chỉ xét từ đạo hàm bậc hai 

trở đi của thế năng theo chuỗi Taylor... thì vị trí đó là vị trí cân bằng không ổn 

định”. 

Định lý trên chỉ cho đƣợc điều kiện đủ của hệ cân bằng của hệ bảo toàn, nó 

tƣơng ứng với cực trị của hàm thế năng, những điều kiện cần và đủ của ổn định 

cân bằng của hệ bảo toàn cho đến nay chƣa đƣợc tìm ra. Ngƣời ta đƣa ra những 

tiêu chí không ổn định của hệ bảo toàn. 

Để xét ổn định của cơ hệ kết cấu thì định lý nổi tiếng của Liapunov là định lý 

chung nhất đối với mỗi tiêu chuẩn định lý này đƣợc phát biểu nhƣ sau: 

■ Tiêu chuẩn không ổn định [3] 
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Định lý 1: “Nếu nhƣ thế năng của hệ bảo toàn ở trạng thái cân bằng không có 

cực tiểu và nếu nhƣ điều đó đƣợc xác định bằng cách chỉ xét từ đạo hàm bậc hai 

trở đi của thế năng theo chuỗi Taylor... thì vị trí đó là vị trí cân bằng không ổn 

định”. 

Định lý 2: “Nếu nhƣ ở vị trí cân bằng của hệ bảo toàn mà hàm thế năng theo 

chuyển vị V(q) có I Max I đƣợc xét khi m^2 (m là khai triển của hàm V(q) theo 

chuyển vị) thì vị trí đó là không ổn định”. 

■ Tiêu chuẩn ổn định (đối với hệ tuyến tính) [3] 

Nếu nhƣ tất cả các nghiệm của phƣơng trình đặc tính của phƣơng trình vi phân 

tuyến tính hóa có các phần thực là âm (hình 1-9) thì vị trí cân bằng ban đầu là ổn 

định. Nếu dù chỉ một nghiệm nào đó của phƣơng trình đặc tính có phần thực là 

dƣơng thì vị trí cân bằng đó là vị trí cân bằng không ổn định (P là nghiệm của 

PTĐT: p>0 thì hệ mất ổn định). 

 

Định lý của Liapunov tổng quát: 

Tìm'nghiệm ổn định của hệ phƣơng trình vi phân trạng thái sau: 

xi = Xi(x) (i=l ÷ N) tọa độ                                 (1-16) 

X là bất kỳ (là một hàm của chuyển vị), tất cả các phƣơng trình cơ học đều 

dẫn về( 1-16). 

Nếu nhƣ có thể tìm đƣợc một hàm V(x) nào đó mà: 

 a) Hàm đó có giá trị dƣơng ở lân cận gốc tọa độ và chỉ bằng không ở gốc tọa 

độ. 

b) Đạo hàm toàn phần của hàm ấy theo thời gian tính nhƣ sau: 

1

1 11 1

[ ( )]
( )

N N

i i

dV x t V V
x X x

dt x x 

 
 

 
                         (1-17) 
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không âm trong tất cả các điểm lân cận gốc tọa độ thì vị trí cân bằng đó là ổn 

định. Nếu nhƣ đạo hàm đó mà âm trong tất cả các điểm lân cận gốc tọa độ và chỉ 

bằng không ở gốc tọa độ thì vị trí cân bằng đó là vị trí cân bằng tiệm cận(tức là khi  

t    thì vị trí ấy trùng với vị trí cân bằng) [3]. 

1.4.2. Các phương pháp nghiên cứu ổn định công trình 

1.4.2.1. Phương pháp tĩnh (Phương pháp Euler) 

Theo phƣơng pháp này tải trọng tới hạn sẽ là tải trọng nhỏ nhất để xẩy ra phân 

nhánh dạng cân bằng, tức là bên cạnh dạng cân bằng ban đầu tồntạidạngcânbằng 

lân cận. Để xác định tải trọng này chỉ cần nghiên cứu sự cân bằng của hệ ở trạng 

thái lân cận khi cho hệ chuyển vị bé và đi tlm tải trong bé nhất tƣơng ứng với dạng 

cân bằng lân cận đó. 

Khảo sát cân bằng của một hệ ở trạng thái lệch khỏi dạng cân bằng ban đầu. 

Tính giá trị của lực ở trạng thái lệch để đối chiếu với giá trị của lực đã cho ở trạng 

thái cân bằng ban đầu. 

Giả sử: P là lực đã cho ở trạng thái cân bằng ban đầu 

P* là lực ứng với trạng thái lệch khỏi dạng cân bằng ban đầu (lực cần có để giữ 

hệ ở trạng thái lệch). 

- Nếu P < * thì hệ cân bằng ổn định 

- Nếu P = P* thì hệ cân bằng phiếm đinh 

- Nếu P > P* thì hệ cân bằng không ổn định 

Xét hệ một bậc tự do, một đầu ngàm đàn hồi, một đầu tự do 

Sau khi khảo sát cân bằng của hệ ở trạng thái cân lệch ta có:  

l

k
P   do đó: 

- Với P < 
l

k
 thì hệ cân bằng ổn định 

- Với 
l

k
P   thì hệ cân bằng bằng phiếm định 

- Với 
l

k
P   hệ cân bằng không ổn định 
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1.4.2.2.Phương pháp năng lượng 

Phƣơng pháp này dựa trên việc nghiên cứu năng lƣợng toàn phần của hệ. Khi 

nó đạt' cực tiểu thì hệ ở trạng thái cân bằng ổn định. Sự lệch khỏi trang thái cân 

bằng ổn định sẽ làm tăng năng lƣợng. Tải trọng tới hạn ứng với năng lƣợng cực 

tiểu. 

Nguyên lý Larange - Dirichlet: 

“ Nếu hệ ở trạng thái cân bằng ổn định thì thế năng toàn phần đạt cực tiểu so với 

tất cả các vị trí lân cận vô cùng bé kể từ trạng thái cân bằng đó. 

Nếu hệ ở trạng thái cân bằng không ổn định thì thế năng toàn phần đạt cực đại 

so với tất cả các vị trí lân cận vô cùng bé kể từ trạng thái cân bằng đó. 

Nếu hệ ở trạng thái cân bằng phiếm định thì thế năng toàn phần không đổi”. 

Thế năng toàn phần U* của hệ ở trạng thái biến dạng gồm: 

- Thế năng biến dạng của nội lực u 

- Thế năng của ngoại lực UP= -T (trái dấu với công của ngoại lực T) 

U* = U + UP = U-T 

Độ biến thiên  U* của thế năng toàn phần của hệ khi chuyển từ trạng thái đang 

xét sang trạng thái lân cận sẽ là 

 U* =  U -  T 

Trong đó:  LP- biến thiên của thế năng toàn phần 

 U - độ biến thiên của thế năng biến dạng  T - độ biến thiên của công các 

ngoại lực Nhƣ vậy, theo nguyên lý Lagrange - Dirichlet: 
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Nếu ÔU > ÔT thì hệ ở trạng thái cân bằng ổn định Nếu 5Ƣ < ÔT thì hệ ở trạng 

thái cân bằng không ổn định Nếu.ôU = ÔT thì hệ ở trạng thái cân bằng phiếm định 

1.4.2.3. Phương pháp động lực học 

Đây là phƣơng pháp chung nhất, dựa trên việc nghiên cứu chuyển động của hệ 

sau khi có kích động ban đầu. Nếu chuyển động là dao động có biên độ tăng 

không ngừng theo thời gian thì dạng cân bằng ban đầu là không ổn định. Ngƣợc 

lại, nếu hệ luôn dao động bé quanh trạng thái cân bằng ban đầu hoặc tắt dần thì đó 

là dạng cân bằng ổn định. 
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CHƢƠNG 2. PHƢƠNG PHÁP NGUYÊN LÝ CỰC TRỊ GAUSS 

 

Chƣơng này trình bày nguyên lý Gauss, sau đó trình bày phƣơng pháp mới 

dựa trên nguyên lý cực trị Gauss để xây dựng và giải các bài toán cơ học, chủ yếu 

là của cơ hệ vật rắn biến dạng. Để đạt mục tiêu trên, trong chƣơng còn giới thiệu 

các khái niệm ứng suất và biến  dạng của cơ hệ môi trƣờng liên tục và của cơ học 

kết cấu. Cuối cùng, để làm ví dụ, trình bày việc áp dụng phƣơng pháp mới để nhận 

đƣợc các phƣơng trình vi phân cân bằng của cơ hệ. 

2.1. Nguyên lí cực trị Gauss  

   Năm 1829 nhà toán học ngƣời Đức K.F. Gauss đã đƣa ra nguyên lý sau đây 

đối với cơ hệ chất điểm [1,tr. 171]:  

“Chuyển động thực của hệ chất điểm có liên kết tùy ý chịu tác động bất kì ở 

mỗi thời điểm xảy ra một cách phù hợp nhất có thể với chuyển động của hệ đó khi 

hoàn toàn tự do, nghĩa là chuyển động thực xảy ra với lượng cưỡng bức tối thiểu 

nếu như số đo lượng cưỡng bức lấy bằng tổng các tích khối lượng chất điểm với 

bình phương độ lệch vị trí chất điểm so với vị trí khi chúng hoàn toàn tự do”. 

 Gọi 
i

m  là khối lƣợng chất điểm, Ai là vị trí của nó, 
i

B  là vị trí sau thời đoạn 

vô cùng bé do tác động lực ngoài và do vận tốc ở đầu thời đoạn gây ra, iC  là vị trí 

có thể ( bị ràng buộc bởi liên kết) thì lƣợng cƣỡng bức đƣợc viết nhƣ sau:                      

                                       MinCBmZ
ii

i

i


2
 
                                        (2.1) 

Dấu tổng trong (2.1)  lấy theo số chất điểm. 

  Sử dụng nguyên lý vận tốc ảo và nguyên lý D „Alembert, xét hệ ở trạng thái 

cân bằng và cho rằng có lực với độ lớn tỉ lệ với độ dài  
ii

CB  tác dụng theo chiều từ  

i
C  đến 

i
B , Gauss đã chứng minh nguyên lý của mình  [1,tr. 172] . 

  Để có thể sử dụng nguyên lý Gauss cần biết đại lƣợng biến phân của nó. 

Theo [1,tr. 889], Gibbs (năm 1879) và Appell  (năm 1899) đi từ các lập luận khác 

nhau đều nhận đƣợc nguyên lý Gauss và chỉ ra rằng đại lƣợng biến phân của 

nguyên lý này là gia tốc. Điều này có nghĩa là: 
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                                ri = 0 ;     r i = 0 ;      r i    0                                              (2.2)      

ở đây  là kí hiệu biến phân ( lấy vi phân khi cố định thời gian ), ri , r i  và r i lần 

lƣợt là vectơ toạ độ, vectơ vận tốc và vectơ gia tốc của điểm  i.  Chuyển dịch của 

chất điểm của hệ có liên kết dƣới tác dụng của lực Fi  sau thời đoạn  dt  tính theo 

công thức sau đây:  

                                               
2

2

1
dtrdtrr

iii
                                                       (2.3) 

 Vì   ri = 0 và   r i = 0  nên chuyển dịch của chất điểm hoàn toàn tự do (có thể hình 

dung ở đầu thời đoạn dt liên kết đƣợc giải phóng nhƣng vẫn giữ lực tác dụng) sau 

thời đoạn dt là : 

                                               2

2

1
dt

m

F
dtrr

i

i

ii
                                                      (2.4) 

Hiệu của (2.4) và (2.3) cho ta độ lệch vị trí của chất điểm có liên kết so với vị trí 

của nó khi hoàn toàn tự do. 

Có thể xem dt là hằng thì lƣợng cƣỡng bức Z theo (2.1) đƣợc viết dƣới dạng lực 

nhƣ sau (với độ chính xác bằng thừa số dt
4 
/ 4) : 

                                            Minr
m

F
mZ

i

i

i

i

i











2

                                 (2.5) 

hoặc  

                                           Z   =  
i

i
m

1
 iF - im ir )

2
      Min                            (2.5a)                                           

     Khi  tính lƣợng cƣỡng bức theo (2.5) cần xem gia tốc là đại lƣợng biến phân    

(biến phân kiểu Gauss theo cách nói của Boltzmann ). Nhƣ vậy, phƣơng pháp tìm 

cực tiểu của các bài toán cơ học đƣợc xây dựng theo nguyên lý (2.5) không thể  là 

bất kỳ mà phải là (khi không có ràng buôc nào khác): 

                                                0




i
r

Z


                                                            (2.6) 

Điều kiện (2.6) sẽ cho ta phƣơng trình cân bằng. Thật vậy, áp dụng (2.6) vào (2.5) 

ta nhận đƣợc phƣơng trình cân bằng của hệ ( ở đây lực tác dụng bằng lực quán 

tính).  Appell và Boltzmann (năm 1897)  còn cho biết nguyên lý Gauss đúng cho 
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hệ liên kết holonom và cả hệ liên kết không holonom [1,tr. 890].  

 Nguyên lý Gauss (2.1) hoặc (2.5) có dạng của phƣơng pháp bình phƣơng tối thiểu 

là phƣơng pháp cũng do Gauss đƣa ra và đƣợc dùng rộng rãi trong toán học hiện 

đại, trong giải tích cũng nhƣ trong lời giải số. Có lẽ vì vậy nguyên lý Gauss thu hút 

sự chú ý của nhiều nhà khoa học, thí dụ, Hertz (năm 1894) dựa trên ý tƣởng lƣợng 

cƣỡng bức đƣa ra nguyên lý đƣờng thẳng nhất (đƣờng có độ cong nhỏ nhất) hoặc 

Prigogine (năm 1954) và Gyarmati (năm 1965) đã xây dựng đƣợc lƣợng cƣỡng 

bức của các quá trình không hồi phục trong nhiệt động lực học [2]. 

   Các tài liệu giáo khoa về cơ học thƣờng giới thiệu nguyên lý Gauss dƣới dạng 

(2.5) là dạng dùng đƣợc để tính toán. Nhƣng nguyên lý (2.5) với đại lƣợng biến 

phân là gia tốc  chỉ là một biểu thị của  nguyên lý Gauss (2.1)  bởi vì  đại lƣợng 

biến phân trong cơ học  còn có thể là chuyyển vị và vận tốc nhƣ trình bày sau đây. 

2.2. Phƣơng pháp nguyên lý cực trị Gauss 

  Trong bài viết của mình Gauss nêu nhận xét rằng nguyên lý vận tốc ảo biến 

vấn đề tĩnh học thành vấn đề toán học thuần tuý, còn nguyên lý D‟Alembert đưa 

bài toán động lực học về bài toán tĩnh học và mọi nguyên lý của cơ học hoặc 

nhiều hoặc ít đều có thể trực tiếp rút ra từ hai nguyên lý trên. Dƣới đây trình bày 

phƣơng pháp dựa trên nguyên lý chuyển vị ảo để nhận đƣợc biểu thức (2.1) của 

nguyên lý Gauss. 

  Xét hệ chất điểm có liên kết tuỳ ý ở một thời điểm bất kì nào đó có nghĩa là 

phải đƣa lực quán tính fi của hệ tại thời điểm đó tác dụng lên hệ. Đối với hệ hoàn 

toàn tự do lực quán tính f0i của nó bằng với ngoại lực (chỉ số „0‟ ở chân  kí tự chỉ 

rằng kí tự đó thuộc hệ so sánh, trƣờng hợp này là hệ hoàn toàn tự do có cùng khối 

lƣợng và cùng chịu tác dụng lực ngoài giống nhƣ hệ có liên kết). Nhƣ vậy, các lực 

tác dụng lên hệ có liên kết gồm các lực fi= mi r i và các lực f0i  =  mi r 0i  (thay cho 

ngoại lực). Theo nguyên lý chuyển vị ảo đối với liên kết giữ (liên kết dƣới dạng 

đẳng thức) và không giữ (liên kết dƣới dạng bất đẳng thức) điều kiện cần và đủ để 

hệ ở trạng thái cân bằng là [1,tr. 887] : 

                                      0
0


i

iii
rff                                                  (2.7)  

Biểu thức (2.7) cũng đƣợc  Fourier (năm 1798 ) và Ostrogradsky ( năm 1838) độc 
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lập đƣa ra. 

Có thể nhận xét ngay rằng phần trong ngoặc đơn của (2.7) biểu thị  lực tác dụng 

lên hệ nên phải bằng không để hệ ở trạng thái cân bằng.     

Trong biểu thức (2.7) cần xem các chuyển vị ri độc lập đối với lực tác dụng. Cho 

nên từ (2.7) có thể viết: 

                                      MinrffZ
i

iii
 0

                                      (2.8)           

Trong (2.8) ri là các biến độc lập cần tìm để bảo đảm cho Z cực tiểu. Vì chuyển vị  

r0i của hệ hoàn toàn tự do  đã biết nên biểu thức (2.8) tƣơng đƣơng với các biểu 

thức dƣới đây: 

                                     Z   = 
i

 ii ff 0  ii rr 0            Min                           (2.8a) 

hoặc                            Z   = 
i

im 







 i

i

i r
m

f
0
  ( ii rr 0 )      Min                         (2.8b) 

Dễ dàng nhận thấy (2.8b) là tích của khối lƣợng mi với bình phƣơng độ lệch vị trí 

chất điểm  và do đó Z xác định theo (2.8) là lƣợng cƣỡng bức của nguyên lý Gauss 

(với độ chính xác bằng thừa số dt
2
/ 2 ).  So với (2.5), lƣợng cƣỡng bức Z xác định 

theo (2.8)  biểu thị đầy đủ và rõ ràng tƣ tƣởng của nguyên lý Gauss  thể hiện ở chỗ, 

thứ nhất, nó cho phép so sánh hệ có liên kết với hệ hoàn toàn tự do, thứ hai, đại 

lƣợng không biết (đại lƣợng biến phân) trong (2.8) là chuyển vị giống nhƣ trong 

(2.1). Cực tiểu của (2.8) cần và phải đƣợc tìm từ điều kiện (khi không có các ràng 

buộc nào khác): 

                                                    
ir

Z




 = 0                                                                (2.9) 

Điều kiện (2.9) áp dụng vào (2.8) cho ta phƣơng trình cân bằng của cơ hệ. 

Ví dụ 1  Ví dụ này lấy từ [3,tr. 64]. Viết phƣơng trình chuyển động của khối lƣợng 

m chạy trên đƣờng cong y= bx
2
  trong mặt phẳng (xy), không có lực ma sát,  dƣới 

tác dụng của trƣờng gia tốc g  (Hình 1.1).   
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Hình 1.1 

Các lực tác dụng lên khối lƣợng m bao gồm: lực quán tính theo chiều y, lực trọng 

trƣờng theo chiều âm của y, lực quán tính theo x. Chọn hệ so sánh là hệ có cùng 

khối lƣợng m nằm trong trƣờng gia tốc g nhƣng hoàn toàn tự do.   Lƣợng cƣỡng 

bức đƣợc viết theo (2.8) nhƣ sau: 

                                    Z   = xxmymgym )()(          Min                                    (a) 

Thế 2bxy   vào (a) ta có 

                                    Z   = xxmbxmgym )()( 2         Min                                  (b) 

Xem chuyển vị x  là biến độc lập và từ điều kiện  0




x

Z
  nhận đƣợc: 

                                   022  xbgxybx                                                                 (c) 

Thay y  = 222 xbxbx    vào (c)  nhận đƣợc phƣơng trình chuyển động của khối 

lƣợng  m 

                                 024)14( 2222  bgxxxbxxb                                              (d)  

Phƣơng trình (d) là kết quả cần tìm.  

Nhƣ nhận xét của Gauss nêu trên, có thể nói biểu thức (2.7) đã biến vấn đề tĩnh 

học (cân bằng lực) thành vấn đề toán học thuần tuý. Thật vậy, nếu ta dùng gia tốc 

là đại lƣợng biến phân thì  tƣơng tự nhƣ (2.7) có thể viết  

                                         
i

 ii ff 0   r i        0                                         (2.10) 

với điều kiện gia tốc r I là  đại lƣợng độc lập đối với lực tác dụng.   

Từ (1.10) có thể viết  

                                 Z  = 
i

 ii ff 0 r i       Min                                             (2.11)                 

Trong (2.11) cần xem gia tốc  r i  là  đại lƣợng biến phân để bảo đảm cho Z cực 

tiểu. Vì gia tốc  r 0i  của hệ hoàn toàn tự do  đã biết  nên  biểu thức (2.11) tƣơng 

đƣơng với các biểu thức dƣới đây: 
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                                 Z  = 
i

 ii ff 0 ( r i- r 0i)             Min                          (2.11a) 

hoặc                         Z   = 
i

im 









 i

i

i r
m

f
0
 ( r i- r 0i)       Min                 

                            Z  =  
i

  2

0 .. iii rrm                          Min                         (2.11b) 

Ta thấy (2.11b) trùng với (2.5). Các gia tốc ir  phải thỏa mãn các liên kết nếu có và 

điều kiện cực tiểu của (2.11) là biểu thức (2.6).  

Ví dụ 2 . Làm lại ví dụ 1 (Hình 1) theo nguyên lí (2.5) hoặc biểu thức (2.11)   

Khối lƣợng m vừa chuyển động theo x, vừa chuyển động theo y, nhƣng do 

có liên kết  y= bx
2
  nên chỉ có một bậc tự do, thí dụ là x. Các lực tác dụng lên m bao 

gồm: Lực quán tính theo chiều y, lực trọng trƣờng theo chiều âm của y, lực quán 

tính theo x. Lƣợng cƣỡng bức  Z viết theo (2.5) là: 

                                  Z  =   22)( xmy
m

mg
m              Min                                        (a)        

 Lấy đạo hàm ràng buộc  y=bx
2 
  theo thời gian  hai lần ta có : 

                                 222 xbxbxy  
 
                                                                          (b)  

  Thay y  trong (a) bằng (b), nhận đƣợc 

                                 Z = 222 )22( xxbxbxg           Min                                         (c)                  

 Xem gia tốc x  là biến độc lập và từ  điều kiện 0/  xZ   ta có phƣơng trình 

chuyển động của khối lƣợng m nhƣ sau : 

                               024)14( 2222  bgxxxbxxb                                                       (d) 

Phƣơng trình (d) là kết quả cần tìm.  

Tƣơng tự, cũng có thể dùng vận tốc ir  là đại lƣợng biến phân, khi đó lƣợng cƣỡng 

bức  Z  đƣợc viết :  

                               Z   = 
i

 ii ff 0 ir         Min                                          (2.12)   

với điều kiện vận tốc ir  là biến độc lập và thoả mãn các liên kết nếu có. Trong 

trƣờng hợp này điều kiện cực tiểu của nguyên lý(2.12) sẽ là (khi không có ràng 

buộc nào khác) : 

                                                
ir

Z




  = 0                                                                 (2.13) 
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Làm lại bài toán của ví dụ 1 với đại lƣợng biến phân là vận tốc (biểu thức 2.12) 

cũng cho ta kết quả đúng đắn.   

Tóm lại, các nguyên lý (2.5) hoặc (2.11) với đại lƣợng biến phân là gia tốc độc lập 

đối với lực tác dụng, nguyên lý (2.8) với đại lƣợng biến phân là chuyển vị độc lập 

đối với lực tác dụng và nguyên lý (2.12) với đại lƣợng biến phân là vận tốc độc lập 

đỗi với lực tác dụng đã biến phƣơng trình cân bằng lực (vấn đề cơ học ) thành các 

bài toán toán học thuần tuý và có thể đƣợc phát biểu nhƣ sau : Chuyển động thực 

của cơ hệ xảy ra khi lượng cưỡng bức Z   

xác định theo (2.5) thì được tìm theo gia tốc , điều kiện (2.6 ) 

xác định theo (2.8) thì được tìm theo chuyển vị,  điều kiện (2.9) 

xác định theo (2.12) thì được tìm theo vận tốc, điều kiện (2.13) 

là cực tiểu. 

 Đƣơng nhiên, các đại lƣợng biến phân gia tốc, chuyển vị và vận tốc phải 

thỏa mãn các điều kiện liên kết của hệ.  

 Để có thể áp dụng cho cả các bài  toán tĩnh của môi trƣờng liên tục ta sẽ 

dùng nguyên lý (2.8) với đại lƣợng biến phân là chuyển vị và điều kiện cực tiểu là 

(2.9). Nguyên lí (2.5) không cho phép giải các bài toán tĩnh. Do đó, cách trình bày 

nguyên lý  Gauss dƣới dạng này đã  hạn chế việc sử dụng nguyên lý trong cơ học.                    

 Có thể mở rộng nguyên lý Gauss bằng cách so sánh hệ cần tính với hệ có 

liên kết tuỳ ý chịu tác dụng của lực giống nhƣ hệ cần tính mà lời giải của nó đã 

biết. Khi đó thay cho lực ngoài ta dùng lực liên kết và lực quán tính của hệ so sánh 

với dấu ngƣợc lại để tác động lên hệ cần tính. Điều này là hiển nhiên  bởi vì ngoại 

lực luôn cân bằng với nội lực. Xét ví dụ minh họa sau  

Ví dụ 3 Hệ cần tính là  khối lƣợng m có liên kết lò xo độ cứng k và liên kết nhớt 

với hệ số nhớt c chịu tác dụng lực p(t) (Hình 2.2). Xét dao động thẳng đứng u(t) 

của m so với vị trí cân bằng tĩnh của nó. Bài toán có một bậc dao động tự do. Ta 

chọn hệ so sánh có khối lƣợng m0 và liên kết lò xo độ cứng k0 cùng chịu lực p(t) 

(Hình 2.2.b).  
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Hình 2.2  a) Hệ cần tính; b) Hệ so sánh. 

Dao  động u0(t) của hệ so sánh (so với vị trí cân bằng tĩnh của nó) xác định từ 

phƣơng tình cân bằng sau : 

                                           )(0000 tpukum                                                         (a) 

Lực tác dụng lên khối lƣợng m gồm có: lực quán tính um  , lực cản lò xo ku , lực 

cản nhớt uc   và lực p(t) đƣợc thay bằng nội lực của hệ so sánh. Lƣợng cƣỡng bức 

theo (2.8) viết đƣợc: 

                           Z  = uukumkuucum )( 0000        Min                           (b) 

Phần trong dấu ngoặc đơn của (b) biểu thị lực tác dụng và theo nguyên lý chuyển 

vị  (2.8) cần xem chuyển vị u là biến độc lập đối với lực tác dụng thì từ điều kiện  

Z/u  = 0  nhận đƣợc phƣơng trình cân bằng của hệ cần tính    

                                     0000 ukumkuucum                                                     (c) 

hay chú ý tới (a) ta có 

                                       )(tpkuucum                                                                  (d)   

Nhìn vào (c) và (d) thấy rằng thay cho việc giải phƣơng trình vi phân cân bằng (d) 

của hệ cần tính ta có thể giải phƣơng trình (c) ứng với từng thời điểm. Vế phải của 

(c) có thể là nghiệm riêng hoặc nghiệm cơ bản (trƣờng hợp p(t) là xung đơn vị) 

của (d) hoặc, một cách tổng quát, là thể hiện của p(t) trên hệ bất kì nào khác (lời 

giải của hệ bất kì  khi chịu tác động của p(t) ). Nhận xét này rất hữu ích bởi vì nó 

cho ta một phƣơng pháp nữa để giải các phƣơng trình vi phân phức tạp, đặc biệt là 

đối với các bài toán có điều kiện biên ở vô hạn hoặc là khi giải bằng số. 

Lƣợng cƣỡng bức Z theo (b)  có thể viết dƣới dạng sau: 

                                         321 ZZZZ         Min                                           (e) 

                Z1 = 2

00 )(
1

ukku
k

 ,    Z2= uuc 2 ,     Z3 = uuum )(2 0
                               (f) 
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Ở đây Z1 viết dƣới dạng bình phƣơng tối thiểu. Vì  Z1 đƣợc viết dƣới dạng bình 

phƣơng tối thiểu nên các đại lƣợng Z2 và Z3 phải nhân với hệ số 2.  Các biểu thức 

lƣợng cƣỡng bức (b) và (e), (f)  là tƣơng đƣơng.  

Những nhận xét rút ra từ ví dụ minh họa nêu trên áp dụng đúng cho bất kì hệ nào 

khác.  

Trình bày trên cho thấy có thể dùng hệ có liên kết bất kì để làm hệ so sánh cho nên 

có thể mở rộng biểu thức (2.8) nhƣ sau : 

                                      Z  = 
i

 ii ff 0 ir          Min                                       (2.14)                

với  f i  là  nội lực bao gồm lực quán tính và lực liên kết nếu có của hệ cần tính, f0i 

là nội lực và lực liên kết đã biết của hệ so sánh bất kỳ chịu tác dụng lực ngoài 

giống nhƣ hệ cần tính. 

Chú ý rằng khi sử dụng biểu thức (2.14) cần xem chuyển vị  ri   là đại lƣợng độc lập 

đối với lực và  phải thỏa mãn các điều kiện liên kết nếu có. Bởi vì cực tiểu của 

lƣợng cƣỡng bức Z  phải đƣợc tìm  theo (2.9) (khi không có các ràng buộc nào 

khác ) nghĩa là phải giải phƣơng trình cân bằng của cơ hệ nên bài toán luôn có 

nghiệm và nghiệm là duy nhất     

Phương pháp của nguyên lý (2.14) cho phép dùng hệ so sánh bất kì. Đại lượng 

biến phân của (2.14) là chuyển vị, điều kiện cực tiểu của nó là biểu thức (2.9). 

Phƣơng pháp này do GS. TSKH Hà Huy Cƣơng đề xuất và đƣợc gọi là phƣơng 

pháp nguyên lý cực trị Gauss.  

Biểu thức  (2.7) trong các giáo trình cơ học thƣờng mang dấu bằng, nghĩa là chỉ 

xét trƣờng hợp liên kết giữ và khi đó từ (2.7) sẽ nhận đƣợc nguyên lý công ảo. Có 

thể nói biểu thức (2.7) với dấu nhỏ thua hoặc bằng là sự khác biệt  cơ bản giữa 

nguyên lý cơ học của Gauss với cơ học dựa trên nguyên lý công ảo hiện dùng.      

2.3. Cơ hệ môi trƣờng liên tục: ứng suất và biến dạng    

Trong mục này trình bày phƣơng pháp nguyên lý Gauss đối với cơ hệ môi trƣờng 

liên tục. Muốn vậy cần biết khái niệm ứng suất và biến dạng của môi trƣờng liên 

tục. Để trình bày gọn dƣới đây dùng các đại lƣợng tenxơ với cách hiểu nhƣ sau [4 

,tr.196]: 
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2

3

2

2

2

1 aaaaa ii                    

                                               332211 aaaakk   

và hệ số Kronecker  

                                          i j     =    1      khi    i = j      

                                          i j     =    0      khi    i   j       

với  i = 1,2,3 ;  j = 1,2,3 ; k = 1,2,3   đối với không gian  3 chiều. 

Có thể nói đối tƣợng nghiên cứu của cơ hệ môi trƣờngliên tục trong toạ độ vuông 

góc là phân tố khối chữ nhật (ba chiều, kích thƣớc vô cùng bé ) hoặc phân tố chữ 

nhật (hai chiều, kích thƣớc vô cùng bé )  đƣợc tách ra từ môi trƣờng (hình 2.3 ).   

 

 

Hình 2.3. Trạng thái ứng suất phân tố 

Khi đó lí thuyết ứng suất cho thấy ngoài các lực thông thƣờng (lực gây các chuyển 

vị tịnh tiến trong cơ hệ chất điểm) trên bề mặt phân tố còn có các ứng suất tác 

dụng . Có 9 ứng suất ij  tác dụng lên bề mặt phân tố. Thứ nguyên cuả ứng suất 

bằng  lực chia cho đơn vị diện tích.  

Từ điều kiện cân bằng lực và momen  sẽ nhận đƣợc phƣơng trình cân bằng  tĩnh 

của phân tố  

                                                     jij , +   bi   =   0                                                (2.15)                                           

Trong  (2.15)  ij  là ứng suất ,  jij ,  biểu thị  đạo hàm của ứng suất theo toạ độ 

không gian, ij /xj =  jij , , bi là lực khối (lực khối xem nhƣ là lực cản). Nếu 

không có lực momen khối thì từ phƣơng trình  cân bằng  sẽ có : 

                                                        ij = ji                                                           (2.16)                                                     
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Số ứng suất độc lập  tác dụng  lên bề mặt phân tố chỉ còn 6 . Lí thuyết ứng suất cho 

thấy khi biết trạng thái ứng suất phân tố  thì sẽ xác định  đƣợc trạng thái lực tại 

điểm đó của môi trƣờng và ngƣơc  lại . 

Khi chịu tác dụng ngoại lực, phân tố chuyển động và biến hình. Lý thuyết biến 

dạng cho thấy ngoài các chuyển vị ui  phân tố còn chịu các biến dạng  ij . Nếu xem 

biến dạng là bé (bình phƣơng hoặc tích  hai biến dạng là nhỏ so với chính nó ) thì 

các biến dạng đƣợc xác định theo các phƣơng trình sau: 

                                                i j     =    
2

1
 (  ui,j  +   uj ,i  )                                    (2.17) 

  Các  ij  là các đại lƣợng không thứ nguyên. Tƣơng tự nhƣ tenxơ ij, tenxơ  ij 

đối xứng và có 6 biến dạng độc lập tƣơng ứng với  6  ứng suất.  

Từ (2.17) thấy rằng trạng thái chuyển vị xác định duy nhất trạng thái biến 

dạng, nhƣng ngƣợc lại không đúng bởi vì có những chuyển vị không gây biến 

dạng (chuyển vị của vật rắn tuyệt đối). Ngoài các phƣơng trình nêu trên, để bảo 

đảm tính liên tục của môi trƣờng còn có các các phƣơng trình về điều kiện không 

bị gián đoạn.     

Tùy theo tính chất cơ học của vật liệu môi trƣờng mà có các liên hệ khác 

nhau giữa ứng suất và biến dạng. Do có 6 ứng suất và 6 biến dạng nên một cách 

tổng quát cần biết 36 thông số tính chất vật liệu.  Tuy nhiên từ điều kiện biểu thị 

năng lƣợng biến dạng phải giống nhau con số 36 rút xuống còn 21. Đối với vật 

liệu đẳng hƣớng chỉ còn 2 thông số tính chất vật liệu độc lập đƣợc chọn trong số 

các thông số sau: hai hằng số Lamé   và  , môđun Young  E , môđun trƣợt G và 

hệ số Poisson  , giữa chúng có các liên hệ sau đây :     

                                    =  
)21)(1( 





E
    ,        =  G   =   

)1(2 

E
                    (2.18)                               

Đối với vật liệu đồng nhất , đẳng hƣớng, tuân theo định luật  Húc (Hooke) 

thì  liên hệ giữa ứng suất  và biến dạng  sẽ là :       

                                            ij   =   2G (ij  +  




21
 kk ij )                                (2.19) 

  Từ công thức (2.19) thấy rằng ứng suất ij không những phụ thuộc vào biến 

dạng ij theo phƣơng của nó mà còn phụ thuộc vào các biến dạng theo các phƣơng 
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khác thông qua hệ số Poisson  . Hệ số 2G để tiện trình bày sau này sẽ đƣợc gọi là 

độ cứng của biến dạng.  

   Những trình bày trên cho thấy đối với cơ hệ môi trƣờng liên tục cần xem các 

biến dạng  ij  là độc lập đối với nhau và đƣợc xác định theo phƣơng trình (2.17), 

cần xét các phƣơng trình về điều kiện không bị  gián đoạn của môi trƣờng  và liên 

hệ giữa ứng suất và biến dạng. Đối với môi trƣờng đàn hồi, đồng nhất, đẳng 

hƣớng liên hệ ứng suất - biến dạng lấy theo (2.19) và điều kiện không bị gián đoạn 

của môi trƣờng tự động thoả mãn khi biểu thị ứng suất qua chuyển vị. 

   Tóm lại, khác với cơ hệ chất điểm, trong môi trƣờng liên tục ngoài lực khối 

và lực quán tính là các lực tác dụng gây chuyển vị, còn phải xét thêm các  ứng suất 

ij  gây ra các biến dạng  ij .  

Từ nhận xét vừa nêu, có thể sẽ có ích đối với nhận thức khi đƣa ra các nhận 

định tổng quát về mối tƣơng quan giữa cơ học chất điểm và cơ hệ môi trƣờng liên 

tục nhƣ sau: 

Khái niệm cơ bản của cơ chất điểm là chất điểm, các lực tác dụng lên chất điểm 

gây ra các chuyển vị, đặc trƣng của chất điểm là khối lƣợng; 

Khái niệm cơ bản của cơ hệ môi trƣờng liên tục là mặt cắt phân tố, các ứng suất 

gây ra các biến dạng, các đặc trƣng của mặt cắt phân tố là các độ cứng biến dạng 

tƣơng ứng với các ứng suất. Các độ cứng này xác định tùy theo tính chất vật liệu 

môi trƣờng. Trong cơ hệ môi trƣờng liên tục còn có lực khối và lực quán tính gây 

chuyển vị giống nhƣ trong cơ hệ chất điểm. Do đó, có thể  tóm tắt mối tƣơng quan 

vừa nêu dƣới dạng: 

                                          Chất điểm                 Mặt cắt phân tố 

                                          Lực                           Lực 

                                                                               Các ứng suất 

                                         Chuyển vị                 Chuyển vị 

                                                                               Biến dạng 

                                         Khối lượng               Khối lượng 

                                                                               Các độ cứng biến dạng 
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    Kí hiệu   chỉ sự tƣơng đƣơng giữa các khái niệm. Với cách hiểu này cũng 

dễ dàng xây dựng phiếm hàm lƣợng cƣỡng bức tƣơng tự nhƣ (2.14) đối với cơ hệ 

môi trƣờng liên tục bất kỳ đƣợc trình bày sau đây. 

Trƣớc tiên, ta dùng hệ so sánh là hệ chất điểm có cùng khối lƣợng, cùng 

chịu tác dụng lực ngoài và hoàn toàn tự do. Đối với môi trƣờng liên tục cần xét 

thêm ứng suất và biến dạng nên lƣợng cƣỡng bức Z của hệ viết tƣơng tự (2.14) 

nhƣ sau: 

                                      21...... ZZZ    Min  

                        
V

ijij dVZ 1   ,    
V

iiiiii dFuuubuuZ )(2 0
                               (2.20) 

Trong  (2.20)  V  là thể tích vật thể,  là khối lƣợng đơn vị. Lực quán tính là lực 

cản nên trong (2.20)  mang dấu cộng. Lƣợng cƣỡng bức Z1 xét ứng suất của môi 

trƣờng liên tục cần tính, hệ chất điểm so sánh không có ứng suất. Lƣợng cƣỡng 

bức Z2  xét lực khối và lực quán tính của môi trƣờng liên tục, lực quán tính của hệ 

chất điểm so sánh. Các lực này đều gây chuyển vị  u.     

  Theo phƣơng pháp nguyên lý cực trị Gauss, trong (2.20) cần xem các biến 

dạng ij là độc lập đối với các ứng suất ij  và các chuyển vị  u i là độc lập đối với 

lực tác dụng (ở đây là lực khối và lực quán tính) và độc lập đối với nhau. Điều kiện 

cực tiểu của (2.20)  là  

                                             0
21











iij u

ZZ


                                                        (2.21.a) 

Nếu biến dạng ij  biểu thị qua chuyển vị (công thức  (2.17)) thì điều kiện cực tiểu 

của (2.20) đƣợc viết nhƣ sau: 

                                          0
21















ii

ij

ij u

Z

u

Z 


                                                    (2.21.b)                             

Từ  điều kiện (2.21.a)  nhận đƣợc 

                                    jij , +  bi + u i  -  u 0i   =   0                                             (2.22)                                                   

Phƣơng trình (2.22) là phƣơng trình vi phân cân bằng của cơ hệ môi trƣờng liên 

tục dƣới dạng ứng suất.  

Nếu tại điểm đang xét không có lực ngoài tác dụng thì yu0
 bị triệt tiêu, 
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phƣơng trình (2.22)  là phƣơng trình cân bằng động lực học thƣờng gặp của cơ hệ 

môi trƣờng liên tục. Trƣờng hợp bài toán tĩnh, iu  cũng  bằng không, phƣơng 

trình (2.22) khi đó trùng với (2.15). 

Dễ dàng nhận đƣợc phƣơng trình vi phân cân bằng dƣới dạng chuyển vị 

bằng cách đƣa liên hệ ứng suất - biến dạng vào phƣơng trình (2.22) hoặc vào  

phiếm hàm  (2.20).Trong mục (2.5) dƣới đây sẽ trở lại vấn đề này.  

Cần nêu nhận xét rằng biểu thức (2.20) cho phép so sánh cơ hệ môi trƣờng 

liên tục với cơ hệ chất điểm hoàn toàn tự do khi hai hệ cùng chịu lực ngoài nhƣ 

nhau. Trong (2.20) không chứa các thông số tính chất vật liệu của môi trƣờng nên 

nó đúng với  môi trƣờng bất kỳ.  

Xét các trƣờng hợp khác của phiếm hàm  lƣợng cƣỡng bức (2.20): 

Trƣờng hợp không dùng hệ so sánh  thì  phải đƣa lực ngoài  pi vào (2.20). Lực pi  

thƣờng tác dụng lên bề mặt    của vật nên ta viết 

                     Z  =   



V

iiiiiijij dupdvubuu )(        Min                              (2.23)                            

 Có thể dùng hệ so sánh cũng là cơ hệ môi trƣờng liên tục có liên kết  bất kỳ với 

điều kiện hai hệ cùng chịu lực ngoài giống nhau:    

                     Z  =   dvubbuuu
V

iiiiiiijijij  )()()( 0000
    Min              (2.24) 

Giống nhƣ đã trình bày ở ví dụ 3, thực chất của phƣơng pháp nguyên lý cực trị 

Gauss là dùng nội lực của hệ so sánh tác dụng lên hệ cần tìm.  

Đối với bài toán tĩnh, lực quán tính triệt tiêu, khi không xét lực khối, biểu thức  

(2.24) có dạng:     

                                       Z  =  
V

ijijij dv )( 0      Min                                         (2.25)   

 Đối với bài toán tĩnh, không xét lực khối, không dùng hệ so sánh, từ (2.23) ta có: 

                                       Z  =  


 dupdv ii

V

ijij      Min                                   (2.26) 

Các chuyển vị ui và biến dạng ij  (xác định theo (2.17))  trong các phiếm hàm 

(2.20, 2.23, 2.24, 2.25) và (2.26) là những đại lƣợng độc lập đối với lực tác dụng 

và ứng suất và phải thoả mãn các điều kiện liên kết nếu có.  Chuyển động thực của 

cơ hệ môi trƣờng liên tục xảy ra khi cực tiểu các phiếm hàm lƣợng cƣỡng bức vừa 
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nêu theo điều kiện (2.21) nếu không có các điều kiện liên kết nào khác.   

Đối với môi trƣờng đàn hồi, quan hệ ứng suất – biến dạng xác định theo 

(2.19), ta có thể viết lƣợng cƣỡng bức dƣới dạng bình phƣơng tối thiểu nhƣ nhận 

xét đã nêu ở ví dụ 3: 

                   Z  =   
V

ijij dv
G

2

0 )(
2

1
 +  

V

imimi dvuff )(2 0      Min                       (2.27a) 

hoặc           Z  =   
V

ijij dvG 2

0 )(2    + dvuuum
V

iiii  )(2 0
         Min  

Tƣơng tự, khi không dùng hệ so sánh thì phải xét lực ngoài, có thể viết lại (2.26) 

nhƣ dƣới đây 

                    Z  =   



V V

iiimiij dupdvufdv
G

22)(
2

1 2       Min                           (2.27b) 

 hoặc           Z   =  



V

ii

V

iiiij dupdvuumdvG 2)(2)(2 2      Min    

Trong (2.27)  iimi umf    và   iimi umf 000
    là lực quán tính của hệ cần tính và hệ so 

sánh, liên hệ giữa ứng suất và biến dạng xác định theo biểu thức (2.19). Trong 

(2.27), cần xem các biến dạng ij  là các đại lƣợng biến phân độc lập đối với các 

ứng suất ij , các chuyển vị iu  là độc lập đối với lực tác dụng p và lực quán tính.  

Tích phân thứ nhất trong (2.27) liên quan đến ứng suất đàn hồi có trọng số 

là 2G, Trở lên trình bày các phiếm hàm lƣợng cƣỡng bức, đối với cơ hệ chất điểm 

là các biểu thức (2.14),   đối với môi trƣờng liên tục là biểu thức (2.20)  và các 

trƣờng hợp khác của nó là các biểu thức (2.23), (2.24), (2.25), (2.26) và (2.27).  

Trong các phiếm hàm này cần xem các biến dạng  ij  xác định theo (2.17) và các 

chuyển vị ui  là các đại lƣợng không biết độc lập đối với ứng suất và lực tác dụng,  

thỏa mãn các điều kiện liên kết nếu có và các điều kiện không bị gián đoạn (riêng 

đối với môi trƣờng liên tục). Cực tiểu các phiếm hàm này theo điều kiện (2.21) 

cho ta chuyển vị thực của cơ hệ cần tính. 

   Phƣơng pháp nguyên lí cực trị Gauss là phƣơng pháp mới trong cơ học môi 

trƣờng liên tục.  
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2.4. Cơ học kết cấu  

      Môn sức bền vật liệu và cơ học kết cấu nghiên cứu trạng thái ứng suất biến 

dạng của dầm, thanh, tấm, khung, dàn v.v…là những kết cấu có một hoặc hai kích 

thƣớc nhỏ thua nhiều  lần  so với các kích  thƣớc còn lại.  Trong trƣờng hợp này để 

đơn giản nhƣng kết quả tính vẫn bảo đảm độ chính xác đủ dùng trong thực tế 

(kiểm tra bằng thí nghiệm), có thể dùng mặt cắt kết cấu thay cho mặt cắt phân tố 

và các ứng suất  tác dụng lên mặt cắt đƣợc qui về thành các nội lực tác dụng lên 

mặt trung bình (đƣờng trung bình đối với dầm) nhƣ lực dọc N,  momen uốn M, lực 

cắt Q  v.v… Muốn vậy cần đƣa vào các giả thiết sau đây: 

 Khi chịu lực dọc trục, ứng suất pháp đƣợc xem là phân bố đều trên tiết diện.  

 Khi chịu lực ngang (tác dụng thẳng góc với mặt trung bình) có các giả thiết sau 

đây: 

      Mặt trung bình của tấm và trục trung bình của dầm không có nội lực và do đó  

không bị biến dạng. 

Giả thiết tiết diện phẳng: tiết diện sau khi biến dạng vẫn phẳng.                                  

      Không xét ứng suất nén giữa các lớp theo chiều cao tiết diện, nghĩa là xem các 

lớp song song với mặt trung bình (tấm) làm việc ở trạng thái ứng suất phẳng.           

 

Hình 2.4. Nội lực của phân tố tấm 

 Sử dụng các giả thiết trên, các momen uốn và xoắn và lực cắt tác dụng lên 

mặt cắt kết cấu xác định theo các biểu thức dƣới đây (hình 2.4):    
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331111
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h
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dxQ                                                       (2.28) 
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ở đây h là chiều cao tiết diện. 

 Để có thể áp dụng phƣơng pháp nguyên lý cực trị Gauss cần biết các „biến 

dạng‟ của tiết diện do momen uốn gây ra. Với các giả thiết nêu trên chỉ cần biết 

chuyển vị thẳng đứng w của trục hoặc mặt trung bình của kết cấu (còn gọi là 

đƣờng độ võng, đƣờng đàn hồi) thì trong trƣờng hợp uốn thuần tuý có thể tính 

đƣợc các chuyển vị theo các phƣơng còn lại và dùng các phƣơng trình (2.17) để 

xác định các biến dạng. Kết quả cho thấy các biến dạng trong mặt phẳng tấm (hoặc 

thớ dầm) phân bố tuyến tính theo chiều cao và tỉ lệ với độ cong  ij  của mặt võng 

(i=1,2; j=1,2):   

                                       ij     =     x3  i j    ; 

               11 = -w, 11    ,       22 =  -w, 22   ,        12 = -w, 12  .                               (2.29) 

  Dấu trừ trong công thức xác định độ cong (2.29) là do xem chuyển vị w có chiều 

dƣơng hƣớng xuống dƣới và dấu nội lực nhƣ trên hình 2.4. Nhƣ vậy, độ cong  ij 

của các lớp song song với mặt trung bình là giống nhau và đó là „biến dạng‟ do 

momen  M ij gây ra. Biết đƣợc biến dạng ij  xác định theo (2.29) sẽ tính đƣợc 

momen Mij theo (2.28). Liên hệ giữa momen uốn và „biến dạng uốn‟ của tiết diện 

nhƣ  sau: 

               )( 221111   DM ,  )( 112222   DM ,  1212 )1(  DM                   (2.30) 

ở đây D là độ cứng uốn 

             đối với dầm  D  = EJ =  
12

3Eh
 ,      đối với tấm  D =  

 2

3

112 

Eh
 

và  D (1 - )   đƣợc gọi là độ cứng xoắn  (độ cứng của biến dạng xoắn).   

(ở đây cần chú ý rằng do có liên kết gối tựa nên  mặt trung bình có thể bị biến dạng 

trong mặt phẳng của nó, giả thiết  mặt trung bình là mặt trung hoà nêu trên không 

đƣợc thoả mãn.Trong trƣờng hợp này độ võng phải là bé so với chiều cao dầm 

hoặc chiều dày tấm để có thể bỏ qua ứng suất tác dụng trong mặt trung bình). 

Trong trƣờng hợp có lực cắt Qii  thì chúng đƣợc xác định từ điều kiện cân bằng 

phân tố, ta có:   

              Q11   = 
1

11

x

M




  +  
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x

M




     ,        Q22     =    
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22

x
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hay   Q11  = D [(  11),1 +(  12 ),2 ] ,    Q22 = D[ (  12 ),1  +  (  22 ),2 ]                       (2.31)     

 Từ công thức (2.28)  có thể thấy độ cứng chịu cắt cuả tiết diện là Gh  và biến dạng  

trƣợt 11  và 22   tƣơng ứng với lực cắt sẽ bằng góc xoay của đƣờng đàn hồi:  

                             
1

1,11
x

w
w




   ,       

2

2,22
x

w
w




                                            (2.32)  

Trong lý thuyết kết cấu chịu uốn nêu trên, độ võng của kết cấu chỉ do mo-men uốn 

gây ra, không xét biến dạng trƣợt do lực cắt gây ra.    

 Đối với các lực Ni j tác dụng lên mặt trung bình của tiết diện thì các biến dạng 

ij  (i=1,2;j=1,2) vẫn xác định theo (2.17). Độ cứng của tiết diện chịu nén kéo sẽ là 

Eh. 

 Trong các công thức vừa nêu  lấy i=1,j=1 đối với bài toán một chiều (thanh, 

dầm), chiều rộng dầm bằng đơn vị.  

 Do sử dụng momen uốn của tiết diện nên phải đƣa thêm các liên kết về xoay 

để mô tả các điều kiện biên của nó: liên kết khớp cho phép tiết diện xoay tự do, 

momen bằng không; liên kết ngàm không cho tiết diện xoay, momen khác không.  

 Sau khi đã biết  „các biến dạng‟  tƣơng ứng với các nội lực của tiết diện 

(momen uốn, lực cắt, lực dọc trục  v.v..) và độ cứng của chúng thì dễ dàng xây 

dựng các bài toán cơ học kết cấu theo phƣơng pháp  nguyên lí cự trị Gauss.  

 Ta có thể viết một cách tổng quát lƣợng cƣỡng bức Z của bài toán cơ học kết 

cấu dƣới dạng tƣơng tự nhƣ (2.25) (bài toán tĩnh): 

            Z=  V  ijijij MM )[( 0 + iiiiii QQ )( 0 + ijijij NN )( 0 }dv      Min         (2.33a) 

hoặc dƣới dạng bình phƣơng tối thiểu 

   Z=  V 
Docung

1  (Nội lực hệ cần tính- Nội lực hệ so sánh)
2 
dv    Min       (2.33b) 

và trong trƣờng hợp không dùng hệ so sánh ta có 

                Z=  V 
Docung

1 ( Nội lực hệ cần tính) 2 dv - 


dwp ii2      Min        (2.33c) 

ở đây V là chiều dài dầm hoặc diện tích tấm,   là chiều dài hoặc diện tích phạm 

vi đặt lực. Trong (2.33) cần xem các độ cong  ij là các đại lƣợng độc lập đối với 

nội lực momen uốn M ij , các biến dạng trƣợt  11   và 22   là các đại lƣợng độc lập 
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đối với lực cắt  Q11  và Q22, các biến dạng trong mặt trung bình  ij   là các đại 

lƣợng độc lập đối với Nij và đều là các đại lƣợng biến phân của bài toán. Điều đó 

chỉ ra rằng cực tiểu của lƣợng cƣỡng bức Z , biểu thức(2.33) , chỉ có thể tìm từ 

điều kiện: 
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                                   (2.34) 

 Bởi vì các biến dạng uốn, biến dạng cắt v.v…là hàm của độ võng và độ võng 

là hàm của tọa độ nên điều kiện (2.34) đƣợc tính bằng phép tính biến phân và sẽ 

cho ta phƣơng trình cân bằng tĩnh của kết cấu (xem mục 2.5 dƣới đây).  

Phƣơng pháp nguyên lý cực trị Gauss với biểu thức lƣợng cƣỡng bức Z viết theo 

(2.33) và điều kiện cực tiểu (2.34) là phƣơng pháp mới, tổng quát trong cơ học kết 

cấu.      

2.5. Phƣơng pháp nguyên lý cực trị Gauss và các phƣơng trình cân bằng của 

cơ hệ 

Theo phƣơng pháp nguyên lý cực trị Gauss, nếu nhƣ biết đƣợc các  lực và nội lực 

của cơ hệ và các chuyển vị  và biến dạng do chúng gây ra thì có thể viết đƣợc 

lƣợng cƣỡng bức  Z của hệ. Dùng phép tính biến phân với đại lƣợng biến phân là 

các chuyển vị độc lập đối với lực tác dụng và biến dạng độc lập với ứng suất sẽ 

nhận đƣợc phƣơng trình vi phân cân bằng của hệ (phƣơng trình Ơ-le (Euler) của 

phiếm hàm Z ).  Sau đây trình bày các ví dụ sử dụng phƣơng pháp vừa nêu để tìm 

phƣơng trình cân bằng.  

2.5.1. Phương trình cân bằng tĩnh đối với môi trường đàn hồi, đồng nhất, 

đẳng hướng 

 Ba phƣơng trình vi phân cân bằng của cơ hệ dƣới dạng ứng suất là phƣơng 

trình (2.22).  Thế các ứng suất ij xác định theo (2.19) vào (2.22) sẽ có các phƣơng 

trình vi phân cân bằng của cơ hệ đàn hồi đồng nhất đẳng hƣớng dƣới dạng chuyển 

vị. Ở đây trình bày cách tính trực tiếp để nhận đƣợc các phƣơng trình đó (trƣờng 

hợp bài toán tĩnh).  
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 Liên hệ biến dạng - chuyển vị (2.17) và ứng suất -  biến dạng (2.19) đƣợc viết 

lại trong hệ tọa độ (x,y,z)  dƣới dạng thƣờng dùng với  u ,v và  w là các chuyển vị  

tƣơng ứng theo các chiều (x,y,z) nhƣ sau:   

                                      x  =  
x

u




  ,     y  =   

y

v




   ,       z  =   

z

w




     ,  

                   xy =  
y

u




 + 

x

v




,      xz  = 

z

u




+ 

x

w




,    yz  =   

z

v




 +  

y

w




   , 

  x = 2G(
x

u




+ 





21
 ),  y= 2G(

y

v




+





21
 ) ,   z = 2G (

z

w




+





21
 )   

                xy= G  xy,   xz= G  xz   ,     yz  = G  yz                                             (2.34) 

ở đây    =   x  +  y  +   z   -  biến dạng thể tích của phân tố. 

Ta viết lƣợng cƣỡng bức Z theo (2.25) cho mỗi ứng suất và lực khối  b: 

         Z1 = 
V

2G(
x

u




 + 





21
 )

x

u




 dV,     Z2 = 

V

2G(
y

v




 +  
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 ) 

y
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        Z3 =  
V

2G (
z

w




+  





21
 )

z

w




 dV,     Z4 =  

V

 G  xy (
y

u




 +  

x
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)dV , 

        Z5 =  
V

 G  xz (
z

u




 +  

x

w




)dV  ,          Z6 =  

V

 G  yz (
z

v




 +  

y

w




)dV 

       Z7 =   
V

bxu dV,       Z8= 
V

byv dV,     Z9 =  
V

bzw dV                            (2.35) 

Lƣợng cƣỡng bức Z bằng tổng  các lƣợng cƣỡng bức thành phần : 

                   Z    =  Z1+Z2+Z3+Z4+Z5+Z6+Z7+Z8+Z9              Min  

Từ điều kiện cực tiểu (1.21) của phiếm hàm  Z  viết lại dƣới dạng    

                   0













u

Z

u

Z ij

ij




, 0














v

Z

v

Z ij

ij




, 0














w

Z

w

Z ij

ij




                      (2.36) 

sẽ nhận đƣợc ba phƣơng trình vi phân cân bằng tĩnh. Bởi vì u, v và w là các hàm 

của tọa độ (x,y,z), không phải là biến độc lập , nên phép tính (2.36) là phép tính 

biến phân.  Phƣơng trình cân bằng thứ nhất với u là hàm chƣa biết nhận đƣợc với 

chú ý rằng   

- đại lƣợng biến phân của Z1 (ứng với  x ) là x  hay 
x

u




, nhƣ vậy 
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x
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x
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 - đại lƣợng biến phân của Z4 (ứng với   xy ) là   xy có thành phần  
y

u




, nên 

             
xy

Z



 4
 = - G 

y


 xy =  -G (

2

2

y

u




 + 

yx

v



 2

) 

 - đại lƣợng biến phân của Z5 (ứng với   xz ) là   xz có thành phần  
z

u




, nên 
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 + 

xz
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 - đại lƣợng biến phân của Z7 là u, nên  
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Tổng cộng   

                              
u
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 + 
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 7
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sau khi rút gọn  sẽ là : 
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21

G
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 )+bx=0                                 (2.37) 

 Phƣơng trình cân bằng thứ hai nhận đƣợc với v là hàm chƣa biết. Trong 

(2.35) các đại lƣợng biến phân của v có ở  Z2, Z4, Z6 và Z8.  Phƣơng trình cân 

bằng thứ ba nhận đƣợc với w là hàm chƣa biết. Trong (2.35) các đại lƣợng biến 

phân của w có ở  Z3, Z5, Z6 và Z9. Bằng cách tính biến phân tƣơng tự sẽ có thêm 

hai phƣơng trình cân bằng sau: 
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+
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21

G
(

z


 )+bz=  0                             (2.39) 

 Ba phƣơng trình (2.37), (2.38) và (2.39)  là các phƣơng trình vi phân cân 

bằng của cơ hệ đàn hồi, đồng nhất và đẳng hƣớng và đƣợc gọi là phƣơng trình 

Navier [4]  Dƣới dạng tenxơ các phƣơng trình này đƣợc viết gọn nhƣ sau:  

                              Guj,kk + 
21

G
 uk,kj + bj = 0                                                      (2.40) 
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2.5.2. Phương trình vi phân của mặt võng của tấm chịu uốn 

   Xét tấm có chiều dày không dổi Viết lại các biểu thức (2.30) đối với các nội 

lực momen uốn và xoắn và (2.31) đối với lực cắt tác dụng lên phân tố tấm trong hệ 

tọa độ (x,y) ta có : 
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)                                           (2.41) 

 Biết đƣợc các lực tác dụng lên phân tố thì đễ dàng viết đƣợc lƣợng cƣỡng bức  

Z, thí dụ, dƣới dạng bình phƣơng tối thiểu theo (2.33.b) (khi không có ngoại lực): 

          Z1 =   


D (
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 dΩ  ,   Z2 =   



 D(
2

2

y

w




 + 

2

2

x

w




) 

2 
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          Z3 = 2 
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) 2 dΩ                                                                      (2.42) 

ở  đây  Ω là diện tích tấm. Lƣợng cƣỡng bức Z   bằng tổng các lƣợng cƣỡng bức do 

mỗi thành phần nội lực momen uốn và xoắn gây ra : 

                            Z    =   Z1   +   Z2   +   Z3     Min                                        (2.43) 

 Chú ý rằng trong (2.43) ta chỉ xét nội lực momen, chƣa xét tới lực cắt , phân 

tố không có lực ngoài tác dụng. Hệ số 2 trong Z3 để xét momen xoắn tác dụng 

bằng nhau lên hai chiều x,y. Các „biến  dạng‟ tƣơng ứng với các nội lực momen  

xác định theo (2.29) : 

                        xx = -
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                                      (2.44) 

Các „biến dạng‟ này cần đƣợc xem là độc lập đối với các nội lực momen uốn và 

xoắn và là các đại lƣợng biến phân của bài toán.  Do đó từ điều kiện cực tiểu (2.36) 

ta có : 
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)      =    4D(1-  ) 
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yx
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                  (2.45) 

Tổng cộng các thành phần của (1.45) nhận đƣợc phƣơng trình vi phân độ võng của 

tấm chịu uốn : 

                     D 
4

4

x

w




  +  2D 

22

4

yx

w




  +  D 

4

4

y

w




      =   0                                      (2.46)   

Phƣơng trình (2.46) thƣờng đƣợc gọi là phƣơng trình Sophie Germain (năm 

1811).   

Khi xây dựng lƣợng cƣỡng bức Z (biểu thức 2.43) không xét tới lực cắt bởi vì lý 

thuyết kết cấu chịu uốn trình bày trên không xét biến dạng của lực cắt.Tuy nhiên, 

trong phạm vi của lý thuyết này, nếu dùng lực cắt xác định theo (2.31) và biến 

dạng trƣợt theo (2.32) thì lƣợng cƣỡng bức Z đƣợc viết nhƣ sau 
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w
Qd
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w
QZ yyxx )()(                                     (2.47) 

Xem các góc xoay 
x

w




  và 

y

w




 là các đại lƣợng biến phân độc lập đối với lực cắt 

Qx và  Qy và bằng phép tính biến phân lại nhận đƣợc  phƣơng trình vi phân (2.46). 

Đối với dầm, lƣợng cƣỡng bức viết theo (2.33.a) sẽ là : 
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ql

qw qdl                                   (2.48) 

 Trong (2.48) l  là chiều dài dầm, xx = -
2

2

x

w




  là biến dạng uốn (độ cong) của dầm, 

ql là chiều dài đoạn dầm có lực q  tác dụng. Phƣơng trình vi phân đƣờng độ võng 

của dầm: 

w
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 -  q  =   0                                                             (2.49)      
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CHƢƠNG 3. ỔN ĐỊNH ĐÀN HỒI CỦA THANH THẲNG CHỊU UỐN 

DỌC 

3.1. Phƣơng pháp nguyên lý cực trị Gauss để giải bài toán ổn định công trình 

Xét một thanh chịu tải trọng dọc trục p, dầm có chiều dài 1, độ cứng mặt cắt 

là EJx. 

Phƣơng trình đƣờng đàn hồi của thanh có dạng: y = y(x) phải thoả mãn điều 

kiện biên và điều kiện ban đầu (nếu có). 

Khi tải trọng dọc trục p tăng lên đến một giá trị nào đó thì trong thanh xuất 

hiện đồng thời hai thành phần ứng suất, do uốn và do nén. 

Lƣợng cƣỡng bức do mômen uốn 

  dxM
EJ

Z
x

l

x

2

0
1

1
  

Lƣợng cƣỡng bức do lực nén  

 
l

dxN
EF

Z
0

2

2

1
 

Lƣợng cƣỡng bức toàn bộ Z = Z1+ Z2 

3.1.1. Bài toán thanh chịu nén uốn đồng thời  

Xét một thanh chịu tải trọng dọc trục P, dầm có chiều dài l, độ cứng mặt cắt 

là EJx.  

Lƣợng cƣỡng bức của cột chịu nén uốn đồng thời đƣợc viết nhƣ sau: 

 








l

x
dxN

EF
M

EJx
Z

0

22 )(
1

)(
1

                                                                (3.1) 

Chuyển động của dầm đang xét sẽ rất gần với chuyển động tự do nếu nhƣ lƣợng 

cƣỡng bức đạt cực tiểu ( Z min) hay 0Z  

3.1.2. Bài toán thanh chịu nén uốn và cắt đồng thời 

Xét một cột chịu tải trọng dọc trục P, dầm có chiều dài 1, độ cứng mặt cắt là EJx 

 Lƣợng cƣỡng bức của cột chịu nén uốn và cắt đồng thời đƣợc viết nhƣ sau 

dxN
EF

Q
GF

M
EJx
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l

zyx 







0

222 )(
1

)(
1
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1

                                                     (3.2) 

Chuyển động của dầm đang xét sẽ rất gần với chuyển động tự do nếu nhƣ lƣợng 
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cƣỡng bức đạt cực tiểu ( Z min) hay 0Z  

3.2. Sử dụng phƣơng pháp nguyên lý cực trị Gauss thiết lập phƣơng trình vi 

phân cân bằng  

3.2.1. Các ví dụ tính toán   

Ví dụ 1: Thanh đầu ngàm đầu tự do 

 Xét thanh thẳng có chiều dài 1, độ cứng mặt cắt là EJx và có liên kết một 

đầu ngàm một đầu tự do, chịu tải trọng dọc trục P nhƣ ( hình 3.1a)  

 

           (a)                         (b)                                      (c)                         (d) 

Hình 3.1. Thanh đầu ngàm đầu tự do 

 Hệ so sánh đƣợc chọn là một thanh không có liên kết, có tải trọng và độ 

cứng mặt cắt nhƣ thanh đang xét. Theo (3.1) ta có: 
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 Chuyển động của thanh đang xét sẽ rất gần với chuyển động tự do nếu 

nhƣ lƣợng cƣỡng bức đạt cực tiểu ( Z min) hay 0Z . Vậy với y = y(x) thoả 

mãn điều kiện biên động học ban đầu ta có  
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Nhận xét: Trong (3.4) tải trọng P là bất kỳ, để cho 0Z  thì 
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Phải bằng “0” do đó phƣơng trình vi phân cân bằng là:  
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 yyP
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Ví dụ 2: Thanh hai đầu khớp 

Xét thanh hai  đầu có chiều dài 1, độ cứng mặt cắt là EJx và chịu tải trọng 

dọc trục P nhƣ, Hình 3.2a. 

 

Hình 3.2. Thanh hai đầu khớp 

Hệ so sánh đƣợc chọn là một thanh không có liên kết, có tải trọng và độ 

cứng mặt cắt nhƣ thanh đang xét. Theo (3.1), ta có: 
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Chuyển động của thanh đang xét sẽ rất gần với chuyển động tự do nếu nhƣ 

lƣợng cƣỡng bức đạt cực tiểu ( minZ ) hay 0Z . Vậy với y = y(x) thoả mãn 

điều kiện biên động học ban đầu ta có: 
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Hệ a,b,c là hệ phƣơng trình vi phân cân bằng của bài toán thanh 2 đầu khớp ( có 

kích động 
0

y . 

 

 



Trang 56 

  

3.2.2. Nhận xét và kết luận:  

Nhƣ vậy, qua 2 ví dụ trên ta thấy, từ phƣơng trình sử dụng nguyên lý cực trị 

Gauss, ta có thể thiết lập đƣợc phƣơng trình vi phân cân bằng của cơ hệ giống nhƣ 

việc áp dụng các phƣơng pháp khác. 

3.3. Các bƣớc thực hiện khi tìm lực tới hạn bằng phƣơng pháp nguyên lý cực 

trị Gauss 

Trong quá trình toán, ta sử dụng các giả thiết sau: 

 Vật liệu làm việc trong giai đoạn đàn hồi, do đó quá trình tăng tải và giảm tải là 

hoàn toàn thuận nghịch, đồng thời vật liệu tuân theo quy định luật Hook, tức là có 

quan hệ tuyến tính giữa ứng xuất và biến dạng. Trong quá trình chịu tải, năng 

lƣợng của hệ đƣợc bảo toàn. 

 Vật liệu là đồng nhất tại tất cả các điểm trong vật thể và đẳng hƣớng, tức tính 

chất cơ lý theo các phƣơng nhƣ nhau. Đồng thời vật liệu đƣợc coi là liên tục, tức là 

trong vật thể không có chỗ trống, trƣớc cũng nhƣ sau khi biến dạng. 

 Vật thể ở trạng tự nhiên trƣớc khi chịu lực, tức là trong vật thể không có ứng 

suất ban đầu. 

 Biến dạng của vật thể là nhỏ. Nói cách khác chuyển vị các điểm của vật thể do 

biến dạng gây ra là nhỏ so với kích thƣớc của nó. 

3.3.1. Các bước thực hiện 

Bƣớc1: Chọn hệ so sánh. 

Hệ so sánh là hệ hoàn toàn không có liên kết nhƣng có cùng độ cứng mặt 

cắt và cùng tải trọng với hệ đang xét. 

Bƣớc 2: Giả thiết đƣờng độ võng của dầm đang xét với biểu thức đƣờng độ võng 

phải thoả mãn điều kiện biên. 

Chẳng hạn, biểu thức đƣờng độ võng có thể viết dƣớc dạng đa thức chuỗi lƣợng 

giác đơn. 

Dạng đa thức: 
44320 10

xaxaxaxaazay n nn
 


 +....... 

Dạng hàm lƣợng giác theo Timosehnko: ny = a n cos(ks)+ b n sin(ks)+c n x + d n  

Bƣớc 3: Viết biểu thức lƣợng cƣỡng bức của hệ theo (3.1),(3.2). 

Bƣớc 4: Viết các điều kiện biên động học thể hiện sự sai khác giữa hệ cho và hệ so 
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sánh. Điều kiện biên chính là các ràng buộc dƣớc dạng đẳng thức. Ngoài ra, ra 

phải đƣa thêm ràng buộc, đó là điều kiện có nghiệm (tức là hệ phải có kích chuyển 

vị 
0

y ). 

Bƣớc 5: Cực tiểu hoá lƣợng cƣỡng bức. 

Đối với bài toán cực trị có các điều kiện ràng buộc, ra sử dụng phƣơng pháp 

nhân tử Langrange để đƣa về bài toán cực trị không ràng buộc. 

Gọi 
k

 là nhân tử Langrange để đƣa bài toán cực trị có điều kiện ràn buộc 

về bài toán cực trị không ràng buộc. Sau khi cực tiểu hoá lƣợng cƣỡng bức theo 

các thành phần cơ bản, nhận đƣợc biểu thức 
k

  có chứa lực tới hạn 
th

P . 

Bƣớc 6: Cho 0
k

  nhận đƣợc các giá trị P th . Ứng với các giá trị (i=1,2,3....n), ta 

có các thP1 , thP2  .... nthP . 

Giải thích: Xét dầm đơn giản AB chịu lực tập trung nhƣ P nhƣ hình (3-3). 

 

Viết biểu thức đƣờng đàn hồi cho các đoạn dƣới dạng đa thức: 





4
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4

4

3

3

2

2111
t

xaxaxaxaxay             với          (0x1 1 ) 





4

0

4

432102
j

i

j
xbxbxbxbbxby   với          (0x1 2 ) 

Chọn hệ so sánh giống dầm đang xét nhƣng hoàn toàn không có liên kết. 

Khi không kể đến ảnh hƣởng của lực cắt, lƣợng cƣỡng bức đƣợc viết nhƣ sau: 
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                                                    (*) 

Chuyển động thực của dầm cho sẽ rất gần với chuyển động tự do nếu lƣợng 

cƣỡng bức cực tiểu hay 0Z . 

Dầm cho khác dầm so sánh ở chỗ có các liên kết gối tựa tại hai đầu dầm. 

Từ đó ta có các điều kiện ràng buộc: 
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Ta đƣa bài toán tìm cực trị của (*) có 3 điều kiện ràng buộc về bài toán cực 

trị không có ràng buộc bằng cách đƣa vào các nhân tử Lagrange nhƣ sau: 
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Ta thấy hai đại lƣợng: ( )12
11

xPy và (2
1

1

2
g


) tƣơng tự toán học nhƣ nhau: 

+ 
11 lx

y


 Là chuyển vị của mặt cắt có đặt lực tập trung P. 

+  g1 là chuyển vị của gối B. Vậy, đai lƣợng 
2

1


  có thứ nguyên giống lực tập trung 

P và nó chính là phản lực liên kết tại gối B. 

3.3.2. Nhận xét và kết luận 

+ Nguyên lý cực trị Gauss không phải là nguyên lý năng lƣợng. Nguyên lý 

xét điều kiện dừng của phiếm hàm lƣợng cƣỡng bức 0Z  nhƣng lấy biến phân 

theo biến dạng và xem lực là độc lập với biến dạng. 

+ Nguyên lý cực trị Gauss có thể hiểu đơn giản là thay vì đi xét hệ thực (hay 

gọi là hệ cho), ta đi xét một hệ khác (gọi là hệ so sánh) hoàn toàn giống hệ cho 

nhƣng không có liên kết. Hai hệ này sẽ chuyển động lại gần nhau khi lƣợng cƣỡng 

bức cực tiểu. 

+ Khi lấy cực tiểu phiếm hàm biểu diễn lƣợng cƣỡng bức đối với các thành 

phần cơ bản, ta luôn có thể dẫn biểu thức của nguyên lý đang xét về phƣơng trình 

cân bằng. 

+ Khi giải bài toán ổn định công trình theo phƣơng pháp nguyên lý cực trị 

Gauss, ta giải trực tiếp đạo hàm cấp hai của đƣờng độ võng trên lƣợng cƣỡng bức 

(với giả thiết đã biết đƣờng độ võng) mà không cần phải giải phƣơng trình vi phân 

bậc 4. 
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+ Phƣơng pháp nguyên lý cực trị Gauss phát triển từ nguyên lý cực trị Gauss 

để đƣa ra lời giải cho bài toán cơ học vật rắn biến dạng. Lúc này, "gia tốc" trong 

nguyên lý cực trị Gauss chính là đạo hàm cấp hai của đƣờng độ võng. 

+ Hệ so sánh có thể chịu liên kết khác với hệ cho nhƣng phải giống hệ cho về 

tải trọng. 

+ Lƣợng cƣỡng bức thể hiện sự sai khác về liên kết giữa hai hệ: hệ cho và hệ 

so sánh. 

+ Với cách xây dựng bài toán và đƣa ra lời giải cho bài toán ổn định nhƣ bài 

toán có dạng biến dạng thông thƣờng nên sử dụng phƣơng pháp nguyên lý cực trị 

Gauss để giải bài toán ổn định công trình có cách làm và cách nghĩ đơn giản, hoàn 

toàn mới so với các phƣơng pháp khác. 

Trong luận văn này, tác giả sử dụng phần mềm Matlab để thực hiện việc tính 

toán. 

3.4. Các ví dụ tính toán 

3.4.1. Xác định lực tới hạn của thanh 

Ví dụ 1 - Thanh một đầu ngàm một đầu tự do 

 

Hình 3.3.a. Thanh đầu ngàm đầu tự do 

Xác định lực tới hạn cho thanh thẳng chịu nén đúng tâm (thanh Euler), độ 

cứng uốn của thanh là EJx nhƣ (hình 3.3a). Biết thanh hoàn toàn đàn hồi và ứng 

suất chƣa vƣợt quá giới hạn tỷ lệ. 

Trƣờng hợp 1: Viết biểu thức đƣờng độ võng cho thanh dƣới dạng đa thức: 
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 với (0x1)       (3.6) 

trong đó ai là các hệ số cần xác định. 
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Chọn hệ so sánh giống thanh cho nhƣng không có liên kết. Lƣợng cƣỡng bức 

đƣơc viết nhƣ sau 

dxP
E

dxyyP
x

y
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E
Z

ll
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                     (3-7) 

Trong đó :   
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E
 là lƣợng cƣỡng bức do mômen uốn 

           dxP
E

l
2

0 F

1
                              là lƣơng cƣỡng bức do lực nén 

Chuyển động thực của thanh cho sẽ rất gần với chuyển động tự do nếu lƣợng 

cƣỡng bức cực tiểu hay 0Z . 

Thanh cho khác thanh so sánh ở chỗ có liên kết ngàm tại đầu dƣới từ đó ta có 

các điều kiện ràng buộc 

y(x=0) = 0          ao = 0 
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      (3.8) 

Các điều kiện biên này cũng chính là cũng chính là các điều kiện ràng buộc 

của (3.7). 

Ta đƣa bài toán tìm cực trị của (3.7) có một điều kiện ràng buộc về bài toán 

cực trị không có điều kiện ràng buộc bằng cách đƣa vào nhân tử Lagrange nhƣ 

sau: 
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Thay (3.6), (3.8) vào (3.9) nhận đƣợc biểu thức lƣợng cƣỡng bức Z. Cho 

minZ  (phiếm hàm có cực trị), ta có hệ phƣơng trình: 

              0




i
a

Z
             0





k

Z


                                                               (3.10) 

Trong đó: ( i=27, k=1)               

Giải hệ phƣơng trình tuyến tính (3.10), xác định đƣợc các hệ số chƣa biết ai 

và nhân tử Lagrange 1. Trong đó 1 chính là phản lực liên kết tại vị trí có kích 
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động chuyển vị y0 hay tại y(x=l), mà trên thực tế nó là đầu tự do nên phản lực liên 

kết phải bằng không, nghĩa là 1=0. Giải phƣơng trình đặc trƣng 1=0 theo P ta 

nhận đƣợc các lực tới hạn Pth của cơ hệ. 

Đối với bài toán này la nhận đƣợc kết quả nhƣ sau: 

21
4674,2

l

EJ
P

th
            

22
208,22

l

EJ
P

th
                 

23
9435,21

l

EJ
P

th
 .......... 

21
4674,2

l

EJ
P

th
  là lực tới hạn bé nhất đối với thanh đầu ngàm đầu khớp (Hình 

3.3a), tức là lực dọc bé nhất có khả năng làm cho thanh bị cong đi và đƣờng độ 

võng ứng với ba lực tới hạn đầu tiên, nhƣ hình 3.3.b.c.d. 

Bảng 1: So sánh kết quả tính theo phƣơng pháp NLCT Gauss với kết quả 

chính xác nhận đƣợc từ các phƣơng pháp khác. 

Thứ tự Pth (theo Gauss) Pth (chính xác) Sai số( %) 

1 2,4674 2,4674 0 

2 22,2080 22,2066 0,0063 

3 61,9435 61,6850 0,419 

 

Trƣờng hợp 2: Viết biểu thức đƣờng độ võng cho thanh dƣới dạng hàm 

lƣợng giác theo Timoshenko [2] nhƣ sau: 

1111
)sin()cos( dxckxbkxy                             với (0≤x≤l)                  (3.11) 

trong đó: ai, bi, ci, di là các hệ số cần xác định, 
EJ

P
k   

Chọn hệ so sánh giống hệ cho nhƣng không có liên kết. Lƣợng cững bức đƣợc 

đƣợc viết nhƣ sau: 
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                     (3.12) 

Chuyển động thực của thanh đã cho sẽ rất gần với chuyển động tự do nếu 

lƣợng cƣỡng bức cực tiểu hay 0Z . 
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Thanh đã cho khác thanh so sánh ở chỗ có liên kết ngàm tại đầu dƣới từ đó ta 

có các điều kiện ràng buộc 

y1(x=0) = 0          g1 = a1+d1 
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lx
                             (3.13) 

 

Các điều kiện biên này cũng chính là các điều kiện ràng buộc của (3.12). 

Ta đƣa bài toán tìm cực trị của (3.12) có ba điều kiện ràng buộc về bài toán 

cực trị không có điều kiện ràng buộc bằng cách đƣa vào thừa số Lagrange nhƣ 

sau: 

  

















3

1

2

0

2

102

2

0
x

F

1
)(J

J

1

k
kk

ll

gdxP
E

dxyyP
x

y
E

E
Z                    (3.14) 

Thay (3.11), (3.13) vào (3.14) nhận đƣợc biểu thức lƣợng cƣỡng bức Z. Cho 

minZ  (phiếm hàm có cực trị), ta có hệ phƣơng trình: 
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                               (3.15) 

Trong đó: ( k=13)               

Giải hệ phƣơng trình tuyến tính (3.15), xác định đƣợc các hệ số chƣa biết a1, 

b1, c1, d1 và nhân tử la Lagrange 1, 2, 3 . Trong đó 3 chính là phản lực liên kết 

tại vị trí có kích động chuyển vị y0 hay tại y(x=l), mà trên thực tế nó là đầu tự do nên 

phản lực liên kết phải bằng không, nghĩa là 3=0. Giải phƣơng trình đặc trƣng 

3=0 theo P ta nhận đƣợc các lực tới hạn Pth của cơ hệ. 

                                3=cos(kl)=0                                                                                  (3.16) 
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Kết luận: Với các Pth vừa tìm đƣợc ta thấy chúng đều có giá trị dƣơng nên 

theo định lý Liapunov thì hệ sẽ bị mất ổn định theo các dạng khác nhau ứng với 

mỗi Pth trên. 

Bảng 2: So sánh kết quả tính theo phương pháp NLCT Gauss với kết quả 

chính xác nhận được từ các phương pháp khác. 

Thứ tự Pth (theo Gauss) Pth (chính xác) Sai số( %) 

1 2,4674 2,4674 0 

2 22,2066 22,2066 0 

3 61,6850 61,6850 0 

 

Nhận xét: Khi dùng đƣờng đàn hồi có dạng lƣợng giác theo hàm của 

Timoshenko và dùng phƣơng pháp nguyên lý cực trị Gauss để xây dựng và giải 

bài toán, ta luôn nhận đƣợc kết quả hoàn toàn chính xác so với kết quả nhận đƣợc 

khi giải bằng các phƣơng pháp khác.  

Tóm lại: Bài toán tìm lực tới hạn của thanh thẳng đàn hồi tuyến tính đƣợc 

giải quyết nhƣ sau: 

- Cho kích tại một điểm bất kỳ nào đó trên thanh (đƣa về bài toán có dạng biến 

dạng thông thƣờng). Giải bài toán này (xem nhƣ lực P đã biết). 

- Từ kết quả của bài toán tĩnh cho ta biểu thức . Giải phƣơng trình =0 theo P ta 

nhận đƣợc các lực tới hạn. Phƣơng trình =0 chính là phƣơng trình đặc trƣng để 

xác định lực tới hạn. 
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Ví dụ 2. Bài toán thanh hai đầu khớp 

Xác định lực tới hạn cho thanh chịu nén đúng tâm hai đầu liên kết khớp và 

chịu lực P tác dụng nhƣ hình 3.4a 

 

Hình 3.4. Thanh hai đầu khớp 

Lời giải: 

a) Trƣờng hợp 1: Chia thanh thành 2 đoạn (1 và 2) nhƣ hình vẽ 3.4c và viết 

biểu thức đƣờng độ võng cho các đoạn thanh dƣới dạng đa thức sau: 
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Trong đó: ai; bj là các hệ số cần xác định 

Chọn hệ so sánh giống hệ đã cho nhƣng không có liên kết. Lƣợng cƣỡng bức 

đƣợc viết nhƣ sau: 
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Trong đó:  dxPy
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lƣợng cƣỡng bức do mômen uốn 
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  dxP
l

2

0 EF

1
   Là lƣợng cƣỡng bức do lực nén 

Chuyển động thực của hệ cho sẽ rất gần với chuyển động tự do nếu lƣợng 

cƣỡng bức cực tiểu hay 0Z . 

Hệ đã cho khác hệ so sánh ở chỗ có liên kết khớp cố định ở đầu dƣới và gối di 

động ở đầu trên từ đó ta có các điều kiện ràng buộc 

yx=0 = 0   a0 = 0 
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Các điều kiện ràng buộc này cũng chính là điều kiện ràng buộc của (3.20) 

Ta đƣa bài toán tìm cực trị của (3.20) có 2 điều kiện ràng buộc về bài toán cực trị 

không có ràng buộc bằng cách đƣa vào thừa số Lagrange nhƣ sau: 
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Thay (3.18), (3.21) vào (3.22) nhận đƣợc biểu thức lƣợng cƣỡng bức Z 

Cho minZ  (phiếm hàm có cực trị) ta có hệ phƣơng trình: 
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 ; (i = 0 5; k = 12; j = 05)        

(3.23) 

Giải hệ phƣơng trình tuyến tính (3.23) xác định đƣợc các hệ số chƣa biết ai, bj và 

các nhân tử Lagrange  k. 

Từ kết quả tính toán có đƣợc cho 2=0. Từ đó tìm ra lực tới hạn Pth của hệ  

P1th = 9.8712
2l

EJ
; P2th = 39.4884

2l

EJ
; P3th = 89.4229

2l

EJ
 

P1th = 
22

2

l

J
8712.9

l

J EE



 là lực tới hạn bé nhất đối với hệ trên (hình 3.4a) 
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đây là trƣờng hợp hay giả thiết hơn cả trong thực tế. Ta gọi trƣờng hợp cơ bản về 

hiện tƣợng mất ổn định của thanh lăng trụ. 

P2th = 2

22

l

J2 E
; P3th = 

2

22

l

J3 E
 . . . .  là những lực tới hạn lân cận lớn hơn 

Plth lần lƣợt là 9 lần và 25 lần, trục võng tƣơng ứng trong các trƣờng hợp này là 

(hình 3-5a,b,c). 

 

Hình 3.5. Các dạng mất ổn định của thanh hai đầu khớp 

Bảng 3. So sánh kết quả tính  

theo phương pháp NLCT Gauss với kết quả chính xác 

Thứ tự Plh(theo Gauss) Pth(chính xác) Sai số (%) 

1 9.8712 9.8696 0.0162 

2 39.4884 39.4784 0.025 

3 89.4229 88.8264 0.671 

 

Chia thanh thành 3 đoạn (1, 2 và 3) nhƣ hình vẽ 3-6b . 

 

Lời giải: 
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Viết biểu thức đƣờng độ võng cho các đoạn thanh dƣới dạng đa thức nhƣ sau: 
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Trong đó a i ; b j ; c n  là các hệ số cần xác định. 

Chọn hệ so sánh giống cho nhƣng không có liên kết. Lƣợng cƣỡng bức đƣợc viết 

nhƣ sau: 
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Chuyển động thực của hệ cho sẽ rất gần với chuyển động tự do nếu lƣợng cƣỡng 

bức cực tiểu hay 0Z . 

Hệ cho khác hệ so sánh ở chỗ có liên kết khớp cố định ở đầu dƣới và gối di động ở 

đầu trên từ đó ta có các điều kiện ràng buộc. 
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Các điều kiện ràng buộc này cũng chính là điều kiện ràng buộc của(3.26) 

Ta đƣa bài toán tìm cực trị của ( 3.26) có 2 điều kiện ràng buộc về bài toán cực trị 

không có ràng buộc bằng cách đƣa nhân tử Lagrange nhƣ sau: 
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                         (3-28) 

Thay ( 3.24), (3.27) vào (3.28), nhận đƣợc biểu thức lƣợng cƣỡng bức Z. Cho Z 

min ( phiếm hàm có cực trị), ta có hệ phƣơng trình  

21;60;70;61(0;0;0;0
11
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Giải hệ phƣơng trình tuyến tính (3.29), xác định đƣợc các hệ số chƣa biết ai 

bj, cn và các nhân tử Lagrange 
k

 . 

Từ kết quả tính toán có đƣợc, cho 0
2
 . Từ đó tìm ra lực tới hạn Pth của hệ  

th
P

12
0  = 39.4784

2l

JE
; 

th
P

3
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Bảng 4: So sánh kết quả tính theo phương pháp NLCT Gauss 

với kết quả chính xác: 

Thứ 

tự 
Pth (Theo Gauss) Pth (chính xác) Sai số (%) 

1 9.8696 9.8696 0 

2 39.4784 39.4784 0% 

3 88.8258 88.8264 0.0000675 

  

Nhận xét: Khi chia thanh thành ba đoạn ta nhận đƣợc kết quả chính xác đến P3th, 

nhƣ vậy khi càng tăng số lƣợng điểm chia thì ta càng tìm đƣợc nhiều nghiệm 

chính xác. 

2

22

2
l

J2 E
P

th


 , 

2

22

3
l

J3 E
P

th


 ....là những lực tới hạn lân cận lớn hơn P1th lần lƣợt 

là 4 lần, trục võng tƣơng ứng trong các trƣờng hợp này là (hình 3.7a,b,c) 

 

Hình 3.7 

b) Trƣờng hợp 2: Viết biểu thức đƣờng độ võng cho thanh dƣới dạng hàm theo 

Timosheko [2] nhƣ sau: 

y1 = a1 cos (kx) + b1 sin (kx) + c1x + d1 

y2 = a2 cos (kx) + b2 sin (kx) + c2x + d2     (3-30) 

Trong đó a1, b1, c1, d1, a2, b2, c2, d2 là các hệ số cần xác định 

Chọn hệ so sánh giống dầm cho nhƣng không có liên kết. Lƣợng cƣỡng bức đƣợc 

viết nhƣ sau: 
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   Z = Z1 + Z2 + Z3  (3.32) 

Chuyển động thực của hệ đã cho sẽ rất gần với chuyển động tự do nếu lƣợng 

cƣỡng bức cực tiểu hay 0Z . 

Hệ cho khác hệ so sánh ở chỗ có liên kết khớp cố định ở đầu dƣới và gối di động ở 

đầu trên từ đó ta có điều kiện ràng buộc: 

y1(x=0)  g1 = a1 + d1 = 0 

)1(2 llx
y


= 0  g2= a2cos[k(l-l1)]  + b2sin[k(l-l1)] + c2(l-l1) + d2 = 0 

11 lx
y


=

02 x
y  =0  g3 = a1cos[k1]  + b1sin[kl1] + c2(l1) + d1 - a2 - d2 = 0 

)0(
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y
  g4 = (-a1 k)sin(kl1)  + (b1 k)cos(kl1) + c1 + b2k -  c2 = 0 

11 lx
y


= y0  g5 = a1 cos(kl1)  + b1sin(kl1) + c1l1 + d1 - y0 = 0        (3.33) 

Các điều kiện ràng buộc này cũng chính là điều kiện ràng buộc của (3.32) 

Ta đƣa bài toán tìm cực trị của (3.32) có 5 điện ràng buộc về bài toán cực trị không 

có ràng buộc bằng cách đƣa vào nhân tử Lagrnge nhƣ sau: 
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                 (3.34) 

Thay (3.30), (3.33), (3.34) nhận đƣợc biểu thức lƣợng cƣỡng bƣcs Z. Cho Z 

min (phiếm hàm có cực trị) ta có hệ phƣơng trình: 
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(3.35) 

Giải hệ phƣơng trình tuyến tính (3-35) xác định đƣợc các hệ số chƣa biết ai, bi; ci; 

di và các nhân tử Lagrange 
k

 . 

Từ kết quả tính toán có đƣợc cho 0
5
 . Từ đó tìm ra lực tới hạn Pth của hệ 

Giải phƣơng trình đặc trƣng ( 0
5
 ) theo P ta nhận đƣợc: 
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Nhận xét: Với k = 
JE

P
từ biểu thức trên ra thấy để (3-36) = 0 thì tử số phải bằng 

không hay: sin 01
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Giải (3.37) ta nhận đƣợc các Pth: 
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Bảng 4:  So sánh kết quả tính theo phương pháp NLCT Gauss 

với kết quả chính xác: 

Thứ tự Pth (Theo Gauss) Pth (chính xác) Sai số (%) 

1 9.8696 9.8696 0 

2 39.4784 39.4784 0 

3 88.8264 88.8264 0 

 

Ví dụ 3: Bài toán thanh hai đầu ngàm 

Xác định lực tới cho cột nén đúng tâm hai đầu liên kết ngàm và chịu lực P tác 

dụng tại đầu ngàm (đầu trên) nhƣ hình 3-8a 

 

Hình 3.8. Thanh hai đầu ngàm 

Lời giải: 

a) Trƣờng hợp 1: Chia thanh thành 3 đoạn nhƣ hình vẽ 3.8a. Viết biểu thức 

đƣờng bộ võng cho các đoạn thanh dƣới dạng đa thức: 
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với (x-l2x l2)                                                                                             (3.38) 

Trong đó aj; bj; cn là các hệ số cần xác định 

Chọn hệ so sánh giống hệ cho nhƣng không có liên kết. Lƣợng cƣỡng bức đƣợc 

viết nhƣ sau: 
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   Z = Z1 + Z2 + Z3 + Z4               

(3.40) 

Chuyển động thực của hệ cho sẽ rất gần với chuyển động tự do nếu lƣợng cƣỡng 

bức cực tiểu hay 0Z . 

Hệ cho khác hệ so sánh ở chỗ có liên kết ngàm ở hai đầu từ đó ta có các điều kiện 

ràng buộc 
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03 



x
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y
  g2 =  c0 + c1(l - l2) +2c2(l - l2) + 3c3(l - l2)

2
 + 4c4(l - l2)

3
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4
 + 
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0
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b0 = y0  b0 - y0 = 0                        (3.41) 

Các điều kiện ràng buộc này cũng chính là điều kiện ràng buộc của (3.40) 

Ta đƣa bài toán cực trị của (3.40) có 3 điều kiện ràng buộc về bài toán cực trị 

không có ràng buộc bằng cách đƣa vào nhân tử Lagrange: 
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                                                         (3.42) 

Thay ( 3.38), (3.41) vào (3.42), nhận đƣợc biểu thức lƣợng cƣỡng bức Z. 

Cho Z min ( phiếm hàm có cực trị), ta có hệ phƣơng trình: 

1a

z




= 0 ; 

jb

z




= 0 ; 

nc

z




=0 ;

k

z




= 0 ( i = 26; j=06; n=06; k=13) 

Giải hệ phƣơng trình tuyến tính (3.43), xác định đƣợc các hệ số chƣa biết 

a j ;b j ,c n  và các nhân tử Langnge k . 

Từ kết quả tính toán có đƣợc , cho
2

 =0. Từ đó tìm ra lực giới hạn P th của hệ. 

P th1  = 39.4784
2l

JE
; P th2 =  88.8264

2l

JE
; P th2  = 157.9137 

2l

JE
 

Bảng 5. So sánh KQ tính theo phƣơng pháp NLCT Gauss với kết quả chính xác  

Thứ tự P th (theo Gauss) P th ( chính xác ) Sai số (%)  

1 39.4784 39.4784 0% 
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2 88.8264 88.8264 0% 

3 157.9137 157.9137 0% 

  

Nhận xét: Khi chia thanh thành ba đoạn ta nhận đƣợc kết quả chính xác đến P th , 

nhƣ vậy khi càng tăng số lƣợng điểm chia thì ta càng tìm đƣợc nhiều nghiệm 

chính xác hơn. 

b) Trƣờng hợp 2: Viết biểu thức đƣờng độ võng cho thanh dƣới dạng hàm theo 

Timosheko [2]: 

Chia thanh thành 2 đoạn ta có : 

y 1 = a 1  cos ( kx) + b 1 sin(kx) + c 1 x + d 1 với ( 0x 1l ) 

y 2 = a 2 cos(kx) + b 2 sin(kx) + c 2 x + d 2  với (0 111 x ) 

trong đó a 1 ,b 1 ,c 1 ,d 1  là các hệ số cần xác định. 

Chọn hệ so sánh giống hệ cho nhƣng không có liên kết. Lƣợng cƣỡng bức đƣợc 

viết nhƣ sau:      Z = 
1

0

[
xEj

1
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1
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]dx                                         (3.45) 
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                                              (3.46) 

Chuyển động thực của hệ sẽ rất gần với chuyển động tự do nếu lƣợng cƣỡng bức 

cực tiêu hay 0Z . 

Hệ cho khác hệ so sánh ở chỗ có liên kết ngầm ở hai đầu từ đó ta có các điều kiện 

ràng buộc  

y )0(1 x = 0 g 1 = a 1 + d 1 = 0 

o
x

y
x





0

1   g2 = b2k+c1 



Trang 76 

  

11 lx
y


-y0 =0  g3 = a1cos[kl1]  + b1sin[kl1] + c1l1 + d1 - a2 - y0 = 0 
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  g4 = (-a1 k)sin(kl1)  + (b1 k)cos(kl1) + c1 + b2k -  c2 = 0 

)1(2 llx
y


= 0  g5= a2cos[k(l-l1)]  + b2sin[k(l-l1)] + c2(l-l1) + d2 = 0 

)1(

2

llx
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  g6 = (-a2 k)sin[k(l-l1)]  + (b2 k)cos[k(l-l1)] + c2 = 0 

02 x
y = 0  g7= a2+ d2 -y0 = 0                                                               (3.47) 

Các điều kiện ràng buộc này cũng chính là điều kiện ràng buộc của (3.46). Ta đƣa 

bài toán tìm cực trị của (3.46) có 7 điều kiện ràng buộc về bài toán cực trị không 

có ràng buộc bằng cách đƣa vào nhân tử Langnge nhƣ sau : 
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Thay (3.44), (3.47) vào (3.48), nhận đƣợc biểu thức lƣợng cƣỡng bức Z. 

Cực tiểu hoá lƣỡng phiếm hàm lƣợng cƣỡng bức Z, ta có hệ phƣơng trình: 

0;0;0;0;0 
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 (i=12; k = 17)       (3.49) 

Giải hệ phƣơng trình tuyến tính (3.49), xác định các hệ số chƣa biết ai, bi, ci, di và 

các nhân tử Lagrange k. 

Từ kết quả tính toán có đƣợc, cho 7=0. từ đó tìm ra lực tới hạn Pth của hệ. 

7=0  ta nhận đƣợc phƣơng trình sau: 0
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Bảng 6. So sánh kết quả tính theo phương pháp NLCT Gauss  

với kết quả chính xác 

Thứ tự P th  ( Theo Gauss) P th ( Chính xác) Sai số(%) 

1 39.4784 39.4784 0 

2 88.8264 88.8264 0 

3 157.9137 157.9137 0 

 

Nhận xét: Khi dùng đƣờng đàn hồi có dạng lƣợng giác theo hàm của Timoshenko 

và dùng phƣơng pháp nguyên lý cực trị Gauss để giải ta nhận đƣợc kết quả hoàn 

toàn chính xác. 
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KẾT LUẬN VÀ HƢỚNG NGHIÊN CỨU TIẾP THEO 

1. Kết luận: 

1) Tác giả luận văn đã áp dụng đƣợc phƣơng pháp nguyên lý cực trị Gauss 

vào việc giải bài toán ổn định của thanh thẳng đàn hồi chịu uốn dọc, đã giải quyết 

đƣợc vấn đề quan trọng của bài toán ổn định là tìm lực tới hạn. 

2) Tác giả đã xây dựng đƣợc quy trình xác định lực tới hạn theo phƣơng pháp 

nguyên lý cực trị Gauss cho thanh thẳng đàn hồi tuyến tính trong cả hai trƣờng 

hợp (đƣờng đàn hồi là đa thức và đƣờng đàn hồi là hàm lƣợng giác). Điều này cho 

thấy khả năng sử dụng các phƣơng pháp số để giải quyết các bài toán cơ học kết 

cấu phức tạp. 

3) Bằng việc tìm hiểu và áp dụng tính toán cho các bài toán cụ thể nhƣ thanh, 

có các điều kiện biên khác nhau, tác giả đã chứng tỏ đƣợc sự đúng đắn và hiệu quả 

của phƣơng pháp này. Các kết quả nhận đƣợc phù hợp với những kết quả đã có khi 

giải bằng các phƣơng pháp khác. 

2. Hƣớng nghiên cứu tiếp theo: 

1) Giải bài toán ổn định theo phƣơng pháp nguyên lý cực trị Gauss cho các 

kết cấu phức tạp hơn. 

2) Dùng thuật toán kích chuyển vị y0 tại một điểm bất kỳ nào đó trên thanh 

đƣa về bài toán tìm dạng biến dạng thông thƣờng, xem lực p nhƣ lực đã biết. 

Kết quả của bài toán này cho ta biểu thức của  . Giải phƣơng trình ( =0) 

theo p, sẽ nhận đƣợc các tải trọng tới hạn. Đây chính là phƣơng trình đặc tính để 

xác định các tải trọng tới hạn khi nghiên cứu ổn định của hệ tấm, vỏ. 
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