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LOI CAM ON

Tac gia luan van xin tran trong bay to long biét on sdu sic nhat dbi voi
GS.TSKH Ha Huy Cuong vi nhitng y tuéng khoa hoc ddc dao, nhiing chi bao
sdu sic vé phuong phap nguyén 1y cuc tri Gauss va nhitng chia sé vé kién thirc
co hoc, toan hoc uyén bac ctia Gido su. Gido su da tan tinh gitp d& va cho nhiéu
chi dan khoa hoc c6 gia tri cling nhu thuong xuyén dong vién, tao moi diéu
kién thuan loi, gitp d& tac gia trong sudt qua trinh hoc tap, nghién ctru hoan
thanh luan van.

Tac gia xin chan thanh cdm on cac nha khoa hoc, cac chuyén gia trong va
ngoai trudng Pai hoc Dan 1ap Hai phong d3 tao diu kién gitp d, quan tim
g6p ¥ cho ban luan van dugc hoan thién hon.

Tac gia xin tran trong cdm on cac can bo, gido vién cuia Khoa xay dung,
Phong dao tao Pai hoc va Sau dai hoc - truong Pai hoc Dan 13p Hai phong, va
cac dong nghiép da tao diéu kién thuan loi, giup d& tac gia trong qua trinh

nghién ctru va hoan thanh luan van.

Tac gid luan van

Giap Trung Kién
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MO PAU

Két ciu day 1a mot két ciu duoc ap dung rong rdi trong nhiéu cong trinh
dan dung, cong nghiép va giao thong trén thé giéi vi nhitng uu diém ndi bat cua
no: trong lugng nhe, vuot nhip 16n, thi cong lép rap nhanh, hinh dang kién trac
da dang va phong pht. O nudc ta két cau day da duoc nhiéu tac gia nghién ciru
ap dung va da dat duoc nhiéu thanh tyu to 16n trong nhiéu cong trinh thudc
nganh giao thong, xay dung cong nghiép va dan dung. Cau diy va cau treo di
g6p phan quan trong trong cudc chién tranh chdng M ctru nudce, dam bao giao
thong thong sudt ra tién tuyén, chéng chién tranh pha hoai. Trong thoi ky mo
ctra va hoi nhap, dat nudce trén con duong cong nghiép hoa va hién dai hoa két
ciu day da va dang dong gop hiéu qua vao cac cong trinh tai dién va giao thong.
Pic biét, két cau day dong vai tro quan trong va quyét dinh trong viéc dam bao
giao thong mién nui va dong bang song Ciru Long, mai che cac cong trinh nhip
16n nhu san van dong, nha trién 1am v.v...

Cho dén nay, bai toan diy don da dugc nhiéu tac gia nghién ctru song van
con dung nhiéu gia thiét gan dung. Khi tinh toan diy don hién nay thudng sir
dung dudng cong c¢6 dang hypecbol hodc parabol. Tuy nhién do phuong trinh
duong d6 vong ctia day nhan dugce déu 1 tir phuong trinh can bang luc, nén dé
xac dinh lyc cang can cho trudc miii tén vong, chiéu dai hodc thanh phén hinh
chiéu theo phuong ngang cua luc cing day.

Phuong phap nguyén 1y cuc tri Gauss do GS.TSKH. Ha Huy Cuong dé
xuat 1a phuong phéap cho phép ap dung nguyén Iy cuc tri Gauss - von duoc phat
biéu cho hé chét diém - dé giai cac bai toan co hoc vat ran bién dang noi riéng
va bai toan co hoc mdi truong lién tuc néi chung. Pic diém ctua phuong phap
nay la bang mot cai nhin don gian luén cho phép tim dugc két qua chinh xac
clia cac bai toan du d6 1a bai toan tinh hay bai toan dong, bai toan tuyén tinh

hay bai toan phi tuyén.



Poi twong, phwong phap va pham vi nghién ctru ciia luén viin
Trong luan van nay, tac gia sir dung phuong phap nguyén 1y cuc tri Gauss
no6i trén dé tinh toan day mém chiu tac dung cia tai trong tinh.
Muc dich nghién ctru ctiia luan van
“Xac dinh noi luc va chuyén Vi trong
ddy mémduéi tac dung cia tdi trong tinh”

Noi dung nghién ctru ciia dé tai:

- Trinh bay tong quan vé hé day va mai treo

- Trinh bay phuong phap nguyén 1y cuc tri Gauss.

- Sir dung phuong phap cho bai toan day mém.

- Lap trinh tinh todn mot s6 vi du



CHUONG 1
TONG QUAN VE PHAN TiCH KET CAU DAY DAY MEM

1.1 Két cau diy va mai treo

Két cau day va mai treo l1a hé¢ két cau duoc ciu tao tir nhitng day mém,
chi chiu kéo, bo qua kha ning chiu uén ctia day. Cac dang két cdu diy bao gdm
day tai dién, day ving, cau ddy cac loai va mai treo. Két cAu day con dugc ding
lién hop voi cac hé két cau cung khac nhu: dam, dan hodc tim tao nén hé két
cau lién hop nhu mai treo dam cting, cau diy ving.

Cap dung trong két cu day co loai, co cuong do gap sau lan nhung gia
thanh ché tao chi dit hon hai 1an thép x4y dung thong thuong [39], [82]. Do tan
dung duogc stc chiu kéo 16n nhu vay, nén két cAu day co6 trong luong nhe, cho
phép vuot dugc nhip 16n. Hinh dang kién trac cta két cau day néi chung va mai
treo bang day noi riéng ciing da dang va phong pht [81], [94].

Két cAu mai treo dau tién trén thé gioi xuat hién nim 1896 tai Hoi cho
trién 1dm Thanh phd Nhigiegorod (Nga) véi cac dang tron (D=68m), 6 van
(Dmax=100m) va hinh chr nhat (30x70m) do k¥ su xay dung nguoi Nga V. G.
Shukhov thiét ké [86]. Nhung mii sau d6, dén nam 1932 mdi c¢6 cong trinh tiép
theo duoc xay dung & My 1a bang tai nang hang ¢ Allbaney [86]. Tu tho1 gian,
d6 nhiéu cong trinh 16n sir dung két cau day va mai treo ra doi. Cau treo xuat
hién sém hon, cau treo dau tién duoc xay dung vuot song Tess & Anh nam 1741
cO nhip 21m [7]. M{t sb cong trinh cAu treo, mai treo da trg thanh biéu tuong
van hoa, diém tham quan du lich hodc biéu twong khoa hoc k¥ thuat cua dia
phuong va cua ca quéc gia. C6 thé néu mét s6 cong trinh vi du nhu sau:

Nhom céc cong trinh thé thao: Cong trinh san van dong Olimpic Seun
(Han Qudc) c6 mit bang tron voi dudng kinh 393ft (khoang 120m) [19]; nha
thi dau tai Dortmund (CHLB Pirc) ¢6 mit bang chit nhat 80x110m [32], cong



trinh bé boi thanh phé Wuppertal (CHLB Dric) [27] kich thudc mai 38x65m;
bé boi tai Bil (Thuy Si) kich thudc mai 35x70m[25]; nha thi du tai Zheshuv
(Ba Lan) [50] kich thudc mai 37,6x39,2m; san bang Juhenneshof tai Stockholn
(Thuy Pién) [95] kich thudc mai 83x118m; bé boi Olimpic tai Tokyo (Nhat
Bén) [31] kich thudc mai 120x214m.

Nhom céac cong trinh trién 1dm: Cong trinh Toa nha trién 1dm & Thanh
phb New-York (M$)[19], c6 mat bang hinh elip, cao 30m, vanh bién ngoai
bang bé tong cbt thép, dudng kinh 16n 110m, duong kinh nhé 79m; nha trién
13m ctia My tai trién 13m thé gi6i tai Bruxelles (Bi) [24] c6 mit bang tron dudng
kinh 104m; nha trién 1dm tai Oklahoma-city (M¥) [18] kich thudc mai

97,5x122m; nha trién 13m ctia Phap tai trién 1dm thé giéi tai Bruxelles (Bi) [21]

kich thudc mail7x34m; nha trién 1dm & Bratislave [96]...

Toa thi chinh Bremen (CHLB Dric) Nha may gidy Mantu (Italia)

Hinh 1.1.M¢t s6 cong trinh mdi treo dd xdy dung.



Nhom céc cong trinh san xuat: Xuong san xuét lesjeforce (Thuy dién)
[23] kich thudc mai 14,25x92,75m; tram may nong nghiép Gross-langherwish
(CHLB Dirc) [30] mit bang tron dudng kinh 31,6m; ga-ra ¢ Kiep (Nga) [60]
mit bang tron duong kinh 161m: nha may gidy thanh phé Mantu (Italia) [48]
mit bang chit nhat 30x249m

Mot sb cac cong trinh khac nhu: rap chiéu phim & Khac- cbp (Nga) [21]
kich thudc 45x56m, toa thi chinh Bremen (CHLB buc) [22] kich thudc
80x95m. Mot sb cong trinh tiéu biéu duoc gidi thiéu trén hinh 1.1.

Trong linh vuc cau ddy, nhiéu céng trinh d3 tré thanh di san vin hoa,
biéu tuong cua kién trc va danh diu su phat trién cua khoa hoc hoc k¥ thuat.
Nguoi ta thudng nhic dén cau Golden Gate (M¥) xay dung nam 1937 nhip dai
1280m, cau Verrazano (M§) xay dung nam 1969 nhip 1298m, cau Hamber
(Anh) xay dyng nim 1976 nhip 1410m. Dén nay nhiéu du an cau day nhip hang

nghin mét da va dang dugc nghién clru xdy dung qua cac vinh, bién: cau

Messine (Italia), cau Storebelt (Pan mach), ciu Gibraltar (Au-Phi)[9]

-

Hinh 1.2 Céng trinh cau ndi tiéng thé gidi va Viét Nam
Cau Golden Gate (M¥); Cau My Thuan - Séng Tién (Viét Nam)



C e T T — e — by —
Hinh Error! No text of specified style in document..1 Cau Strémsund &
Thuy Pién, 1955

Hinh Error! No text of specified style in document..2 Cau Vladivostok —
Russky, Lién bang Nga, 2012
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Hinh Error! No text of specified style in document..5 Cau My Thuén

O Viét Nam céac két cdu day treo da duoc sir dung nhiéu trong nganh cau
dudng. Trong thoi ky khang chién chéng My cac nha khoa hoc Viét Nam: Bui
Khuong [7],[8], Nguyén Vian Huong [2], P& Qubc Sam [10], Léu Tho Trinh
[13],[14],[15], d& c6 nhiéu cong trinh nghién ctru, tinh toan, thiét ké va xay
dung céac cong trinh cau cap vuot song gop phan hoan thanh nhiém vu bao dam
giao thong clia Pang va Pat nudc trong giai doan ay: cau Vinh Tuy (Ha giang),
cau Poan Vi (Ha nam), cau Poan Hung (Vinh Phu), ciu Ky Lira (Lang Son,
cau Son Cam (Thai Nguyén), cau Lén (Thanh Hoa), cau Viét Tri (Pht Tho),
cau Pubng (Ha Noi) [7]. Ngay nay dat nudc dang trén duong hién dai hoa va
cong nghiép hoa, nhiéu cong trinh ¢6 quy mé 16n da va dang dugc xay dung:
cau My Thuan (Séng Tién - Vinh Long) [11] (hinh 1.2); cdu song Han (Pa
Néng); cdu Binh (Hai Phong); san van dong My-Binh (Ha Noi). Nhiéu du 4n
vé cau day di va dang dugc nghién ctu xay dung: cau Séng Héu, cau Thu
Thiém, cau Phtt My, cau Béi Chay. Trong twong lai véi nhitng uu diém cua két
cAu ddy va mai treo nhiéu cong trinh c¢6 quy mo 16n chic chan s& duoc xay

dung nhiéu & nudc ta..



1.2. Ciu tao chung ciia két cau day va mai treo

So véi cac cong trinh khac, thiét ké két cAu ddy va mai treo c6 dic diém
la phai xét dén luc neo day va tinh chét dong luc hoc cua hé két cAu. Khi chiu
tai trong thay doi nhu gio, hé két ciu day va mai treo d& bi kich dong va xay ra
cac hién tuong mét 6n dinh khi dong hoc, dan hoi (aeroelastic). Nguyén nhan
pha hoai ctia cdu treo Tacoma Narao vao thang 11 ndm 1940 sau 4 thang dua
vao st dung dugc xac dinh la do hién tuong Hutter mot dang ty dao dong két
hop giita udn va xodn [20]. Nguoi ta cling ghi duoc nhiing bién d6 dao dong
16n cau day cap treo nghiéng cua ciu treo xay ra khi ¢ gié va mua dat dén hai
lan duong kinh ctia cap [17]. Cho nén khi thiét ké két cdu day noi chung va mai
treo ndi riéng can danh gia tinh chat dong hoc cia chung. Pé bao dam 6n dinh
cho mai treo thudng dung céc giai phap thiét ké sau [46], [19], [27], [56], [57],
[58], [60], [62]:

- Chat tai nhan tao 1én day: tai mém hodc tai ctng (hinh 1;3a).

« H¢ day hai ludi (hinh 1.3Db).

. Ludi day c6 d6 cong hai chiéu khac nhau dang hypecbolic, hypa
(hyperboloid- paraboloic) (hinh 1.3c).

B0 phén dit tién va phire tap nhat ciia hé day va mai treo bang day 1a két
ciu neo ddy. Mai treo nhip 16n hay nhip nho déu phai c6 két cau neo day. Do
d6 vé mit kinh t& mai treo thudong dugc dung véi nhip 16n hon 36m [54], [59],
[61], [ 65]

Day

/cneﬁ i cimg

Hinh 1.3 Céc giai phap 6n dinh mai treo



a - Chét tai nhan tao, b - Dung h¢ day hai 16p;
¢ - Dung luédi day cong hai chiéu dang Hypa.

Két ciu neo ctia mai treo duoc thiét ké bao dam céc yéu cau sau: c6 kha
ning chiu luc va chiu moi trong duong véi dy, c6 kha ning diéu chinh thay dbi
chiéu dai day trong thi cong, c6 kha ning vi chinh kéo cing hoic tha chung khi
can thiét trong qua trinh khai thac, chong ri tot, c6 khong gian dé thi cong don
gian va thuan tién, dé kiém tra sira chita trong qua trinh khai théc.

C6 thé néu ba giai phap vé két cau neo nhu sau:

« Neo day vao mong: Dung két cau bé boi Olimpic & Tokyo (Nhat Ban)
[32] 1am vi du. DAy céap chiu lyc chinh cing qua nhip 126m vat qua hai tru cao

va truyén vao trong mong cach try 44m (hinh 1.4)

Hinh 1.4.So d6 va mdt cdt doc c¢éng trinh Bé boi Olimpic ¢ Tokyo
1 - Khdi neo (méng neo); 2 - Thap tru d& day; 3 - Day cing
* Chon dang hinh hoc va so dd két cau cong trinh sao cho luc neo cling
c6 tac dung 6n dinh cua cong trinh: Liy cong trinh bé boi Wuppertal [27] 1am
vi du (hinh 1.5). Luc cing trong day duogc truyén qua neo vao dam bién kich
thudc 60x360cm dat trén dinh khung khan dai, khung khan dai két hop voi hé

dam san ti€p nhan tai trong nay va truyén vao mong cong trinh.



Hinh 1.5. Bé boi Wuppertal, ding khung san, cét khan dai chiu lyc neo.
1 - Day cang; 2 - Dam bién ; 3 - Khung khan dai
« Dung cac dai neo kin (dam kin dang tron, da giac phang hodc khong
gian) chiu tac dung cua lyc neo. Vi du nha trién 1am New York [19], luc cang
ngang cua day duogc truyén vao dam bién dang elip va triét tiéu trong hé dam

nay (hinh 1.6)

Hinh 1.6. Mat bang mdi nha trién lam New York va so dé triét tiéu luc ngang
Neo lam nhiém vu lién két cap voi két cau neo va truyén luc cing tir cap
vao két ciu neo. Bo phan neo thuong dugc ché tao trong nha may dé dam bao
chat luong va do tin cay [34], [42], [48], [49], [55], [71], [84], [85], [87]
Khdi neo 1a mot bd phan trong két cAu neo nham lién két neo vao két cdu
neo: Pbi véi dang neo vao moéng khdi neo chinh 1a khdi mong; Dbi véi dang

neo vao bién d& thi khdi neo 13 mot bo phan cua két cau bién (hinh 1.7)

10



b)
Hinh 1.7.M¢t sé chi tiét cdu tao khéi neo.
a - Neo vao két cdu bién thang; b - Neo vao két cau bién cong
Cép dung trong mai treo c6 cac loai cép kin, cap ho, cap mot tao cép
nhiéu tao, cap song song (hinh 1.8). C6 rat nhiéu loai cap dung trong mai treo
va déu dugc ché tao tir thép co cudng do cao. Viée chon cap cho hé treo noi
chung dua vao luc kéo dut, kha nang chiu méi cling nhu yéu cau vé ché tao,

lap dit, thi cong va cudi cung 1a vé kinh té [33] [36], [39],[84],[89]1,[91], [93].

Bo 1 a0 x 127 soi

Hinh 1.8. Mt cit mét so dang cdp diing trong mdi treo
a - Cap nhiéu tao; b - Cap mét tao; ¢ - Cap kin.

Céc chi tiéu co 1y ciia mot sb loai cap thuong dung ¢ My [16] duoc trinh

bay bang 1.1
Bang 1.1 Bang phan loai cap
Cap co vé | DPuong kinh Luc kéo Luc kéo t6i han | Do bién dang
boc (in) Min,  |Min véi 0,7% bién| khi do dan dai

11



(ksi) dang (ksi) 10 in ( %)

A >=0,041 220 100 4
B All 210 150 4
C All 200 140 4

1.3 Céc phuwong phap tinh toan day don va h¢ day

Ly thuyét tinh toan didy mém duoc nghién ciru tir 1au: Galilei G. (1564-
1642) di phan tich bai toan diy mém treo trén hai gbi tua va cho rang day cong
theo dudng parabol [13]. Sau d6 Huygens Ch. (1629-1695) da phan tich lai bai
toan ndy va tim thdy duong cong theo dang duong diy xich [13]. Nam 1823,
Navier H. (1785-1836) di thiét lap phuong trinh ctia day xich chiu tai trong
thang dmg phan bd bat ky, phan tich su thay doi dang hinh hoc ciia ddy va xac
dinh duoc chuyén vi & giita nhip. Néi chung trong thoi ky dau nay déu xem day
khong dan (khong co bién dang dan hoi) va c6 chuyén vi nho.

Céac phuong phap tinh toan day hién nay cling xuat phat tir dang véng
cua day do trong luong ban than gay ra [28],[29],[391,[40],[41],[63],[64],[68]
[71]..., Céc tac gia don gian hoa khi tinh bién dang day (tinh dén dao ham béc
nhat cta d6 vong), xét ddy 1am viéc trong mién dan héi. Dudi day trinh bay tom
tat cac phuong phap tinh day don va hé két cau day thuong dung hién nay.
1.3.1 Tinh day chiu tai ban than

Xét day don duoc giit trén hai goi twa ngang muc (hinh 1.8) gia thiét
trong luong ban than day G phan bd déu trén truc nam ngang, khong phai theo

chidu dai.day [35], [371, [39], [43], [44]. [45], [51],[83]

x =

Hinh 1.9 Day don chiu tai trong ban than

12



Goi V va H 1a phan lyc ding va nam ngang tai gdi tua, y 1a 46 vong cla
day. Day chi chiu luc cang T nén ldy momen ddi v6i diém bat ky nao trén day

déu bang khong, ta co:

Gl
\Y = (1.1)
- Hy+Vx—GZX2 =0 (1.2)
Tu d6 suy ra:
:M (1.3)
2H

Tai gitta nhip (x = 1/2) day c6 d6 vong 1a f. Thay x = 1/2 véo ta c6 moi
lién h¢ gitra luc cang H va do vong f:
GI? GI?

H= ; f = 1.4
8f 8H (14)

Puong cong do vong cua diy dugc thé hién bang phuong trinh:
4f
y:I—Zx(I X) (1.5)

Luc trong day duoc xac dinh theo diéu kién can béng luc tai géi:

H  GI

- = (1.6)
cosa.  8f cosa
Tur tam giac lugng ta co:
+(tgar)’ 1+(dyJ (1.7)
cosa

Xem day la thoai va dai luong trén dugc tinh gﬁn dang nhu sau:

1+(dy) 1. (dyj 1+1(MT (1.8)
dx dx 2 I

Thay vao biéu thtrc (1.6) ta nhan dugc cong thirc xac dinh luc cing T

trong day nhu sau:
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T:GIZ{“E(M(I—ZX)I} 19)
8f 2 I°

Ta nhén thay lyc cang T trong day 16n nhat tai gbi, nho nhat & giita nhip
va phu thudc vao dé vong 16n nhét( cuc dai) tai gitta nhip f. Nhu vay, tinh toan
ndi luc trong day phai theo so d6 bién dang cia day.

1.3.2. Phuwong phap tinh day theo hai trang thai.

Phuong phép tinh day theo hai trang thai dugc ngudi Nga dung nhiéu
trong nhitng nam trudc day, dau tién 1a Kauypun B.K. [52], [53], [54] sau nay
Mopo3zoB A.II [66], Mockanes H. C [65], Hukones C. H.[69] Céach lam nay
thay cho viéc dung phan luc dimg tai gbi V tac gia dung luc cat Q ctia ddm don

gian tuong tng (hinh 1.10).

Hinh 1.10. Ddy don chiu tdi trong thing dirng

. d . O . , N
Goi mOémen uon o, luc cat Q la mOémen uon va luc cat cia dam don

gian c6 nhip bang nhip ctia day va chiu tai nhu day. Goi Hy 1a luc cing ngang
trong diy néu biét yo 1a do vong cta day tai mot diém bat ky (thuong 1a giira
nhip yo= fo) thi lyc cang ngang Hy dugc xac dinh nhu sau:

MY M?
0 i =

Yo T (1.10)

Khi d6 phuong trinh d§ vong cua day y va goc nghiéng & cua day Ung

H

voitai trong ban dau la:

14



Md , 1 d

Chiéu dai day Lo theo dang vong cua day tinh gan dung sau:

1 2 D
L, =1+ Hdz=1+—20
C2H] !(QO) 2H; (1.12)

Khi day co6 thém tai trong tac dung, trong day c6 luc cing, chiéu dai day
thay doi lam thay doi luc cang ngang H tai gdi. Pxanuusra A. P. dua ra phuong

trinh bac ba xac dinh phan luc cing ngang tai gbi nhu sau:

H3{E&_H = }HuIEH -=rD=0

—__0

2 0
21 H! IH, (1.13)

Pé don gian tinh toan, Kauypun B.K. d3 bo qua cac dai luong rat nho va
dua ra phuong trinh bac ba xac dinh phan luc cing ngang tai goi nhu sau:

v [EE0 e o
0 (1.14)

Trong d6 D va Dy dugc xac dinh nhu sau:

D,=|Q/dz D=|Q"z
'j ; ! (1.15)

Phuong trinh luc cing (1.14) do Kauypun B.K. kién nghi so vé6i (1.13) do
Pxanuysra A. P. dua ra, c6 sai s6 nho hon 6% d6i v6i day thoai [13], [74].
Sau khi tinh duoc lyc cing ngang tai goi H theo (1.13) hodc (1.14) thi

tinh dugc d6 vong y(z), goc xoay & trong day:

M/ d
— tgo = Q
H . H (1.16)

Trong phuong trinh tinh Iyc cang (1.13) hoac (1.14) c¢o6 dai luong Ho, do

Yo) =

Ho phu thudc vao d§ vong ctuia day f nén céc dai lugng d0 vong, goc xoay trong
day phu thudc vao d6 vong caa day f. C6 thé hiéu rang, trong (1.13) va (1.14),

Do xét tai phan bd, D xét tai tip trung va déu thong qua lyc cit Q ctiia dim don
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gian twong duong. Nhiéu bao co khoa hoc vé cic dang khac nhau cua cach
nay [72], [75] nhung duong 16i va két qua déu gan nhu nhau.
1.3.3. Phuwong phap tinh diay theo mgt trang thai.

Phuong phap tinh day theo mot trang thai dugc cac nha khoa hoc phuong
tay str dung nhiéu. Paul Lew 1. va Thomas z. trong [19] gia thiét rang khi chiu
tai phan bd déu q, dudng do vong cua day co dang parabol, khi khong co tai
cling c¢6 dang dang cong ban dau 1a dang parabol (hinh 1.11). Béi vi dang cong
ban dau cta ddy khong anh hudng t&i két qua tinh. Tur hai gia thiét do, cac tac

gid da dua ra cac cong thuc tinh sau day

&

Hinh 1.11. So dé khéng tdi va cé tdi

Chiéu dai L ban dau cua sg1 cap co thé tinh:

L= I{1+ §(ijz}
3\ 1 (1.17)

Luc cang T (tai gdi) duoc xac dinh theo cong thirc:

q'z 1+ 16 f
' (1.18)
D0 gian dai cua cap xac dinh theo cong thirc:
gL
A EA (1.19)

Do vong ting 1a
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Al

f= 2
16 x(fjx{S — 24(]:) }
A 15 A1 ! (1.20)

Goc nghiéng o tao boi dd vong:

tgo = 4(f +Af)
l (1.21)
Phan lyc theo phuong ngang va phuong dung la:
H =T.cosa
V =T sina (1.22)

Tan s dao dong riéng o, duoc xac dinh nhu tan sé dao dong ngang cia

day don c6 luc cang truéc (n=1, 2, ...):
oy = nw |19 hoac o, = n_n\/f (1.23)
I Vg I Vm

Céac cong thirc néu trén co dic diém 1a tién dung trong thiét ké va thi
cong. Thi du, theo cong thirc (1.17) tinh dugce chiéu dai day theo d§ vong lon
nhat va chiéu dai nhip.
1.3.4. Phwong phap tinh day theo phwong phap lap Newton-Raphson.

Phén tich chiéu dai cac doan day sau khi bién dang (hinh 1.12) va lay
tong hinh chiéu cac doan day 1én truc nam ngang (truc x) bang chiéu dai nhip
1a s, 1én tryc dung (truc y) bang do 1éch gbi d, Alan Jennings [17] nhan duoc
hai phuong trinh dé xac dinh phan luc gbi H va V & gdi tua bén trai cua day.
Noi dung nghién ciru nay dugc thé hién bang mot vi du cu thé (hinh 1.12).

Goi 1 14 chiéu, dai cac doan chia (chia déu), Wj la tai trong tap trung tai
cac nat. Voi gia thiét doan day giira hai nat duoc coi 1a thang hai phuong trinh

hinh chiéu trén hai truc (hé phuong trinh 1.24)
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; w
; Y .
i\—xo ,lt- X1 —f— X2 —f— X ﬁt

s

Hinh 1.12.So do phan tich ting doan day.

7

Hé 2 phuong trinh phi tuyén(1.24) c6 thé giai bang phuong phap

Newton-Raphson nhu Alan Jennings da lam.
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1.3.5. Phuwong phap tinh dong luc hoc hé day va mai treo.

Téng quat va hé théng hoéa nhitng thanh tyu trong tinh toan dong luc hoc
két cau day va mot sd loai vo mang (vo phi mdémen) duoc trinh bay kha day du
va cu thé trong [46], [77], [78], [80], [90]. Cac tac gia dd xay dung cac phuong
trinh vi phan can bang dong luc hoc chung cho cac két cdu vira néu trén co s
li thuyét phi tuyén cua co hé moi trudng lién tuc va chi ra rang: Cac phuong
trinh can br?mg dong luc hoc cua day don hoac ludi day co thé nhan dugc tir
phuong trinh can bang dong luc hoc ctia vo phi mémen bang cach cho tng suat
cat trong vo bang khong. Dua vao nhimg két qua nghién ctru nay c6 thé danh
gia dugc tinh chat lam viéc dong cua két cdu diy néi chung va mai treo noi
riéng.

D6 1a diéu can thiét trong thiét ké két cau diy va mai treo. Dé thay ro
hon tinh chit cua bai toan dudi day trinh bay phuong trinh cin bang cta day

don thoai co chiéu dai 21 [46, tr 42].

H OW _iqz(zj j(zj de:ﬂ[éj ow

Trong d6: H - luc cing ngang trong dy ¢ trang thai can bang tinh;

W - Do vong cia day;
EF- D0 cung chiu kéo cua day;

A
q(x)= q(lzj - tai tinh phan bd va ciling 13 khdi luong m(x) cta day

q(x)
m(x) = 9 véigla gia tde trong truong;
M - hang s bat ky, A = 0 ta c6 tai trong tinh phan bd diéu va khéi luong
cling phan bé diéu.
Phuong trinh (1.25) nhan duoc khi xem duong bién dang day thoai (ti 18

d6 vdng 16n nhat so véi nhip nho thua 1/10 d6i v6i day va 1/5 ddi véi vo), nghia
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1a bo qua cac thanh phan phi tuén ctia chuyén vi dimg w.

V&i mot vai bién doi, cac tac gia [46] tim dugc 10i giai ciia phuong trinh
vi phéan (1.25) duéi dang ham Bessell v6i chi s6 14 phan s6 cong véi mot dai
luong khac. Loi giai sb cho thay tin sé dao dong riéng cua day phu thudc vao
bién d6 dao dong. Bai toan xét anh hudng cta do ctng ubn cua day ciing dugc
trinh bay trong [46].

1.3.6. Phwong phap tinh day theo so' dd day xich.

Phuong phép tuong tu dam trinh bay & trén khé c6 thé dung trong truong
hop duong do vong cia day 1a dudng khong gian (day chiu tai bat ki). Vi vay,
trong [79], [83], [88] con xét truong hop tinh diy xich dé xay dung bai toan
tinh ludi day chiu tai thang dimg va nam ngang theo phuong phap ma tran (hinh
1.13).

Hé phuong trinh dai s6 (phi tuyén) trong [83] viét dudi dang sau :

[A(u)]N=F, A=[AU)]"u, [K]A=N(1.26)

Trong d6: [A(u)] 1a ma trin ctia phuong trinh can bang nat phu thudc vao

chuyén vi u;

A 1a vecto d0 dan dai cua day;

N la vecto noi luc;

[K] ma tran do cung day

F 1a vecto ngoai luc.

Hinh 1.13.So d6 tinh day xich

a - Dang day; b - So d6 tai trong nit; ¢ - So d6 chuyén vi nat va doan day.
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Tir (1.26) thdy rang an cta bai toan tinh day xich vira 1 cac chuyén vi
nit u vira 1a cac ndi lyc N, vi so d6 hinh 1.13 13 so d6 bién hinh. Trong [76]
khong dua ra thi du tinh nén kho c6 thé binh luan vé 16i giai nay.

GS Bui Khuong [5], trén co s& phuong phap ma tran, da nghién ctru va
dé cap dén hau hét cac bai toan tinh tinh va dong luc hoc hé day va két cu day
bao gom ca truong hop tai 3 chiéu, cac bai toan tinh toan thiét ké va tinh toan thi
cong. Net ddc bi¢t trong phuong phap nghién ctru cua GS Bui Khuong 1a xét trang
thai lam viéc cua day trén co so trang thai trude ctia nd. Thi du phuong trinh tinh
day don cd dinh ¢ hai gdi nam ngang mirc viét nhu sau:

1
EF

1 H |
H® - N +Au)H? + —— [Q%dx——[Q%dx = .
EF( +Au) +2EF!de 2!de 0 (1.27)

Trong (1.26) luc cang N va do dich chuyén Au 1a cac gia tri da biét &
trang thai trudc. Theo uupac [83], luc cang tinh theo (1.26) trung vai (1.13).
Noi chung, cac bai toan tinh va dong luc hoc ctia day va hé day trong [83] déu
dua trén gia thiét gan dung vé tinh chiéu dai day sau khi bién dang giéng nhu
cac phuong phap trinh bay trén.
1.4. Nhan xét

Két ciu day va mai treo tan dung dugc cuong do cao cua vat liéu, cod
trong lwong nhe va vuot dugce khau do 16n, kiéu dang kién trac phong phti ngay
cang duoc sir dung rong rii trén thé gidi va trong nude. Khi tinh toan thiét ké
va thi cong cong trinh loai nay can xét dén két ciu neo va tinh chét lam viéc
dong luc hoc ctia cong trinh. Do 1a dac diém chu yéu ctia két cau day noi chung
va mai treo noi riéng so vai cac loai két cdu khac

Céac phuong phap tinh toan két ciu day hién nay déu dua trén phuong
phap tuong tu dim dbi véi day don hodc twong tu vo thoai ddi véi ludi day.

Hau hét cac phuong phap hién c6 déu xét day cong thoai hodc ludi day

thoai, nghia 14 tinh gan dang d6 gian dai cua day va dung dugc khi ti 1€ gitra do
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vong 16n nhat f va chiéu da nhip / 1a nho.

Khi day chiu tai khong gian thi phai dung so do day xich hoic day gip
khuc. Két qua tinh trong trudng hop nay con rat han ché va hau nhu khong co
vi du trinh bay.

Khéng giong nhu dao dong cta day dan, tan sé dao dong riéng ciia day
c6 do vong phu thudc vao bién dé dao dong. Két qua nay nhan dugc tur gia thiét

xem duong do vong day la thoai [46].
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CHUONG 2
PHUONG PHAP NGUYEN LY CUC TRI GAUSS

Chuong nay trinh bay nguyén Iy Gauss, sau d6 trinh bay phuong phép mai
dwa trén nguyén 1y cuc tri Gauss dé xdy dung va giai cc bai toan co hoc dudi
dang téng quat, chu yéu 1 cua co hé vat ran bién dang. Pé dat muc tiéu trén,
trong chuong con gidi thiéu cac khai niém Gng suat va bién dang cta co hé
moi trudng lién tuc va cua co hoc két cau. Cudi cung, dé lam vi du, trinh bay
viéc ap dung phwong phap méi dé nhan duoc cac phuong trinh vi phan can
bang ctia co hé.

2.1. Nguyén li cwe tri Gauss

Nam 1829 nha toan hoc nguoi Bic K.F. Gauss da dua ra nguyén 1y sau
day dbi v6i co hé chat diém [1,tr. 171]:

“Chuyén déng thuwc ciia hé chat diém co lién két tiy ¥ chiu tdc déng bt
ki & méi thoi diém xay ra mét cach phit hop nhdt cé thé véi chuyén dong ciia
hé dé khi hoan toan tw do, nghia la chuyén déng thiee xdy ra véi lwong cudng
bikc toi thiéu néu nhir s6 do lwong cudng birc ldy bang tong cdc tich khoi lwong
chat diém véi binh phwong do léch vi tri chat diém so véi vi tri khi chung hoan
toan tw do”.

Goi m. 1a khéi lwong chat diém, A; 13 vi tri cia né, B, 1a vi tri sau thoi
doan vo cung bé do tac dong lyc ngoai va do van tbc & dau thoi doan gay ra,
C, lavitrico thé ( bi rang budc boi lién két) thi lugng cudng burc dugc viét nhu

sSau.

z=ym(BCJ —»Min (2.1)

Dau tong trong (2.1) 14y theo s6 chat diém.
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Str dung nguyén 1y van tdc 4o va nguyén 1y D ‘Alembert, xét hé 6 trang thai
can bé'mg va cho rﬁng ¢0 luc vo1 do 1on ti 1€ voi do dai E tac dung theo chiéu
tir C, dén B, , Gauss da chimg minh nguyén 1y cia minh [1,tr. 172].

Pé co thé sir dung nguyén 1y Gauss can biét dai luong bién phan cia
no6. Theo [1,tr. 889], Gibbs (nam 1879) va Appell (nam 1899) di tr cac 1ap luan
khac nhau déu nhan dugc nguyén 1y Gauss va chi ra rang dai lugng bién phan
ctia nguyén 1y nay 1 gia toc. Diéu nay co6 nghia la:

ori=0; ori=0; of# O (2.2)
& day & 1a ki hiéu bién phan ( 1ay vi phan khi ¢ dinh thoi gian ), 1, I'; va
F'i 1an luot 1a vecto toa do, vecto van tdc va vecto gia tdc cua diém i. Chuyén
dich cua chét diém cta hé c6 lién két duéi tac dung cua luc F; sau thoi doan dt

tinh theo cong thurc sau day:
r+rdt +%'r;dt2(2.3)

Vi 8ri=0va &f;=0 nén chuyén dich cta chat diém hoan toan tu do (co
thé hinh dung & dau thoi doan dt lién két duoc giai phong nhung van giir luc
tac dung) sau thoi doan dt 1a :

ri+r'idt+lidt2 (2.4)
2m

Hiéu cta (2.4) va (2.3) cho ta d6 1&ch vi tri ctia chét diém c6 lién kétso voi
vi tri ciia né khi hoan toan tu do.
C6 thé xem dt 14 hang thi lugng cudng birc Z theo (2.1) duoc viét dudi dang

luc nhu sau (v6i d6 chinh xac bang thira s6 dt*/ 4)

Z:Zml(%—ﬁj — Min (2.5)
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hoac
Z = Zmi(lri - m, ¥, )= Min (2.5a)
Khi tinh luong cudng b theo (2.5) can xem gia toc 1a dai luong bién
phan (bién phan kiéu Gauss theo cach néi ctia Boltzmann ). Nhu vay, phuong
phap tim cuc tiéu cla cac bai toan co hoc dugc xay dung theo nguyén 1y (2.5)
khong thé 1a bat ky ma phai 1a (khi khéng c6 rang budc nao khéc):
oL

Diéu kién (2.6) s& cho ta phuong trinh can bang. That vay, ap dung (2.6)
vao (2.5) ta nhan dugc phuong trinh can bang ciia hé (& day luc tac dung bang
luc quan tinh). Appell va Boltzmann (ndm 1897) con cho biét nguyén Iy Gauss
ding cho h¢ lién két holonom va ca hé lién két khong holonom [1,tr. 890].

Nguyén 1y Gauss (2.1) hodc (2.5) c6 dang ctia phuong phap binh phuong
tbi thiéu 1a phuong phép ciing do Gauss dua ra va dugc dung rong rii trong
toan hoc hién dai, trong giai tich cling nhu trong 10i giai s6. C6 1& vi viy nguyén
Iy Gauss thu hat sy chil ¥ ciia nhiéu nha khoa hoc, thi du, Hertz (nim 1894)
dua trén ¥ tuong luong cudng bic dua ra nguyén 1y dudng thang nhat (dudng
c6 d6 cong nho nhat) hoic Prigogine (nim 1954) va Gyarmati (nim 1965) da
xay dung duogc luong cudng buc cta cac qua trinh khong hdi phuc trong nhiét
dong luc hoc [2].

Céc tai liéu gido khoa vé co hoc thudng gidi thiéu nguyén 1y Gauss dudi
dang (2.5) 1a dang dung duoc dé tinh toan. Nhung nguyén 1y (2.5) véi dai luong
bién phan 14 gia téc chi 1a mot biéu thi ciia nguyén 1y Gauss (2.1) boi vi dai
luong bién phan trong co hoc con ¢o thé 1a chuyyén vi va van toc nhu trinh
bay sau day.

2.2. Phwong phap nguyén ly cwe tri Gauss

25



Trong bai viét ctia minh Gauss néu nhan xét rang nguyén Iy vin toc do
bién vin dé tinh hoc thanh vin dé todn hoc thudn tuy, con nguyén Iy
D’Alembert dua bai toan dong luc hoc vé bai todn tinh hoc va moi nguyén ly
ciia co hoc hodc nhiéu hodc it déu cé thé triee tiép it ra tir hai nguyén 1y trén.
Duéi day trinh bay phuong phap dua trén nguyén 1y chuyén vi 4o dé nhan dugc
biéu thirc (2.1) ctia nguyén 1y Gauss.

Xét hé chat diém c6 lién két tuy y & mot thoi diém bat ki nao d6 c6 nghia
1a phai dua lyc quan tinh f; cua hé tai thot diém do tac dung 1én h¢. DPdi v6i hé
hoan toan tu do luc quéan tinh fy; cia nd bang véi ngoai luc (chi s6 ‘0’ & chan
ki tu chi r.%mg ki tu do thudc h¢ so sanh, truong hop nay 1a h¢ hoan toan ty do c6
cung khéi luong va ciing chiu tac dung luc ngoai gidng nhu hé o lién két). Nhu
vay, cac luc tac dung 1€n hé co lién két gém cac luc fi= m;fj va cac luc foi = mj
Foi (thay cho ngoai luc). Theo nguyén Iy chuyén vi 4o ddi véi lién két giir (lién
két dudi dang dang thuc) va khong giit (lién két dudi dang bat dang thuc) diéu

kién can va du dé hé & trang thai can bang 1a [1,tr. 887] :

> (f,—f,)o0 <0 (2.7)

Biéu thtic (2.7) ciing duoc Fourier (ndm 1798 ) va Ostrogradsky ( nim
1838) doc lap dua ra.
C6 thé nhan xét ngay rang phan trong ngodc don cua (2.7) biéu thi luc tac
dung 1én hé nén phai bang khong dé hé & trang thai can bang.
Trong biéu thirc (2.7) can xem c4c chuyén vir; doc lap ddi véi luc tac dung.
Cho nén tir (2.7) co thé viét:
Z=>(f - f)r >Min (2.8)

Trong (2.8) r; 1a cac bién ddc 1ap can tim dé bao dam cho Z cuc tiéu. Vi
chuyén vi roi ctia hé hoan toan tu do dé biét nén biéu thuc (2.8) twong duong

v6i cac bicu thic dudi day:
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Z = Z (fi - fOi)(ri _rOi)_> Min (28&)

hoac Z =) m {%—'fm} (r,—ry;) — Min(2.8b)

D& dang nhan thay (2.8b) 1a tich cua khdi lugng m; v6i binh phuong d6 1éch
vi tri chat diém va do d6 Z xac dinh theo (2.8) 1a luong cudng birc ciia nguyén
Iy Gauss (v6i d6 chinh xac bang thira s6 dt¥ 2). So véi (2.5), luong cudng birc
Z xac dinh theo (2.8) biéu thi ddy du va rd rang tu tudng cta nguyén Iy Gauss
thé hién & chd, thir nhét, n6 cho phép so sanh hé co lién két véi hé hoan toan tu
do, thi hai, dai lugng khong biét (dai lwong bién phan) trong (2.8) 1a chuyén vi
gidng nhu trong (2.1). Cuc tiéu cia (2.8) can va phai dugc tim tir diéu kién (khi
khong c6 cac rang budc nao khac):

oZ _
& =0 (2.9)

Diéu kién (2.9) ap dung vao (2.8) cho ta phuong trinh can bing ctia co hé.

Vidu 1 Vidy nay lay tir [3,tr. 64]. Viét phuong trinh chuyén dong cta
khéi luong m chay trén duong cong y= bx? trong mit phang (xy), khong c6
luc ma sat, dudi tac dung cua trudng gia toc g (Hinh 1.1).

Y | y=bhux?

}

.
@

Hinh 1.1
Céc lyc tac dung lén khoi lugng m bao gém: luc quan tinh theo chiéu y, luc
trong truong theo chiéu Am cua y, luc quan tinh theo x. Chon hé so sanh 1a hé
c6 cung khéi luong m nam trong trudng gia tbc g nhung hoan toan tu do.
Luong cudng birc duoc viét theo (2.8) nhu sau:

Z = (my+mg)y+(mx)x — Min (@)
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Thé y =bx? vao (a) ta co

Z = (my+mg)bx® +(mX)x — Min (b)

. LA A TAL A e aA 1. OZ A
Xem chuyén vi x la bién ddc 1ap va tur diéu kién o 0 nhan duogc:

2bxy + 2bgx + X =0 (c)
Thay § = 2bxx +2bx> vao (¢) nhan dugc phuong trinh chuyén dong cta
khéi lugng m
(4b*x* + D%+ 4b*xx* + 2bgx =0 (d)
Phuong trinh (d) 13 két qua can tim.
Nhu nhan xét cua Gauss néu trén, c6 thé néi biéu thuc (2.7) di bién van dé
tinh hoc (can bang lyc) thanh van dé toan hoc thuan tuy. That vay, néu ta ding
gia toc 1a dai luong bién phan thi twong tu nhu (2.7) c6 thé viét

D (fi-f,)dFi<  0(2.10)

v6i diéu kién gia toc 12 dai lugng doc 1ap ddi véi luc tac dung.
Tir (1.10) c6 thé viét

Z =Y (fi-fy)fi—>Min(2.11)

Trong (2.11) cin xem gia téc F;la dai lugng bién phan dé bao dam cho Z
cuc tiéu. Vi gia tdc Foi ciia hé hoan toan tw do da biét nén biéu thic (2.11)
tuong duong véi cac biéu thirc dudi day:

Z =Y (fi—f)( i Foi) — Min (2.113)
hodc Z = Z m, (%—'r'm]( Fi- Foi) — Min

Z =Y m-£)*—> Min(2.11b)

Ta thiy (2.11Db) trung véi (2.5). Cac gia toc ¥ phai thoa man céac lién két

néu c6 va diéu kién cyc tiéu cta (2.11) 1a biéu thuc (2.6).
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Vidu2.Lam lai vi du 1 (Hinh 1) theo nguyén 1i (2.5) hodc biéu thirc (2.11)
Khéi luong m vira chuyén dong theo x, vira chuyén dong theo y, nhung

do c6 lién két y=bx? nén chi c6 mot bac tu do, thi du 1a x. Cac luc tac dung
1én m bao gdm: Lyc quan tinh theo chiéu y, luc trong trudng theo chiéu 4m cia

y, luc quan tinh theo x. Lugng cudng birc Z viét theo (2.5) la:
Z= m(%+ §)2 + mx? —> Min (a)

Lay dao ham rang budc y=bx? theo thoi gian hai lan ta co :
y = 2bxx + 2bx* (b)
Thay y trong (a) bang (b), nhin dugc

Z = (g + 2bxx + 2bx*)* + X*> — Min (C)

Xem gia toc % 12 bién doc 1ap va tir diéu kién 6z /6% =0 ta co6 phuong trinh
chuyén dong cua khéi lwong m nhu sau :

(4b*x* +1)X +4b*xx* + 2bgx = 0 (d)

Phuong trinh (d) 1 két qua can tim.

Tuong tu, cling co thé dung van tdc r, 1a dai lugng bién phan, khi d6 luong
cudng birc Z dugc viét :

Z =) (fi—fy)t — Min(2.12)

i
voi di€u kién van toc ¢, 1a bién doc 1ap va thod man céc lién két néu co.
Trong truong hop nay di€u kién cuc ti€u cua nguyén 1y(2.12) s€ 1a (khi khong
c6 rang budc nao khac) :

oz

Lam lai bai toan cua vi du 1 véi dai lugng bién phan 1a van toc (bi€u thirc

2.12) ciing cho ta két qua dung dan.
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Toém lai, cac nguyén 1y (2.5) hodc (2.11) véi dai lwong bién phan 12 gia toc
doc 1ap d6i voi luc tac dung, nguyén 1y (2.8) v6i dai luong bién phan 1a chuyén
vi doc 1ap d6i voi luc tac dung va nguyén 1y (2.12) véi dai luong bién phén 1a
vén tdc doc lap ddi véi luc tac dung di bién phuong trinh can bang luc (van dé
co hoc ) thanh cac bai toan toan hoc thuan tuy va co thé duoc phat biéu nhu sau
. Chuyén dong thuc ciia co hé xay ra khi lwong cueong birc Z

~ xdc dinh theo (2.5) thi dwoc tim theo gia toc , diéu kién (2.6)
- xdc dinh theo (2.8) thi dwoc tim theo chuyén vi, diéu kién (2.9)
~ xdc dinh theo (2.12) thi dwoc tim theo vin toc, diéu kién (2.13)

la cuec tiéu.

Puong nhién, cac dai luong bién phan gia tbe, chuyén vi va van téc phai
thoa man cac diéu kién lién két cua hé.

Dé c6 thé ap dung cho ca cac bai toan tinh ctia moi trudng lién tuc ta
s& dung nguyén 1y (2.8) véi dai luong bién phan 1a chuyén vi va diéu kién cuc
tiéu 1a (2.9). Nguyén li (2.5) khong cho phép giai cac bai toan tinh. Do d6, cach
trinh by nguyén 1y Gauss dudi dang nay da han ché viéc st dung nguyén ly
trong co hoc.

C6 thé mo rong nguyén 1y Gauss bang cach so sanh hé can tinh véi hé
c6 lién két tuy ¥ chiu tac dung cta lyc gidng nhu hé can tinh ma 10i giai cua no
da biét. Khi d6 thay cho luc ngoai ta dung luc lién két va luc quan tinh ctia hé
so sanh v&i dau nguoc lai dé tac dong 1én h¢ can tinh. Piéu nay la hién nhién
bdi vi ngoai lyc ludn can bang véi ndi luc. Xét vi du minh hoa sau

Vi du 3 Hé can tinh 13 khdi lvgng m c6 lién két 16 xo d6 ctng k va lién két
nhdt voi hé sé nhét ¢ chiu tac dung luc p(t) (Hinh 2.2). Xét dao dong thang
dung u(t) ctia m so véi vi tri cAn bang tinh cua nd. Bai toan c6 mot bac dao
dong tu do. Ta chon h¢ so sanh c6 khoi luong mp va lién két 16 xo do cung ko

cung chiu lyc p(t) (Hinh 2.2.b).
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Hinh 2.2 a) H¢ can tinh; b) H¢ so sanh.

Dao dong ug(t) ctia hé so sanh (so véi vi tri can bang tinh ctia nd) xac dinh

tir phuong tinh can bang sau
m, U, +Kou, = p(t) (a)

Lyc tac dung 1én khoi luong m gém cO: luc quan tinh ma, lyc can 10 xo ku
, luc can nhdt cu va luc p(t) duoc thay béng noi luc cua h¢ so sanh. Lugng
cudng burc theo (2.8) viét dugc:

Z = (ml+cu+ku—myli, —K,U,)u — Min (b)

Phan trong dau ngodc don cua (b) biéu thi luc tac dung va theo nguyén 1y
chuyén vi (2.8) can xem chuyén vi u 1a bién doc lap doi véi luc tac dung thi tir
diéu kién 0Z/6u =0 nhan duoc phuong trinh can bang ctia hé can tinh

mU + cu + Ku = myU, +Kk,U, (c)

hay cht y t6i1 (a) ta co

mUi + cu + ku = p(t) (d)

Nhin vao (c) va (d) thiy ring thay cho viéc giai phuong trinh vi phan can
bang (d) ctia hé can tinh ta c6 thé giai phuong trinh (c) tng voi ting thoi diém.
V& phai cua (c) c6 thé 13 nghiém riéng hodc nghiém co ban (trudng hop p(t) 1a
xung don vi) cia (d) hoic, mot cach tong quat, 13 thé hiéncua p(t) trén hé bat ki
nao khac (101 giai ciia hé bat ki khi chiu tac dong cua p(t) ). Nhan xét ndy rat
hitu ich béi vi né cho ta mot phuong phap nita dé giai cac phuong trinh vi phan
phtec tap, dic biét 1 ddi v6i cac bai toan co diéu kién bién ¢ vo han hoic 1a khi

giai bang so.
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Luong cudng birc Z theo (b) c6 thé viét dudi dang sau:

Z =71+72+23 — Min (e)
Z1= %(ku—kouo)z, Z2=2cuu, Z3 = 2m(i-t,u (f)

O day Z1 viét dudi dang binh phuong tdi thiéu. Vi Z1 duoc viét dudi dang
binh phuong tdi thiéu nén cac dai lugng 72 va Z3 phai nhan voi hé s6 2. Céac
biéu thirc lwong cudng bire (b) va (e), (f) 1a twong duong.

Nhitng nhan xét rat ra tir vi du minh hoa néu trén 4p dung dung cho bat ki
hé nao khac.

Trinh bay trén cho thay c6 thé ding hé c6 lién két bat ki dé lam hé so sanh
cho nén co thé mé rong biéu thirc (2.8) nhu sau :

Z =2, (fi=fy)r —>Min(2.14)

vol fi 1a ndi luc bao gém lyc quan tinh va lyc lién két néu co ctia hé can
tinh, fgi 1a ndi luc va luc lién két d3 biét cia hé so sanh bat ky chiu tac dung luc
ngoai giéng nhu hé can tinh.

Chu y rang khi sir dung biéu thirc (2.14) can xem chuyén vi r; 1a dai lugng
doc 1ap d6i vi luc va phai thoa mén cac diéu kién lién két néu c6. Boi vi cuc
tiéu cua luong cudng bic Z phai dugce tim theo (2.9) (khi khong ¢ cac rang
budc nao khac) nghia 1a phai giai phuong trinh cin bang ctia co hé nén bai toan
luén c6 nghiém va nghiém 1a duy nhét

Phwong phdp ciia nguyén 1y (2.14) cho phép ding hé so sanh bdt ki. Pai
lirong bién phan cia (2.14) la chuyén vi, diéu kién ciee tiéu ciia né la biéu thirc
(2.9). Phuong phap nay do GS. TSKH Ha Huy Cuong dé xuat va duoc goi 1a
phuong phap nguyén 1y cuc tr1 Gauss.

Biéu thiic (2.7) trong cAc gi4o trinh co hoc thuong mang dau bang, nghia 1a chi
xét truong hop lién két giit va khi d6 tir (2.7) s& nhan dugc nguyén 1y cong 4o. Co
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thé noi biéu thic (2.7) v6i du nho thua hodc bing 1a su khac biét co ban giita
nguyén ly co hoc ctia Gauss véi co hoc dua trén nguyén 1y cong 4o hién dung.
2.3. Co h¢ méi truong lién tuc: ing suit va bién dang
Trong muc ny trinh bay phuong phap nguyén Iy Gauss d6i v6i co hé moi
truong lién tuc. Mudn vay can biét khai niém tng suét va bién dang ctiia moi
truong lién tuc. Dé trinh bay gon dudi day dung cac dai luvgng tenxo véi cach
hiéu nhu sau [4 ,tr.196]:
aa =a’ +a, +a,
Ay =a,, +a,, +ay
va hé s6 Kronecker
oj = 1 khi i=j
dij = 0 khi i=#]j
voi i=1,2,3; j=1,2,3;k=12,3 dbi voi khong gian 3 chiéu.
C6 thé noi ddi tuong nghién cru ciia co h¢ moi truonglién tuc trong toa do
vudng goc 1a phan t6 khdi chir nhat (ba chiéu, kich thudc vo cung bé ) hoidc
phan t6 chit nhat (hai chiéu, kich thudc vo ciing bé ) dugce tach ra tir moi trudng

(hinh 2.3).

v
/ / /‘//
i
i
L5
o

Oz
o,
LCh J—’
22
3
Lty P
1

dx2

Hinh 2.3. Trang thai tmg suét phan t6

Khi d6 li thuyét tmg suét cho thay ngoai cac luc thong thuong (luc giy cac

chuyén vi tinh tién trong co h¢ chat diém) trén bé mat phan t6 con c6 cac ung
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suat tic dung . C6 9 tng suit o; tac dung Ién bé mit phan t6. Thit nguyén cua
ung suat bﬁng Iuc chia cho don vi dién tich.
Tir diéu kién can bang luc va momen s& nhin duoc phuong trinh cin bang
tinh cta phan t6
o,;t bi =0 (2.15)
Trong (2.15) ojj latmgsuat, o ; biéuthi dao ham ctia img suat theo toa
do khong gian, oo, /0X; = o, bila luc khéi (lyc khdi xem nhu 1a luc can).
Néu khong c6 Iyc momen khéi thi tir phuong trinh can bang sé& c6 :
.= o (2.16)
S6 g suat doc lap tac dung 1én bé mat phan to chi con 6 . Li thuyét tng
sudt cho thay khi biét trang thai ing sut phan t6 thi s& xac dinh dugc trang
thai luc tai diém d6 ctia méi truong va nguoc lai .
Khi chiu tac dung ngoai luc, phan t6 chuyén dong va bién hinh. Ly thuyét
bién dang cho thay ngoai cac chuyén vi u; phan t6 con chiu cac bién dang s;; .
Néu xem bién dang 1a bé (binh phuong hodc tich hai bién dang 13 nhé so véi

chinh né ) thi cac bién dang duogc xac dinh theo cac phuong trinh sau:
1
gij = S (uj+ Ui) (2.17)

Cac gjj 1a cac dai lugng khong thir nguyén. Tuong tu nhu tenxo ojj, tenxo
Eiij d6i xtmg va c6 6 bién dang doc 1ap twong ing v6i 6 tng suit.

Tir (2.17) thiy rang trang thai chuyén vi xac dinh duy nhét trang thai bién
dang, nhung nguoc lai khong dung béi vi cé nhiing chuyén vi khong gay bién
dang (chuyén vi ciia vat ran tuyét d6i). Ngoai cac phuong trinh néu trén, dé bao
dam tinh lién tuc ctia mdi trudng con co cic cac phuong trinh vé diéu kién

khong b1 gian doan.
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Tuy theo tinh chit co hoc ctia vat liéu moi trudng ma co cac lién hé khac
nhau giita ing suét va bién dang. Do c6 6 (mg suit va 6 bién dang nén mot cach
tong quat can biét 36 thong so tinh chat vat liéu. Tuy nhién tir diéu kién biéu thi
nang luong bién dang phai giéng nhau con sb 36 rt xubng con 21. Di voi vat
liéu d'flng hudng chi con 2 thong sb tinh chat vat liéu doc 1ap dugc chon trong )
cac thong s sau: hai hang s6 Lamé pva A, médun Young E , modun truot G
va hé s6 Poisson v, giita chiing c6 céc lién hé sau day :

Ev _ E

Moy 0 T % T iy

(2.18)

DPdi véi vat liéu déng nhét, déng hudng, tuan theo dinh luat Huc (Hooke)
thi lién hé gitra img suat va bién dang s&1a:
1%

Gij = 2G (Sij + =y

SkkSij ) (2.19)

Tir cong thire (2.19) thiy rang tng sut cij khong nhiing phu thudc vao
bién dang s;; theo phuong clia n6 ma con phu thudc vao cac bién dang theo cac
phuong khac thong qua hé s6 Poisson v. Hé s6 2G dé tién trinh bay sau nay s&
duoc goi 1a do cing cua bién dang.

Nhiing trinh bay trén cho thay dbi voi co hé méi truong lién tuc can xem
cac bién dang &;; 1a doc lap ddi v6i nhau va duoc xac dinh theo phuong trinh
(2.17), can xét cac phuong trinh vé diéu kién khong bi gian doan ctia mdi
truong va lién hé gitra ing suat va bién dang. D6i véi méi trudng dan hoi, dong
nhat, dang hudng lién hé ung suat - bién dang lay theo (2.19) va diéu kién khong
bi gian doan ctia moi truong tu dong thod man khi biéu thi ung suét qua chuyén
Vi.

Tom lai, khac voi co hé chat diém, trong mdi trudng lién tuc ngoai luc
khéi va luc quan tinh 13 cac luc tac dung gdy chuyén vi, con phai xét thém céac

ung suat Gjj gdy ra cac bién dang &jj.
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T nhan xét vira néu, c6 thé s& c6 ich dbi véi nhan thire khi dua ra céac
nhan dinh tong quat vé mdi twong quan giita co hoc chit diém va co hé moi
truong lién tuc nhu sau:

— Khai niém co béan cta co chit diém 1a chat diém, cac luc tac dung 1én chit
diém gy ra cac chuyén vi, dic trung cta chat diém l1a khoi luong;
— Khai niém co ban ctia co h¢ méi truong lién tuc 1a mat cit phan td, céc ung
suit gdy ra cac bién dang, cac ddc trung ctia mit cit phan t6 1a cac do ctimg bién
dang twong ng véi cac tmg suat. Cac do cimg nay xac dinh tuy theo tinh chat
vat liéu moi trudng. Trong co hé mdi truong lién tuc con co luc khoi va luc
quan tinh gay chuyén vi gidng nhu trong co hé chat diém. Do 6, c¢6 thé tém
tat moi twong quan vira néu dudi dang:

Chdt diém & Mat cat phén té

Luc < Luc

Cdc g sudt

Chuyén vi & Chuyén vi

Bién dang

Khoi lwong & Khéi lwong

Cdc do citng bién dang

Ki hiéu < chi sy tuong duong giira cac khai niém. Voi cach hiéu nay
cling d& dang xay dung phiém ham luong cudng birc twong tu nhu (2.14) dbi
v6i co hé moi trudng lién tuc bat ky duoc trinh bay sau day.

Trudc tién, ta ding hé so sanh 1a hé chat diém c6 cung khdi lugng, cing
chiu tac dung luc ngoai va hoan toan ty do. DPdi voi moi truong lién tuc can xét
thém Ung suét va bién dang nén luong cudng birc Z ciia hé viét tuong tu (2.14)
nhu sau:

Z...=.21+72 — Min
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21=[oyedV , Z2=(pliu, +bu, - pligu,)dF (2.20)
\% \Y

Trong (2.20) V la thé tich vat thé, p 1a khdi lvgng don vi. Luc quén tinh
1a lyc can nén trong (2.20) mang ddu cong. Lugng cudng birc Z1 xét Gmg suét
cia mdi trudng lién tuc can tinh, hé chit diém so sanh khong c6 mg suét.
Luong cudng buc Z2 xét luc khdi va luc quan tinh cua moi truong lién tuc, luc
quan tinh ctia hé chat diém so sanh. Céc luc ndy déu gay chuyén vi u.

Theo phuong phap nguyén 1y cuc tri Gauss, trong (2.20) can xem cic
bién dang g;la doc lap d6i voi cac g suat o va cac chuyén vi u; 1a doc lap
d6i voi luc tac dung (& day 1a luc khéi va luc quan tinh) va doc lap ddi véi

nhau. Piéu kién cuc tiéu cua (2.20) 1a

ozt azz (2.21.a)
og; oy

Néu bién dang &, biéu thi qua chuyén vi (cong thirc (2.17)) thi diéu kién
cuc tiéu ctia (2.20) duoc viét nhu sau:

0Z1 Osy N 072
og; ou;  ou,

0 (2.21.b)

Tir diéu kién (2.21.a) nhan duoc
o,;t bi+pui-plo = 0 (2.22)
Phuong trinh (2.22) 14 phuong trinh vi phan cn bang ctia co hé méi truong
lién tuc dudi dang tng suat.
Néu tai diém dang x¢t khong co6 lyc ngoai tac dung thi pt,, bi triét tiéu,
phuong trinh (2.22) 13 phuong trinh can bang dong luc hoc thuong gip cia co
hé moéi truong lién tuc. Truong hop bai toan tinh, pu, ciing bang khong,

phuong trinh (2.22) khi d6 trung voi (2.15).
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D@ dang nhan dugc phuong trinh vi phan can bang dudi dang chuyén vi
bang cach dua lién hé ng suét - bién dang vao phuong trinh (2.22) hodc vao
phiém ham (2.20).Trong muc (2.5) dudi day sé trd lai van dé nay.

Can néu nhan xét rang biéu thirc (2.20) cho phép so sanh co hé moi
truong lién tuc voi co hé chit diém hoan toan tu do khi hai hé cung chiu luc
ngoai nhu nhau. Trong (2.20) khéng chira cac thong sb tinh chit vat liéu cua
moi trudng nén nd dang véi méi truong bat ky.

Xét cac truong hop khac ctia phiém ham luong cudng bire (2.20):

— Truong hop khong dung hé so sanh thi phai dua lyc ngoai pi vao (2.20).
Luyc pi thuong tac dung 1én bé mat Q cia vat nén ta viét

Z = I(aijgij + pl,u; —biui)dv—j p u,dQ — Min (2.23)
\ Q

— (€6 thé dung hé so sanh ciing 1a co hé mdi truong lién tuc c6 lién két bat ky
voi diéu kién hai hé cung chiu luc ngoai giéng nhau:

Z = J.[(O-ij _O-oij)gij +(pl; = poli )u; — (b, _boi)ui}jv — Min (2-24)

Gidng nhu da trinh bay & vi du 3, thuc chat ctia phuong phép nguyén ly
cuc tri Gauss la dung ndi luc cua hé¢ so sanh tac dung 1én hé can tim.
—~ Pdi voi bai toan tinh, luc quan tinh triét tiéu, khi khong xét luc khdi, biéu
thuc (2.24) c6 dang:
Z =[(0y —0;)&,;dv — Min (2.25)

\Y
~ Pbi v6i bai toan tinh, khong xét luc khéi, khong dung hé so sanh, tir (2.23)
ta co:

Z = jaijgijdv—j p,u;dQ — Min (2.26)
\ Q

Céc chuyén vi u; va bién dang & (xac dinh theo (2.17)) trong cac phiém
ham (2.20, 2.23, 2.24, 2.25) va (2.26) l1a nhiing dai lugng doc lap ddi véi luc

tac dung va ung suat va phai thod man cac diéu ki¢n lién két néu c6. Chuyén
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dong thuc cua co h¢ moi truong lién tuc xay ra khi cuc tiéu cac phiém ham
luong cudng birc vira néu theo diéu kién (2.21) néu khong c6 cac diéu kién lién
két nao khac.

Dbi v6i méi truong dan hdi, quan hé tmg suat — bién dang xac dinh theo
(2.19), ta c6 thé viét luong cudng bic dudi dang binh phuong tdi thiéu nhu

nhan xét da néu & vi du 3:

Z = [ (0, ~00) 0+ 2] (fy, = fon Uity > Min (2.272)
\%

\

hoiic Z = [2G(s; —&qy)*dv +2[m, (U —iig;)u,dv — Min
\% \%

Tuong tu, khi khong dung hé so sanh thi phai xét luc ngoai, c6 thé viét lai

(2.26) nhu dudi day

Z = \J/’%(aij)zdwrz! fmiuidv—ZJ2 p,u,dQ — Min (2.27b)
hodc 4 =j2G(gij)2dv+ZI(miUi)uidv—ZI p,u,dQ — Min
\% \% Q

Trong (2.27) f, =mi, va f,, =my,l, 1a luc quan tinh ciia hé can tinh

omi
va hé so sanh, lién h¢ gitra ting suét va bién dang xac dinh theo biéu thirc (2.19).
Trong (2.27), can xem cac bién dang g; 1a cac dai luong bién phan doc lap doi
vO1 cac ing suat oy, cac chuyén vi u; la doc lap ddi véi luc tac dung pva luc
quan tinh,

Tich phan thr nhat trong (2.27) lién quan dén Gng suat dan hoi co trong
s6 14 2G, Tro 1én trinh bay cac phiém ham luong cudng birc, ddi voi co hé chat
diém 1a cac biéu thirc (2.14), ddi véi moi trudng lién tuc 1a biéu thirc (2.20)
va céac truong hop khic cua no 1a cac biéu thuc (2.23), (2.24), (2.25), (2.26) va
(2.27). Trongcac phiém ham nay canxem cac bién dang ejjxéac dinh theo (2.17)
va cac chuyén vi Ujla cac dai luong khong biét doc 1ap ddi vai ung suat va luc

tac dung, théa man cac di€u kién lién két néu co6 va cac di€u kién khong bi gian
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doan (riéng dbi véi moi trudng lién tuc). Cyc tiéu cac phiém ham nay theo diéu
kién (2.21) cho ta chuyén vi thuc cta co hé can tinh.
Phuong phap nguyén li cyc tri Gauss 1a phuong phap mai trong co hoc
moi truong lién tuc.
2.4. Co hoc két cau
Moén strc bén vat liéu va co hoc két cau nghién clru trang thai g suét

lﬁéndangcﬁadﬁnythmﬂgt&ﬂ,khung,dm1vxh.lénh&ngkétcéucétnéthoéc
hai kich thuéc nho thua nhiéu 1an so véi cac kich thudce con lai. Trong truong
hop nay dé don gian nhung két qua tinh van bao dam d¢ chinh xac du dung
trong thuc té (kiém tra bang thi nghiém), c¢6 thé dung mit cat két cAu thay cho
mat cét phan t6 va cac ung suat tac dung 1én mat cat duoc qui vé thanh céac noi
luc tac dung 1én mat trung binh (duong trung binh d6i v6i dam) nhu luc doc N,
momen udn M, luc cit Q v.v... Mudn vay can dua vao cac gia thiét sau day:
~ Khi chiu luc doc truc, tng suit phap dugce xem 13 phan bd déu trén tiét dién.
— Khi chiu luc ngang (tac dung thang goc v4i mat trung binh) c6 cac gia thiét
sau day:

Mit trung binh cta tdm va truc trung binh ctia dam khong ¢ ndi luc va
do d6 khong bi bién dang.

Gia thiét tiét dién phang: tiét dién sau khi bién dang van phang.

Khong xét g sudt nén giira cac 16p theo chiéu cao tiét dién, nghia 1a
xem cac 16p song song v6i mit trung binh (tAm) 1am viéc ¢ trang thai mg suét

phang.
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Hinh 2.4. N01 luc ctia phan t6 tdm
Str dung cac gia thiét trén, cdc momen udn va xoan va lyc cat tac dung

1én mat cat két cau xac dinh theo cac biéu thire dudi day (hinh 2.4):

hi2 hi2 hi2
M, = jallxstB y My, = Iazzxadxa , My =M, = _[Glzxadxa

-h/2 -h/2 -h/2

hi2 hi2
Qu= J‘amdx3 , Qp= J.amdx3 (2.28)
-hr2 A2
& day h 1a chiéu cao tiét dién.
Pé ¢ thé ap dung phuong phap nguyén 1y cuc tri Gauss can biét cac
‘bién dang’ cua tiét dién do momen udn giy ra. Vi cac gia thiét néu trén chi
can biét chuyén vi thang dimg w cua truc hodc mit trung binh ctia két cdu (con
goi 1a dudong do vong, duong dan hdi) thi trong trudng hop udn thuan tuy co
thé tinh dugc cac chuyén vi theo cac phuong con lai va dung cac phuong trinh
(2.17) dé xac dinh cac bién dang. Két qua cho thiy cac bién dangtrong mait
phang tim (hodc thé dam) phan b tuyén tinh theo chiéu cao va ti 1& véi do
cong yij cua mat vong (1=1,2; j=1,2):
gj = X3Xij
X1u=-W, 11, X22= -W,22 , X12=-W,12. (2.29)
Déu trir trong cong thirc xac dinh do cong (2.29) 1a do xem chuyén vi w

c6 chiéu duong hudng xuodng dudi va dau ndi lyc nhu trén hinh 2.4. Nhu vay,
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dd cong yij cua cac lop song song v41 mat trung binh la giéng nhau va dé 1a
‘bién dang’ do momen M j gy ra. Biét duoc bién dang &; xac dinh theo (2.29)
s& tinh dugc momen M;; theo (2.28). Lién hé giita momen udn va ‘bién dang
udn’ cua tiét dién nhu sau:

My, =Dt + V) My, =D(xa +via1)» My, = DA—V) 1,,(2.30)

& day D 1a d6 cing udn

Z. L, e X Eh3 A re A :
doivéidam D =EJ= — , doivéoitam D= Eh >
12 12‘1—1/ )

va D (1- v) duoc goi la d6 cimg xodn (d6 ctng ctia bién dang xodn).

(¢ day can cht ¥ rang do c6 lién két gbi tra nén mit trung binh c6 thé bi
bién dang trong mit phang ciia né, gia thiét mat trung binh 1a mat trung hoa
néu trén khong dugc thoda man. Trong truong hop nay dd vong phai 1a bé so voi
chiéu cao dam hodc chiéu day tam dé c6 thé bo qua tng suat tic dung trong
mat trung binh).

Trong truong hop ¢6 luc cat Q;i thi chiung dugc xac dinh tir diéu kién can

bang phan t6, ta co:

oM oM oM oM
e 11 + 12 e 22 + 21
Qu %, ox, Q22 o, %
hay Qu =D [(x12)1+(712)2]1.Q2=D[(x12)1 + (x22)2] (2.31)

Tir cong thie (2.28) c6 thé thdy d6 cung chiu cat cua tiét dién 1a Gh va
bién dang truot ;, VA y,, twong ung véi luc cit s& bang goc xoay cua dudng
dan hoi:
ow w

=— =W, = 2.32
ox, ) Voo =W, 8X2( 3)

Vi1 =W,

Trong 1y thuyét két cau chiu uon néu trén, d¢ vong cua két cau chi do mo-

men udn giy ra, khong xét bién dang truot do luc cat gay ra.
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DPdi v6i cac luc Nij tac dung 1én mat trung binh cua tiét dién thi cac bién
dang g (1=1,2;=1,2) van x4c dinh theo (2.17). P9 ctmg cua tiét dién chiu nén
kéo sé 1a Eh.

Trong cac cong thirc vira néu lay i=1,j=1 d6i véi bai toan mot chiéu
(thanh, dam), chiéu rong dam bang don vi.

Do st dung momen uén cua tiét dién nén phai dua thém cac lién két vé
xoay dé mé ta cac diéu kién bién cua né: lién két khép cho phép tiét dién xoay
tu do, momen bang khong; lién két ngam khong cho tiét dién xoay, momen
khac khdng.

Sau khi d3 biét ‘céc bién dang’ tuong Uing véi cac ndi luc cua tiét dién
(momen udn, lyc cit, luc doc truc v.v..) va d cing cua ching thi dé dang xay
dung céc bai toan co hoc két ciu theo phuwong phap nguyén i cy tri Gauss.

Ta c6 thé viét mot cach tong quat lugng cudng birc Z clia bai toan co hoc
két cau dudi dang tuong tu nhu (2.25) (bai toan tinh):

Z= v (M =My 2+ (Qi —Qui)yi + (N — Ng)e; }dv— Min (2.33a)
hodc duéi dang binh phuong tdi thiéu

1
Docung

Z= [y

(Nbi Iuc hé can tinh- Noi luc hé so sanh)2dv — Min (2.33b)

va trong truong hgp khong dung hé so sanh ta c6

Z=] (Noi luc hé can tinh)*dv -2 p,w,d2 —(2.33c)
Q

v Docung

& day V 1a chiéu dai ddm hoic dién tich tim, Q 1a chiéu dai hoic dién tich
pham vi dat luc. Trong (2.33) can xem cac do cong ijla cac dai luong doc lap
ddi véi nodi lye momen uén M ij , cac bién dang trugt 5, va y,,1a cac dai luong
doc 1ap dbi véi luc cat Qu1 va Quy, cac bién dang trong mit trung binh g;la

cac dai lugng doc 1ap doi voi Njjva déu la cac dai lugng bién phan cua bai toan.
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Diéu d6 chi ra rang cuc tiéu cua luong cudng bt Z , biéu thirc(2.33) , chi co
thé tim tr diéu kién:

0z Oxy 0z 0y, 0z 08y oz _0(2.34)

oy, W 3y, OW s, W W

Bai vi cac bién dang udn, bién dang cit v.v...1a ham cta do vong va do
vong 1a ham ciia toa do nén diéu kién (2.34) duoc tinh bang phép tinh bién phan
va s& cho ta phuong trinh can bang tinh cia két cAu (xem muc 2.5 dudi day).

Phuong phap nguyén 1y cuc tri Gauss véi biéu thite lugng cudng birc Z viét
theo (2.33) va diéu kién cuc tiéu (2.34) 1a phuong phap méi, tong quét trong co
hoc két cau.
2.5.Phwong phap nguyén 1y cwe tri Gauss va cac phwong trinh cin bing
cia co hé

Theo phuong phap nguyén 1y cuc tri Gauss, néu nhu biét dugc cac luc va
ndi lyc ctia co hé va cac chuyén vi va bién dang do chung gy ra thi c6 thé viét
duoc lugng cudng buc Z ctia hé. Dung phép tinh bién phan véi dai lugng bién
phan la cac chuyén viddc 1ap ddi véi luc tac dung va bién dang ddc 1ap voi ting
suit s& nhan duoc phuong trinh vi phan can bang cta hé (phuong trinh O-le
(Euler) cuia phiém ham Z ). Sau déy trinh bay cac vi du sir dung phuong phap
vira néu dé tim phuong trinh cin bang.

2.5.1. Phuong trinh cin bang tinh d6i véi méi trudong dan hdi, dong nhit,
dang hwéng

Ba phuong trinh vi phan cén bing cua co hé dudi dang tng suét 1a
phuong trinh (2.22). Thé cic ung suat oj; xac dinh theo (2.19) vao (2.22) s& co
cac phuong trinh vi phan can bang cua co hé dan hoi dong nhat dang hudng
dudi dang chuyén vi. O day trinh bay cach tinh truc tiép dé nhan dugc céac

phuong trinh d6 (trudong hop bai toan tinh).
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Lién hé bién dang - chuyén vi (2.17) va tng suét - bién dang (2.19) duoc
viét lai trong hé toa do (x,y,z) dudi dang thuong dung voi u,v va w la cac

chuyén vi tuong tng theo cac chiéu (x,y,z) nhu sau:

g o= U W R
X 8x ) Yy ay ] Z az )
ou ov ou  Ow ov ow

= — 4+ — = —+ — = — 4+ —

xy oy  ox’ " ox] Vyz oz oy
ou ov v oW

=2G(—+ 0), oy=2G(—+ o), =2G(—+ o

O (ax 1-2v ), Oy (ay 1-2v ), o (az 1-2v )

Txy= G ¥V 7x=G ¥x Tyz:GVyz(2-34)
60day 0= ¢e + g + g - bién dang thé tich ctia phan t6.

Ta viét luong cudng birc Z theo (2.25) cho mdi tng suét va luc khdi b:

z1=[ 262+ o)X v, z2=[ 26(%+ )X av,
Y ox 1-2v 70X v oy 1-2v "oy
_ W, v ow _ u o
ZS_JZG(az+1—2v0)az av, Z4_J nyy(8y+ 54V
_ u o, ow _ N oW
25 [ Gra(G+ SO0V, 6= ] Gru(G+ GV
Z7= [ budV, z8= | bydV, 9= [ bwdv (2.35)
\ Vv \

Luong cudng birc Z bang tong cac luong cudng bic thanh phan :

Z = Z1+Z2+7Z3+Z4+75+76+Z7+Z8+Z9 —> Min
Tir diéu kién cuc tiéu (1.21) caa phiém ham Z viét lai dudi dang

0z O 0z _, OZ Oy 0Z_ £%+%=o(g_36)

de; ou  ou dgy; oV oV Og; oW ow

i

s& nhan dugc ba phuong trinh vi phin can bang tinh. Béi vi u, v va w 13 cac
ham cua toa do (x,y,z), khong phai 1a bién doc 1ap , nén phép tinh (2.36) 1a phép
tinh bién phan. Phwong trinh cn bang th&r nhit v4i u 13 ham chua biét nhan

dugc voi cha y rang
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- dai lugng bién phan ctia Z1 (ing voi o) 1a &x hay Z—z , nhu vay

2
V) =-26(2u+ VO
1-2v

071 _ 2
ox? 1-2v ox

oe

R Tl 0)
OX OX

X

- dai lugng bién phan clia Z4 (tng v&i zxy) 13 7 xy c6 thanh phan %u , Nén

0Z4 0 o°u . 8%
G(—=+ )

oy?  oxoy

- dai lwong bién phan ciia Z5 (ng vOi zx:) 1 7 x, ¢6 thanh phan Z—l; , Nén

0Z5
0 v

u | ot
0z°>  0z0x

:-Ga%yxz =-G( )

- dai lwong bién phan ctia Z7 13 u, nén

Ll - p

ou X

Téng cong

0Z1 + 8Z4+025+827
ou ou ou adu

=0

sau khi rut gon s¢ la:

G(

o%u  0%u ol G ,90
+ 0+ < 9)+b,=0 2.37
ox2  oy? 622) 1—2v(6x )+bx (2.37)

Phuong trinh can bang tht hai nhan duoc voi v 1a ham chua biét. Trong

(2.35) cac dai luong bién phan cta v c6 & Z2, Z4, Z6 va Z8. Phuong trinh can

bang thr ba nhan dugc v6i w 1a ham chwa biét. Trong (2.35) cac dai luong bién

phan cua w ¢6 & Z3, Z5, Z6 va Z9. Bang cach tinh bién phan twong tu sé& c6

thém hai phuong trinh cn bang sau:

o’v  9%v v G ,0
+ + —8)+by= 0 2.38

G(
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2 2 2
6W+8w+6

& ox* oy oz

- 2V (a— 0)+b,= (2.39)

)t
Ba phuong trinh (2.37), (2.38) va (2.39) la cac phuong trinh vi phan can

bang ctia co hé dan hoi, ddng nhét va dang hudng va duoc goi 1a phuong trinh

Navier [4] Duéi dang tenxo cac phuong trinh nay duge viét gon nhu sau:
GUJ kk T 1 G2 Uk kj + bj 0 (2.40)

2.5.2 Phwong trinh vi phan ciia mit véng ciia tim chiu uén
Xét tAm c6 chiéu day khong doi Viét lai cac biéu thire (2.30) ddi véi cac
ndi lyc momen udn va xodn va (2.31) ddi vai luc cét tac dung 1én phan t6 tim

trong hé toa do (x,y) ta co :

o°w 0w 0w 0w 02w
= . M, = -D(ZW + My = -D(1-
IVIX D ( 8X2 v ayz ) ) y (8y2 v 5X2 ) ) Xy axay
o°'w . oPw _ ow . o’w
Qx= - (— oy ——),.Qy=-D W-F axzay) (2.41)

Biét duoc cac luc tac dung 1én phan t6 thi d& dang viét duoc lugng cudng
btrc Z, thi dy, dudi dang binh phuong t6i thiéu theo (2.33.b) (khi khong cé

ngoai lyc):
2 2 2 2
z1= [ D(ZE+v %240, 2= [ DEY +,TY) 240,
2 OX oy 5 oy OX
Z3=2 j D(1- v)( ) dQ (2.42)

& day Qladién tich tim. Lugng cudng blic Z bang tong céac lugng cudng
butic do mbi thanh phan ndi luc momen uén va xoan giy ra :
Z = Z1 + Z2 + Z3 —Min(2.43)
Chu ¥ rang trong (2.43) ta chi xét ndi lyc momen, chua xét toi luc cat ,

phan t6 khong c6 luc ngoai tic dung. Hé s6 2 trong Z3 dé xét momen xoan tac
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dung bang nhau 1én hai chiéu x,y. Cac ‘bién dang’ twong tmg véi cac ndi luc
momen xac dinh theo (2.29) :

o°w o%w

87’ Ay — 8}/2’ X xy

Xxx=-

- Ow
=25 24

Cac ‘bién dang’ nay can dugc xem la doc lap doi véi cac ndi luc momen
uon va xoan va la cac dai lugng bién phan cua bai toan. Do d6 tir diéu kién cuc
tiéu (2.36) taco :

0Z1 oy, _ o 0* (O'w . dw o'w,  o'w

D — = 2D ,

07, oW Pl vl 8y2) Pw; Vaxzayz)

0 2 2 2 4 4
022 Xy _ 2D 82 (6\2\/_'_‘/8\?) _ 2D(a‘f’+v 82W2)
0y, OW oy oy OX oy ox“oy
aZ3 0%y 02

20 = 4D(1-v) - = 4D(1- 2.45
s @) (1) 2z 249)

Téng cong cac thanh phén cta (1.45) nhan duoc phuong trinh vi phan do
vong ctia tAm chiu ubn :
giﬁv + 2D % + D ‘2; W
Phuong trinh (2.46) thuong dugce goi la phuong trinh Sophie Germain (ndm
1811).

Khi x4y dung luong cudng btc Z (biéu thic 2.43) khong xét toi luc cat boi

= 0 (2.46)

vi Iy thuyét két cau chiu uén trinh bay trén khong xét bién dang cua luc cat. Tuy
nhién, trong pham vi cua ly thuyét nay, néu dung lyc cat xac dinh theo (2.31)

va bién dang truot theo (2.32) thi luong cudng btc Z duoc viét nhu sau

Z= i Qu (g—aiv)dg + i Q, (%)dﬂ > Min (2.47)
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L . OW ., : X A AA 1A 4K o
Xem cac goc xoay ;—a\;v va " 1a cac dai luong bién phan doc 1ap doi véi

luc cat Qxva Qyva bang phép tinh bién phan lai nhan duoc phuong trinh vi
phan (2.46).
Pbi voi dam, luong cudng birc viét theo (2.33.a) sé 1a :
o*w
" (z)dl -] qwdl, (2.48)

=-[ B

! a

2

Trong (2.48) I 1a chidu dai dim, z,= -2

~> labien dang uon (9 cong)

ctia dam, I, 1a chiéu dai doan dam c6 luyc q tac dung. Phuong trinh vi phan

duong @6 vong cua dam:

oz d 0z d*w
e Tow - Hge =0 (249)
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CHUONG 3
TINH TOAN DAY MEM BANG PHUONG PHAP
NGUYEN LY CUC TRI GAUSS

3.1. Bai toan tinh day don hién nay

Khi tinh toan, cac gia thiét chinh duoc st dung trong phan tich cac hé day
1a day chi c6 kha ning chiu kéo va ung suat kéo dugc phan bd déu trén toan bo
dién tich tiét dién ngang ctia day, cac day trong hé khéng c6 kha ning chiju nén
va udn (day mém tuyét doi).

Pdi véi céc day don chiu tai trong lyc, hinh dang cia day tuan theo hinh
dang ciia biéu d6 mo6 men trong dam don gian chiu tic dung cia tai trong giong
nhu tai trong tac dung 1én day. Do vong 16n nhat trén day xuét hién tai diém
g v6i vi tri c6 md men 16n nhat va khong co luc cit trén dam don gian (Iy
thuyét twong tu dam)[11], [20], Error! Reference source not found..

Do vi tri hinh hoc ctia day bi thay doi khi chat tai trong, nhat 1a d6i voi tai
trong ngang so v4i phuong truc day nén khi tinh toan khéng thé ap dung céac
phuong phap phan tich két cau pho bién dua trén co sé 1y thuyét chuyén vi nho,
va ciing khong thé ap dung nguyén 1y cong tic dung cho cac hé két cau day.
Ngoai ra, cac luc cing trong day s& thay d6i khi diy bi kéo dai duéi tac dung
clia tai trong, hé qua 1a cac phuong trinh can bang d6i véi két cau day la cac
phuong trinh phi tuyén. Dé giai hé phuong trinh cta két ciu day thudng phai
str dung cac phuong phap tuyén tinh hoa va giai lap lién tiép cac phuong trinh
tuyén tinh hoa dé hoi tu vé 101 giai chinh xac.

3.1.1. Day don chiu tic dung ciia lwe phan bé do trong lweng ban than

Bai toan tinh day don chiu tai trong ban thanphan bo déu theo chiéu dai day
lan dau tién duoc din dat boi James Bernouilli nam 1691; 10 giai dau tién duoc

cong bd bai David Gregory nim 1697[25].
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Xét diy don treo trén hai gdi 1éch mutrc A va B, day c6 tiét dién khdng thay
d6i va trong luong cua day phan bd déu doc theo chiéu dai cua day, goi C 1a
diém thap nhat trén day khi day bi vong (Hinh ).

Dit hé toa do X0y ¢ gbe ngay bén dudi diém thap nhat trén dudng do vong
cta day, goi ¢ 1a trong luong trén mot don vi dai ctia ddy va s 1a chiéu dai day
tinh tir diém C dén mot diém P bat ky trén day, T 14 lyc cang trong day tai diém
P, H 1a thanh phan chiéu 1én phuong ngang cua luc cing trong day va ciing 1a
luc cing trong day tai diém vong nhat C, goc nghiéng gitra tiép tuyén cta day
tai P voi phuong ngang 1 v, V 1a thanh phan hinh chiéu 1én phuong ding cta
luc cang trong day.

Day dugc xem 1a mém tuyét d6i. Tir diéu kién can bang cta doan day CP
ta c6 cac phuong trinh can bang lyc nhu sau:

Tcosy =H (3.1)

Tsiny =gs (3.2)

Hinh 3.1.So dé tinh ddy don treo trén hai goi léch mirc
bat H =g.c va chia phuong trinh (3.2) cho phuong trinh (3.1) ta co:
s=ctany

(3.3)
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Biéu thuc Error! Reference source not found. 1a phuong trinh ctia dudng
cong day do trong lugng ban than (duong caternary), hang sé cduoc goi 1a tham
s6 clia duong caternary. Biéu dién trong hé toa d6 Dé cac thi phwong trinh

Error! Reference source not found. cé thé viét lai dudi dang:

dy
C==5 3.4
™ (3.4)
Lay dao ham theo x, tir cac biéu thire (3.3) va (3.4) ta nhan duoc:
2 2
Ay _O_ 1+(d_yj (3.5)
dx® dx dx

Tich phan biéu thirc (3.5) ta nhan duoc:
c.sinh™ (dy/dx)=x+A,
v6i A 13 hing s6 tich phan. Do gdc toa do nim thang dimg ngay bén dudi
diém vong nhat trén day C, nén tai x=0 thi dy/dx =0, vi vy A=0 va ta co

phuong trinh vi phan duong do vong cua day la:

dy . X
—Z =sinh— 3.6
dx Cc (3.6)

Tich phan biéu thirc (3.6) ta nhan duoc:

y=c.cosh§+ B
c

v6i B 13 hing s6 tich phan. Néu ta b tri hé toa do sao cho khoang cach 0C =c
thi tai x=0 ta c6 y=c va do d6 B=0. Do vay phuong trinh dang duong do vong

cta day don do tac dung cia trong lwong ban than phan bd déu trén day 1a:
y=cC cosh > (3.7)
c

Tur (3.3) va (3.6), chiéu dai day tinh tir diém thip nhat do doc theo day duoc

xac dinh theo biéu thic:

s=csinh > (3.8)
c
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Dé tinh lyc cing tai mot diém bat ky trén day, binh phuong cac biéu thirc
Error! Reference source not found. va Error! Reference source not found.
r0i cOng lai theo timg vé ta duge T2 = g2 (C2 +s° ) , x6t dén cac biéu thuc (3.7) va
(3.8), sau khi bién ddi ta co:

T=gy (3.9)

Tir cac két qua trén, nhan thdy: Luc cing trong day c6 phuong tiép tuyén
v6i dudng cong ciia ddy va co thé duge phan thanh cac thanh phan theo phuong
ngang va phuong dtng; thanh phan nam ngang H = g.cla khong ddi ¢ moi diém
doc theo day; thanh phan thang dimg V =gs va thay doi theo cac diém trén
day. Luc cang 16n nhat trong day s& xuat hién ¢ cung vi tri ma thanh phan luc
thang ding dat gia tri 16n nhat, va thudng & vi tri mot trong cac gbi treo day,
con luc cang trong ddy nhan gia trj nho nhét tai diém c6 do vong 16n nhat.

Tir cac biéu thirc (3.7)+(3.9) ta thay dé xac dinh duoc lyc cing trong day
cling nhu d6 vong ctia diy tai mot diém bat ky trén day thi can phai xac dinh
duogc tham sd ¢ ctia duong caternary. Viéc ndy chi co thé giai dung dan néu cho
trude chiéu dai tong cong ciia day hodc dd vong 16n nhat cua day.

3.1.2. Day don chiu tic dung ciia lwe thing ding phan b6 déu theo nhip

Bai toan day don chiu tac dung cua tai trong thang dimg phan bd déu theo
nhip 1a bai toan kha phé bién trong thuc tién, dic biét trong xay dung cau treo
day vong. Mic du bai toan day don chiu tai trong ban than duoc giai quyét tir
dau thé ky XVII, nhung mii dén hon 100 nam sau 10i giai dau tién cta bai toan
day don chiu tai trong thang dtmg phan bd déu theo nhip méi duoc giai va cong
bb boi Nicholas Fuss khi thiét ké ciu treo qua song Neva gan Leningrad (LB
Nga) vao nam 1794[25].

Xét day don treo trén hai gdi tya A va B.DAy chiu tac dung cua tai trong

theo phuong trong luc va phan bd déu theo nhip véi cuong do 1a g, . Pat hé toa
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d6 c6 gbc tai diém thap nhét trén day (diém C). Goi T 1a lyc cing trong ddy tai
P, H 1a thanh phan chiéu 1én phuwong ngang cua luc cing trong day va ciing 1a
luc cang trong day tai diém vong nhat C, goc nghiéng gitta tiép tuyén cua day
tai P v6i phuong ngang 12 , V 1a thanh phan hinh chiéu 1én phuong dtng cua
luc cang trong day.

Day duoc xem 1a mém tuyét d6i va khong bi dan dai do trong luong ban
than. Tur diéu kién can bang ciia doan day CP ta c6 cac phuong trinh can bang
luc nhu sau:

Tcosy =H (3.10)
Tsiny =g,.X (3.11)
Chia biéu thuc (3.11) cho biéu thuc (3.10) ta co:

dy _gyX
tany =—2==""_ 3.12
V=T (3.12)

Tich phan biéu thicError! Reference source not found., khir hang sé tich
phan tir diéu kién y=0 tai x=0 ta duoc phuong trinh biéu dién duong do véng

cua day la duong parabol:

9o 2
==2X 3.13
Y=ou (3.13)
Luc cing tai mot diém bat ky trén ddy duoc xic dinh tir biéu thuc
Error! Reference source not found.:T=H(ds/dx)=H,/1+(dy/dx)*. Tir
Error! Reference source not found. ta co dy/dx = g,x/H nén thay vao ta nhan

dugc biéu thirc tinh lyc cang tai diém bat ky trén day:

2 2
T=H /1+ glo_-l’; (3.14)

Truong hop dic biét khi day treo trén cac gbi ngang murc, khi d6 diém vong

nhat cta day tai gitta nhip, luc cing trong ddy tai vi tri cac gbi bang nhau va co

thé x4c dinh theo céc biéu thirc sau:
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2
+ Thanh phan ngang cua luc cang: H= 9"

8f
(3.15)
2 2
+ Luc cadng trong day tai = goi: = gé’]! 1+ 1?:
(3.16)
(4.113)

+ Chiéu dai cta day giira hai gdi treo:
2 4 6
L:I[1+§f|—2—%1;—4+¥f|—6+..} (3.17)

Ciing tuong tu nhu véi trudng hop day chiu tai trong ban than phan bd déu
theo nhip, & day ta ciing nhan thiy cac phuong trinh nhan dugc méi chi cho ta
quy luat duong d6 vong cua day va su phan bd cia luc cing trong ddy ma chua
tinh duoc bién dang cua day; ngoai ra dé tinh dugc luc cang hay duong do vong
ctia day van phai cho trude chiéu dai ddy hodc miii tén vong cta day.

Loi giai cua bai toan tinh do dan dai va chuyén vi cia ddy don duéi tac
dung cua tai trong hay nhi¢t d§¢ da dugc cong bd béi Rankine nam 1858 va
Routh nim 1891[25], dudi tac dung cua tai trong phan bd déu hay nhiét do lam
day bi bién dang dan hdi va dudong do vong cia day van giir nguyén dang 1a
dudng caternary hay dudng parabol nhung do véng va chiéu dai ting 1én. Tuy
nhién trong thyc tién tinh toan thudng xap xi bang duong parabol, khi d6 do din

dai (bién dang dan hoi) cua day dudi tac dung cia tai trong phan bd déu:
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AL:%(N%‘:—;] (3.18)

trong d6: A 1a dién tich tiét dién ngang cta day; E 1a mé dun dan hoi ca vat

liéu day; H la thanh phan chiéu luc cing trong day theo phuong ngang; | 1a

chiéu dai nhip treo day; f 1a mii tén vong ctua duong d6 vong cua diy. Bién
thién d6 vong ctia day tai gitra nhip duoc tinh gan dung theo:

Af :%%(#‘WJ (3.19)

Bién thién ctia do vong cua diy dudi tac dung cua nhiét do co thé tinh theo
biéu thtrc (3.20) v4i hé sd gidn nd nhiét ctia vat liéu day 13 a.

15 Pat 8 f
_15 1481 3.20
16f(5—24f2/|2)[ 3 |2j (3:20)

3.1.3. Day don chiu tic dung ciia tai trong bat ky

Bai toan day don chiu tac dung cia tai trong tip trung di dugc nhiéu tac
gia nghién cuu nhu Melan[38], PetropavlovxkiError! Reference source not
found.. Day thuong duoc xap xi bang nhiing dudng giy khic lién tuc (hinh
3.2). St dung 1y thuyét dan hdi dé tién hanh phan tich xét can bang cta day
duéi tac dung cia cac luc tip trung. Dé xét dén bién dang dai cua day dudi tac

dung tai trong van phai sir dung céc 10i giai lip.
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| X

|-X2

|-Xi

Hinh 3.2.So d6 tinh déy ciia Melan [38]

V.A. Smirnov (1975)Error! Reference source not found.da trinh bay 101 giai
cho bai toan day chiu tai bat ky (tai tap trung bat ky, tai phan b theo ca phuong
ngang va phuong dimg) c6 xét dén bién dang cua day.Loi giai nhan duoc theo
nguyén 1y ning lugng bang cach xap xi ddy bang duong giy khuc va luc phan
bd duge quy vé cac luc tap trung dait tai cac nut. Quan h¢ lyc cang va bién dang
1a dan hoi theo dinh luat Hook. Dang duong cong ctia day trudce khi bién dang
cling phai xac dinh trudc.

O Viét Nam da c6 mot s tac gia [11], [20]trinh bay bai toan day va st dung
ly thuyét day twong ty damError! Reference source not found. trong tinh toan
hé treo va ciu treo. Gan ddy, nam 2006 tac gia Pham Vian Trung [21]trong ludn
an tién si nghién ctu vé két cau day va mai treo di 4p dung phuong phap
Nguyén 1y Cuc tri Gauss dé xdy dung va giai bai toan day don chiu luc tap
trung va luc phin bd theo phuong bat ky. Day duoc xdp xi thanh dudng gap
khuc, luc phan b trén ddy dugce quy gan dung thanh céc luc tap trung dit tai
cac nit cua dudng gap khiic. Hé phuong trinh cta bai toan dugc xay dung tir
diéu kién cuc tiéu ctia phiém ham lugng cudng birc viét cho toan bo két cdu

day:
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n 2 n-—: n— n—
Z= ZEA(%) Sui —212Pxiui —izpyivi —izpﬂwi —> min (3.21)
i=1 i=1

= =
trong d6: EA 1a d6 ctng chdng bién dang doc cua day; N. 1a lyc ciang trong
doan day thw i; S 1a chiéu dai cia doan day thw i trudc khi bién dang; P, , P,
, P, tuong ung 1a cac luc tap trung theo cac phuong X, y, z tdc dung 1én day tai
nat thir i; u;, v,, w, twong mg 1a chuyén vi ctia day theo cac phuong x, y, z tai
nut thir i.Phuong phap nay c6 wu diém 1a khong can phai gia thiét trudc dang
dudng d6 vong cua day.

Nhén xét: Ly thuyét tinh day don c6 dién dya trén co sé cua 1y thuyét dan
hoi,tir diéu kién can bang luc cua day da dan ra dugc phuong trinh dudng do
vong cua day khi chiu tac dung cua luc phan bé déu theo phuong trong trudng
(phuong thang dimg) 1a:

1) Puong cong hypechol khi tai trong 13 phan bd déu theo chiéu dai day;

2) Puong cong parabol khi tai trong 1a phan bd déu theo chiéu dai nhip.
Dang dudng cong parabol ¢ thé dung dé tinh gan dang cho dang dudng cong
day xich khi ddy thoa méan diéu kién day thoai (i s6 gitra do vong va chiéu dai
nhip khong 16n). Bdi v6i day don chiu tai trong tap trung, ddy thudng duogc xap
xi bang dudng gy khiic va ciing st dung 1y thuyét dan hoi dé xac dinh luc cing
trong day.

Bai toan day chiu luc ngang (phuong tac dung cua luc khong trung véi truc
day) 1a bai toan phi tuyén do phai ké dén sy thay d6i hinh dang do chuyén vi
ctia ddy khi chiu tai. Tuy nhién Iy thuyét dy hién nay méi chi 14 Iy thuyét gan
dung do chua cho phép xac dinh dong thoi ca chuyén vi va ndi luc trong day
khi chiu tai ma chi cho ta dang dudng do véng va quy luat phan b luc cing
trong day; khi tinh toan phai biét trudc chiéu dai day, hay 6 vong 16n nhit cua

day hodc luc cang ngang trong day. Vi vay khi ghép vao bai toan phan tich hé
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day lién hop nhu cau ddy ving hay cau ddy vong hoic hé mai treo thi thudng
phai dua thém cac gia thiét don gian hoa dé tinh toan.
3.2. Tinh toan day don theo phwong phap nguyén ly cue tri Gauss

Két cAu day mém duoc sir dung phd bién trong thuc té xay dung nhu két
cdu day treo mai che trong cac cong trinh dan dung va cong nghiép nhip 16n,
dic biét 1a cac két cau cau treo ddy vong, cau treo ddy vang nhip 16n d6 1a cac
két ciu lién hop giita ddy mém va dam hodc dan cimg. Van dé tinh toan day
don 1a co so dé xay dung cac loai so dd tinh cho céc loai két cau day mém va
két cau lién hop néi trén. Hién nay, khi tinh todn diy mém thuong gia thiét
duong d6 vong cta day 1a mot dang dudng cong da biét, thuong 1a cac duong
Parabol bac 2. Ngoai ra c6 thé ké dén phuong phap gan dung cua V. K.
Katsuryn dé tinh day dugc trinh bay trong céac gido trinh va cac tai liéu tinh két
cau day ¢ Viét Nam. Trong luan an ca minh khi tinh ddy TS Pham Vian Trung
da st dung phuong phdp Nguyén ly cuc tr1i Gauss do GS. TSKH. Ha Huy
Cuong dé xuit dé tinh toan didy mém duéi dang binh phuong tdi thiéu.

Trong luan vin nay tac gia trinh bay phuong phép tinh diy mém ciing
bang phuong phap Nguyén 1y cuc tri Gauss nhung duéi dang bién phan chuyén
vi. Bai toan dugc trinh bay trén hai vi du cu thé.

3.2.1. Pinh nghia diy mém

Day mém 1a loai diy don chi c¢6 kha nang chiu kéo, kha ning chiu nén
va chiu udn gan nhu bang khong nén khi tinh toan thudng boé qua anh hudng
cta lyc nén va moomen udn. Tap hop nhiéu day don tao thanh két cau day, nhu
day tai dién, day cap, ddy ving, cau day cac loai va méi treo.

3.2.2. Phuwong phap tinh diy mém

Trong chuong mot di gidi thidu chi tiét cac phuong phap tinh day don
thuong dung hién nay bao gdm: Tinh day chiju tai trong ban than; Phuong phap
tinh day don theo hai trang thai; Phuong phép tinh day don theo mot trang thai;
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Tinh day don theo phuong phép 1dp Newton — Raphson; Phuong phép tinh dong
luc hoc hé day va maéi treo; Phuong phap tinh day theo so do day xich.
3.2.3. Ndi dung phwong phap nguyén Iy cwei tri Gauss dé tinh diy mém

Phuong phap nguyén 1y cuc tri Gauss dugc xay dung trén co s& nguyén
Iy chuyén vi 40 nén chi yéu cau thoa mén cac diéu kién lién két vé chuyén vi
va bién dang (xem bién dang 1a mot dang chuyén vi do Gng suét gy ra), nghia
1a chi yéu cau thoa man diéu kién bién vé dong hoc (kinetic), khong yéu cau
thoéa man cac diéu kién bién vé tinh hoc (Vé luc, static). Bién dang duoc xac
dinh duy nhat qua chuyén vi cho nén khi chuyén vi 13 an thi cling khong can
quan tam t&i diéu kién bién dong hoc vé bién dang. Nhu vay, chi can xét diéu
kién bién dong hoc d6i véi chuyén vi 1a du.

Hé so sanh trong phuong phap nguyén 1y cuc tri Gauss 13 hé c6 lién két
bat ky, chiu tac dung luc ngoai gidng nhu hé can tinh. Dung hé so sanh ¢ day
c6 nghia 1a giai phong cac lién két cta hé so sanh dé bién no6 thanh hé tu do
hoan toan va dua ndi luc va céac luc lién két cta hé so sanh tac dung 1én h¢ can
tinh. Luc lién két 13 luc do ngoai luc tac dung Ién lién két, c6 dau nguoc lai voi
phan luc lién két.

C6 hai dudng 16i giai bai toan tim cyc tiéu phiém ham lugng cudng birc
cua phuong phap nguyén ly cuc tri Gauss: gidi cac phuong trinh vi phan can
bang (phuong trinh Euler) nhan dugc tir phiém ham hoic giai truc tiép trén
phiém ham. Bac dao ham cua phuong trinh vi phan cao gip hai 1an bac dao
ham cuia cac thanh phan twong tmg trong phiém ham cho nén cach giai truc tiép
trén phiém ham ¢6 wu diém hon & chd s6 an s& it hon va dic biét 12 nd cho
phép ap dung mét cach truc tiép cac phuong phap, cac thuat toan cta toan hoc
tdi uu (hay rong hon, ctia van tru hoc) dé giai cac bai toan co hoc. Diéu nay lam

cho phuong phap giai cac bai toan co hoc két cdu cang tré nén phong phti hon.
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C6 thé nhan biét nhimg ddc diém trén cua phuong phap nguyén 1y cuc
tri Gauss qua vi du tinh toan day mém trinh bay dudi day.
3.2.4. Vi du tinh toan diy mém

Trong tinh to&n chiju luc, diy dugc xem 1a mém khi bo qua kha ning chiu
ubn, chi xét kha nang chiu kéo ctia né. Gia thiét ddy lam bang vat liéu dan hoi,
quan hé tmg sut — bién dang cua day 13 tuyén tinh. Xét bai toan tinh ddy cing
trén hai gbi cd dinh ddng murc c6 nhip |, chiéu dai ddy L=I, chiu mot hozc nhiéu
tai tap trung P hudng xudng duéi (hdnh 3.3). Khi day bi bién dang, hudng cua
cac luc van thang dung, vi tri ciia chiing trén diy khong thay doi (cac luc khong
bi truot trén day). Xét trudng hop chiéu dai ddy 16n honchiéu dai nhip (L>|
),cting 1a ndi dung dugc tronh bay trong muc nay.

Do chi xét noi luc kéo trong day va cac luc dugc dat roi rac trén day nén
cac doan ndi gilta hai diém dat lyc sau khi bién dang van 1a cac doan th'fmg
(hdnh 1). Noi lyc N; trong doan thtr (i) 1a khong d6i. Xay dung bai toan tinh
day theo phuong phap nguyén ly cuc tri Gauss nhu sau:

Chiéu dai || ctia doan day 1 trude khi bién dang iy bang khoang cach tir
géi tua bén trai A dén luc tap trung P, chiéu dai |, cia doan day 2 trude khi
bién dang lay bang khoang cach tir luc tap trung P dén gbi gbi twa bén phai B
va tong ctia chung bang voi chiéu dai day L. L c6 thé khac chiéu dai nhip.

Chiéu dai Si cia cac doan day sau khi bién dang tinh theo toa do cac nat

nhu sau:
S, =J(l,—u)? +Vv?; Sy =~/(I, +u)? +V? (3.22)
Bién dang dai ti ddi tuéng g ciia cac doan day nhu sau:
glzsll—:h; &y :SZI—;Iz; (3.23)

Luc doc Nj ing v6i cac doan day duogc tinh nhu sau:
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Nl = EAgl; N2 = EASZ; (324)

Luong cudng burc dugc viét nhu sau:

h )
Z :|1N181+|2N282—PV—)Min (326)

o dayvla chuyén vi dung tai vi tri dat luc va cling la an cua bai toan.
oL =1{N0g +1,N, 06, —PV =0 (3.27)

Tim cyc tiéu Z (biéu thirc 3.27) theo an 1a cac chuyén vi nat u va v s& nhan
dugc hé 2 phuong trinh dai sd phi tuyén dé xac dinh chiing.
Vidu 1. Tinh ddy don chiu luc tdp trung

Tinh day don cang trén hai gdi ¢6 dinh déng murc chiu luc tap trung P.
Chiéu dai ddy bang chiéu dai nhip, L =1, chiéu dai cac doan day trudc khi bién
dang bang I; va | - I; (hinh 3.3). EA 1a d6 cting chiu kéo cua day. Noi luc trong
cac doan day N; ,N, va chuyén vi ngang u chuyén vi dimg v cia diém dat

luc 1a ba an cua bai toan.

Hinh 3.3. D&y dai bang nhip chiu tdi trong tdp trung

Chiéu dai cac doan ddy sau khi bién dang bang

S; :\/(I1 —u)? +v?; S, =\/(I2 +u)? +v2 (a)
Lugng cudng birc ciia bai toan viét nhu sau

Z:|1N181+|2N282—PV_)Min (b)

T diéu kién cyc tiéu cta (d) ta nhan dugc hé hai phuong trinh
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oe o€
hy =l,N; —* +1,N,—2-0=0
1 1'"V1 ou 2'V2 ou
8 be, ()

&
hy =4,N; =2 +1,N, =22 -P =0
2 llav 22a

dé xac dinh hai an u va v (khong viét cac phuong trinh & day). D6 1a hé
phuong trinh dai s6 phi tuyén. C6 rat nhiéu phuong phéap va thuat toan giai hé
phuong trinh dai s6 phi tuyén ma thudng 14 phuong phép sd, giai lap va dugc
12p trinh trong cac phén mém vé toan, thi du, trong phﬁn mém MatLab, Maple
V.V...

Duéi day trinh bay két qua tinh theo MatLab d6i v6i day c¢6 chiéu dai 100m.
a) Luc P=10 Tan dit tai diém giira nhip, l, =50m , L=1=100m, E=2x10’
Tan/m?, A=0.004m?,

Luc doc (Tén) Phan luc (Tan)
N1 N Va Ve
100.0625 100.0625 5 5
Luc x6 (Tan) Chuyén vi (m)
Ha Hg u v
99.9375 99.9375 0 2.5016

b) Luc P=10 Tan dit tai 1/4 nhip, |, = 25m
Do chiéu dai hai doan diy khac nhau va ndi luc trong chiing ciing s& khac
nhau nén diém dit lyc P ngoai dich chuyén thang ding v con ¢6 dich chuyén

ngang U (so véi vi tri ban dau), két qua nhu sau:

Luc doc (Tén)

Phan lyc (Tan)

N1

N>

Va

\'£




91.0455 90.7698 7.5057 2.4943

Luc x6 (Tan) Chuyén vi (m)
Ha Hs u Vv
90.7356 90.7356 0.0567 2.0633

Kiém tra di€u kién can bang tai di€ém dat luc

sx=nN, 8= oy (2t 54090 019
s1 S2

\Y \Y
=N,—+N,——-P=-5.7199%¢ -013
2y 151 255

Kiém tra diéu kién can br?lng cua toan hé

>X=H,—-Hg =1.342% - 011

>y=V, +Vg — P =-57199 - 013

>M, =VglL — P(l; —u) =-4.1950e - 011
Nhu vay, diéu kién cin bang tai diém dat luc va toan hé déu bao dam.
¢) Lwec P dit tai diém giiva ddy, Ly = L, =50m ; (xem P c6 dinh, EA gidm)

EA=1000P N; = N, =5.0125P v =5.0125(m)

EA=100P N; =N, =2.3478P v =10.8981(m)

EA=10P N, = N, =1.1362P v = 24.5028(m)

EA=P N; =N, =0.63256P v = 64.5221(m)
d)  Lwc P dit tai diém 1/4 diy, L = 25m ; (xem P c6 dinh, EA giim)
EA=1000P; N; =4.5809P ; N, = 4.5255P y =0.2264(m); v = 4.1243(m)
EA=100P: N; =2.1922P; N, =2.0701P u=1.0379(m); v =8.8613(m)
EA=10P: N; =1.1735P; N, =0.8879P u=4.4396(m); v =18.9094(m)
EA=P:N; =0.9004P; N, =0.2980P u=11.0957(m); v = 45.4296(m)
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Vi du 2. Tinh day don chiu lic tdp trung, chiéu dai day I6n hon chiéu dai
nhip

Tinh day don cang trén hai gdi c6 dinh déng murc chiu luc tap trung P.
Chiéu dai day L =120m; chiéu dai nhip | =100m, chiéu dai cac doan day trudc
khi bién dang bang ly va | -1y ; Vg 1a chuyén vi ding ban dau cia day trude
khi dat lyc (hinh 3.4). EA 1a d0 ctiing chiu kéo cua day. Noi luc trong cac doan
day N, N, va chuyén vi ngang u chuyén vi dimg v cta diém dit luc 1a bén an
cua bai toan.

Xét truong hop chiéu dai ddy 16n hon chiéu dai nhip, Hinh 3.4.

L, L=tom P . =80m

le
1
Q
|
:
|
|
| z
I
|
|
|
|
|
|
|
|
|

|

|

Hinh 3.4. Dady dai hon nhip chiu tdi trong tap trung
a)  Luc P=10 Tan dit tai diém giira nhip, chiéu dai diy L =120m, chiéu dai
nhip 1 =100m ; E=2x107 Tan/m?, A=0.004m?,
Xac dinh chuyén vi thang dimg ban dauvytai diém dit luc P (chuyén vi

trudc khi dat lyc) theo phuong trinh sau:

W22+ 12-v2 —1=0

/407 —v2 +/80% —v 100 =0 - v, =30.397m

Xac dinh khoang cach nim ngang tir diém dit luc dén gbi trai va gbi phai

nhip theo cong thure sau:
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2 2. B
lg =li —Vvg: lpp =1-1y

Chiéu dai cac doan day sau khi bién dang bang

S =V +V0)2 + Iy —W)?; S5 = (v +)? +(Igz +u)? (8)
Bién dang dai ti d6i Gng véi timg doan thanh bang
Si—h. Sy -1

& T i :I—(b)
1 2

Luc doc g véi timg doan thanh bang

Luogng cudng birc cua bai toan viét nhu sau

Z:|1N181+|2N282—PV_)Min (d)
T diéu kién cuc tiéu cla (d) ta nhan dugc hé hai phuong trinh
oe oe
hy =I|N; =2 +1,N, =2-0=0
1= N N2 o
€
oe oe
h, =l,N; —* +1,N, —2-P =0
2 =h N

Tuong tu vi du 1, ta ding phan mém Matlab dé giai hé phuong trdnh phi
tuyén tron dé xac dinh 2 an chuyén vi u va v.
e) Luc P dit tai diém giita day, Ly = L, =60m ; (xem P c¢6 dinh, EA giam)

EA=1000P N; =N, =0.9026P v =9.79e — 2(m)

EA=100P N; =N, =0.8870P v =9.534e —1(m)

EA=10P N; =N, =0.78739P v =7.9342(m)

EA=P N; =N, =0.58745P v =47.9017(m)
f) Luwc P dit tai diém 1/4 ddy, L, =30m ; (xem P cé dinh, EA giim)
EA=1000P: N; =0.9718P;N, =0.47323P u=0.0296(m);v =0.0485(m)
EA=100P; N;=0.9677P;N, =0.45912P u =0.2852(m); v =0.4746(m)
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EA=10P; N; =0.9677P; N, =0.45912P u=2.0998(m); v = 4.0705(m)
EA=P: N;=0.9156P; N, =0.1837P u=4.2338(m); v =30.1008(m)

Tt nhimg két qua trén tinh duoc cac phan luc ding va nam ngang tai cac
géi tua c6 dinh va kiém tra diéu kién can béng lyc tai diém dit luec. Trong trinh

bay trén khong xét hién twong dién tich tiét dién day bi giam khi day bi kéo dai

Tir két qua thay rang tiang 20% chiéu dai ddy so véi nhip di lam cho
ndi lyc trong ddy giam hon ndm 1an va 1am giam d6 vong cta ddy nhiéu lan tiy
thudc vao do cimg chiu kéo cta diy. Do vong va ndi lyc trong day rat nhay
cam voi su thay doi do dai day.

Vé6i phuong phap trinh bay trén c6 thé tinh day mém trong cac trudng
hop khéac nhau: luc tac dung 1én day c6 phuong bat ki, dudng d6 vong cua day
1a duong cong khong gian, két cdu ludi day, dao dong tu do ciia day v.v...Diéu
d6 noi rang phuong phap trinh bay 1a phuong phap méi, nhat quan vé tinh day

va két ciu ddy mém ma hién nay khong c6 1i thuyét twong tu.
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KET LUAN VA KIEN NGHI

Tir cac két qua nghién ctru dd duoc trinh bay trong cac chuong cta luin
van, tic gia rat ra nhitng két luan va kién nghi sau:
KET LUAN:

- Ap dung phuong phap nguyén 1y cuc tri Gauss, tic gia da xay dung duogc
ly thuyét tinh day don. Ly thuyét nay 1a tong quat va chinh xac, cho phép xac
dinh duoc dong thoi ndi luc va chuyén vi trong diy dudi cac tic dong khéc
nhau ma khong can cho trude miii tén vong hoac chiéu dai, hodc thanh phén
ngang cua lyc cang trong day.

- Trén co so ly thuyét dé xudt, tac gia dd xdy dung duoc thudt toan va
chuong trinh tinh day don chiu tai trong tap trung tai cac vi tri khac nhau trén
day, trong hai truong hop ddy dai bang nhip va day dai hon nhip.

- Dung phan mém Matlab 1ap trinh cho cac bai toan néu trén
KIEN NGHI

- Str dung phuong phéap va chuong trinh cia tac gia dé xuat dé phan tich
tinh hoc bai toan phang cua cau day vang.

- Tiép tuc phat trién phuong phap nguyén 1y cuc tri Gauss dé xay dung va
giai bai toan tinh ctia cau day ving theo so d6 khong gian.

- Ap dung phuong phap nguyén 1y cuc tri Gauss vao nghién ctru cac bai
toan dong luc hoc, 6n dinh va 6n dinh khi dong hoc cua cau day vang va két

cau mai treo ddy mém.
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