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MỞ ĐẦU 

Bài toán cơ học kết cấu hiện nay nói chung được xây dựng theo bốn đường 

lối đó là: Phương pháp xây dựng phương trình vi phân cân bằng phân tố; Phương 

pháp năng lượng; Phương pháp nguyên lý công ảo và Phương pháp sử dụng trực 

tiếp phương trình Lagrange. Các phương pháp giải gồm có: Phương pháp được 

coi là chính xác như, phương pháp lực; Phương pháp chuyển vị; Phương pháp hỗn 

hợp; Phương pháp liên hợp và các phương pháp gần đúng như, phương pháp phần 

tử hữu hạn; phương pháp sai phân hữu hạn; phương pháp hỗn hợp sai phân - biến 

phân. 

Phương pháp phần tử hữu hạn là một phương pháp số đặc biệt có hiệu quả để 

tìm dạng gần đúng của một hàm chưa biết trong miền xác định V của nó. Tuy 

nhiên phương pháp phần tử hữu hạn không tìm dạng xấp xỉ của hàm cần tìm trên 

toàn miền V mà chỉ trong từng miền con 
eV  (phần tử) thuộc miền xác định V. Do 

đó phương pháp này rất thích hợp với hàng loạt bài toán vật lý và kỹ thuật trong 

đó hàm cần tìm được xác định trên các miền phức tạp gồm nhiều vùng nhỏ có đặc 

tính hình học, vật lý khác nhau, chịu những điều kiện biên khác nhau.  

Đối tượng, phương pháp và phạm vi nghiên cứu của đề tài 

Trong luận văn này, tác giả sử dụng phương pháp Phần tử hữu hạn nói trên 

để xây dựng và giải một số bài toán dầm nhiều nhịp, chịu tác dụng của tải trọng 

tĩnh. 

Do sự cần thiết của việc nghiên cứu nội lực và chuyển vị của kết cấu, mục 

đích và nhiệm vụ nghiên cứu của luận văn này là: 

Mục đích nghiên cứu của đề tài 

“Nghiên cứu nội lực và chuyển vị của dầm nhiều nhịp  

chịu tác dụng của tải trọng tĩnh” 

Nhiệm vụ nghiên cứu của đề tài 

1. Tìm hiểu và giới thiệu các phương pháp xây dựng và các phương pháp giải bài 

toán cơ học kết cấu hiện nay. 

2. Trình bày Phương pháp Phần tử hữu hạn đối với các bài toán cơ học kết cấu. 



 

 

3. Áp dụng  Phương pháp Phần tử hữu hạn để xây dựng và giải các bài toán dầm 

nhiều nhịp, chịu tác dụng của tải trọng tĩnh. 

4. Lập chương trình máy tính điện tử cho các bài toán nêu trên. 

Ý nghĩa khoa học và thực tiễn của đề tài nghiên cứu 

Việc tìm hiểu và ứng dụng phương pháp Phương pháp Phần tử hữu hạn có ý 

nghĩa về mặt khoa học và thực tiễn tính toán công trình. 

 

 

 

 

 

 



 

CHƯƠNG 1. 

CÁC PHƯƠNG PHÁP XÂY DỰNG VÀ CÁC PHƯƠNG PHÁP  

GIẢI BÀI TOÁN CƠ HỌC KẾT CẤU 

Trong chương này trình bày các phương pháp truyền thống để xây dựng các 

bài toán cơ học nói chung; giới thiệu bài toán cơ học kết cấu (bài toán tĩnh) và các 

phương pháp giải thường dùng hiện nay. 

1. Phương pháp xây dựng bài toán cơ học  

Bốn phương pháp chung để xây dựng bài toán cơ học kết cấu được trình 

bày dưới đây. Dùng lý thuyết dầm chịu uốn để minh họa. 

1.1. Phương pháp xây dựng phương trình vi phân cân bằng phân tố  

 Phương trình vi phân cân bằng được xây dựng trực tiếp từ việc xét các điều 

kiện cân bằng lực của phân tố được tách ra khỏi kết cấu. Trong sức bền vật liệu 

khi nghiên cứu dầm chịu uốn ngang sử dụng các giả thiết sau: 

- Trục dầm không bị biến dạng nên không có ứng suất. 

- Mặt cắt thẳng góc với trục dầm sau khi biến dạng vẫn phẳng và thẳng góc với 

trục dầm (giả thiết Euler–Bernoulli). 

- Không xét lực nén giữa các thớ theo chiều cao của dầm 

Với giả thiết thứ ba thì chỉ có ứng suất pháp σx và các ứng suất tiếp σxz, σzx tác 

dụng lên phân tố dầm (hình 1.3), ứng suất pháp σz  bằng không. Hai giả thiết thứ 

ba và thứ nhất dẫn đến trục dầm chỉ có chuyển vị thẳng đứng y(x) và nó được gọi 

là đường độ võng hay đường đàn hồi của dầm.  Giả thiết thứ nhất xem chiều dài 

trục dầm không thay đổi khi bị võng đòi hỏi độ võng của dầm là nhỏ so với chiều 

cao dầm, ymax / h  1/5. Với giả thiết thứ hai  thì biến dạng trượt do ứng suất tiếp 

gây ra không được xét trong tính độ võng của dầm như trình bày dưới đây. Gỉả 

thiết này chỉ đúng khi tỉ lệ h/l  1/5.  Chuyển vị ngang  u của điểm nằm ở độ cao z 

so với trục dầm bằng 

 

Biến dạng và ứng suất xác định như sau 
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Momen tác dụng lên trục dầm: 

 



2/

2/
2

23

2

2

2

12

h

h dx

ydEbh
dz

dx

yd
EbzM  

TTH

-h
/2

h
/2

Z

u

 

Hình 1.2. Phân tố dầm 

 hay                          EJM                                                                              (1.7)           

trong đó:                 
12

3Ebh
EJ   , 

2

2

dx

yd
  

EJ được gọi là độ cứng uốn của dầm;   là độ cong của đường đàn hồi và sẽ được 

gọi là biến dạng uốn; b là chiều rộng dầm. Để đơn giản trình bày, ở đây chỉ dùng 

trường hợp dầm có tiết diên chữ nhật. 

Cách tính nội lực momen ở trên không xét đến biến dạng trượt do các ứng 

suất tiếp gây ra. Tổng các ứng suất tiếp σzx trên mặt cắt sẽ cho ta lực cắt Q tác dụng 

lên trục dầm:                                                  
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h

h
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Biểu thức của ứng suất tiếp σzx   trong tích phân trên sẽ trình bày sau.  

Nhờ các giả thiết nêu trên, thay cho trạng thái ứng suất trong dầm, ta chỉ cần 

nghiên cứu phương trình cân bằng của các nội lực M và Q tác dụng lên trục dầm. 

Xét phân tố dx của trục dầm chịu tác dụng của các lực M,Q và ngoại lực phân bố 

q, hình 1.3. Chiều dương của M, Q và q trên hình vẽ tương ứng với chiều dương 

của độ võng hướng xuống dưới. 

M

M + dM
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Q
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Hình 1.3. Xét cân bằng phân tố 

Lấy tổng momen đối với điểm O2, bỏ qua các vô cùng bé bậc cao ta có 

                                   0Q
dx

dM
                                                                  (1.8) 

Lấy tổng hình chiếu các lực lên trục thẳng đứng: 



 

                                    0 q
dx

dQ
                                                                   (1.9) 

Phương trình (1.8) là phương trình liên hệ giữa momen uốn và lực cắt, 

phương trình (1.9) là phương trình cân bằng lực cắt Q và ngoại lực phân bố q. Đó 

là hai phương trình xuất phát (hai phương trình đầu tiên) của phương pháp cân 

bằng phân tố. Lấy đạo hàm phương trình (1.8) theo x rồi cộng với phương trình 

(1.9), ta có phương trình dẫn xuất sau  

                                    0
2
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 q
dx

Md
                                                             (1.10) 

Thay M xác định theo (1.7) vào (1.10) nhận được phương trình vi phân xác 

định đường đàn hồi của thanh 
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Phương trình (1.11) được giải với các điều kiện biên của y và các đạo hàm 

đến bậc ba của y (4 điều kiện), hai điều kiện biên tại mỗi đầu cuối thanh. 

Các điều kiện biên thường dùng như sau 

a) Liên kết khớp tại x=0:  

        Chuyển vị bằng không, 0
0


x
y ,   momen uốn 0M , suy ra  0

0

2

2


x

dx
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b) Liên kết ngàm tại x=0: 

        Chuyển vị bằng không,  0
0


x
y , góc xoay bằng không,  0
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xdx

dy
   

 c) không có gối tựa tại x=0: 

          Momen uốn 0M , suy ra  0
0
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Các điều kiện tại x=l cũng lấy tương tự như trên. 

Bây giờ  tìm hiểu sự phân bố ứng suất tiếp σzx trên chiều dày h của dầm. 

Trước tiên viết phương trình cân bằng ứng suất trên trục x như sau 
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 Tích phân phương trình trên theo z:         xC
dx

ydEz
xz


3
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2
  

 Hàm  xC  xác định từ điều kiện ứng suất tiếp bằng không tại mặt trên và mặt 

dưới dầm, 
2

h
z  . Ta có:                                    

3
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Ứng suất tiếp phân bố trên mặt cắt dầm có dạng 
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Đó là hàm parabol bậc hai.Ứng suất tiếp lớn nhất tại trục dầm (z=0) có giá trị bằng  
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Tích phân hàm ứng suất tiếp theo chiều cao dầm rồi nhân với chiều rộng b ta có 

lực cắt Q tác dụng lên phần trái của dầm   

                                     
3

33

12 dx

ydEbh
Q        

Ứng suất tiếp trung bình trên chiều cao dầm bằng:  
3

32

12 dx

ydEhtb

xz
  

Tỉ lệ giữa ứng suất tiếp max tại trục dầm và ứng suất trung bình α=1.5.                                     

1.2. Phương pháp năng lượng 

 Năng lượng của cơ hệ bao gồm động năng T và thế năng П. Động năng 

được xác định theo khối lượng và vận tốc chuyển động, còn thế năng П bao gồm 

thế năng biến dạng và công của các trường lực, phụ thuộc vào chuyển vị. Trường 

lực là lực có thế như lực trọng trường. Các lực ngoài tác dụng lên cơ hệ là lực 

không thế. 

Đối với hệ bảo toàn, năng lượng là không đổi 

                T+ П = const                                                              (1.12) 

Do đó tốc độ thay đổi năng lượng phải bằng không 

 

Ta xét bài toán tĩnh, T=0, do đó 

                                 П = const                                                                 (1.14) 



 

 Thế năng П có thể biểu thị qua ứng suất và nội lực cũng có thể biểu thị qua 

chuyển vị và biến dạng. Vì vậy ta có hai nguyên lý biến phân năng lượng sau: 

    Nguyên lý thế năng biến dạng cực tiểu 

 Khi phương trình cân bằng được biểu thị qua ứng suất hoặc nội lực và do đó 

thế năng biến dạng cũng biểu thị qua ứng suất hoặc nội lực ta có nguyên lý thế 

năng biến dạng cực tiểu, nguyên lý Castiliano (1847-1884). Nguyên lý phát biểu 

như sau: 

 Trong tất cả các trạng thái cân bằng lực có thể thì trạng thái cân bằng 

thực xảy ra khi thế năng biến dạng là cực tiểu. 

 Trạng thái cân bằng lực có thể là trạng thái mà các lực tác dụng lên phân tố 

thỏa mãn các phương trình cân bằng. Ta viết nguyên lý dưới dạng sau: 

                                         min F          

Với ràng buộc là các phương trình cân bằng viết dưới dạng lực. 

Đối với dầm ta có: 

 

 

Nội lực cần tìm mômen uốn là hàm phân bố theo chiều dài dầm M(x) và phải thỏa 

mãn các điều kiện liên kết ở hai đầu thanh (được xác định ở hai đầu thanh). Đây là 

bài toán cực trị có ràng buộc. Bằng cách dùng thừa số Lagrange  đưa về bài 

toán không ràng buộc sau: 

 

 là thừa số Lagrange và cũng là ẩn của bài toán. Theo phép tính biến phân từ 

phiếm hàm (1.17) ta nhận được hai phương trình sau (phương trình Euler– 

Lagrange). 

 

 



 

 

 có thứ nguyên là chuyển vị cho nên phương trình (1.18) biểu thị quan hệ giữa 

M và chuyển vị. Thế (1.18) vào (1.19) ta có 

 

 là độ võng của dầm và phương trình (1.20) là phương trình vi phân cân bằng 

của dầm viết theo chuyển vị nhận được ở trên. 

      Nguyên lý công bù cực đại 

Khi dùng ẩn là các chuyển vị và biến dạng thì có nguyên lý công bù cực đại. 

Trong tất cả các chuyển vị động học có thể (khả dĩ) thì chuyển vị thực là 

chuyển vị có công bù cực đại. 

 Chuyển vị động học có thể là chuyển vị thỏa mãn các phương trình liên hệ 

giữa chuyển vị và biến dạng và thỏa mãn các điều kiện biên. Công bù bằng tích 

của ngoại lực và chuyển vị trừ đi năng lượng biến dạng. 

                      [Công ngoại lực – thế năng biến dạng]→max                  

Với ràng buộc là các phương trình liên hệ giữa chuyển vị và biến dạng. 

Lấy ví dụ đối với dầm chịu uốn, ta có 

 

Với ràng buộc:  

 

 là biến dạng uốn cũng là độ cong của đường độ võng. Tích phân thứ nhất trong 

(1.21) là công toàn phần của ngoại lực (không có hệ số ½), tích phân thứ hai là thế 

năng biến dạng biểu thị qua biến dạng uốn. 

Thay từ (1.22) vào (1.21), ta có  

 

Thay dấu của (1.23) ta có  

 



 

Khi y có giá trị xác định tại hai đầu mút dầm thì điều kiện cần để biểu thức (1.24) 

cực tiểu là phương trình Euler sau 

 

Phương trình (1.25) là phương trình vi phân cân bằng của dầm chịu uốn. Nguyên 

lý công bù cực đại dưới dạng biểu thức (1.24) được sử dụng rộng rãi trong tính 

toán công trình theo phương pháp phần tử hữu hạn.  

1.3. Nguyên lý công ảo 

  Nguyên lý công ảo được sử dụng rất rộng rãi trong cơ học. Theo K.F. Gauss 

(1777-1855) thì mọi nguyên lý trong cơ học hoặc trực tiếp hoặc gián tiếp đều rút 

ra từ nguyên lý chuyển vị ảo.  

Xét cơ hệ chất điểm ở trạng thái cân bằng ta có 

  ,0,0,0 ZYX                                           (1.26)                                                                

 ZYX ;; : là tổng hình chiếu của tất cả các lực tác dụng lên ba trục của hệ 

toạ độ Đề các. Ta viết biểu thức sau: 

  ,0WZVYUX                                                (1.27) 

ở đây xem các ;;; WVU   là các thừa số bất kỳ. 

Từ (1.26) ta có (1.27) và ngược lại từ (1.27) ta sẽ nhận được (1.26) bởi vì 

các ;;; WVU   là những thừa số bất kỳ. Bây giờ ta xem ;;; WVU   là các 

biến phân của các chuyển vị ảo theo ba chiều của hệ toạ độ vuông góc. Chuyển vị 

ảo là chuyển vị bé do nguyên nhân bất kỳ bên ngoài nào đó gây ra. Các chuyển vị 

ảo này phải thoả mãn các điều kiện liên kết của hệ. 

Khi có chuyển vị ảo thì vị trí của các lực tác dụng trên hệ có thể thay đổi 

nhưng phương chiều và độ lớn của nó vẫn giữ nguyên không đổi. Như vậy, các 

chuyển vị ảo WVU  ;; là các đại lượng độc lập với lực tác dụng và từ hai biểu 

thức (1.26) và (1.27) ta có nguyên lý công ảo: 

Nếu như tổng công của các lực tác dụng của hệ thực hiện trên các 

chuyển vị ảo bằng không thì hệ ở trạng thái cân bằng. 

Đối với hệ đàn hồi (hệ biến dạng) thì ngoài ngoại lực còn có nội lực. Vấn đề 

đặt ra ở đây là cách tính công của nội lực như thế nào. 



 

 

Trước hết ta cần phải đưa thêm yêu cầu đối với chuyển vị ảo như sau: 

Các chuyển vị ảo phải thoả mãn các liên hệ giữa chuyển vị và biến dạng. 

Nếu như các chuyển vị có biến dạng ...;;
y

v

x

u
yx









   thì biến phân các 

chuyển vị ảo wvu  ;; cũng phải có các biến dạng ảo tương ứng:   

                       ...;; v
y

u
x









. 

Thông thường công của nội lực (hoặc ứng suất) được tính qua thế năng biến 

dạng. Khi có các chuyển vị ảo ;;; WVU   thì thế năng biến dạng  sẽ thay đổi 

bằng đại lượng biến phân  . Do đó nguyên lý chuyển vị ảo đối với hệ biến dạng 

được viết như sau: 

  ,0WZVYUX                                      (1.28) 

Các đại lượng biến phân trong (1.28) đều là chuyển vị ảo cho nên nếu xem 

nội lực (ứng suất) trong quá trình chuyển vị ảo cũng không đổi thì dấu biến phân 

trong (1.28) có thể viết lại như sau: 

  0  ZWYVXU                                               (1.29) 

Hai biểu thức (1.28) và (1.29) dưới dạng chi tiết hơn được trình bày trong [30, 

Tr.261]. 
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(1.30) 

Phương trình Euler của (1.30) như sau:  0
4

4

 q
dx

yd
EJ

 

1.4.  Phương trình Lagrange:  

Phương trình Lagrange là phương trình vi phân của chuyển động được biểu 

thị qua các toạ độ tổng quát (các chuyển vị tổng quát).  

Gọi T là động năng và  là thế năng của hệ, các qi là các chuyển vị tổng 

quát và Qi là các lực tổng quát thì phương trình Lagrange có dạng: 
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(i=1,2,3......,n)                                 (1.31) 

trong đó: 
t

q
q i

i



  là vận tốc của chuyển động. Đối với mỗi chuyển vị qi sẽ có một 

phương trình Lagrange. Động năng T trong toạ độ tổng quát là hàm của vận tốc và 

có thể là hàm của cả chuyển vị tổng quát.  

 Thế năng toàn phần của hệ bao gồm thế năng biến dạng và thế năng của lực 

có thế (lực trọng trường là lực có thế). Qi là lực không thế có thể được hiểu là các 

lực ngoài tác dụng lên hệ (lực tổng quát).  Áp dụng phương trình Lagrange để 

xây dựng phương trình chuyển động của dầm chịu uốn như sau: 

Gọi yi là chuyển vị (tổng quát) của điểm i của dầm và qi là lực tác dụng tại 

điểm i của dầm và mi là khối lượng. 

Động năng của dầm 
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    trong đó:     
t

y
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                                      (1.32) 

Thế năng biến dạng của dầm chịu uốn 
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                                                                  (1.33) 

Dấu tổng lấy cho tất cả các điểm i của dầm. Phương trình Lagrange đối với dầm 

có dạng 
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                                                         (1.34) 

Ta tính hai thành phần đầu của phương trình (1.34)  
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                                         (1.35) 
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Để tính thế năng biến dạng có thể dùng phương pháp sai phân hữu hạn, hình 1.5. 



 

 

         Bởi vì độ võng yi của dầm chỉ có mặt 

trong biểu thức thế năng biến dạng của ba 

điểm liên tiếp i-1, i và i+1, cho nên chỉ cần 

tính thế năng biến dạng của dầm (1.33) cho ba 

điểm này, x là khoảng cách giữa các điểm. 

 

 

i-2 i-1 i i+1 i+2

 

Hình 1.4. Bước sai phân 
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                               (1.36) 

Tổng cộng ba phương trình trên cho ta thế năng của dầm để tính yi. Ta tính 
i

y


 

của phương trình (1.34). 
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Biểu thức (1.37) biểu thị sai phân hữu hạn của 
i
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Cộng (1.35) và (1.37) nhận được phương trình Lagrange đối với chuyển vị yi  
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                                                           (1.38) 

Điểm i là bất kỳ nên nhận được phương trình vi phân cân bằng của dầm 
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                                                                  (1.39) 

Đối với bài toán tĩnh T=0 ta có: q
dx

yd
EJ 

4

4

 
                                              (1.40) 

Phương pháp sử dụng phương trình Lagrange để nhận được phương trình vi phân 

của đường độ võng của dầm trình bày ở đây là của tác giả. 



 

Ở trên trình bày bốn phương pháp chung để xây dựng bài toán cơ, lấy bài 

toán dầm chịu uốn làm ví dụ để biết cách sử dụng chúng và để thấy bốn đường lối 

đó là tương đương nhau nghĩa là đều dẫn về phương trình vi phân cân bằng của hệ. 



 

 

CHƯƠNG 2. 

PHƯƠNG PHÁP PHẦN TỬ HỮU HẠN 

 

2.1. Phương pháp phần tử hữu hạn 

 Thực chất của phương pháp phần tử hữu hạn là rời rạc hóa bản thân kết cấu. 

Các phần tử liền kề liên hệ với nhau bằng các phương trình cân bằng và các 

phương trình liên tục. 

 Để giải quyết bài toán cơ học kết cấu, có thể tiếp cận phương pháp này bằng 

đường lối trực tiếp, suy diễn vật lý hoặc đường lối toán học, suy diễn biến phân. 

Tuy nhiên bằng cách nào đi chăng nữa thì kết quả thu được là một ma trận (độ 

cứng hoặc độ mềm). Ma trận đó được xây dựng dựa trên cơ sở cực trị hóa phiếm 

hàm biểu diễn năng lượng. Trong phạm vi mỗi phần tử riêng biệt, các hàm chuyển 

vị được xấp xỉ gần đúng theo một dạng nào đó, thông thường là các đa thức. 

Trong phương pháp phần tử hữu hạn chia kết cấu công trình thành một số 

hữu hạn các phần tử. Các phần tử này được nối với nhau tại các điểm định trước 

thường tại đỉnh phần tử (thậm trí tại các điểm trên biên phần tử) gọi là nút. Như 

vậy việc tính toán kết cấu công trình được đưa về tính toán trên các phần tử của 

kết cấu sau đó kết nối các phần tử này lại với nhau ta được lời giải của một kết cấu 

công trình hoàn chỉnh. Tương tự như phương pháp sai phân hữu hạn cũng chia 

công trình thành các đoạn nhỏ (phần tử) và các trạng thái chuyển vị (trường 

chuyển vị) v.v… được xác định tại các điểm nút sai phân. Sự khác biệt của hai 

phương pháp là Phương pháp sai phân hữu hạn sau khi tìm được các chuyển vị tại 

các nút của sai phân còn các điểm nằm giữa hai nút được xác định bằng nội suy 

tuyến tính, còn phương pháp phân tử hữu hạn sau khi xác định được chuyển vị tại 

các nút của phần tử thì các điểm bên trong được xác định bằng hàm nội suy (hàm 

dạng).  

Với bài toán cơ học vật rắn biến dạng, tuỳ theo ý nghĩa vật lí của hàm nội suy 

có thể phân tích bài toán theo 3 loại mô hình sau: 

- Mô hình chuyển vị: Xem chuyển vị là đại lượng cần tìm và hàm nội suy 

biểu diễn gần đúng dạng phân bố của chuyển vị trong phần tử.  



 

- Mô hình cân bằng: Hàm nội suy biểu diễn gần đúng dạng phân bố của ứng 

suất hay nội lực trong phần tử.  

- Mô hình hỗn hợp: Coi các đại lượng chuyển vị và ứng suất là 2 yếu tố độc 

lập riêng biệt. Các hàm nội suy biểu diễn gần đúng dạng phân bố của cả chuyển vị 

lẫn ứng suất trong phần tử. 

Hiện nay, khi áp dụng phương pháp phần tử hữu hạn để giải các bài toán cơ 

học thường sử dụng phương pháp phần tử hữu hạn theo mô hình chuyển vị. Sau 

đây luận văn trình bài nội dung phương pháp phần tử hữu hạn theo mô hình 

chuyển vị. 

2.1.1 Nội dung phương pháp phần tử hữa hạn theo mô hình chuyển vị 

Trong phương pháp phần tử hữu hạn - mô hình chuyển vị, thành phần 

chuyển vị được xem là đại lượng cần tìm. Chuyển vị được lấy xấp xỉ trong dạng 

một hàm đơn giản gọi là hàm nội suy (hay còn gọi là hàm chuyển vị). Trình tự 

phân tích bài toán theo phương pháp phần tử hữu hạn - mô hình chuyển vị có nội 

dung sau: 

2.1.1.1. Rời rạc hoá kết cấu: 

Trong phương pháp PTHH, người ta rời rạc hoá bằng cách chọn kết cấu 

liên tục thành một số hữu hạn các miền con có kích thước càng nhỏ càng tốt 

nhưng phải hữu hạn. Các miền hoặc kết cấu con được gọi là PTHH, chúng có thể 

có dạng hình học và kích thước khác nhau, tính chất vật liệu được giả thiết không 

thay đổi trong mỗi phần tử nhưng có thể thay đổi từ phần tử này sang phần tử 

khác. 

Kích thước hình học và số lượng các phần tử không những phụ thuộc vào 

kích hình học và tính chất chịu lực của kết cấu mà còn phụ thuộc vào độ chính xác 

của bài toán. 

Với hệ thanh dùng các phương trình thanh, kết cấu tấm sử dụng phương 

trình tấm tam giác, chữ nhật, với vật thể khối dung các phương trình hình chóp, 

hình hộp... 

Khi rời rạc hoá kết cấu liên tục các PTHH được giả thiết nối với nhau tại 

một số điểm quy định gọi là các nút, toàn bộ tập hợp các phương trình rời rạc lưới 



 

 

PTHH. Lưới càng mau, nghĩa là số lượng phương trình càng lớn hay kích thước 

phương trình càng nhỏ thì mức độ chính xác của kết cấu càng tăng. 

Khi rời rạc cần chú ý tại những nơi chuyển vị biến thiên nhanh thì chọn các 

phương trình có kích thước nhỏ, càng ra xa kích thước của phương trình có thể 

tăng lên để giảm số lượng phương trình hay số ẩn của bài toán mà vẫn đảm bảo độ 

chính xác. Miền được phân chia phải chọn sao cho tại biên các chuyển vị coi như 

đã tắt. Khi chia thành các phần tử thì các kích thước trong mỗi một phần tử không 

chênh lệch quá lớn làm giảm độ chính xác của bài toán. Để xác định được kích 

thước phù hợp cho phương trình với mỗi bài toán cần quy định kích thước ban 

đầu, sau đó lấy kích thước nhỏ đi hai lần, nếu kết quả của bài toán đạt độ chính xác 

như cũ thì kích thước của phương trình giả định coi như chấp nhận được. 

Nhưng đối với hệ thanh thì khi chia nhỏ một thanh (phương nối hai nút) độ 

chính xác không tăng. Cho nên với hệ thanh kích thước của phương trình lấy với 

kích thước lớn nhất có thể tức là phương trình nối hai nút của kết cấu. 

 

Hình 2.2. 

2.1.1.2. Hàm chuyển vị: 

Việc chọn trước các hàm chuyển vị tại một thời điểm bất kỳ trong PTHH 

nhằm xác định sự liên hệ giữa chuyển vị nút với chuyển vị của mọi điểm trong 

phạm vi của PTHH. 

Gọi trường chuyển vị là vectơ các hàm chuyển vị tại điểm bất kỳ có toạ độ 

(x, y, z) của PTHH không gian và toạ độ (x, y) của PTHH phẳng. 

Ux(x, y, z); Uy(x, y, z); Uz(x, y, z) 

và Ux(x, y); Uy(x, y) 

Các hàm chuyển vị thường được chọn dưới dạng hàm đa thức. Bậc của hàm 

và số thành phần phụ thuộc vào hình dạng, bậc của loại PTHH tương ứng. 

Ví dụ trong bài toán phẳng của ứng suất hay biến dạng, đối với loại phần tử 



 

tuyến tính, hàm chuyển vị là đa thức bậc nhất và số thành phần bằng số nút quy định 

của phương trình. Đối với PTHH bậc hai, hàm chuyển vị là đa thức bậc hai, số thành 

phần chứa trong mỗi hàm bằng mỗi nút của phần tử. Dưới đây là một số hàm chuyển 

vị được dùng trong lý thuyết đàn hồi. 

1. PTHH tuyến tính: 

a. PTHH tam giác: 

Ux (x, y) = 1 + 2.x + 3.y + 4.x
2 + 5.xy + 6.y

2 

Uy (x, y) = 4 + 5. x + 6.y 

b. PTHH chữ nhật: 

Ux (x, y) = 1 + 2.x + 3,y + 4.xy 

Uy (x, y) = 5+ 6.x + 7.y + 8.xy 

c. PTHH hình chóp: 

Ux(x, y, z) = 1+ 2.x + 3.y + 4.z 

Uy(x, y, z) = 5+ 6.x + 7.y + 8.z 

Uz(x, y, z) = 9+ 10.x + 11.y + 12.z 

d. PTHH hình hộp: 

 

Ux (x, y, z) = 1+ 2.x + 3.y + 4.z + 5.xy + 6.yz + 7zx + 8.xyz 

Uy(x, y, z) = 9+ 10.x + 11.y + 12.z + 13.xy + 14.yz + 15zx + 16.xyz 

Uz(x, y, z) = 17+ 18.x + 19.y + 20.z + 21.xy + 22.yz + 23zx + 24.xyz 

2. PTHH bậc hai 

a. PTHH tam giác: 

Ux (x, y) = 1 + 2.x + 3.y + 1.x
2 + 5.xy + 6.y

2 

Uy (x, y) = 7 + 8. x + 9.y+ 10.x
2 + 11.xy + 12.y

2 

b. PTHH chữ nhật: 

Ux (x, y) = 1 + 2.x + 3.y + 4.x
2 + 5.xy + 6.y

2 + 

7x
2y + 8.xy2 

Uy (x, y) = 9+ 10.x +  11.y + 12.x
2 + 12.xy + 14.y

2 + 

15x
2y + 16.xy2 



 

 

2.1.1.3.  Phương trình cơ bản của phương pháp phần tử hữu hạn 

Để thiết lập phương trình cơ bản của phương pháp PTHH có thể sử dụng 

các nguyên lý khác nhau, tuy nhiên thông thường người ta sử dụng nguyên lý 

công khả dĩ. 

Theo nguyên lý công khả dĩ ta có công thức: 

           ds.pdvu.gdv.
S

T

V

T

V

T

   (2.12) 

Phương trình trên biểu thị điều kiện cân bằng của hệ đàn hồi tuyến tính. 

Nếu chuyển trí của cả hai về theo phương pháp thông thường ta có: 

           dsp.udvg.udv.
T

SV

T

V

T

   (2.13) 

Theo định luận Hooke:      .D . thay vào vế phải nhận được: 

             
S

T

V

T

V

T
dsp.udvgudv.D  (2.14) 

Trong phương trình trên còn thiếu điều kiện liên tục, điều kiện này được 

đưa vào bằng một trường chuyển vị xấp xỉ (hàm chuyển vị) thoả mãn các điều 

kiện tương thích. 

Ta chọn một hàm chuyển vị phù hợp với loại và bậc của một phần tử mẫu 

(PTHH): 

- Với bài toán không gian: 

       z.y,xPz,y,xU  (2.15) 

- Với bài toán phẳng: 

      .y,xPy,xU  (2.16) 

Trong đó: 

U  - vectơ chuyển vị của một điểm 

 P  - ma trận các biến của trường chuyển vị. 

   - ma trận hệ số của hàm chuyển vị 

Ví dụ với phần tử tam giác: 
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 (2.17) 

      .Pu  

Nếu tính chuyển vị của các nút trong một phần tử ta có: 

      .Au ee  (2.18) 

 
eu  - vectơ chuyển vị của các nút của phần tử. 

 "eA  - ma trận được xác định theo  P  và toạ độ của các nút. 

   - ma trận hệ số. 

Ví dụ với phần tử tam giác: 
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 (2.19) 

      .Au ee  (2.20) 

Trong công thức trên giá trị của  eA  hoàn toàn xác định. Nếu biết được 

 
eu  ta sẽ xác định được   , ta có: 

     
e

1

e u.A


  (2.21) 

Khi đó chuyển vị tại một điểm bất kỳ được xác định theo chuẩn vị của các 



 

 

nút của phần tử: 

      
e

1

e u.A.Pu


  (2.22) 

Mặt khác ta có quan hệ giữa chuyển vị và biến dạng: 

   u.  (2.23) 

   - ma trận toán tử vi phân; 

  - vectơ biến dạng 

Thay giá trị của u  ta có công thức biến dạng: 

       
e

1

e u.Ap


  (2.24) 

Đặt: 

     1

eA.pN


  (2.25) 

    N.B   (2.26) 

Trong đó: 

 N  - ma trận hàm dạng 

 B  - ma trận biến đổi của hàm dạng 

Như vậy biến dạng có thể biến điểm lại như sau: 

     
eu.N  hoặc     

eu.B , đồng thời 

    
eu.Nu   

Nếu cho các nút một chuyển vị khả dĩ khi đó ta có biến dạng khả dĩ. 

    
eu.B   

    
eu.Nu   (2.27) 

Thực hiện phép chuyển trí phương trình trên ta có: 

     TT

e

T
B.u  

     TT

e

T
N.uu   (2.28) 

Thay  T
  vào phương trình cân bằng của nguyên lý công khả dĩ ta được 

                   
S

T

e

V

TT

e

V

e

TT

e
dspNudvgNudvuBD.B.u  (2.29) 

Ta dùng chuyển vị tương thích được chọn (Hạm CV) không những thoả 

mãn điều kiện bên trong và cả trên biên PTHH. Trong công thức trên đại lượng 



 

 
eu  không phụ thuộc vào phép tích phân nên có thể đưa ra ngoài dấu tích phân: 

                    
S

TT

e

V

TT

e

V

e

TT

e
dspNudvgNudvuBDBu

0

 

Do chuyển vị khả dĩ khác 0 nên: 

              
S

T

V

T

V

e

T
dspNdvgNdvuBDB  (2.30) 

Nếu ký hiệu: 

      
V

T

e dvBDBK  

          
S

T

V

T

e
dspNdvgNF  (2.31) 

Ta có: 

     
eee FuK   (2.32) 

Đây là phương trình cơ bản của PTHH, trong đó: 

 eK  - ma trận độ cứng của PTHH (ma trận đối xứng); 

 
eu  - vectơ chuyển vị nút; 

 
eF  - vectơ lực nút của phần tử, gọi là lực nút tương đương của PTHH 

Ẩn của phương trình trên là chuyển vị của các nút. Còn đại lượng  eK  và 

 
eF  đều xác định được dựa vào đặc trưng hình học, vật liệu của phần tử và tải 

trọng tác động vào nó. Tuy nhiên phương trình trên mới chỉ là phương trình cân 

bằng của một phần tử, trong khi đó một kết cấu bao gồm nhiều phần tử tạo nên. 

Dựa vào phương trình cân bằng của một phần tử, thực hiện ghép nối để tạo nên 

phương trình cân bằng của hệ kết cấu, từ đó xác định được chuyển vị của các nút, 

trước khi ghép nối đôi khi cần chuyển hệ trục toạ độ (từ hệ toạ độ cục bộ sang hệ 

toạ độ tổng thể). 

2.1.1.4.  Chuyển hệ trục toạ độ 

Để thuận tiện cho việc nhập số liệu tải trọng và xem nội lực, trên mỗi một 

phần tử có một hệ toạ độ riêng gọi là hệ toạ độ cục bộ. Trong khi đó toạ độ của các 

nút và chuyển vị được tính theo hệ toạ độ chung, gọi là hệ toạ độ tổng thể. 



 

 

 

Khi ghép nối ma trận độ cứng và vectơ lực, và chuyển vị cần chuyển cả đại 

lượng này từ hệ toạ độ cục bộ về tổng thể, từ phương trình của hệ toạ độ cục bộ: 

     
eee Fu.K   

Ta có: 

          
ee

1

e F.TuTTkT 


 

Trong đó  T  là ma trận chuyển trục toạ độ:  
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Đặt: 

           T

e

1

e

'

e TKTTKTK 


 do     1T
TT


  (ma trận trực giao) 

    
e

'

e
FTF   

    
e

'

e
u.Tu   

Trong đó: 

 'eK  - ma trận độ cứng của phương trình tử trong hệ toạ độ tổng thể. 

 '

e
F  - vectơ lực nút trong hệ toạ độ tổng thể. 

 '

e
u  - vectơ chuyển vị nút trong hệ toạ độ tổng thể. 

Khi xác định được các chuyển vị nút của hệ trong toạ độ tổng thể thì chuyển 

vị của các nút của phương trình trong hệ toạ độ cục bộ là: 

     '

e

1

e
u.Tu


  hoặc      

e

T

e
u.Tu   

Phương trình cân bằng của phần tử trong hệ toạ độ tổng thể: 

     '

e

'

e

'

e Fu.K   (2.33) 

 



 

2.1.1.5.  Ghép nối ma trận độ cứng và vectơ tải trọng nút của toàn hệ 

Dựa vào đặc trưng hình học và cơ học của phần tử ta xác định được  'eK  và 

 '

e
F  theo sơ đồ liên kết của các phần tử thành lập bảng liên kết sau đó xác định ma 

trận độ cứng và vectơ tải trọng của hệ, các bước thực hiện như sau: 

a. Đánh chỉ số nút và chuyển vị 

 

Hệ có ba nút, 2 phần tử giàn và 6 chuyển vị. Như vậy, ma trận độ cứng của 

1 phần tử có kích thước 4*4. 

Bảng liên kết phần tử 

Phần tử 
Nút đầu Nút cuối 

u (1) v (2) u (3) v (4) 

1 1 2 3 4 

2 3 4 5 6 

 

b. Ma trận độ cứng 

Sau khi đã chuyển về hệ toạ độ tổng thể ta có ma trận độ cứng của các 

phương trình tương đương với các chuyển vị: 
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Do hệ có 6 chuyển vị nên ma trận độ cứng của hệ  sk  có kích thước 6*6 

tương ứng với các chuyển vị: 
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Các giá trị được xác định bằng cách cộng dồn từ  '1K  và  '

2K . Duyệt từng 

giá trị của  '1K chuyển vào  sK  theo đúng chỉ số, tiếp tục với  '

2K  nhưng cộng 

thêm. 

c. Vectơ lực của toàn hệ 

Từ số chuyển vị của hệ ta có vectơ lực tương ứng. 
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Từ các vectơ lực của mỗi phần tử đã được xác định, ta duyệt từng giá trị của 

 '

1
F  đưa vào vị trí của  

sF  sao cho có cùng chỉ số. Tiếp tục làm như vậy với  '

2
F  

nhưng phải cộng thêm vào. Cuối cùng ta có hệ phương trình của hệ kết cấu: 

     
sss FuK   (2.34) 

d. Trường hợp gối đàn hồi tại nút 

Với một số loại kết cấu tại gối có các liên kết đàn hồi, với mỗi liên kết ta có 

một lò xo với độ cứng cho trước, khi đó độ cứng của lò xo sẽ được công thêm vào 

ma trận độ cứng của hệ tại vị trí trên đường chéo chính với số chỉ tương ứng 



 

 

Ví dụ: k1 thêm vào k11, k2 thêm vào k22. 

2.1.1.6.   Xử lý điều kiện biên 

Muốn tìm chuyển vị của các nút ta cần giải hệ phương trình:      
sss Fu.K   

tuy nhiên ma trận độ cứng của hệ được thành lập khi chưa tính đến các liên kết của 

kết cấu với môi trường, do đó det sK  = 0 hay nói cách khác hệ suy biến. Để giải 

hệ phương trình này cần đưa các điều kiện biên vào. Đó là chuyển vị bị chặn 

(chuyển vị = 0) tại các chuyển vị này sẽ có phản lực. 

Ví dụ: u1 = u2 = u5 = u6 = 0 

 

Cách đưa các điều kiện biên vào như sau: với một chuyển vị nào đó ui = 0 ta 

xoá cột i và dòng i của ma trận  sK  và  
sF . Làm như vậy với tất cả các chuyển vị 

ta nhận được một hệ phương trình mới không suy biến và giải được bằng các 

phương pháp: khử Gause, Choleski, lặp:      '

s

'

s

'

s FuK   ví dụ 



 

 

 

Sau khi xoá ta có hệ phương trình: 
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 (2.35) 

Giải phương trình tìm u3, u4 

3.1.1.7.  Tìm phản lực tại các gối 

Phản lực tại các gối xuất hiện khi chuyển vị tại đó bị chặn (ui = 0). Nếu ta bỏ 

phần chặn và thay vào đó bằng phản lực (theo đúng phương của chuyển vị) theo 

mô hình sau: 

 

Trong đó Q1, Q2 là phản lực, để tìm phải lực Q1 tương ứng với ui = 0 ta lấy 

dòng của hệ phương trình. 

     
sss Fu.K   

Ví dụ u5 khi đó ta có: 

 

 Q5 = u3k53 + u4k54 - F5 (2.36) 

Trong đó u3 và u4 tìm được từ việc giải hệ      '

s

'

s

'

s Fu.K   tương tự như vậy 

đối với Q1, Q2, Q6. Chiều dương của lực Qi là chiều trùng với chiều dương của hệ 



 

toạ độ tổng thể. 

3.1.1.8. Trường hợp biết trước một số chuyển vị 

Giả sử cho trước một số chuyển vị    
ii au  khi đó cách khử ui được thực 

hiện như sau: thay ui vào các dòng tại vị trí i chuyển tích các kiiui sang bên phải và 

xoá dòng i ta có hệ phương trình mới. 

Ví dụ cho u2 = a2 

     sss FuK
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Giải hệ này tìm được các  '

s
u  

Phản lực tại các chuyển vị cho trước xác định như sau: 

Thay các chuyển vị tìm được vào dòng i, ta có: 

k21u1 + k22u2 + k23u3 + k24u4 + k25u25 + k26u26 = F2 + Q2 (2.37) 

 Q2 - k21u1 + k22u2 + k23u3 + k24u4 + k25u25 + k26u6 - F2 

Tương tự như vậy với trường hợp các chuyển vị cho trước khác. 

3.1.2. Cách xây dựng ma trận độ cứng của phần tử chịu uốn 

Xét phần tử dầm có hai nút, mỗi  



 

 

nút có hai bậc tự do là chuyển vị và 

góc xoay và dầm có diện tích mặt cắt 

ngang là A; mô men quán tính của mặt 

cắt ngang là I; mô đun đàn hồi của vật 

liệu E (hình 3.3) 

-1 1

1,v 11,v 1 2,vv 2

0
 

           Hình 3.3. Phần tử hai nút 

 

Để tính toán được tổng quát, chiều dài phần tử lấy bằng hai đơn vị, gốc tọa 

độ nằm ở giữa phần tử. Như vậy, nếu biết được các bậc tự  do tại các nút phần tử là 

1 1 2 2
v , ,v ,   thì chuyển vị tại điểm bất kỳ trong phần tử tại tọa độ x được xác định 

như sau: 

   
1 1 2 1 3 2 4 2

v N .v N . N .v N .                                        (2.38) 

Trong đó :
1

N , 
2

N , 
3

N ,
4

N : là các hàm dạng và được xác định như sau: 

  3

1

1
N 2 3x x

4
   ;  2 3

2

1
N 1 x x x

4
    ;  

            
 3

3

1
N 2 3x x

4
   ;  2 3

4

1
N 1 x x x

4
     . 

Theo công thức trên ta thấy:  

1x=-1
v v ;  

1

x=-1

dv

dx
  ;

2x=1
v v ;

2

x=1

dv

dx
  .               (2.39) 

Như vậy, mỗi phần tử có 4 bậc tự do  1 1 2 2
X v , ,v ,   cần xác định. Nếu 

biết được X thì ta có biết được chuyển vị trong phần tử cũng như biến dạng uốn và 

mô men theo công thức sau: 

 
2 2 2 2 2

T
1 2 3 4

1 1 2 22 2 2 2 2

d v d N d N d N d N
v v

dx dx dx dx dx

 
       

 
;     (2.40a) 

 
2 2 2 2

T
1 2 3 4

1 1 2 22 2 2 2

d N d N d N d N
M EI. EI v v

dx dx dx dx

 
      

 
   (2.41a) 

Công thức trên là tính toán cho phần tử có chiều dài bằng 2, nếu phần tử có 

chiều dài là x  thì biến dạng uốn và mô men được tính như sau: 



 

 
2 22 2 2 2 2

T
1 2 3 4

1 1 2 22 2 2 2 2

d v 2 2 d N d N d N d N
v v

dx x x dx dx dx dx

    
                 

(2.40b)

 
2 2 2 2 2

T
1 2 3 4

1 1 2 22 2 2 2

2 d N d N d N d N
M EI. EI. v v

x dx dx dx dx

  
           

(2.41b) 

Xét phần tử có các tải trọng tập trung  
T

1 2 1 2
F P ,P ,M ,M  tác dụng tại các 

nút của phần tử. Theo phương pháp nguyên lý cực trị Gauss, lượng ràng buộc đối 

với bài toán tĩnh viết cho phần tử như sau: 

 
1 4

i i
i 11

x
Z M dx FX min

2 


                            (2.42) 

Điều kiện dừng của (3.42) được viết lại như sau: 

 
1 4

i i
i 11

x
Z M dx F X 0

2 


                                  (2.43) 

hay:  
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1 1 1 1
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d N d N d N d N d N d N d N d N
dx dx dx dx

dx dx dx dx dx dx dx dx

d N d N d N d N d N d N d N d N
dx dx dx dx

2 dx dx dx dx dx dx dx dx
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(2.44) 

       K X F                                                       (2.45) 

trong đó: K : ma trận độ cứng của phần tử; F : véc tơ tải trọng tác dụng nút; X : 

véc tơ chuyển vị nút của phần tử. 

Tính tích phân các hệ số trong  K  ta có thể tính bằng phương pháp chính 

xác (bằng hàm int(fx,a,b) có sẵn trong matlab) hoặc tính bằng phương pháp tích 

phân số của Gauss và kết quả độ cứng của phần tử chịu uốn ngang phẳng như sau: 
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                         (2.46) 

Biết được ma trận độ cứng phần tử thì ta dễ dàng xây dựng được ma trận độ 

cứng của toàn thanh. Nếu thanh chỉ có một phần tử thì ma trận của phần tử cũng 

chính là ma trận độ cứng của thanh. Trong phần tử nếu bậc tự do nào không có thì 

trong ma trận độ cứng của phần tử đó ta bỏ đi hàng và cột tương ứng với bậc tự do 

đó. 

2.1.3. Cách xây dựng ma trận độ cứng tổng thể của kết cấu 

Dựa vào hướng dẫn tại mục 2.1.1.5, ta ghép nối được ma trận các phần tử 

[Ke] vào vào ma trận độ cứng của toàn kết cấu [K]. 



 

CHƯƠNG 3. 

PHƯƠNG PHÁP PHẦN TỬ HỮU HẠN  

ĐỐI VỚI MỘT SỐ BÀI TOÁN DẦM NHIỀU NHỊP 

Trong chương này Sử dụng phương pháp phần tử hữu hạn đã trình bày ở 

chương 2 để tính toán nội lực và chuyển vị của một số dầm nhiều nhịp chịu tác 

dụng của tải trọng tĩnh. 

3.1. Tính toán dầm đơn giản 

Ví dụ  1: Dầm đơn giản 

Xác định nội lực và chuyển 

vị của dầm đơn giản chiều dài nhịp 

l , độ cứng uốn EJ, chịu tải phân bố 

đều q, hình 3.1a.  

 

0 1 1 2 2 3 3 0

4 5 6 7 8 9 10 11

ncv

ngx

 

Hình 3.1. Dầm đơn giản 

Rời rạc hóa kết cấu dầm ra thành 
pt

n  phần tử. Các nút của phần tử phải trùng 

với vị trí đặt lực tập trung, hay vị trí thay đổi tiết diện, chiều dài các phần tử có thể 

khác nhau. Mỗi phần tử có 4 ẩn  vậy nếu 
pt

n  phần tử rời rạc thì tổng 

cộng có 4
pt

n ẩn. Nhưng vì cần đảm bảo liên tục giữa các chuyển vị là chuyển vị 

của nút cuối phần tử thứ e bằng chuyển vị của nút đầu phầntử thứ  e 1  nên số 

bậc tự do của thanh sẽ nhỏ hơn 4
pt

n . Khi giải ta chỉ cần đảm bảo điều kiện liên tục 

của chuyển vị còn điều kiện liên tục về góc xoay được xét bằng cách cách đưa vào 

các điều kiện ràng buộc.  Ví dụ dầm trong (ví dụ 3.1a) ta chia thành 4 phần tử 

(hình 3.1b)                                                 

Như vậy, tổng cộng số ẩn là 11 ẩn < 4x4=16 ẩn. Gọi ma trận 
w

n  là ma trận 

chuyển vị có kích thước  w pt
n n ,2  là ma trận có 

pt
n  hàng và 2 cột chứa các ẩn số 

là chuyển vị tại nút của các phần tử (hình 3.1). 
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Gọi ma trận n


 là ma trận chuyển vị có kích thước  pt

n n ,2


 là ma trận có 

pt
n  hàng và 2 cột chứa các ẩn số là góc xoay tại nút của các phần tử (hình 3.5). 

       1110:),4(;98:),3(;76:),2(;54:),1(  wwwgx nnnn  

 1110987654gxn

 
Sau khi biết ẩn số thực của các thanh ta có thể xây dựng độ cứng tổng thể của 

thanh (có rất nhiều cách ghép nối phần tử khác nhau, tùy vào trình độ lập trình của 

mỗi người nên tác giả không trình bày chi tiết cách ghép nối các phần tử lại để 

được ma trận độ cứng của toàn dầm và có thể xem trong code mô đun chương 

trình của tác giả) 

Nếu bài toán có 
cv

n  ẩn số chuyển vị và 
gx

n ẩn số góc xoay thì ma trận độ 

cứng của dầm là K có kích thước (nxn),  K n,n với  cv gx
n n n  . Như ở ví dụ 

3.1,n 11 . Bây giờ xét điều kiện liên tục về góc xoay giữa các phần tử. 

 Điều kiện liên tục về góc xoay giữa các phần tử được viết như sau: 
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i
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dx
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                                                  (a)                                      
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                                           (b) 

Trong đó 
i

  cũng là ẩn số của bài toán (có k ẩn số), do đó tổng số ẩn số của 

bài toán lúc đó là (n+k) do đó ma trận độ cứng của phần tử lúc này cũng phải thêm 

k dòng và k cột như vậy kích thước của ma trận độ cứng là  K n k,n k  . Gọi 

1
k  là góc xoay tại nút 2 của phần tử trước, 

2
k là góc xoay tại nút 1 của phần tử sau 

thì ta có các hệ số trong ma trận độ cứng K: 



 

  1

2
k n i,k

x
 


;  2

2
k n i,k

x
  


(i 1 k)                 (c) 

  1

2
k k ,n i

x
 


;  2

2
k k ,n i

x
  


(i 1 k)                 (d) 

Nếu có hai phần tử thì có một điều kiện về góc xoay, có 
pt

n  phần tử thì có 

 pt
2n 1  điều kiện liên tục về góc xoay giữa các phần tử. Như vậy cuối cùng ta sẽ 

thiết lập được phương trình: 

          FK                                                  (e) 

trong đó: 

1

n

F

so hang n

F
F

0

so hang k

0

 
 

  
 

  
 
   
  

;  
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là ẩn số của bài toán 



 

 

 

Trong ví dụ 3.1 khi chia thanh ra thành 4 phần tử, ta có:  

- Ma trận độ cứng phần tử [Ke], như sau: 

 

- Ma trận độ cứng toàn dầm [K]: 

 Ghép nối các ma trận độ cứng phần tử [Ke] vào hệ tọa độ chung, ta được ma 

trận độ cứng tổng thể của toàn kết cấu như sau: 

 

 



























































0       0       0        0        0        16-     8-      0        0        0        0        0        0         96-      0         0   

0       0       0        0         0        0        0        0        0        0        0        8       16        0          0        96-

0       0       0        0        0        0        1-       1        0        0        0        0        0         0          0         0   

0       0       0        0        0        0        0         0        1-      1        0        0        0         0          0         0   

0       0       0        0        0        0        0        0        0        0        1-       1        0         0          0         0   

16-    0       0        0        0       16       8        0        0        0        0        0        0        96         0         0   

8-      0      1-       0        0       8        16       0        0        0        0        0        0        96         0         0   

0        0       1        0        0        0        0       16       8        0        0        0        0        96-     96         0   

0        0       0       1-       0        0        0       8        16       0        0        0        0        96-     96         0   

0         0       0        1        0        0        0        0        0       16       8        0        0         0        96-     96   

0        0       0        0        1-      0        0        0        0       8        16       0        0         0        96-     96   

0        8       0        0        1        0        0        0        0       0        0        16       8         0         0        96- 

0        16     0        0        0        0        0        0        0       0        0        8       16         0         0        96- 

96-     0      0        0        0        0        0       96       96     0        0        0        0      1536      768-     0   

0        0      0        0        0        0        0       96       96    96-    96-     0        0      768-    1536    768-

0       96-    0        0       0        0        0         0        0     96      96      96-    96-      0        768-  1536 

K  

- Véc tơ lực nút : 
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F  

Giải phương trình (e) ta nhận được:  

         FK
1

  

Theo ngôn ngữ lập trình Matlab ta có thể viết: 

         FK \  

Kết quả chuyển vị, góc xoay tại các nút: 
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Mômen uốn của dầm: 
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Ta thấy kết quả trên:  

- Về mômen trùng khớp với kết quả 

giải chính xác theo phương pháp giải 

tích: 

 

- Về chuyển vị tại giữa nhịp gần trùng 

khớp với kết quả giải chính xác theo 

phương pháp giải tích: 

 

Biểu đồ mômen uốn và lực cắt của 

dầm như hình 3.2:  

0 2 4 6 8 10 12 14 16
-0.014

-0.012

-0.01

-0.008

-0.006

-0.004

-0.002

0

X: 8

Y: -0.01298

 

Hình 3.2a. Đường độ võng 

 

Hình 3.2b. Biểu đồ M và Q 

 

Nhận xét: Nếu ta rời rạc hóa dầm thành 6 phần tử kết quả sẽ trùng khớp với 

kết quả chính xác nhận được bằng phương pháp giải tích. 

 

Ví dụ  2: Dầm đầu ngàm - đầu khớp 

Xác định nội lực và chuyển 

vị của dầm đầu ngàm - đầu khớp 

chiều dài nhịp l , độ cứng uốn EJ, 

chịu tải phân bố đều q, hình 3.3a.  

Rời rạc hóa kết cấu dầm ra thành 

pt
n  phần tử. Các nút của phần tử 

phải trùng với vị trí đặt lực tập 

trung, hay vị trí thay đổi tiết diện, 

chiều dài các phần tử có thể khác 

nhau.  

0 1 1 2 2 3 3 0
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ncv

ngx

 

Hình 3.3. Dầm đầu ngàm - đầu khớp 



 

Mỗi phần tử có 4 ẩn  vậy nếu 
pt

n  phần tử rời rạc thì tổng cộng có 

4
pt

n ẩn. Nhưng vì cần đảm bảo liên tục giữa các chuyển vị là chuyển vị của nút 

cuối phần tử thứ e bằng chuyển vị của nút đầu phầntử thứ  e 1  nên số bậc tự do 

của thanh sẽ nhỏ hơn 4
pt

n . Khi giải ta chỉ cần đảm bảo điều kiện liên tục của 

chuyển vị còn điều kiện liên tục về góc xoay được xét bằng cách cách đưa vào các 

điều kiện ràng buộc.  Ví dụ dầm trong (ví dụ 3.1a) ta chia thành 4 phần tử (hình 

3.1b)                                                 

Như vậy, tổng cộng số ẩn là 11 ẩn < 4x4=16 ẩn. Gọi ma trận 
w

n  là ma trận 

chuyển vị có kích thước  w pt
n n ,2  là ma trận có 

pt
n  hàng và 2 cột chứa các ẩn số 

là chuyển vị tại nút của các phần tử (hình 3.1). 
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Gọi ma trận n


 là ma trận chuyển vị có kích thước  pt

n n ,2
  là ma trận có 

pt
n  hàng và 2 cột chứa các ẩn số là góc xoay tại nút của các phần tử (hình 3.5). 
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Sau khi biết ẩn số thực của các thanh ta có thể xây dựng độ cứng tổng thể của 

thanh (có rất nhiều cách ghép nối phần tử khác nhau, tùy vào trình độ lập trình của 

mỗi người nên tác giả không trình bày chi tiết cách ghép nối các phần tử lại để 

được ma trận độ cứng của toàn dầm và có thể xem trong code mô đun chương 

trình của tác giả) 

Nếu bài toán có 
cv

n  ẩn số chuyển vị và 
gx

n ẩn số góc xoay thì ma trận độ 

cứng của dầm là K có kích thước (nxn),  K n,n với  cv gx
n n n  . Như ở ví dụ 

3.1,n 11 . Bây giờ xét điều kiện liên tục về góc xoay giữa các phần tử. 

 Điều kiện liên tục về góc xoay giữa các phần tử được viết như sau: 
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                                           (b) 

Trong đó 
i

  cũng là ẩn số của bài toán (có k ẩn số), do đó tổng số ẩn số của 

bài toán lúc đó là (n+k) do đó ma trận độ cứng của phần tử lúc này cũng phải thêm 

k dòng và k cột như vậy kích thước của ma trận độ cứng là  K n k,n k  . Gọi 

1
k  là góc xoay tại nút 2 của phần tử trước, 

2
k là góc xoay tại nút 1 của phần tử sau 

thì ta có các hệ số trong ma trận độ cứng K: 

  1

2
k n i,k

x
 


;  2

2
k n i,k

x
  


(i 1 k)                 (c) 

  1

2
k k ,n i

x
 


;  2

2
k k ,n i

x
  


(i 1 k)                 (d) 

Nếu có hai phần tử thì có một điều kiện về góc xoay, có 
pt

n  phần tử thì có 

 pt
2n 1  điều kiện liên tục về góc xoay giữa các phần tử. Như vậy cuối cùng ta sẽ 

thiết lập được phương trình: 

          FK                                                  (e) 

trong đó: 

1

n

F

so hang n

F
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so hang k
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là ẩn số của bài toán 



 

 

Trong ví dụ 3.1 khi chia thanh ra thành 4 phần tử, ta có:  

- Ma trận độ cứng phần tử [Ke], như sau: 

 

- Ma trận độ cứng toàn dầm [K]: 

 Ghép nối các ma trận độ cứng phần tử [Ke] vào hệ tọa độ chung, ta được ma 

trận độ cứng tổng thể của toàn kết cấu như sau: 

 

 



























































0        0        0        0        0        16-      8-       0        0        0        0        0        0           96-       0         0    

0        0         0        0         0         0        0        0        0         0        0        0        1            0          0         0    

0        0        0        0        0         0        1-       1        0         0        0        0        0            0          0         0    

0        0        0        0        0         0        0        0        1-        1        0        0        0            0          0         0    

0        0        0        0        0         0        0        0        0         0        1-       1        0            0          0         0    

16-     0        0        0        0        16        8        0        0         0        0        0        0          96          0         0    

8-      0       1-       0        0        8         16       0        0         0        0        0        0          96          0         0    

0        0        1        0        0        0         0        16        8        0        0        0        0          96-      96         0    

0        0       0        1-       0        0         0         8       16        0        0        0        0          96-      96         0    

0        0       0         1        0        0         0         0        0       16        8        0        0           0         96-      96   

0        0       0        0        1-       0         0        0        0        8         16       0        0           0         96-      96   

0        0        0        0         1        0         0        0        0        0         0        16       8           0          0         96- 

0        1        0        0         0        0        0         0        0        0        0        8        16           0          0         96- 

96-    0        0        0        0      96       96     96-      96-     0         0        0        0        1536      768-     0     

0        0       0        0        0        0        0       96       96     96-     96-      0        0       768-     1536     768- 

0        0        0        0        0        0        0        0        0       96       96     96-      96-       0        768-     1536 

K  

- Véc tơ lực nút : 
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Giải phương trình (e) ta nhận được:  

         FK
1

  

Theo ngôn ngữ lập trình Matlab ta có thể viết: 

         FK \  

Kết quả chuyển vị, góc xoay tại các nút: 
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Mômen uốn của dầm: 
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Ta thấy kết quả trên:  

- Về mômen trùng khớp với kết quả 

giải chính xác theo phương pháp giải 

 



 

tích: 

+ Tại đầu ngàm: 

 

+ Tại giữa dầm: 

 

- Về chuyển vị tại giữa nhịp gần trùng 

khớp với kết quả giải chính xác theo 

phương pháp giải tích: 

 

Biểu đồ mômen uốn và lực cắt của 

dầm như hình 3.4:  
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Hình 3.4a. Đường độ võng 

 

Hình 3.4b. Biểu đồ M và Q 

 

Nhận xét: Nếu ta rời rạc hóa dầm thành 16 phần tử kết quả sẽ trùng khớp 

với kết quả chính xác nhận được bằng phương pháp giải tích. 

3.2. Tính toán dầm nhiều nhịp 

Ví dụ  3. Dầm nhiều nhịp (hình 3.5) 

            Cho dầm chịu lực như hình 

3.5. Độ cứng uốn của dầm EJ 

=const. Yêu cầu xác định chuyển vị 

và nội lực cho dầm. 

            Rời rạc hóa kết cấu dầm ra 

thành 
pt

n  phần tử. Các nút của 

phần tử phải trùng với vị trí đặt lực 

tập trung, hay vị trí thay đổi tiết 

diện, chiều dài các phần tử có thể 

khác nhau. Mỗi phần tử có 4 ẩn 

1 2 3 4 5
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Hình 3.5 



 

 

  

Vậy nếu npt phần tử rời rạc thì tổng cộng có 4xnpt ẩn. Nhưng vì cần đảm bảo 

liên tục giữa các chuyển vị là chuyển vị của nút cuối phần tử thứ e bằng chuyển vị 

của nút đầu phần tử thứ  e 1  nên số bậc tự do của thanh sẽ nhỏ hơn 4npt. Khi 

giải ta chỉ cần đảm bảo điều kiện liên tục của chuyển vị thẳng, còn điều kiện liên 

tục về góc xoay được xét bằng cách cách đưa vào các điều kiện ràng buộc.  Ví dụ 

dầm trong (ví dụ 3.5a) ta chia thành 4 phần tử (hình 3.5b)                                                 

Như vậy, tổng cộng số ẩn là 10 ẩn < 4x4=16 ẩn. Gọi ma trận nw1 là ma trận 

chuyển vị có kích thước nw1(npt, 2)  là ma trận có npt hàng và 2 cột chứa các ẩn 

số là chuyển vị tại nút của các phần tử (hình 3.5c). 
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Gọi ma trận nwx1  là ma trận chuyển vị góc có kích thước nwx1(npt, 2) là ma 

trận có npt hàng và 2 cột chứa các ẩn số là góc xoay tại nút của các phần tử (hình 

3.5d). 
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Sau khi biết ẩn số thực của các thanh ta có thể xây dựng độ cứng tổng thể của 

thanh (có rất nhiều cách ghép nối phần tử khác nhau, tùy vào trình độ lập trình của 

mỗi người nên tác giả không trình bày chi tiết cách ghép nối các phần tử lại để 

được ma trận độ cứng của toàn dầm và có thể xem trong code mô đun chương 

trình của tác giả). 

Nếu bài toán có nw1 ẩn số chuyển vị và nwx1 ẩn số góc xoay thì ma trận độ 

cứng của dầm là K có kích thước (nxn),  K n,n với n=(nw1+nwx1) . Như ở ví dụ 

3.5, n=10. Bây giờ xét điều kiện liên tục về góc xoay giữa các phần tử. 

  



 

Điều kiện liên tục về góc xoay giữa các phần tử được viết như sau: 
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                                           (b) 

 Gọi 
1

k  là góc xoay tại nút 2 của phần tử trước, 
2

k là góc xoay tại nút 1 của 

phần tử sau thì ta có các hệ số trong ma trận độ cứng K: 

  1

2
k n i,k

x
 


;  2

2
k n i,k

x
  


(i 1 k)                 (c) 

  1

2
k k ,n i

x
 


;  2

2
k k ,n i

x
  


(i 1 k)                 (d) 

Nếu có hai phần tử thì có một điều kiện về góc xoay, có npt phần tử thì có 

(2npt-1) điều kiện liên tục về góc xoay giữa các phần tử.  

Điều kiện biên của dầm được viết như sau: 

- Đầu trái dầm là ngàm nên có góc xoay tại đó bằng không: 

    0
1

11
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nutdx

dy
                                                                     

(e) 

- Đầu phải dầm là khớp nên có mô men tại đó bằng không: 
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nut
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(f) 

Trong đó k(k=1:5)  cũng là ẩn số của bài toán (có k ẩn số), do đó tổng số ẩn 

số của bài toán lúc đó là (n+k) do đó ma trận độ cứng của phần tử lúc này cũng 

phải thêm k dòng và k cột như vậy kích thước của ma trận độ cứng là 

 K n k,n k  . Như vậy, tổng số ẩn của bài toán là (n+k=10+5=15) ẩn và ma 

trận độ cứng tổng thể của dầm là K[15x15]. 



 

 

 

Như vậy cuối cùng ta sẽ thiết lập được phương trình: 

          FK                                                  (g) 

trong đó: 
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n

F

so hang n

F
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so hang k
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là ẩn số của bài toán 



 

 

Trong ví dụ 3.5 khi chia thanh ra thành 4 phần tử, ta có:  

- Ma trận độ cứng phần tử [Ke], như sau: 

 

- Ma trận độ cứng toàn dầm [K]: 

 Ghép nối các ma trận độ cứng phần tử [Ke] vào hệ tọa độ chung, ta được ma 

trận độ cứng tổng thể của toàn kết cấu như sau: 

 



























































0           0           0 0           0           0           0           0           00           0           16-         8-       0          96  

0           0           0 0           0           0           0           0           00           0           0           1           0           0   

0           0           0 0           0           0           1-          1           00           0           0           0           0           0   

0           0           0 0           0           0           0           0           1-    1           0           0           0           0           0   

0           0           0 0           0           0           0           0           00           1-          1           0           0           0   

0           0           0 0           0           16          8           0           00           0           0           0           96          0   

0           0           0 0           0           8           16          0           00           0           0           0           96          0   

0           0           0 0           0           0           0          16          8 0           0           0           0          96-         0   

0           0           0 0           0           0           0          8           160           0           0           0          96-         0   

0           0           0 0           0           0           0           0           016          8           0           0           0           96  

0           0           0 0           0           0           0           0           08           16          0           0           0           96  

0           0           0 0           0           0           0           0           00           0           16          8           0           96-

0           0           0 0           0           0           0           0           00           0           8           16          0           96-

0           0           0 0           0          96          96       96-         96-0           0           0           0           1536        0  

0           0           0 0           0           0           0          0           096        96        96-         96-         0        1536 

K

 

- Véc tơ lực nút : 
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F  

Giải phương trình (e) ta nhận được:  

         FK
1

  

Theo ngôn ngữ lập trình Matlab ta có thể viết: 

         FK \  

Kết quả chuyển vị, góc xoay tại các nút: 
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Mômen uốn của dầm: 
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Ta thấy kết quả trên:  

Nhận xét kết quả trên:  

 Khi chia cột và dầm thành 4 

phần ta nhận được kết quả như trên, 

so sánh với kết quả theo lời giải giải 

tích đã có ta nhận được sai số theo 

bảng sau: 
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Hình 3.6a. Đường độ võng 
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Hình 3.6b. Biểu đồ M 

BẢNG SO SÁNH MÔMEN UỐN TẠI CÁC TIẾT DIỆN DẦM 

Các tiết diện của  

cột 1 và dầm 2 

Lời giải số theo 

phương pháp 

PTHH 

Lời giải chính xác Sai số % 

Đầu trái dầm  0,0050  0,0000 0,50 

Giữa nhịp 1 0,0025 0,0000 0,25 

Gối trung gian -0,0600 -0,0625 4,00 

Giữa nhịp 2 0,0950 0,0937 1,38 

 

 Ta thấy sai số tăng lên so với kết quả chính xác tại tất cả các tiết diện, sai số 

nhỏ nhất tại tiết diện giữa nhịp 1 (0,25%), sai số lớn nhất tại nút gối trung gian 

(4,00%). Muốn tăng độ chính xác ta cần rời rạc hóa dầm thành nhiều phần tử hơn. 

Chẳng hạn trong ví dụ này ta chỉ cần rời rạc hóa kết cấu dầm thành 32 phần tử ta 

đã nhận được kết quả trùng khớp với lời giải chính xác. 



 

 

Ta thấy kết quả trên:  

Nhận xét kết quả trên:  

 Khi chia dầm thành 32 phần 

tử ta nhận được kết quả chính xác. 

Đường độ võng và biểu đồ 

moomen như hình 3.6cd.  
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Hình 3.6c. Đường độ võng 
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Hình 3.6d. Biểu đồ M 

Ví dụ  4. Dầm nhiều nhịp (hình 3.7) 

            Cho dầm chịu lực như 

hình 3.7. Độ cứng uốn của dầm 

EJ =const. Yêu cầu xác định 

chuyển vị và nội lực cho dầm. 

            Rời rạc hóa kết cấu dầm 

ra thành 
pt

n  phần tử. Các nút của 

phần tử phải trùng với vị trí đặt 

lực tập trung, hay vị trí thay đổi 

tiết diện, chiều dài các phần tử có 

thể khác nhau. Mỗi phần tử có 4 

ẩn   
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Hình 3.7. Sơ đồ rời rạc hóa dầm 



 

Vậy nếu npt phần tử rời rạc thì tổng cộng có 4xnpt ẩn. Nhưng vì cần đảm bảo 

liên tục giữa các chuyển vị là chuyển vị của nút cuối phần tử thứ e bằng chuyển vị 

của nút đầu phần tử thứ  e 1  nên số bậc tự do của thanh sẽ nhỏ hơn 4npt. Khi 

giải ta chỉ cần đảm bảo điều kiện liên tục của chuyển vị thẳng, còn điều kiện liên 

tục về góc xoay được xét bằng cách cách đưa vào các điều kiện ràng buộc.  Ví dụ 

dầm trong (ví dụ 3.7a) ta chia thành 4 phần tử (hình 3.7b)                                                 

Như vậy, tổng cộng số ẩn là 10 ẩn < 4x4=16 ẩn. Gọi ma trận nw1 là ma trận 

chuyển vị có kích thước nw1(npt, 2)  là ma trận có npt hàng và 2 cột chứa các ẩn 

số là chuyển vị tại nút của các phần tử (hình 3.7c). 
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Gọi ma trận nwx1  là ma trận chuyển vị góc có kích thước nwx1(npt, 2) là ma 

trận có npt hàng và 2 cột chứa các ẩn số là góc xoay tại nút của các phần tử (hình 

3.7d). 
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Sau khi biết ẩn số thực của các thanh ta có thể xây dựng độ cứng tổng thể của 

thanh (có rất nhiều cách ghép nối phần tử khác nhau, tùy vào trình độ lập trình của 

mỗi người nên tác giả không trình bày chi tiết cách ghép nối các phần tử lại để 

được ma trận độ cứng của toàn dầm và có thể xem trong code mô đun chương 

trình của tác giả). 

Nếu bài toán có nw1 ẩn số chuyển vị và nwx1 ẩn số góc xoay thì ma trận độ 

cứng của dầm là K có kích thước (nxn),  K n,n với n=(nw1+nwx1) . Như ở ví dụ 

3.5, n=10. Bây giờ xét điều kiện liên tục về góc xoay giữa các phần tử. 

  

 



 

 

Điều kiện liên tục về góc xoay giữa các phần tử được viết như sau: 
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                                           (b) 

 Gọi 
1

k  là góc xoay tại nút 2 của phần tử trước, 
2

k là góc xoay tại nút 1 của 

phần tử sau thì ta có các hệ số trong ma trận độ cứng K: 

  1

2
k n i,k

x
 


;  2

2
k n i,k

x
  


(i 1 k)                 (c) 

  1

2
k k ,n i

x
 


;  2

2
k k ,n i

x
  


(i 1 k)                 (d) 

Nếu có hai phần tử thì có một điều kiện về góc xoay, có npt phần tử thì có 

(2npt-1) điều kiện liên tục về góc xoay giữa các phần tử.  

Điều kiện biên của dầm được viết như sau: 

- Đầu trái dầm là khớp nên có mômen tại đó bằng không: 
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(e) 

- Đầu phải dầm là khớp nên có mô men tại đó bằng không: 
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(f) 

Trong đó k(k=1:5)  cũng là ẩn số của bài toán (có k ẩn số), do đó tổng số ẩn 

số của bài toán lúc đó là (n+k) do đó ma trận độ cứng của phần tử lúc này cũng 

phải thêm k dòng và k cột như vậy kích thước của ma trận độ cứng là 



 

 K n k,n k  . Như vậy, tổng số ẩn của bài toán là (n+k=10+5=15) ẩn và ma 

trận độ cứng tổng thể của dầm là K[15x15]. 

 

Như vậy cuối cùng ta sẽ thiết lập được phương trình: 

          FK                                                  (g) 

trong đó: 
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Trong ví dụ 3.5 khi chia thanh ra thành 4 phần tử, ta có:  

- Ma trận độ cứng phần tử [Ke], như sau: 

 

- Ma trận độ cứng toàn dầm [K]: 

 Ghép nối các ma trận độ cứng phần tử [Ke] vào hệ tọa độ chung, ta được ma 

trận độ cứng tổng thể của toàn kết cấu như sau: 

 

 



























































0           0           0 0           0           0           0           0           00           0           16-         8-       0          96  

0           0           0 0           0           0           0           0           00           0           0           1           0           0   

0           0           0 0           0           0           1-          1           00           0           0           0           0           0   

0           0           0 0           0           0           0           0           1-    1           0           0           0           0           0   

0           0           0 0           0           0           0           0           00           1-          1           0           0           0   

0           0           0 0           0           16          8           0           00           0           0           0           96          0   

0           0           0 0           0           8           16          0           00           0           0           0           96          0   

0           0           0 0           0           0           0          16          8 0           0           0           0          96-         0   

0           0           0 0           0           0           0          8           160           0           0           0          96-         0   

0           0           0 0           0           0           0           0           016          8           0           0           0           96  

0           0           0 0           0           0           0           0           08           16          0           0           0           96  

0           0           0 0           0           0           0           0           00           0           16          8           0           96-

0           0           0 0           0           0           0           0           00           0           8           16          0           96-

0           0           0 0           0          96          96       96-         96-0           0           0           0           1536        0  

0           0           0 0           0           0           0          0           096        96        96-         96-         0        1536 

K

 

- Véc tơ lực nút : 
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Giải phương trình (e) ta nhận được:  

         FK
1

  

Theo ngôn ngữ lập trình Matlab ta có thể viết: 

         FK \  

Kết quả chuyển vị, góc xoay tại các nút: 
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Mômen uốn của dầm: 
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Hình 3.8a. Đường độ võng 
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Hình 3.8b. Biểu đồ M 

Nhận xét kết quả trên:  

 Khi chia cột và dầm thành 4 phần ta nhận được kết quả như trên, so sánh 

với kết quả theo lời giải giải tích đã có ta nhận được sai số theo bảng sau: 



 

 

BẢNG SO SÁNH MÔMEN UỐN TẠI CÁC TIẾT DIỆN DẦM 

Các tiết diện của  

cột 1 và dầm 2 

Lời giải số theo 

phương pháp 

PTHH 

Lời giải chính xác Sai số % 

Giữa nhịp 1 0,0510 0,0937 45,57 

Gối trung gian -0,0458 -0,0625 26,72 

Giữa nhịp 2 0,0083 0,0000 0,83 

 

 Ta thấy khi chia dầm thành 4 phần tử, sai số rất lớn so với kết quả chính xác 

tại các tiết diện giữa nhịp 1 và gối trung gian, lần lượt là 45,57% và 26,72%, sai số 

nhỏ nhất tại tiết diện giữa nhịp 2 (0,83%). Muốn tăng độ chính xác ta cần rời rạc 

hóa dầm thành nhiều phần tử hơn. Chẳng hạn trong ví dụ này ta rời rạc hóa kết cấu 

dầm thành 32 phần tử ta đã nhận được kết quả trùng khớp với lời giải chính xác. 

Khi chia dầm thành 32 phần tử nhận được kết quả như sau: 
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Hình 3.9a. Đường độ võng 
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Hình 3.9b. Biểu đồ M 

 

Ví dụ  5. Dầm nhiều nhịp (hình 3.10) 

            Cho dầm chịu lực như hình 

3.10. Độ cứng uốn của dầm EJ 

=const. Yêu cầu xác định chuyển vị 

và nội lực cho dầm. 

            Rời rạc hóa kết cấu dầm ra 

thành 
pt

n  phần tử. Các nút của phần 

tử phải trùng với vị trí đặt lực tập 

trung, hay vị trí thay đổi tiết diện, 

chiều dài các phần tử có thể khác 

nhau. Mỗi phần tử có 4 ẩn 

  

1 2 3 4 5

0 1 1 0 0 2 2 0
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SO DO NUT DAM

SO DO AN CHUYEN VI
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nw1
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Hình 3.10. Sơ đồ rời rạc hóa dầm 

 

Vậy nếu npt phần tử rời rạc thì tổng cộng có 4xnpt ẩn. Nhưng vì cần đảm bảo 

liên tục giữa các chuyển vị là chuyển vị của nút cuối phần tử thứ e bằng chuyển vị 



 

của nút đầu phần tử thứ  e 1  nên số bậc tự do của thanh sẽ nhỏ hơn 4npt. Khi 

giải ta chỉ cần đảm bảo điều kiện liên tục của chuyển vị thẳng, còn điều kiện liên 

tục về góc xoay được xét bằng cách cách đưa vào các điều kiện ràng buộc.  Ví dụ 

dầm trong (ví dụ 3.7a) ta chia thành 4 phần tử (hình 3.7b)                                                 

Như vậy, tổng cộng số ẩn là 10 ẩn < 4x4=16 ẩn. Gọi ma trận nw1 là ma trận 

chuyển vị có kích thước nw1(npt, 2)  là ma trận có npt hàng và 2 cột chứa các ẩn 

số là chuyển vị tại nút của các phần tử (hình 3.7c). 
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Gọi ma trận nwx1  là ma trận chuyển vị góc có kích thước nwx1(npt, 2) là ma 

trận có npt hàng và 2 cột chứa các ẩn số là góc xoay tại nút của các phần tử (hình 

3.7d). 
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Sau khi biết ẩn số thực của các thanh ta có thể xây dựng độ cứng tổng thể của 

thanh (có rất nhiều cách ghép nối phần tử khác nhau, tùy vào trình độ lập trình của 

mỗi người nên tác giả không trình bày chi tiết cách ghép nối các phần tử lại để 

được ma trận độ cứng của toàn dầm và có thể xem trong code mô đun chương 

trình của tác giả). 

Nếu bài toán có nw1 ẩn số chuyển vị và nwx1 ẩn số góc xoay thì ma trận độ 

cứng của dầm là K có kích thước (nxn),  K n,n với n=(nw1+nwx1) . Như ở ví dụ 

3.5, n=10. Bây giờ xét điều kiện liên tục về góc xoay giữa các phần tử. 

  

 

Điều kiện liên tục về góc xoay giữa các phần tử được viết như sau: 



 

 

    0
1

1

2

 

nut

i

nut

i

dx

dy

dx

dy
                                                  (a)                                      

hay:   














































0

0

0

1

4

2

3

3

1

3

2

2

2

1

2

2

1

1

nutnut

nutnut

nutnut

dx

dy

dx

dy

dx

dy

dx

dy

dx

dy

dx

dy







                                           (b) 

 Gọi 
1

k  là góc xoay tại nút 2 của phần tử trước, 
2

k là góc xoay tại nút 1 của 

phần tử sau thì ta có các hệ số trong ma trận độ cứng K: 
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2
k n i,k

x
 


;  2

2
k n i,k

x
  


(i 1 k)                 (c) 
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2
k k ,n i

x
 


;  2

2
k k ,n i

x
  


(i 1 k)                 (d) 

Nếu có hai phần tử thì có một điều kiện về góc xoay, có npt phần tử thì có 

(2npt-1) điều kiện liên tục về góc xoay giữa các phần tử.  

Điều kiện biên của dầm được viết như sau: 

- Đầu trái dầm là khớp nên có mômen tại đó bằng không: 
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(e) 

- Đầu phải dầm là khớp nên có mô men tại đó bằng không: 
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(f) 

Trong đó k(k=1:5)  cũng là ẩn số của bài toán (có k ẩn số), do đó tổng số ẩn 

số của bài toán lúc đó là (n+k) do đó ma trận độ cứng của phần tử lúc này cũng 

phải thêm k dòng và k cột như vậy kích thước của ma trận độ cứng là 

 K n k,n k  . Như vậy, tổng số ẩn của bài toán là (n+k=10+5=15) ẩn và ma 

trận độ cứng tổng thể của dầm là K[15x15]. 



 

 

Như vậy cuối cùng ta sẽ thiết lập được phương trình: 
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trong đó: 
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Trong ví dụ 3.5 khi chia thanh ra thành 4 phần tử, ta có:  

- Ma trận độ cứng phần tử [Ke], như sau: 

 

- Ma trận độ cứng toàn dầm [K]: 

 Ghép nối các ma trận độ cứng phần tử [Ke] vào hệ tọa độ chung, ta được ma 

trận độ cứng tổng thể của toàn kết cấu như sau: 

 

 



























































0           0           0 0           0           0           0           0           00           0           16-         8-       0          96  

0           0           0 0           0           0           0           0           00           0           0           1           0           0   

0           0           0 0           0           0           1-          1           00           0           0           0           0           0   

0           0           0 0           0           0           0           0           1-    1           0           0           0           0           0   

0           0           0 0           0           0           0           0           00           1-          1           0           0           0   

0           0           0 0           0           16          8           0           00           0           0           0           96          0   

0           0           0 0           0           8           16          0           00           0           0           0           96          0   

0           0           0 0           0           0           0          16          8 0           0           0           0          96-         0   

0           0           0 0           0           0           0          8           160           0           0           0          96-         0   

0           0           0 0           0           0           0           0           016          8           0           0           0           96  

0           0           0 0           0           0           0           0           08           16          0           0           0           96  

0           0           0 0           0           0           0           0           00           0           16          8           0           96-

0           0           0 0           0           0           0           0           00           0           8           16          0           96-

0           0           0 0           0          96          96       96-         96-0           0           0           0           1536        0  

0           0           0 0           0           0           0          0           096        96        96-         96-         0        1536 
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- Véc tơ lực nút : 
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Giải phương trình (e) ta nhận được:  

         FK
1

  

Theo ngôn ngữ lập trình Matlab ta có thể viết: 

         FK \  

Khi chia dầm thành 160 phần tử nhận được biểu đồ đường độ võng và 

biểu đồ mômen trùng khớp với kết quả giải tích như sau: 
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Hình 3.8a. Đường độ võng 
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Hình 3.8b. Biểu đồ M 

 

 

 



 

Nhận xét kết quả trên:  

  

 Ta thấy trong trường hợp dầm có mômen tập trung kết quả hội tụ về kết quả 

chính xác rất chậm, phải chia dầm tới 160 phần tử mới nhận được kết quả chính 

xác. 



 

 

KẾT LUẬN VÀ KIẾN NGHỊ 

KẾT LUẬN 

 Với nội dung nghiên cứu từ chương 1 đến chương 3 tác giả rút ra kết luận 

sau: 

- Đã trình bày các phương pháp xây dựng và các phương pháp giải bài toán cơ học 

kết cấu hiện nay. 

- Đã trình bày nội dung cơ bản của phương pháp phần tử hữu hạn theo mô hình 

chuyển vị 

- Đã áp dụng được phương pháp phần tử hữu hạn đối với một số bài toán dầm một 

nhịp, nhiều nhịp chịu tác dụng của tải trọng tĩnh. Kết quả nhận được tiệm cận với 

kết quả giải bằng phương pháp hiện có. 

- Đối với dầm một nhịp chịu tải trọng phân bố đều ta chỉ cần rời rạc hóa dầm thành 

6 phần tử kết quả sẽ trùng khớp với kết quả chính xác nhận được bằng phương 

pháp giải tích. 

- Đối với dầm hai nhịp chịu tải trọng tập trung và tải trọng phân bố đều, ta thấy khi 

chia dầm thành 4 phần tử, sai số rất lớn so với kết quả chính xác tại các tiết diện 

giữa nhịp 1 và gối trung gian, lần lượt là 45,57% và 26,72%, sai số nhỏ nhất tại 

tiết diện giữa nhịp 2 (0,83%). Muốn tăng độ chính xác ta cần rời rạc hóa dầm 

thành nhiều phần tử hơn. Chẳng hạn trong ví dụ này ta rời rạc hóa kết cấu dầm 

thành 32 phần tử ta đã nhận được kết quả trùng khớp với lời giải chính xác. 

- Trong trường hợp dầm hai nhịp có mômen tập trung kết quả hội tụ về kết quả 

chính xác rất chậm, phải chia dầm tới 160 phần tử mới nhận được kết quả chính 

xác. 

KẾT LUẬN 

 Đây là phương pháp khá phổ biến và phù hợp với những bài toán có số ẩn 

lớn và cần lập trình trên máy tính, do đó nên dùng phương pháp phần tử hữu hạn 

đối các bài toán kết cấu Dầm, dàn, khung, tấm và vỏ. 
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