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LOI CAM POAN

T6i xin cam doan day 1a cong trinh nghién ctru cua riéng t6i. Cac sd liéu, két qua trong
luan van 14 trung thuce va chua timg duoc ai cdng bé trong bat ky céng trinh nao khac.

Tac gia luan vin

Pham Anh Dwong



LOI CAM ON

Téc gia luan van xin tran trong bay té 1ong biét on sau sic nhat doi véi TS.
Poan Vian Duan da tan tinh giup d& va cho nhiéu chi dan khoa hoc cé gia tri ciing nhu
thudng xuyén dong vién, tao moi diéu kién thuan loi, gitp d& tac gia trong sudt qué

trinh hoc tap, nghién cuu hoan thanh luan van.

Tac gia xin chan thanh cam on cac nha khoa hoc, cac chuyén gia trong va ngoai
truong Pai hoc Dan 1ap Hai phong da tao diéu kién gitp d&, quan tam gop y cho ban

luan van dugc hoan thién hon.

Tac gia xin tran trong cam on cac can b, gido vién cua Khoa xay dung, Phong
dao tao Pai hoc va Sau dai hoc - truong Dai hoc Dan 1ap Hai phong, va cac dong
nghiép da tao diéu kién thuan loi, gitip d& tac gia trong qué trinh nghién ctu va hoan
thanh luan van.

Tac gia luan van

Pham Anh Dwong



MO DAU

Bai toan co hoc két ciu c6 tim quan trong dic biét trong linh vuc co hoc cong
trinh, doi hoi phai nghién ctru day du ca vé mit 1y thuyét va thuc nghiém. Van dé noi
luc va chuyén vi cta két cAu duoc nhiéu nha khoa hoc trong va ngoai nudc quan tam
nghién ctru theo nhiéu huéng khac nhau. Tuu chung lai, cdc phuong phap xay dung
bai todn gdm: Phuong phap xay dung phuong trinh vi phan can bang phén t6; Phuong
phap nang luong; Phuong phap nguyén 1y cong 4o va Phuong phap st dung truc tiép
Phuong trinh Lagrange. Cac phuong phap giai vé co ban gém: Phuong phap luc,
phuong phéap chuyén vi, phuwong phap hdn hop, lién hop; Cac phuong phap s6 gdm:
Phuong phép sai phan, Phuong phap bién phan, phwong phap hdn hop sai phan - bién
phan va phuong phap phan tir hitu han.

Hién nay, két cau chinh thuong duogc str dung trong cac cong trinh dan dung va
cong nghiép thuong 1a khung cig thuan tiy hodc khung két hop véi 16i va vach cimg.
Véi s6 luong phan tir rat 16n dan dén sb an cua bai toan rat 16n, van dé dat ra 13 véi
nhimg bai toan nhu vay thi ding phuong phap ndo dé tim 10i giai ctia chung mot cach
nhanh chéng, thuén ti€n va c6 hiéu qua nhét. Véi su phat trién manh mé cta may tinh
dién tir, dong thoi cac phan mém lap trinh két ciu ngay cang hién dai, tac gia nhan
thdy rang phuong phap phan tir hiru han 13 mot phuwong phap sb dap img duoc cac yéu
cau néu trén.

Thuc chat ciia phuong phap phan tir hitu han 13 rdi rac héa ban than két cau.
Céc phan tr 1ién ké lién hé v6i nhau bang cic phuong trinh cin bang va cac phuong
trinh lién tuc. Dé giai quyét bai toan co hoc két ciu, co thé tiép can phuong phap nay
bang duong 16i truc tiép, suy dién vat 1y hodc dudng 16i toan hoc, suy dién bién phan.
Tuy nhién bang cach nao di ching nita thi két qua thu dugc 1a mot ma tran (do clng
hoac do mém). Ma tran d6 dugc xay dung dua trén co sé cuc tri hoa phiém ham biéu
dién nang luong. Trong pham vi mdi phan tir riéng biét, cac ham chuyén vi duoc xap

xi gan ding theo mot dang nao dé, thong thuong 1a cac da thuc.



Poi twong, phwong phap va pham vi nghién ctru ciia dé tai
Trong luan van ndy, tac gia sir dung phuong phan tir hitu han néi trén dé xay
dung va giai bai toan ddm don c6 xét dén bién dang truot ngang chiu tac dung cua tai
trong phan b déu.
Muc dich nghién ctru ciia dé tai
“Xac dinh noi luc va chuyén vi ciia dam don cé xét dén bién dang truot ngang
chiu tdi trong tdp trung bang phirong phdp phan tir hivu han”
Nhiém vu nghién ctru ciia dé tai
1. Tim hiéu va gidi thiéu cac phuong phap xay dung va cac phuong phap giai bai
toan co hoc két cau hién nay.
2. Trinh bay 1y thuyét dam Euler - Bernoulli, 1y thuyét dim c6 xét bién dang trugt
ngang
3. St dung phuong phap phan tir hiru han dé giai bai toan dam don c6 xét dén bién
dang truot ngang, chiu tac dung cua tai trong tap trung.

4. Lap chuong trinh may tinh dién tir cho cac bai toan néu trén.



CHUONG 1.
CAC PHUONG PHAP XAY DUNG
VA GIAI BAI TOAN CO HQC KET CAU

Trong chuong nay trinh bay cac phuong phap truyén théng dé xay dung cac bai
toan co hoc n6i chung; giGi thiu bai toan co hoc két cAu (bai toan tinh) va cac phuong
phap giai thuong dung hién nay.
1. Phuong phap xay dung bai toan co hoc

Bbn phuong phap chung dé xay dung bai toan co hoc két cau dugc trinh bay
duéi day. Dung 1y thuyét dam chiu uén dé minh hoa.
1.1. Phwong phap xay dung phwong trinh vi phan cin bang phan té

Phuong trinh vi phan can bang duoc xay dung truc tiép tir viéc xét cac diéu
kién can bang lyc cua phan té duogc tach ra khoi két ciu. Trong sicc bén vat liéu khi
nghién ciu dam chiu udn ngang st dung cac gia thiét sau:
- Truc dam khong bi bién dang nén khdng c6 ang suat.
- Mt cat thang goc véi truc dam sau khi bién dang van phing va thang goc véi truc
dam (gia thiét Euler—Bernoulli).
- Khéng xét luc nén giita cac thé theo chiéu cao cua dam
Véi gia thiét thir ba thi chi c6 ang suit phap oy Va Cac tng Suat tiép oy, oz tac dung
lén phan t6 dam (hinh 1.3), tng suat phap o, bang khdng. Hai gia thiét thir ba va thir
nhat dan dén truc dam chi c6 chuyén vj thang dung y(x) va né duoc goi 1a dudng do
vong hay dudng dan hoi cua dam. Gia thiét thir nhat xem chiéu dai truc dam khoéng
thay do6i khi bi vong doi hoi do vong cua dam 1a nho so véi chiéu cao dam, Ymex/ h <
1/5. Vi gia thiét tha hai thi bién dang truot do ing suit tiép gay ra khong duoc xét
trong tinh d6 vdng cua dam nhu trinh bay dudi day. Gia thiét nay chi dung khi ti I¢ h/l

< 1/5. Chuyén vingang u cua diém nam & do cao z so véi truc dam bang

dy J .
u = _Z& TTH < Z7 N'
Bién dang va ung suét xac dinh nhu sau i

Hinh 1.2. Phan t6 dam



g, :—Zd—y; o, :—Ezd y
dx? ax?
Momen tac dung lén truc dam:
hi/2 2 3 2
M= | ~Ebz 4 Ygr - EOMAY
“hi2 dx 12 dx
hay M =EJy (1.7)
Ebh? d’y
t do: EJ = Ly =—
rong do 12 X dx2

EJ duoc goi 14 do cang udn cua dam; y 1a do cong cua duong dan hoi va sé duoc goi
la bién dang udn; b 1a chiéu rong dam. Bé don gian trinh bay, & day chi dung truong
hop dam co tiét dién chix nhat.
Céch tinh noi luc momen ¢ trén khong xét dén bién dang truot do cac tng suét
tiép gay ra. Tong CAC tng Suat tiép o trén mat cat sé cho ta luc cat Q tac dung lén
hi2

truc dam: Q= [o,dz

iz
Biéu thirc cuia tng suat tiép o, trong tich phan trén sé trinh bay sau.

Nho cac gia thiét néu trén, thay cho trang thai (ng suat trong dam, ta chi can nghién
ctru phuong trinh can bang caa cac ndi luc M va Q tac dung Ién truc dam.

Xét phan t6 dx cua truc dam chiu tac dung cua cac luc M,Q va ngoai luc phan bé g,
hinh 1.3. Chiéu duong cua M, Q va q trén hinh vé& tuong tng vai chiéu duong cua do
vong huéng xudng dudi.

Q a(x) M + dM

M( L

21Q+dQ
WL dX WL

Hinh 1.3. Xét can bing phan t6

L4y tong momen ddi véi diém O,, bo qua cac vo cling bé bac cao ta co

d—M—Q =0 (1.8)
dx



LAy tong hinh chiéu céc luc 1én truc thang dtng:

aQ +q=0 (1.9)
dx

Phuong trinh (1.8) 1a phwong trinh lién hé gitra momen udn va luc cit, phuong
trinh (1.9) 1a phuong trinh can bang luc cit Q va ngoai luc phan bd q. D6 14 hai phuong
trinh xuat phat (hai phuong trinh dau tién) cua phuong phap can bang phan tb. Lay
dao ham phuong trinh (1.8) theo X rdi cong voi phuong trinh (1.9), ta c6 phuong trinh
dan xuat sau

d’M
dx?

Thay M xac dinh theo (1.7) vao (1.10) nhan dugc phuong trinh vi phan xac

+q9=0 (1.10)

dinh duong dan hoi caa thanh
4

e39Y _gq (1.11)
dx

Phuong trinh (1.11) duoc giai véi cac didu kién bién cua y va cac dao ham dén

bac ba cua y (4 diéu kién), hai diéu kién bién tai méi dau cubi thanh.
Cac diéu kién bién thuong dung nhu sau

a) Lién két khop tai x=0:

Chuyén vi bang khong, ¥| =0, momenuén M =0, suy ra 3;2’ =0
b) Lién két ngam tai x=0: 7
Chuyén vi bang khong, Y| =0, goc xoay bang khong, % =0
o
¢) khéng c6 gdi tua tai x=0:
Momen uén M =0, suy ra Z;g’ =0 ; luc cit Q=0, suy ra d;’ =0

Céc diéu kién tai x=1 cling lay twong ty nhu trén.
Bay gio tim hiéu su phan b tng sut tiép o trén chiéu day h cua dam. Trudc

tién viét phuong trinh cn bang ang suat trén tryc x nhu sau



oo, +5GXZ oo, 0o d’y

- =0 hay t = X =-F7—

OX 0z 0z OX dx
2 3

Tich phan phuong trinh trén theo z: o, =— EZZ ((jj Z +C(x)
X

Ham c(x) xac dinh tir diéu kién (ng suét tiép bang khong tai mat trén va mat dudi

C(x)= Eh®d’y

dam, 7=+" Tace: ’
2 8 dx

Ung suit tiép phan b trén mat cat dam c6 dang

Ed’y
__E0Y (42
e 8 dx’ ( )
D6 1a ham parabol bac hai.Ung suat tiép 16n nhat tai truc dam (z=0) c6 gia tri bang
_Emdy
=0 8 dx®

Tich phan ham tng suat tiép theo chiéu cao dam réi nhan vai chiéu rong b ta co

luc cat Q tac dung 1&n phan trai caa dam

Ebh® d’y
Q= 12 dx°
’ Ay g2 A \ A < A A N tb Eh? d3y
Ung suat tiép trung binh trén chiéu cao dam bang: o = T
X

Ti lé¢ gita ang suat tiép max tai tryc dam va ung suat trung binh o=I1.5.
1.2. Phuong phap nang lwgng

Ning luong cia co hé bao gom dong nang T va thé ning I1. Pong ning duoc
xéac dinh theo khoi lugng va van téc chuyén dong, con thé niang IT bao gom thé ning
bién dang va cong cua cac truong luc, phu thudc vao chuyén vi. Truong luc 13 luc co
thé nhu luc trong truong. Cac luc ngoai tac dung 1én co hé 1a luc khdng thé.
Péi voi hé bao toan, nang luong 1a khong doi

T+ I1 = const (1.12)

Do d6 téc do thay ddi nang lugng phai bang khdng

%(n M) =0 (1.13)



Ta xét bai toan tinh, T=0, do do
IT= const (1.14)
Thé nang II c6 thé biéu thi qua ung suat va noi luc ciing co thé biéu thi qua
chuyén vi va bién dang. Vi vay ta c6 hai nguyén ly bién phan ning luong sau:

Nguyén ly thé ning bién dang cuc tiéu

Khi phuong trinh can biang duogc biéu thi qua tng suat hoic noi luc va do do
thé ning bién dang ciling biéu thi qua &ng suat hoac ndi luc ta c6 nguyén ly thé ning
bién dang cuc tiéu, nguyén ly Castiliano (1847-1884). Nguyén ly phat biéu nhu sau:

Trong tdt cd cc trgng thai can bang luc co thé thi trang thai can bang thuc
Xdy ra khi thé nang bién dang la cuc tiéu.

Trang thai can bang luc cd thé la trang thai ma cac lyc tac dung Ién phan t6 thoa
man cac phuong trinh can bang. Ta viét nguyén 1y dudi dang sau:

T1(F ) — min
Véi rang budc 1a cac phuong trinh can bang viét dudi dang luc.

Déi voi dam ta co:

l
I 1fM2d ] 1.15
== | — - )
2) B b min ( )
0
d*M
Tz =4 (1.16)

Noi luc can tim mdmen uén 1a ham phan bé theo chiéu dai dam M(x) va phai thoa
man cac diéu kién lién két ¢ hai dau thanh (duoc xac dinh ¢ hai dau thanh). Pay 1a
bai toan cuc tri ¢6 rang budc. Bang cach dung thira sé Lagrange A(x) dua vé bai toan

khong rang budc sau:

1l 2
=§f5—x+
0

A(x) 1a thira s6 Lagrange va ciing 1a an cua bai toan. Theo phép tinh bién phan ti

] dx — min (1.17)

phiém ham (1.17) ta nhan duoc hai phuong trinh sau (phuong trinh Euler— Lagrange).
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M= —E - (1.18)
d*M
=4 (119)

A(x) c6 thi nguy@n 1a chuyén vi cho nén phuong trinh (1.18) biéu thi quan hé gitta M
va chuyén vi. Thé (1.18) vao (1.19) ta co
}L:]L‘r}L =q (1.20)
dx*
A(x) 1a 6 vdng cua dam va phuong trinh (1.20) 1a phuong trinh vi phan can bang cua
dam viét theo chuyén vi nhan duoc & trén.

Nqguyén ly cong bu cuec dai

Khi ding an 1a c&c chuyén vi va bién dang thi c6 nguyén Iy céng bul cuc dai.

Trong tat cd cac chuyén vi dgng hec co thé (khd di) thi chuyén vi thuc 1a
chuyén vi c6 cong bl cuee dai.

Chuyén vi dong hoc cd thé 1a chuyén vi théa man cac phuong trinh lién hé gitra
chuyén vi va bién dang va thoa man cac diéu kién bién. Céng bl bang tich cua ngoai
lyc va chuyén vi trir di nang luong bién dang.

[COng ngoai luc — thé ning bién dang]—max
Véi rang budc 1a cac phuong trinh lién hé giita chuyén vi va bién dang.
LAy vi du ddi véi dam chiu uén, ta c6
l l

1
qudx _E_/ EJ] y* dx - max (1.21)
0 0

Vi rang buoc:

d?y
X=-=5 (1.22)
x 1a bién dang udn ciing 1a d6 cong cua dudong do vdng. Tich phan tha nhat trong
(1.21) 14 cdng toan phan caa ngoai luc (khéng c6 hé sé ), tich phan thi hai 1a thé
nang bién dang biéu thi qua bién dang uén.

Thay x tur (1.22) vao (1.21), tacod

11



L 2
1
qudx —EfE]< dx2> dx — max (1.23)
0

Thay dau cua (1.23) ta c6

l l

1fE 4%y 2d j d ' 1.24

_ __ 7 _ N _

> Ji T2 X qydx — min ( )
0 0

Khi y c6 gié tri xac dinh tai hai ¢au mat dam thi diéu kién can dé biéu thuc (1.24) cuc

tiéu 1a phuong trinh Euler sau

d*y

Phuong trinh (1.25) 14 phuong trinh vi phan can bang cua dam chiu uén. Nguyén ly
cdng bl cuc dai dudi dang biéu thuc (1.24) dugc sir dung rong rai trong tinh toan céng
trinh theo phuwong phap phan tir hiru han.

1.3. Nguyén ly cbéng 4o

Nguyén 1y cong ao duoc sir dung rat rong rai trong co hoc. Theo K.F. Gauss
(1777-1855) thi moi nguyén 1y trong co hoc hoic truc tiép hodc gian tiép déu rut ra tir
nguyén 1y chuyén vi 4o.

Xét co hé chit diém ¢ trang thai can bang ta c6
>X=0, YY=0, >Z=0, (1.26)
> X;>Y; > Z: 1a tong hinh chiéu ciia tit ca cac luc tic dung 1én ba truc ctia hé toa
do Dé cac. Ta viét biéu thirc sau:
DX 4+ YOV +>.ZW =0, (1.27)
& day xem cac SU; oV; SW; 1a cac thira sb bat ky.

Tu (1.26) ta c6 (1.27) va nguoc lai tir (1.27) ta s€ nhan dugce (1.26) béi vi cac
8U; 6V ; SW; 1a nhing thira s6 bat ky. Bay gio ta xem SU; 6V ; SW; 1a cac bién phan
clia cac chuyén vi 4o theo ba chiéu ciia hé toa d6 vudng goéc. Chuyén vi ao 1a chuyén
vi bé do nguyén nhén bat ky bén ngoai nao d6 gy ra. Cac chuyén vi 4o nay phai thoa

man céc diéu kién lién két cta hé.

12



Khi co chuyén vi do thi vi tri cua cac luc tac dung trén hé co thé thay doi nhung
phuong chiéu va d6 16n ctia né van giir nguyén khong d6i. Nhu vy, cac chuyén vi 4o
oU; oV ; OW la céac dai luong doc 1ap voi luc tac dung va tur hai biéu thirc (1.26) va
(1.27) ta c6 nguyén ly cong do:

Néu nhw tong cong ciia cdc lue tic dung ciia hé thye hién trén cdic chuyén
vi do bang khéng thi hé ¢ trang thdi cin bing.

DPdi véi hé dan hoi (h¢ bién dang) thi ngoai ngoai luc con c6 ndi luc. Van dé
dat ra ¢ day la céach tinh cong ctia ndi lyc nhu thé nao.

Trudc hét ta can phai dua thém yéu cau déi voi chuyén vi do nhu sau:
Céc chuyén vi 40 phai thoa mén céac lién hé giita chuyén vi va bién dang. Néu

ou

nhu cac chuyén vi co6 bién dang &, = a—; &, =—... thi bién phan cac chuyén vi ao
X

Su; &v; dwciing phai c6 cac bién dang o twong Ung:
a (fy 5;..

Thong thudng cong cia ndi luc (hoic tmg sudt) dugc tinh qua thé ning bién
dang. Khi c6 cac chuyén vi a0 8U; 8V ; SW; thi thé ning bién dang IT s& thay d6i bang
dai luong bién phan JI1. Do d6 nguyén 1y chuyén vi a0 d6i v6i hé bién dang duoc
viét nhu sau:

STI-D. XU > YOV = ZSW =0, (1.28)

Cac dai luong bién phan trong (1.28) déu 1 chuyén vi 4o cho nén néu xem noi
luc (Gmg sut) trong qué trinh chuyén vi 4o cling khong doi thi ddu bién phan trong
(1.28) ¢o thé viét lai nhu sau:

S[IT-Y XU -3 YV -3 ZW]=0 (1.29)
Hai biéu thire (1.28) va (1.29) dué6i dang chi tiét hon duoc trinh bay trong [30, Tr.261].

I{ (d yj qy}dx 0 hay ja{ (3ij qy}dx 0 (1.30)
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4
Phuong trinh Euler caa (1.30) nhu sau: EJ (; 2/
X

_q:O

1.4. Phwong trinh Lagrange:
Phuong trinh Lagrange 14 phuong trinh vi phan cua chuyén dong dugc biéu thi

qua cic toa do tong quat (cac chuyén vi tong quat).

Goi T 1a dong ning va I1 1a thé ning cta hé, cac q; 1a cac chuyén vi tong quat
va Q; 1a cac luc tong quat thi phuong trinh Lagrange c6 dang:
d (GTJ ot oll
dt\dgq, ) 0q, oq

=Q, (i=1,2,3......,n) (1.31)

aq,

trong do: ¢, = —t' la van toc cua chuyén dong. P61 voi moi chuyén vi gi s€ c6 mot

phuong trinh Lagrange. Pong nang T trong toa d tong quat 1 ham ciia van tdc va co
thé 1a ham ctia ca chuyén vi tong quat.

Thé nang toan phan cia hé bao gdm thé niang bién dang va thé ning cua luc c6
thé (lyc trong truong 14 luc c6 thé). Q; 1a luc khong thé c6 thé dugc hiéu 1a cac luc
ngoai tac dung 1én hé (lyc tong quat). ap dung phuong trinh Lagrange dé xay dung
phuong trinh chuyén dong ctia dim chju uén nhu sau:

Goi yi 1a chuyén vi (tong quat) cta diém i ctia ddm va q;1a lyc tic dung tai diém
i ctia dam va my; 1a khéi luong.

DoOng nang cuia dam

T= zn“lmyfdx trong d6: y, = N, (1.32)
= ot
Thé ning bién dang ctia ddm chiu udn
0%y,
I[MT=) —EJ 1.33
.21: 2 ( OxX? j (1.33)
Dau tong lay cho tat ca cac diém i cia dam. Phuong trinh Lagrange doi v6i dam co
dang
ofadT | oT 8
—[ | j oy, (134)
ot\ oy, ) oy, 5)/
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Ta tinh hai thanh phan dau ctua phuong trinh (1.34)

ofaor o . o%y.
|l = [==mY, =M —;
otloy, ) ot ot
a _
oy,
Pé tinh thé nang bién dang c6 thé dung phuong phap sai phan hiru han, hinh 1.5.

=my, (1.35)

0

Bd&i vi d§ vong yi cia dam chi ¢6 mét trong
biéu thirc thé nang bién dang cua ba diém lién 2 i1

| X | X | o] X
1T T 1T 1

Hinh 1.4. Budc sai phan

i+1 +2

tiép i-1, 1 va i+1, cho nén chi can tinh thé nang

bién dang ctia dam (1.33) cho ba diém nay, AX

1a khoang cach gitra cac diém.

EEJ 82y ZZEE\] yi—l_zyi+yi+l 2

2 \ox*) 2 AX?

1oy 1_(Vi-2y.+y Y

—EJ =—EJ| =2 — 1.

2 \ox* ), 2 ( AX? (1.30)
EEJ azy ZEEJ(yi_Zyi+l+yi+2j2

2 \ox* ), 2 AX?

T6ng cong ba phuong trinh trén cho ta thé niang ctia dam dé tinh y;. Ta tinh o cua

phuong trinh (1.34).

SR

oIl (_ 2yi—1 +4yi — 2yi+l Y.~ 2yi—1 Yty

AX*

_ Ej(yi-z _4yi—1 +6yi _4yi+l + yi+2j: EJA—'4

Biéu thtrc (1.37) biéu thi sai phan hiru han ctia EJ

AX*

AX

o'y
ox*

B 2yi+l + yi+2 j\

4

(1.37)

Cong (1.35) va (1.37) nhan dugc phuong trinh Lagrange dbi v6i chuyén vi i

o'y _

2
miYi L E;
ox* |

a.tZ

q, (1.38)
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Diém i 1a bat ky nén nhin dugc phuong trinh vi phan can bang ctia dam

o’y o'y
m +EJ = 1.39
ot’ ox* q (1.39)
4
Déi voi bai toan tinh T=0 ta c6: EJ ; 2/ =( (1.40)
X

Phuong phép st dung phuong trinh Lagrange dé nhan dugc phuong trinh vi phin caa
duong do vong cua dam trinh bay ¢ day 1a cia tac gia.

& trén trinh bay bén phuong phap chung dé xay dung bai toan co, liy bai toan
dam chiu udn 1am vi du dé biét cach str dung ching va dé thiy bon duong 16i d6 1a
tuong duong nhau nghia 1a déu dn vé phuong trinh vi phan can bang cia hé.

2. Bai toan co hoc két c,flu yz‘l czi‘c phuong phap giai 7 ’

Bai toan co hoc két cau nham xac dinh ndi luc va chuyén vi cua h¢ thanh, tam,
vo duoi tdc dung cua cac loai tai trong, nhiét do, chuyén vi cudng birc,...va duogc chia
lam hai loai:

- Bai toan tinh dinh: 1a bai toan c6 ciu tao hinh hoc bét bién hinh va du lién két tua
voi dat, cac lién két sép xép hop ly, chiu céc loai tai trong. Dé x4c dinh ndi luc va
chuyén vi chi cAn dung cic phuong trinh can bang tinh hoc 13 du;

- Bai toan siéu tinh: 1a bai toan c6 cu tao hinh hoc bat bién hinh va thira lién két (nd1
hodac ngoai) chiu cac loai tai trong, nhiét do, chuyén vi cudng buc,.. .bé xac dinh noi
luc va chuyén vi ngoai cac phuong trinh cAn bang ta con phai bo sung cac phuong
trinh bién dang.

Néu tinh dén tan ung suat, ¢6 thé noi réng moi bai toan co hoc vat ran bién dang
no6i chung va bai toan co hoc két cau noi riéng déu 1a bai toan siéu tinh.

Pa c6 nhiéu phuong phap dé giai bai toan siéu tinh. Hai phuwong phap truyén
théng co ban 1a phuong phap luc va phuong phap chuyén vi. Khi sir dung chung
thuong phai giai hé phuong trinh dai s tuyén tinh. S6 lugng cac phuong trinh tuy
thudc vao phuong phap phan tich. Tir phuong phap chuyén vi ta ¢ hai cach tinh gan

dung hay duogc str dung 1a H. Cross va G. Kani. Tt khi xuat hién may tinh dién ti,
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ngudi ta bd sung thém cac phuong phap sb khac nhu: Phuong phap phan tir hiru han;
Phuong phap sai phan hitu han...
2.1. Phuwong phap luc

Trong hé siéu tinh ta thay cac lién két thira bang cac luc chwa biét, con gia tri
cac chuyén vi trong hé co ban twong Gmg véi vi tri va phuong cua céc lyc an sé do
ban than céac lyc d6 va do cic nguyén nhan bén ngoai gy ra bang khong. Tir diéu kién
nay ta 1ap duoc hé cac phuong trinh dai s6 tuyén tinh, giai hé nay ta tim duoc cac an
s6 va tir d6 suy ra cac dai luong can tim.
2.2. Phuwong phap chuyén vi

Khac véi phuong phap luc, phuong phap chuyén vi lay chuyén vi tai cac nat
lam an. Nhitng chuyén vi ndy phai c6 gia tri sao cho phan luc tai cac lién két dat thém
vao hé do ban than chung va do cac nguyén nhan bén ngoai gy ra bang khong. Lap
hé phuong trinh dai s6 tuyén tinh thoa man diéu kién nay va giai hé d6 ta tim duoc
cac an, tir d6 xac dinh cac dai luong con lai. Hé co ban trong phuong phap chuyén vi
1a duy nhit va gi6i han giai cac bai toan phu thudc vao sd cac phan tir mau c6 sin.
2.3. Phwong phap hén hep va phwong phap lién hop
Phuong phap hdn hop, phuong phap lién hop 1a sy két hop song song giira phuong
phap luc va phuong phap chuyén vi. Trong phuong phap ndy ta c6 thé chon hé co ban
theo phuong phap luc nhung khong loai bo hét cac lién két thira ma chi loai bo cac
lién két thudc bo phan thich hop voi phuong phéap luc; hodc chon hé co ban theo
phuong phap chuyén vi nhung khong dat day du cac lién két phu nhim ngin can toan
bd cac chuyén vi nat ma chi dat cac lién két phu tai cac nat thugc bo phan thich hop
v6i phuong phap chuyén vi. Truong hop dau hé co ban 1a siéu tinh, con trudng hop
sau h¢ co ban 1a siéu dong.

Trong ca hai cach noi trén, bai todn ban dau duogc dua vé hai bai toan doc 1ap:

Mot theo phuong phap luc va mot theo phuong phap chuyén vi.

2.5. Phuwong phap sai phan hiru han
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Phuong phap sai phan hitu han ciing 1a thay thé hé lién tuc bang mé hinh roi
rac, song ham can tim (ham mang dén cho phiém ham gié tri dimg), nhan nhiing gia
tri gﬁn ding tai mot s6 hiru han diém ctia mién tich phan, con gia tri cac diém trung
gian s€ dugc xac dinh nhd mot phuong phap tich phan ndo d6. Phuong phap nay
cho 101 giai sb cla phuong trinh vi phan vé chuyén vi va ndi luc tai cac diém nat.
Thong thudng ta phai thay dao ham bang cac sai phan cua ham tai cac nit. Phuong
trinh vi phan cua chuyén vi hodc ndi luc duge viét dudi dang sai phan tai mdi nut,
biéu thi quan h¢ cua chuyén vi tai mot nat va cac nat lan can dudi tdc dung cua ngoai
luc.

2.6. Phwong phap hdn hop sai phin — bién phén

Két hop phuong phép sai phan véi phuong phéap bién phan ta c6 mdt phuong
phap linh dong hon: Hoic 12 sai phan cac dao ham trong phuong trinh bién phan hoic
1a sai phan theo mot phuong va bién phan theo mot phuong khéac (d6i voi bai toan hai

chiéu).

CHUONG 2.
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LY THUYET DAM CO XET PEN BIEN DANG TRUQT NGANG

Trong chuong nay trudc tién trinh bay 1y thuyét dam thong thuong, ly thuyét
dam Euler - Bernoulli, sau d6 gidi thiéu Iy thuyét dam cé xét bién dang truot ngang
va phuong phap nghién ctu ndi luc va chuyén vi caa hé dam chiu ubn cé xét bién
dang truot ngang.

2.1. Ly thuyét dam Euler — Bernoulli

Dam chiu udn 1 ciu kién c6 kich thudce tiét dién nho hon nhiéu lan so véi chiéu
dai cua no, trén mat cat ngang dam ton tai hai thanh phan ni luc 1a mémen uén M va
lyc cat Q. Tai trong tac dung 1én dam nam trong mat phang co chira duong trung binh
ctia dam va thang goc vai truc dam. Dudi day ta xét hai truong hop dam chiu udn
thuan tdy phang va uén ngang phang.

2.1.1. Dam chiu udn thuan tdy phang

Dam chiu uén thuan tay phang la dam ma trén moi mat cat ngang dam chi c6
mot thanh phan noi luc 1a mémen udn nam trong mat phang quén tinh chinh trung
tam.

Ung sudt trén mdt cit ngang

Gia sir dam c6 mit cit ngang hinh chix nhat (bxh) chiu uén thuan tay nhu, hinh
3.1a. Ta tién hanh thi nghiém sau:

Truéc khi dam chiu luctavachlén o, M,
mat ngodi dam nhirng dudng thang song
song va vudng goc vai truc dam tao nén
nhitng & vuéng, hinh 2.1a. Sau khi dam . Mgy P .

bién dang, hinh 2.1c, ta thiy ring nhitng b} ”

Mo
z/x

1 2 évuéng

duong song song vai truc dam tré thanh Mo
nhitng dudng cong, nhimg dudng thang
vubng goc véi truc dam van thiang va
vudng goc véi truc dam. Tur d6 nguoi ta

cl Mo 1 2 Mo

dua ra hai gia thiét sau day:

‘ :
7
1 2

Hinh 2.1. Dam chju uén thuén tay
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- M3t cit ngang dam ban dau phang va vudng goc véi truc dam, sau bién dang
van phang va vudng goc véi truc dam (gia thiét vé mat cat ngang, gia thiét Bernoulli).
- Trong qué trinh bién dang cac thé doc cua dam khdng ép 18n nhau va khéng
day xa nhau (gia thiét vé céc thd doc).
Ngoai ra khi tinh toan ddm ta con dwa vao cac gid thiét sau:
- Vit liéu c6 tinh chét lién tuc, dong nhat va dang hudng
- Bién dang cua vat thé 1a bién dang dan hoi va dan hoi tuyét doi.
- Bién dang cua vat thé do ngoai luc gay ra la nho so véi kich thuéc caa ching.
- Tuéan theo nguyén ly doc lap tac dung
Tt hinh 2.1c, ta nhan thay rang: khi dam bi uén thi c4c thé trén co lai, cac ths
dudi gidn ra. Do vay khi chuyén tir th co sang thd gidn sé co thd khdng co, khdng
gian. Tho nay goi la tha trung hoa. Tap hop cac tha trung hoa goi 1a 16p trung hoa,
giao cua I6p trung hoa véi mat cat ngang goi 1a dudng trung hoa. Néu ta xét mot mat
cit ngang nao d6 caa dam thi sau khi bi udn né sé& cho hinh dang nhu hinh 3.2.
Puong trung hoa ciia mat cat ngang
la mot duong cong. Vi chuyén vi cua cac
diém trén mat cat ngang caa dam 1a bé, nén
ta coi rang hinh dang mit cit ngang dam
khong thay doi sau khi bién dang.

X

Budng trung hod

Hinh 2.2. Mt cdt ngang ddm
Khi d6 duong trung hoa ciia mit cit ngang 1a duong thang va gia sir 1ay truc ox
trung vai duong trung hoa.

Xét bién dang cua doan dam dz
duoc cat ra khoi dam bang hai mat cat 1-1
va 2-2. Sau bién dang hai mat cat nay lam
véi nhau mot goc de va tho trung hoa cé
ban kinh cong la p (hinh 2.3). Theo tinh

chat cua tha trung hoa ta co:

Hinh 3.3. Hai mdt cdt sau khi uén
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dz = pde (2.1)
Ta xét bién dang cua thé ab cach thé trung hoa mot khoang la y, ta co:

ab, = dz = pde; abs = dz = (p + y)de (2.2)
Tur (2.2) ta suy ra:
abg—ab; de—pd
g, = a a—l: t_ (p+y1)d</:p p <p; (2.3)

Xét wng suat tai diém bat ky A(x,y) trén mit cit ngang nao d6 cua dam (hinh
2.4a). Trong d6 truc oy 14 truc dbi xung cua mit ¢t ngang, truc ox tring véi duong
trung hoa cua mat cat ngang.

Ta tach ra tai A mot phan té hinh hop bang
cac mat cit song song voi cac mat toa do (hinh
2.4b). Khi d6 theo gia thiét thtr nhat thi goc cua v
phan t6 sau bién dang khong doi, nén ta suy ra trén /
cac mat cua phan td khdng cd ung suat tiép. Mat =5 X
khac theo gia thiét thir hai thi trén cac mat cua T
phan t6 song song véi truc Z khong co (ng suat
phép, nghia 1a o, = o,, = 0. Do vay trén cac mit &
ctia phan t6 chi ¢d (g suat phap o, va theo dinh
luat Hooke ta co: S

Hinh 2.4. Phan té A

o, = E¢, =E3;]; (2.4)
Dam chiu udn thuan tdy nén ta co

N, =, 0,dF =0 (2.5)

M, = [, o,ydF =0 (2.6)

Thay (2.4) vao (2.5) ta dugc
— y _E _n -E —
N, = [, EZdF =~ [ ydF =0 =-5,=0 (27)

S, = 0 nghia la ox 14 truc quan tinh chinh trung tam. Vi y 1 truc di xang nén
suy ra oxy la truc quan tinh chinh trung tam cua mat cat ngang. Thay (2.4) vao (2.6)
ta duocC:

E 2 E
M, = [, o,ydF = ;fF Ey?dF =~Jx (2.8)
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: 1_ My
Suy ra: sty (2.9)
EJ, 1a @6 ctiing cua dam khi uén. Thay (3.9) vao (3.4) ta co:
Mx
0z = 5.7 (2.10)

Tir cbng thac (2.10) ta cd cac nhan xeét:
- Luat phan b cua o, trén mit cat ngang dam 1a bac nhat déi véi y.
- Nhitng diém trén matc at ngang c6 cung tung do y (nghia la nhimg diém nam
trén dudng thang song song véi truc trung hoa x) s& cd tri sé bang nhau va né ti 1& véi
khoang cach tir cac diém do6 t6i truc trung hoa.
- Nhitng diém nam trén truc trung hda y=0 c6 tri s6 g, = 0. Nhitng diém xa truc
trung hoa nhat s& co tri so tng suat Ion nhat va bé nhat.
2.1.1. Dam chju udén ngang phiang

Dam chiu udn ngang phang l1a dim ma cac mat cit ngang caa nd cd cac thanh
phan ndi lyc 1a luc cit Q, va mdmen udn My nam trong mat phang quan tinh chinh
trung tam caa dam.
Ung sudt trén mdt cdt ngang

Xét dam chiu udn ngang phang

P
nhu trén hinh 2.5a. Ta quan sat thi al . h
nghiém sau: ‘ ] m )
Trudc khi dam chiu luc ta vach b
lén mat ngodi dam nhiing duong 1 2\ .
e L2 e L/2 M ’

thang song song va vudng goc véi
truc dam tao. Sau khi dam bién dang b %5 D5
ta thay ring nhﬁ’r}g duong thang song %, ;_’)
song vai truc dam tré thanh nhirng

dudng cong nhung van con song song @
véi tryc dam, nhitng duodng thang PL
vubng goc véi truc dam khdng con P

~

thang va vuéng goc véi truc dam nita
hinh 2.5c.

Hinh 2.5. Dam chju uén ngang phang
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Diéu d6 chiing t6 mat cit ngang dam sau bién dang bi vénh di. Néu tai diém A
bat ky ciia dam ta tach ra mot phan td bang cac mat song song véi cac mat toa do thi
sau khi bién dang cac géc vudng cua phan té khdng con vubng nita, nghia 1a phan tb
c6 bién dang gdc. Suy ra trén cac mat phan té s& c6 tng sut tiép.

Trong ly thuyét dan hdi nguoi ta dd ching minh duoc rang trén cac mat cua
phan té c6 cac (ng suét sau:

Oy, 0z, Tzy, Tyz. Nhung thuc té o~
cho thdy rang tng suat phap g, rat bé -
so véi cac thanh phan khac nén ta bo l
qua, nghia 14 khi ddm chiu uén ngang {
phang thi trén mit cat ngang dam c hai |

|
thanh phan @ng suat 1a: Gng suat phap 3& T2y
Tyz

o, VA itng suat tiép hinh 2.6. sl ,
Hinh 2.6. Phén to dam chiu uon

ngang phdang

’Ncn

a.  Ungsudt phap o,:
Trong muc trudc nho gia thiét Bernoulli vé mat cit ngang phang ta da dua toi
cong thic tinh wng suat phap o, trén mat cat ngang dam la:
o, =2y (2.11)

Trong trudng hop dam bi uén ngang phang thi sau bién dang mit cat ngang
dam bi vénh di, nghia 13 khong con phang nita. Nhu vay moi 1ap luan dé dua toi cong
thire (2.11) dé tinh ung suat phap o, khong phl hop nita. Tuy nhién trong ly thuyét
dan hoi nguoi ta d chtimg minh duoc rang d6i voi dam chiu uon ngang phang ta van
c6 thé dung cong thac (2.11) dé tinh ung suat o, ma sai s6 khéng 16n 1am.

b.  Ung sudt tiép trén mat cdt ngang dam chiu uén ngang phang (cong thec
Durapski):

Gia sir c6 dam mit cat ngang la hinh chir nhat hep (b<h) chiu uén ngang phang
hinh 2.7.

Ta xét tng suat tiép tai diém bat ky A(X,y) trén mat cat ngang 1-1 nao do6 cua
dam. Qua diém A ta ké duong thang song song Véi truc ox cat bién cua mat cit tai B
va C, cit truc oy tai D. Trudc hét ta xét tng suit tiép tai B,C va D.
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Ung suat tiép tai C 1a 7. gia sir co
phuong bat ky trong 1-1.

Phan 7, thanh hai thanh phan:
5, va 15, . Nhung theo dinh luat doi tng
cuia (ng suat tiép thi ta co: w5, =15, =0
(tS, = 0 vi mit bén dam theo gia thiét
khong c0 tai trong tac dung) hinh 2.7.

Hinh 2.7.

Do vay 7, = 7§, ¢6 phuong song song véi oy. Do tinh chat doi xang ta suy ra

— B _ .C
Tg = Tzy = Tzy -

Ciing do tinh chat ddi xang va gia thiét hinh chir nhat hep nén 7, =

C
yz:

Do gia thiét hinh chir nhat hep nén CD=Db/2 cang nho ma ng suét tiép tai C va

D _ B _
Ty =Ty; =T

D chi c6 phuong y. Do vay ta suy ra la tng suat ti€p tai A chi c6 phuong y: 7, = 745
bong thoi:

= g

Nhu vay @ng suat tiép cia cac diém trén duong thang BC qua A chi c6 phuong
y Va tri s6 bang nhau. Nghia 1a (mg suat tiép trén BC phan bo déu véi cuong do 13 7.
Deé tinh 7, ta cat mot doan dam dz bang hai mat cét 1-1 va 2-2, hinh 2.8,

2

Sau d6 cat doan dam dz

a) b)

bang mot mat phang qua diém A e, Y : )
song song véi truc Z. Mit phang ( ______ G, | oA

nay chia doan dam dz ra lam hai N fﬂ/; }q//:_T Z 2
phan. Néu goi BC = bc va dt 7 g L3

(BCEF)=Fc thi tir diéu kién can \
biang cta phan dudi cia doan dz Hinh 2.8.

hinh...ta suy ra:
— Mg _ () _
YZ= [, o, dF — [ _o0,”dF +1,,bcdZ =0
Mat khac ta lai co

Mx
o;) =2y @

z Jx
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M +dMy
0y = =E (b)
Thay (b) vao (a) ta duogc:
1 My +dMy My _
Tyz = sz = eds [ch I de — fFC;de] =
1 dM,
- Jx.bc dz fFC de (C)
Taco: L2 =Q,; [ ydF =S¢ (d)
T dz y’ FCy X

S<: goi la momen tinh cua phan dién tich Fc ddi véi truc x. Thay (d) vao (c) ta
suy ra:

_ _ 95t
Tyz =Tay =750 (2.12)

Trong d6 be goi 1a bé rong cua mat cat ngang qua diém can tinh tng suét A.
Cong thie (2.12) goi 1a cong thirc Durapski. Tir cong thire nay va theo diéu kién can
bang cua phan thanh & trén ta suy ra la 7,,, cting chiéu véi truc z, 7,,, cting chiéu véi

Q- Nghia la dau cua t,, va @, nhu nhau. Do vy & déy chi can tinh trj s6 ciia 7, theo

(2.12) con dau ciia né duge xéc dinh tir biéu do luc cat Q,,.

c.  Lugtphan bé ing sudt tiép ,, déi véi mat cat hinh chi nhat:
Gia sir mat cat ngang dam chiu uén ngang
phang la hinh chit nhat bé rong b, chiéu -
cao h. Ta di tim luat phan b cua tng suat

Tmax

tiép 7, d6i v6i mat cat néu luc cat tai mat < "“—'—T = @
z \ \ B C
cat nay la Q,,. 7 ’ W7 / ?
Ta xét diem bat ky A(x,y) trén mat y \Fc.
cit, ta c6 bc=BC=b. Hinh 3.9.

5t = (2-2)-0y +26-2] =45 -)

QyS)(é ng(ft}_z_y2> Qy h? 2
Suy ra: Tyz =Ty = 0= b 2L (T -y ) (2.13)

Tur (2.13) ta nhan thay rang: Luat phan bé 7, trén mat cat Ia parabol bac hai
dbi vai y. Véi y=0 (nhimg diém nam trén truc trung hoa ox) thi:

_ _ Qyh* 30y
Tzy (0) = Tmax = 8.Jx ~ oF

(2.14)
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y=i%thirzy =0

Tir d6 ta c6 thé V& dugc biéu do 7, cho mat ct nhu, hinh 3.9b.

d.  Lugdtphan bé ing sudt tiép 7,, déi véi mat cat hinh chi 1:
,Xét dam chiu ubn ngang phing cc’3 R
mat cat ngang hinh chir | r)‘mh 2.19. bée Lw% IS—— @ T
don gian ta cé thé coi mat cat bao gom ba 1 d -d )
hinh chix nhat ghép lai: Hinh chir nhat < 1 z e
long rong d, cao (h-2t) va hai hinh chir d_?@ N A =
nhat dé rong b cao t, hinh 2.10b. ke y = y/ Z T
Hinh 2.10.

Thuc té cho thay tng suat tiép do Q, gay ra & phan dé rat bé so véi phan long.
Do vy & day ta chi xét su phan bd tng suét tiép t,,, ¢ phan long mat cit chit | ma
thol.

Ta xét diém bat ky A(x,y) thuoc long ta co: be=d. S¢ = S, — = dy?

1,2
_ QSi _ Qy(sx_idy )
tzy = bc Jx-d (2.15)

Tur (2.15) ta nhan thay rang: Luat phan bd 7, cua phan long mat cét chit | 1a

Suy ra:

parabol bac hai ddi véi y. Vi y=0 (nhitng diém nam trén tryc trung hoa ox) thi:
_ QySx

Tzy (0) = Trax = Jabe (2.16)
Déi v4i diém C tiép giap gitta long va dé cua chit I, nhung thudc phan long thi ta co:
YV, = g—t T do6 ta co:
2
b Qy|Sx—3d(5-t)
T =T1 =Ty (E — t) = [ ]Zx.dz ] (217)

Bicu do 72, ciia phan long mat cét chit T dugc Ve trén, hinh 2.10c.
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e.  Lugdtphan bé ing sudt tiép 7, déi véi mdt cat hinh tron:
Xét dam chiu udn ngang phang
c6 mat cat ngang hinh tron ban kinh R, Qy @
va luc cat trén mat ca nay 1a Q,,, hinh ° B .
2.11. Ta xét tng suat tiép trén duong -
BC song song vai truc ox va cach ox il

mot khoang bang y. Ta thay rang tai
cac diém bién B,C ung suat tiép t tiép  “t _7/7/‘
tuyén véi chu vi hinh tron va do doi b

Xung thi tng suat tiép tai D c6 phuong
y y
Hinh 2.11.
Ta thtra nhan rang ung suat tiép tai cac diém khac nhau trén BC c6 phuong qua
diém K d6ng thoi thanh phan song song oy cua ching 1a bang nhau, nghia 1a thanh
phan t,,, phan bo déu trén BC, hinh 2.11a. Ta di tim ludt phan b cua 7,,,. Ta c6:

bc=2R.cosa
5% = Jp. pdF = f; pbdF = f:/z Rsing.2Rcos@. d(Rsing)

= 2R3 f;r/z cos?@.sinpd(p) = —2R3 f:/z cos?@pd(cosp) = §R3cos3a

2
Qy=R3cos3a R%cos3a R?(1-sina
Suyra: T, =23 =% = WRY )
Jx-2Rcosa 3)x 3]
_ Qy(RZ_yZ)
Toy =75, (2.18)

Biéu do6 T,y duoC VE trén hinh 3.11b, trong do:

QyR?*  4Q 4Q
Tzy (0) = Tmax — ;]x = 37”:/2 = 3Fy (219)

Bicu dd t,, ctia mat cat hinh tron dugc V& trén, hinh 3.11b.
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2.2. Ly thuyét dam co xét bién dang truwet ngang

Ly thuyét xét bién dang truot trong dam do Timoshenko dua ra va thudng duogc
goi 1a ly thuyét dam Timoshenko. Khi xay dung ly thuyét nay van sir dung gia thiét
tiOt diOn phing caa ly thuyét dam thong thuong, tuy nhién do cé bién dang
truot, truc dam s& xoay di mot géc vp kh«ng cBn th¥ng gac vii tilt
diOn dCm n=a.

Ly thuyét xét bién dang truot dugc dung phéd bién trong phuong phap phan ti
hitu han hiOn nay la dung ham d6 vong y va ham gdc xoay # do momen uén gay
ra 1a hai ham chua biét. Trong trudong hop nay bién dang truot tai truc trung hoa dugc

xac dinh nhu sau, vi du nhu [28, trg 5].

y=a0T 0 (2.20)
Tir d6 ta co cac cong thire xac dinh M va Q
do
M =-5(Z,)
GF[ dy
Q=7 —E-FQ] (2.21)

Trong cac cong thic trén EJ 1a do cang uén, GF 1a d6 ciing cat cua tiét dién,
G 1a modun truot cua vat lidu, F 1 dién tich tiét dién, « 1a hé sb xét sy phan bd
khong déu cua ¢ng suét tiép tr=n chiéu cao tiét dién.

C4c téc gia [28, trg 5] cho rang khi modun truot G—oo thi tir (2.21) suy ra

_dy
dx
nghia 1a trd vé Iy thuyét dam khong xét bién dang truot: Gc xoay cia dudng do vong

0 (2.22)

la do mGmen gay ra. Theo tac gia, 1ap luan trén khong dang béi vi khi théa mén
phuong trinh (2.22) thi tir phwong trinh (2.21) suy ra lyc cit Q = 0, dan vé truong hop
uén thuan tdy cua dam. Vi Iy do d6 nén Iy thuyét xét bién dang truot ding y va @ lam
an khong hoi tu vé ly thuyét dam thong thuong va khi &p dung vao bai toan tam, né
cling khong hoi tu vé Iy thuyét tim thong thuong (ly thuyét tam Kierchhoff, [28, trg
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71], [25, trg 404]. Phuong hudng chung dé khic phuc thiéu sét vira néu 1a bd sung
them cac nat xét luc cat Q trong cac phan tar dim hoic phan tir tim [25, 26, 28] hoic
ding phan tr ¢ ham dang 1a da thirc bac thip (bac nhat) [ 31,trg 126]. Van dé tim
phan tir c ham dang khdng bi hién tuong bién dang truot bi khoa, shear locking, van
dang duoc tiép tuc nghién ctu, [32]. Tinh hinh chung hién nay vé ly thuyét xét bién
dang truot trong dam va tAm 1 nhu trén.

Khéc vai céc tac gia khéc, trong [19, 20] Iy thuyét xét bién dang truot duoc xay
dung trén co s¢ hai ham chua biét 13 ham d6 véng y va ham luc cét Q. Trong truong
hop nay bién dang truot xac dinh theo

_Q
y = GF (2.23)

a 12 hé sb xét sy phan bd khong déu caa tng suat cit tai truc dam.
Goc xoay do momen udn sinh ra bang hiéu giira goc xoay dudong do vong

véi goc xoay do lyc cit gay ra.

gy _ _dy_aQ (2.24)
dx dx GF
Momen uén s& bang
M=-£390 gy 9y, @ dQ (2.25)
dx dx? GF dx
Bién dang uon y
d’y «a dQ
- _ 2.26
« dx’® +GF dx (2.26)

Dua trén ly thuyét nay ta s& xay dung phuong trinh cin bang va cac diéu kién
bién ciia dAm nhu sau. Theo phuong phap nguyén 1y cuc tri Gauss ta viét phiém ham

lugng cudng bic (chuyén dong) nhu sau: (gia st dam cé luc phan b déu q).
Z = [ Mydx+ [Qydx— [ gydx — Min (2.27)

Cac ham do vong Y, ham bién dang trugt y va ham bién dang uén y 1a cac dai luong

bién phén, nghia 1a diéu kién can va du dé hé ¢ trang théi can bang 1a
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l

6Z = fMS)(dx +fQ6ydx —fq(Sydx =0
0

HayZ = fMa[—E+:—FZ—g]d +J, Q6|5 dx - [; q8lyldx =0 (2.28)

Trong phuong trinh tich phan (2.28) hai dai luong can tim 13 y(x) va Q(x) do d6 ¢6
thé tach ra thanh hai phuong trinh sau:

jm [_W dx —fl (2.29)
0

jM(S [ﬁd_ dx +jQ6 GF] dx =0 (2.30)

LAy tich phan ting phan phuong trinh (2.29)

[l 2o = - o[ = w2

Tich phan ting phan thanh phan cubi cua biéu thuc trén ta co
l l
d2y dy|’ dM : d2M
fM‘s[_W] _M(S[d ] dx 5[3’]0_de2 Slyldx
Phuong trinh (2.29) sau khi lay tich phan ting phan c6 dang

l
w2+ M sl fd2M+ 5[yldx = 0 2.31
B [a]o & OV~ \Gaz Ta)oblax = (2:31)
0

l
+fdM6[dy]d
dx ldx x
0

Boi vi cic dai luong 8[y] va & 2] 1a nho va bat ky nén tir (2.31) ta c6

d2M
—+q=0 (2.31a)
l
_M$5 [—y —0 (2.31b)
dxllg
dM :
E(S[y] . =0 (2.31¢)
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Tich phan ting phan phuong trinh (2.30):

oo - o8 o< - o5 -

Sau khi lay tich phan ting phan

(o[22« |

(2 Q)5 [eYax =0 232
Boi i bién phan & | 22| Ia nho va bt ky nén tir (2.13) ta cd

l
dM r1aQ
Pl ﬁ] dx
0

0

am +0Q=0 2.32
Ms [“Q] o 2.32b
Str dung cong thic (2.6), hai phuong trinh vi phan can bang cia dam (2.31a) va (2.32a)
cé dang.
a d’e] _ (2.332)
£ dx4 GFdx3| 1 294
d’y a d?Q
E]|-—=— ——| = 34
J dx3 GF dx? ¢ (3:34a)
Phuong trinh (2.33a) va (2.34a) c6 thé viét lai dudi dang
d*y ah?d3Q
]dx4 6 dxs 1 (2:33b)
d3y ah?d?Q
]dx3 T Dz Q (2.34b)
Dé nhan duoc cac diéu kién bién caa dam thi két hop (2.31b) va (2.32b) ta c6
M5[ LT 235
Chu y t61 phuong trinh (2.32a), phuorng trinh (2.31c) viét lai nhu sau
Q5[yllh =0 (2.36)
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T6m lai, ly thuyét xét bién dang truot cho ta hai phuong trinh vi phan (2.33) va
(2.34) d6i v6i hai ham y va Q: phuong trinh (2.33) 1 phuong trinh vi phan can bang
gitta noi luc va ngoai luc, phuong trinh (2.34) 1a phuong trinh lién hé gitra mémen
uén va luc cat. Cac phuong trinh (2.35) va (2.36) 1a cac diéu kién bién ¢ hai dau thanh.
Ta xét diéu kién bién (2.35)

Néu nhu tai x=0 hoic x=l, g(’)c xoay 0 do momen udn gay ra co bién phan

56 =& [—— G|, 0 tiMly =0 lienkétkhop  (237a)

Néu nhu goc xoay 0 khong co bién phan

l
50 =34 [— DL —0 M|Lbdt ky — lién két ngam  (2.37b)
Déi véi dieu kién (2.36), néu nhu chuyén vi y tai x=0 hoic x=I ¢6 bién phan.
S[ylly # 0 thi Q| = 0,— khdng cb goi twa (2.37¢)
Néu nhu S[yllh = 0 thi Q| bdt ky, - lién két géi tua (2.37d)

Khi khong xét bién dang trugt, G—oo hoic h—0 thi cac phuong trinh (3.33) va
(2.34) ciing nhu cac phuong trinh vé diéu kién bién (2.35) va (2.36) hoic (2.37)
déu dan vé ly thuyét dam Euler- Bernoulli. Cho nén c6 thé noi ly thuyét xét bién dang
trorot néu trén (xem hum y vp hpm Q 1p hai hpm ch-a biOt) 1laly
thuyét day da vé dam.

Cubi cing can luu y rang khi xét tinh lién tuc vé goc xoay giira hai doan dam
1a n6i dén tinh lién tuc cta goc xoay do mémen gy ra xac dinh theo cong thuc (2.24),
khong phai lién tuc cua goc xoay Z—i’.

HEsd o

Hé s6 o 1a hé sb tap trung ung suét cét tai truc dam.

Déi voi tiét dién chit nhat o=1.5, d6i véi tiét dién tron o=4/3. Tuy nhién khi xét bién
dang truot cac tri trén thay doi twong tGng bang 1.2 va 1.11 [23, trg 132, 52, trg
492].Trong tinh toan sau nay tac gia dung hé s6 a=1.2 dbi voi tiét dién chit nhat.

Phuong phap chung dé xac dinh hé sb 6 1a can bang tong theo chiéu cao dam cong
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cua ung suét cét thyc hién trén bién dang trugt tuong tng vé1 cong luc cit thuc hién
trén bién dang truot tai truc dam, van dé nay da dugc nhiéu tac gia nghién ctru [23]
[25, trg 400].
2.3. Giai bai toan dam don cé xét dén bién dang trwet ngang bang phwong phap
phan tir hiru han
3.3.1. Bai toan dam

Dam 12 két cAu 1am viéc chiu un. Céc dai lugng bién phan theo phuong phap
nguyén 1y cuc tri Gauss 1a bién dang va chuyén vi cho nén dé tinh dam trude tién can
gia dinh dang duong d6 vong cua cac doan cua dam, (thi du, theo da thirc) hoac roi
rac duong d6 vong theo phuong phap phan tir hitu han hodc theo phuong phap sai
phan hitu han. Nhu vay, khi giai tryc tiép phiém ham luong cudng birc Z thi cc an
cua bai toan la:
— céc hé s6 ctia ham xap xi ( vi dy, ctia da thire x4p xi ) hodc
~ chuyén vi tai cac diém cua sai phan hiru han hoic
~ chuyén vi va goc xoay tai hai nit ciia phan tir hiru han
s& 1a cac dai luong bién phan (cac bién doc lap) ciia bai toan.

Goi Y. (X) 1a duong d6 vong ciia doan thir i nao d6 ciia dam hodc khung véi truc
X trung v&i truc dam, EJ, 13 do cimg udn cta nd, z, 1a bién dang udn. Theo (2.6, 2.7)
viét cho doan thir i ciia dam hodc khung, ta co6:

gy —EOM o _ 4V, a dQ Mi:EJi.;(i:EJi(—d Y, @ dQ
L 12 ' dx* GF dx dx* GF dx

) (2.7a)

¢ day E la modun dan hoéi vat liéu dam, b va h 1a chi€u rong va chi€u cao tiét dién
doan ddm.Tai diém ndi doan i1 va doan (i+1) chuyén vi va goc xoay hai doan phai bang
nhau (di€u kién lién tuc), tai goi tua chuyén vi bang khong, néu 1a ngam thi goc xoay

cling bang khong (hinh 2.1).
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Hinh 2.1 So d6 phin tir, niit va toa @ cic doan thanh ciia dim lién tuc

Biét dugc quan hé (2.7a) thi d& dang x4y dung bai toan két cAu chiu udn cé xét bién
dang truot theo phuong phap nguyén 1y cuc tr1 Gauss.

Khi giai bai toan cu thé can xét diéu kién dong hoc cua dam. Do xem luc cit
Q la dai luong chua biét nén ngoai viéc gia thiét duong d6 vong y cua dam, can gia
thiét dang phan bd luc cit Q. Nhiing vi du trinh bay dudi day dung phwong phap phan
tir hitu han xay dung va giai bai toan dam don c6 xét dén bién dang truot ngang chiu

tac dung cua tai trong tinh tap trung.
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CHUONG 3.
PHUONG PHAP PHAN TU HUU HAN

3.1. Phwong phap phan tir hitu han

Trong phuong phap phan ti hitu han chia két cau cong trinh thanh mot s6 hitu
han cac phan tir. Cac phan tir nay duoc ndi véi nhau tai cac diém dinh trude thuong
tai dinh phan tt (tham tri tai cac diém trén bién phan tt) goi 1a ntt. Nhu vay viéc tinh
toan két cau cong trinh dugc dua vé tinh todn trén cac phan tir cua két cau sau do két
ndi cac phan tir ny lai véi nhau ta duoc 101 giai cia mot két cau cong trinh hoan
chinh. Tuong ty nhu phuong phap sai phan hitu han ciing chia cong trinh thanh cac
doan nho (phan tir) va cac trang thai chuyén vi (truong chuyeén vi) v.v... duoc Xac
dinh tai cac diém ndt sai phan. Sy khac biét cua hai phuong phap 13 Phuong phap sai
phan hitu han sau khi tim duoc cac chuyén vi tai cac ndt cia sai phan con cac diém
nam giira hai nt dugce xac dinh bang nodi suy tuyén tinh, con phuong phap phan tir
hitu han sau khi xac dinh dwoc chuyén vi tai cac ndt cua phan tir thi cac diém bén
trong dugc xac dinh bang ham noi suy (ham dang).

Vi bai toan co hoc vat ran bién dang, tuy theo ¥ nghia vat Ii caa ham noi suy c6
thé phan tich bai toan theo 3 loai md hinh sau:

- M® hinh chuyén vi: Xem chuyén vi 13 dai luong can tim va ham noi suy biéu
dién gan dung dang phan bé cua chuyén vi trong phan tu.

- M6 hinh can bang: Ham noi suy biéu din gan dung dang phan bd cua tng suat
hay néi luc trong phan tu.

- M6 hinh hén hop: Coi cac dai luong chuyén vi va tng suat 1a 2 yéu té doc lap
riéng biét. Cac ham noi suy biéu dién gan dung dang phan bo cua ca chuyén vi lan
g suét trong phan tu.

Hién nay, khi &p dung phuong phap phan ti hitu han dé giai cac bai toan co hoc
thuong sir dung phuong phap phan tir hitu han theo mé hinh chuyén vi. Sau ddy luan
van trinh bai ndi dung phuong phap phan ti hitu han theo mé hinh chuyén vi.

3.1.1 Néi dung phuwong phap phan tir hira han theo mé hinh chuyén vi

Trong phuong phéap phan tir hitu han - mé hinh chuyén vi, thanh phan chuyén vi

dugc xem 1a dai lwong can tim. Chuyén vi duoc lay xap xi trong dang mot ham don
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gian goi 1a ham nai suy (hay con goi 1a ham chuyén vi). Trinh tu phan tich bai toan
theo phuong phap phan tir hitu han - mé hinh chuyén vi ¢6 noi dung sau:
3.1.1.1. Roi rac hoa két cau:

Trong phuong phap PTHH, ngudi ta roi rac hoé bang cach chon két cau lién
tuc thanh mét s6 hitu han cac mién con c6 kich thudc cang nho cang tot nhung phai
hitu han. Cac mién hoic két cdu con dugc goi 1a PTHH, ching c6 thé c6 dang hinh
hoc va kich thudc khac nhau, tinh chat vat liéu dugc gia thiét khong thay d6i trong
mdi phan tir nhung c6 thé thay doi tir phan tir nay sang phan tir khac.

Kich thuéc hinh hoc va sé luong céc phan tir khong nhitng phu thudc vao kich
hinh hoc va tinh chat chiu luc ctua két ciu ma con phu thudc vao do chinh xac cua bai
toan.

Vi hé thanh ding cac phuong trinh thanh, két ciu tdm sir dung phuong trinh
tam tam giac, chit nhat, véi vat thé khdi dung cac phuong trinh hinh chép, hinh hop...

Khi roi rac hod két cau lién tuc cac PTHH duoc gia thiét ndi voi nhau tai mot
sb diém quy dinh goi 1a cac nat, toan b tap hop cac phuong trinh roi rac lugi PTHH.
Lu6i cang mau, nghia 1a s lugng phuong trinh cang 16n hay kich thudc phuong trinh
cang nho thi mic do chinh xac cua két cau cang tang.

Khi roi rac can chl y tai nhimg noi chuyén vi bién thién nhanh thi chon cac
phuong trinh c¢6 kich thudc nho, cang ra xa kich thudc cua phuong trinh ¢6 thé ting
1én dé giam sé luong phuong trinh hay sé an cua bai todn ma van dam bao do chinh
x&c. Mién duoc phan chia phai chon sao cho tai bién cac chuyén vi coi nhu da tat. Khi
chia thanh cac phan tir thi cac kich thudc trong mdi mot phan tir khdng chénh léch
qué 16n 1am giam do chinh x&c cua bai toan. Bé xac dinh duge kich thudce phi hop
cho phuong trinh véi mdi bai toan can quy dinh kich thudc ban dau, sau d6 13y kich
thudc nho di hai 1an, néu két qua cta bai toan dat do chinh xac nhu cii thi kich thudc
ctia phuong trinh gia dinh coi nhu chap nhan duoc.

Nhung dbi véi hé thanh thi khi chia nhé mot thanh (phuong néi hai nit) do
chinh xac khong tang. Cho nén véi hé thanh kich thudc ciia phuong trinh 1ay véi kich

thudc 16n nhat ¢ thé tirc 1 phuong trinh ndi hai nat cua két cau.
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Cha phantd thanh Crua medn din hé

Hinh 3.1.
3.1.1.2. Ham chuyén vi:

Viéc chon trudc cac ham chuyén vi tai mot thoi diém bat ky trong PTHH nham
xéc dinh su lién hé gitra chuyén vi n(t véi chuyén vi caa moi diém trong pham vi cua
PTHH.

Goi truong chuyén vi 13 vecto cac ham chuyén vi tai diém bt ky cd toa do (x,
y, ) cia PTHH khdng gian va toa do6 (x, y) ciia PTHH phang.

Ux(X, ¥, 2); Uy(X, ¥, 2); U(X, Y, Z)

va Ux(x, y); Uy(X, y)

Céac ham chuyén vi thuong duoc chon dudi dang ham da thic. Bac caa ham va
s6 thanh phan phu thudc vao hinh dang, bac caa loai PTHH tuong Gng.

Vi duy trong bai toan phang ciia tng suat hay bién dang, dbi véi loai phan tir tuyén
tinh, ham chuyén vi 1a da thire bac nhat va sé thanh phan bang sb nat quy dinh ctia phuong
trinh. D6i v6i PTHH bac hai, ham chuyén vi 1a da thire bac hai, s6 thanh phan chia trong
mdi ham bang mdi nit cua phan tir. Dudi day 1a mot s6 ham chuyén vi dugc dung trong
ly thuyét dan hoi.

1. PTHH tuyén tinh:

a. PTHH tam giéc:

Ux (X, Y) = o + a2 X + 03y + 0. X% + as.XY + 06.Y?

Uy (X, y) = o + as. X + aig.y

b. PTHH chir nhat:

Ux (X, YY) = o + 0i2.X + o,y + ol Xy

o
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Uy (X, Y) = ast 06X + a7y + ag.Xy
c. PTHH hinh chop:

Ux(X, Y, 2) = out a.X + azy + 0.z

Uy(X, Y, Z2) = ast aeX + ary + os.Z

UZ(X, Y, Z) = Ogt 0g0.X + 011y + 012.2

d. PTHH hinh hop: g

Ux (X, ¥,2) = aut oa.X + 03y + 04.Z + s XY + 0l6.YZ + 07ZX + 0lg.XyZ

Uy(X, Y, Z) = oot g0 X + g1y + a12.Z + 013.XY + Ql14.YZ + 152X + 0l16.XYZ
U.(X, Y, Z) = a7+ oig.X + 0.y + 020.Z + 0lp1. XY + 0lp2.YZ + 0lp3ZX + 0lpg.XYZ

2. PTHH bgc hai

a. PTHH tam giéac:

Ux (X, Y) = a1 + a2 X + 03y + 0. X2 + as.Xy + 06.Y?

Uy (X, Y) = a7 + aig. X + 0lg.y+ 0t10.X2 + 0tg1.XY + Olg2.Y? o
b. PTHH chir nhat: o g
U (X, ¥) = o + 02X + 03y + ouX? + as.Xy + oey? + 5
o7X%y + og.Xy?
=B

Uy (X, Y) = oo+ auio. X + 0tar.yY + a1 X% + ou.Xy + oua.y? +
osX%Y + ouge.XY?
3.1.1.3. Phwong trinh co ban cCiia phwong phdp phan ti hizu hgn

Pé thiét 1ap phuong trinh co ban cua phuong phap PTHH c6 thé sir dung cac
nguyén ly khac nhau, tuy nhién thong thuong nguoi ta st dung nguyén ly cong kha
di.

Theo nguyén ly cong kha di ta cé cong thuc:

J{o} felov = [lo)"foujov-+ [ fp} s (3.12)

Phuong trinh trén biéu thi diéu kién can bang cua hé dan hdi tuyén tinh. Néu

chuyén tri cua ca hai vé theo phuong phap thdng thuong ta co:
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i 18e}" {8jdv =[{5u} {gjdv + ! fsu} {plds (3.13)

\%

Theo dinh luan Hooke: {3}=[D}{e}. thay vao vé phai nhan duoc:

[ 105} TONelov=[ou] fgjav-+ [ fou}"fpos .14

v v
Trong phuong trinh trén con thiéu diéu kién lién tuc, diéu kién nay dugc dua
vao bang mot trudng chuyén vi xap xi (ham chuyén vi) thoa man céc diéu kién tuong
thich.
Ta chon mot ham chuyén vi phu hop véi loai va bac caa mot phan tir mau
(PTHH):

- V6i bai toan khong gian:

{U(x,y,2)}=[P(x,y.2)Ke} (3.15)
- Vi bai toan phang:

Ul y)i=[P(x.y)He (3.16)
Trong do:

{U - vecto chuyén vi cia mot diém
[P] - ma tran cac bién cua truong chuyén vi.
{o} - ma tran hé s caa ham chuyén vi

Vi du véi phan tir tam giac:

i

N

w

(3.17)

Ny

(&3]

R K K L L @

(2]

> fu)=Plio)

Néu tinh chuyén vi caa cac nut trong mot phan tir ta co:
{uf, =[AL o} (3.18)

{u}, - vecto chuyén vi cua céc nit cia phn tir.
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[A], - ma tran dugc xac dinh theo [P] va toa d¢ cia cac nit.
{o} - ma tran hé sb.

Vi du véi phan tir tam giac:

us

L e
Hinh 3.2
ul [1 x, y, 0 0 0o,
u, 0 0 0 1 x, vy ||a
u 1 x 0 0 O
3 _ L . A, (319)
u, 0 0 0 1 x, vy,||a,
U, 1 x, vy 0 0 0]|a,
uj (0 0 0 1 x, Yy,||o]
— {u}, =[Al{a (3.20)

Trong cong thic trén gia tri cia [A], hoan toan xéac dinh. Néu biét dugc {u}, ta
s& x4c dinh dugc {a}, ta co:

{of =[A] {u}, (3.21)

Khi d6 chuyén vi tai mot diém bat ky dugc xac dinh theo chuan vi cua cac nat

ctia phan tir:

{ut=[PlAL" {u}, (3.22)
Mt khéc ta c6 quan hé giira chuyén vi va bién dang:
{e}=[V]{u (3.23)

[V] - ma tran toan tir vi phan;
{e - vecto bién dang

Thay gia trj cua {u ta c6 cong thic bién dang:
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te}=[VIp]AL {u}, (3.24)

bat:

[N]=[p}[A] (3.25)
[B]=[VIN] (3.26)
Trong do:

[N] - ma tran ham dang

[B] - ma tran bién ddi cua ham dang

Nhu vay bién dang c6 thé bién diém lai nhu sau:

{e}=[V]N}{u}, hoic {e}=[B]{u}., ddng thoi

{fuj=[NHu},

Néu cho céc nut mot chuyén vi kha di khi d6 ta c6 bién dang kha di.
{oe}=[B}{au},

{uj =[N}{auj, (3:27)
Thuc hién phép chuyén tri phuong trinh trén ta co:

{8e}" = {oul; [B]

{oul” ={auf. [NJ (3.28)
Thay {8¢}" vao phuong trinh cin bang caa nguyén |y cong kha di ta duoc

J{ou}; [B]' [DIB}u}.dv=[{ou[N]"{gjdv+ [{ou [Nfipids (3.29)

\%
Ta dung chuyén vi tuong thich dugc chon (Ham CV) khéng nhiing thoa man
diéu kién bén trong va ca trén bién PTHH. Trong cong thirc trén dai lwong {Su}, khong

phu thudc vao phép tich phan nén c6 thé dua ra ngoai dau tich phan:

{ou}t [ (BT [PIBHuj.dv = fsuj: [INT {gldv+ Bu}; [[N] {pjds

\%

Do chuyén vi kha di khac 0 nén:
j [B]'[D]BJ{u},dv= j [N] {g}dv+ [[N] {p}ds (3.30)

Néu ky hiéu:
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K] =[[B]'[D]Bdv

\Y

Fl. = i [N]' {gjdv+ { [N] {pjds (3.31)
Ta co:
[KL{u}, ={F}. (3.32)

bay la phuong trinh co ban caa PTHH, trong do6:

[K], - ma tran d6 cung cua PTHH (ma tran ddi xung);

{u}, - vecto chuyén vi nt;

{F}, - vecto luc n(t caa phan tu, goi 1a lyc nit twong duong cua PTHH

An ciia phuong trinh trén 1a chuyén vi cta cac niit. Con dai lugng [K]e va {F}E
déu xac dinh duogc dya vao dic trung hinh hoc, vat liéu cua phan tir va tai trong tac
dong vao n6. Tuy nhién phuong trinh trén méi chi 1a phwong trinh can bang cia mot
phan tu, trong khi d6 mot két cau bao gom nhiéu phan tir tao nén. Dya vao phuong
trinh can bang cia mot phan tir, thuc hién ghép néi dé tao nén phuong trinh can bang
cua hé két ciu, tir d6 xac dinh duoc chuyén vi cua céc nit, trudc khi ghép ndi dai khi
can chuyén hé tryc toa do (tir hé toa do cuc bo sang hé toa do tong thé).
3.1.1.4. Chuyén hé truc toa dé

Dé thuan tién cho viéc nhap sb liéu tai trong va xem ndi luc, trén mdi mot phan
tor cO mot hé toa do riéng goi la hé toa @6 cuc bo. Trong khi d6 toa do cua cac nat va

chuyén vi dugc tinh theo hé toa d6 chung, goi & hé toa d6 tong thé.

0 ¥ 0
Hé téng thé Hé cucbd

Hinh 3.3.
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Khi ghép ndi ma tran d6 cimg va vecto luc, va chuyén vi can chuyén ca dai luong
nay tir hé toa do cuc bo vé tong thé, tir phuong trinh ctia hé toa d6 cuc bo:
[K].{u}, = {FL.

Ta co:

[TIKLITT [T Rug. =[THF

X X
Trong do6 [T] 1a ma tran chuyén truc toa do: {Y + =T}y
Z y

bat:
KL =[TIKLITT" =[TIKL[T]" do [T]" =[T]" (matran truc giao)
{FL. =[TIF.
{ul, =[THul,
Trong do:
[K], - ma tran d6 cang ciia phuong trinh tir trong hé toa d6 tong thé.
{F}, - vecto luc nat trong hé toa d6 tong thé.
{u}, - vecto chuyén vi nit trong hé toa do tong thé.
Khi xac dinh duoc cac chuyén vi nat ciia hé trong toa do tong thé thi chuyén vi
cua cac nut cua phuong trinh trong hé toa d6 cuc bo la:
{ul, =[T]"{u}, hoac {u}, =[T]"{ul,
Phuong trinh can bing caa phan tir trong hé toa do tong thé:
K] {uf. ={Fl. (3.33)
3.1.1.5. Ghép néi ma trdn dg cieng va vecto tdi trong nit cia todn hé
Dya vao dic trung hinh hoc va co hoc cua phan tir ta x4c dinh duoc [K], va
{F}, theo so do lién két ctia cac phan tir thanh lap bang lién két sau d6 xac dinh ma
tran do curng va vecto tai trong cua hé, cac budc thuc hién nhu sau:

a. Pdnh chi sé nat va chuyén vi
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Hinh 3.4.

Hé c6 ba nit, 2 phan tir gian va 6 chuyén vi. Nhu vy, ma tran d6 cang cua 1

phan tir c6 kich thugc 4*4.

Bang lién két phan tu

. Nt dau NUt cudi
Phan tu
u(1) v (2) u(3) v (4)
1 1 2 3 4
2 3 4 5 6

b. Ma tran d¢ cirng
Sau khi da chuyén vé hé toa do tong thé ta c6 ma tran do ctng caa cac phuong

trinh twong duong vai cac chuyén vi:

1 2 3 4 3 4 5 6
% * % %] 1 K *  x x| 3
. * Kk Kk x|9 . * Kk ok k(Y
[K]l Tlx o x % % 3 [K]2 e ox % % 5
* Kk ok x| Y * Kk x x| g

Do hé ¢ 6 chuyén vi nén ma tran do cing cua hé [k], c6 kich thugc 6%6 tuong

g Vi cac chuyén vi:
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[K]Sz******

* * * X * *

o O~ WODN B

Céc gia tri dugc xac dinh bang cach cong don tir [K], va [K],. Duyét tung gia
tri cua [K], chuyén vao [K] theo dung chi sb, tiép tuc vai [K], nhung cong thém.

c. Vecto luc ciia toan h¢

Tir s6 chuyén vi cua hé ta c6 vecto luc twong ung.
*11
*
*

Fh=1,

*

Fh=1.

*
o 01 W

o 01 A WD

*

Tir cac vecto luc cua mdi phan tir da duoc xac dinh, ta duyét tirng gia tri cia
{F}, dua vao vi tri cia {F}, sao cho c6 cung chi sb. Tiép tuc lam nhu vay véi {F},
nhung phai cong thém vao. Cubi ciing ta c6 hé phuong trinh caa hé két cau:

[K]L{u}, = {F}, (3.34)

d. Truwong hep géi dan hoi tai nt
Véi mot sb loai két cau tai goi c6 cac lién két dan hoi, véi mdi lién két ta co
mot 10 xo vai @6 cang cho trudc, khi @6 do cuang cua 10 xo sé dugc cong thém vao ma

tran do cang cua hé tai vi tri trén duong chéo chinh véi sb chi tuong tng
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Hinh 3.5.

Vi du: ki thém vao ki, ko thém vao ko,.
3.1.1.6. Xu Iy diéu kign bién

Mudn tim chuyén vi ciia c&c ndt ta can giai hé phuong trinh: [K] {u}, = {F}, tuy
nhién ma tran d6 cang cua hé duoc thanh 1ap khi chua tinh dén cac lién két cua két
cAu v6i moi truong, do do det[K] = 0 hay néi cach khac hé suy bién. Dé giai hé
phuong trinh nay can dua cac diéu kién bién vao. D6 1a chuyén vi bi chan (chuyén vi
= 0) tai cac chuyeén vi nay sé& c6 phan luc.

Vidu:ui=u;=us=ug=0

Hinh 3.6.

Céach dua céc diéu kién bién vao nhu sau: véi mot chuyén vi nao do u; = 0 ta
X04 cot i va dong i cua ma tran [K] va {F},. Lam nhu vay véi tat ca cac chuyén vi ta
nhan duoc mot hé phuong trinh méi khdng suy bién va giai duoc bang cac phuong

phap: khir Gause, Choleski, lap: [K]{u}, = {F}, vidu
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123456

1 ik ) e
2 e V) #
3 £ 0% ok k£ A ||k *
4 |F F * * & A||*[= |*
5 e ) e
6 +— f—+
Kl

Sau khi xoa ta c6 hé phuong trinh:

k33 k34 U, _ F3
k43 k44 u, - F4

Giai phuong trinh tim us, us

= W o -

(3.35)
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3.1.1.7. Tim phadn luc tai cac goi

Phan Iuc tai cac gbi xuat hién khi chuyén vi tai d6 bi chan (u; = 0). Néu ta bo
phan chin va thay vao d6 bing phan luc (theo dung phuong cua chuyén vi) theo mé
hinh sau:

icn
Hinh 3.7.

Trong d6 Q1, Q; 1a phan luc, dé tim phai lec Q1 twong tng véi u; = 0 ta 1ay dong
cua hé phuong trinh.

[K]{u}, = {F},
Vi du us khi d6 ta c6:

1 23 456

l % * G *)'
2 X F3 M 0 X *
3 | % % 4 oA ||* * *
4 |9 o« 4 AN+ 1+ T2
5 - o *
6 i * k% . Q ; *‘
KL i 0w
- Q5 = Usksz + Uskss - F5 (336)

Trong d6 uz va us tim dugc tir viéc giai he [K].{u}, = {F}, twong ty nhu vay dbi
véi Q1, Qa, Q. Chiéu dwong cua luc Q; 1a chiéu tring véi chiéu duong cua hé toa do
tong thé.
3.1.1.8. Truong hep biét trwéc mét sé chuyén vi

Gia sir cho trudc mot s chuyén vi {u}, = {a}, khi d6 cach khtr u; duoc thuc hién
nhu sau: thay u; vao cac dong tai vi tri i chuyén tich cac kiu; sang bén phai va xoé
dong i ta c6 hé phuong trinh mai.

Vi ducho u; = a;
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3 * k * * * * * * i . .
% = X04 dong i = 2.
4 * k * * * * * *
P
6 _* k62 * * * *_ * *
K] uls {F;
5
* * * * * l(l2 1
* * * * * * * k32 3
* * * * * 2 * — * >_a2 2 k42 \ 4
* * * * * * * k52 5
* *
_* * * * *_ k62 6

KL {ul {FL
Giai hé nay tim dwoc cac {u},
Phan lyuc tai cac chuyén vi cho truéc xac dinh nhu sau:
Thay cac chuyén vi tim duoc vao dong i, ta co:
Ka1U1 + KaaUz + KaaUs + KagUs + KasUzs + KagUzs = F2 + Q2 (3.37)
= Q2 - KagU1 + KaoUz + KasUz + KaaUs + KasUzs + KagUs - F2
Tuong tu nhu vay véi truang hop cac chuyén vi cho trudc khac.

3.1.2. Cach xay dwng ma tran d cirng cia phan tir chiu uén
Xét phan tir dam c6 hai nat, moi

nGt c6 hai bac ty do 1a chuyén vi va X

g6c xoay va dam c6 dién tich mat cat Yo, Yo,
ngang la A; md men quan tinh ctia mat | 0 |
cat ngang 1a I; mé dun dan hoi cua vat & ‘ ey
lieu E (hinh 3.8) Hinh 3.8. Phan tu hai nat
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Dé tinh toan duoc tong quét, chiéu dai phan tir 1dy bang hai don vi, gbc toa do

nam & giita phan tr. Nhu vay, néu biét duoc cac bac ty do tai cac nat phan tir 14

v,,0,,Vv,,0, thi chuyén vi tai diém bat ky trong phan ti tai toa d x duogc xac dinh nhu
sau:

v=N,Vv,+N,0, +N,v,+N,.0,

(3.38)

Trong d6 :N,, N,, N,,N,: la cd&c ham dang va dugc xac dinh nhu sau:

1

1 1
N :2(2—3x+x3); NZ:Z(l—x—x2+x3);

N, :%(2+3x—x3); N, :%(—1—x+x2 +x°).
Theo cdng thic trén ta thay:

dv dv
_ v

Vx——l_vl; v x=1 V21 g
- dx - dx

Nhu vy, mdi phan tir ¢ 4 bac tw do X={v,,0,,v,,0,} can x4c dinh. Néu biét

=0

x=1

. (3.39)

= 1
x=-1

171 Y212
duoc X thi ta c6 biét dugc chuyén vi trong phan tir cling nhu bién dang uon va mo
men theo cong thac sau:

o GV_ [N, dN, &N, N, (v, 6, v, 07 (3.408)
dx? dx*  dx®* dx®* dx®

M =ElLy =—El dN, dN, dN, dN, v, 6, v, 0,]' (241a)
dx*  dx* dx®* dx’®

Cong thire trén 1a tinh todn cho phan ta co chiéu dai bang 2, néu phan ti c6 chiéu
dai 1a Ax thi bién dang udn va mé men duoc tinh nhu sau:
dzv( 2 )2__( 2 T_dle d®N, d®N, d°N, |

dx? L AX AX) | dx? dx? dx? dX?

x= v, 6, v, 0,} (3.40b)

2 Y[d?N, d°N, d°N. d°N, ] ]
M=ElLy=-EIlL| — L 2 3 Lhv, 0, v, 06! (3.41b
X (AX) L dX2 dX2 dX2 dX2 { 1 1 2 2} ( )

Xét phan tir ¢ céc tai trong tap trung F={P,,P,,M,,M,} tac dung tai cic nit
ctia phan tir. Theo phuong phap nguyén 1y cuc tri Gauss, lwong rang budc déi voi bai

toan tinh viét cho phan tir nhu sau:
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[

2

AX

Diéu kién ding cua (3.42) duoc viét lai nhu sau:

hay:

3
j EJ.

M1

jON, dN,
Yodx? dx?

qodx? dx?
Ld’N, d°N,
J

dx

jdle L

dx

Z:%iM[X]dx—iFiXiemin
-1 i=1

A

1
SZ:%IMS[X]dX—iESXi -0
-1 i=1

deNZ dN, 4

jd2N3 d'N, 4

Jodx? dx?

% dx?
deNz d°N, o

dx?

deNa L

Yodx? dx®

% dx?

dx?

deNz dN, o

Jodx? dx®

jd2N3 d°N, o

Yodx® dx?

jdzN2 d*N
Yodx? dx®

L dx .
5 dx

LN, d°N
J

Stdx
dx

[K]{X}={F}

véc to chuyén vi nut caa phan tu.

jdzN4 d’N,
Yodx? dx?

jd2N4 d°N, o

Yodx? dx®

deNA dN, o

Y dx?

,Il dx’

dx?
td’N, d’N,
dx?

dx

dx

»—\CD E

(3.42)

(3.43)

(3.45)

trong d6:[K]: ma tran d¢ cng ciia phan tir; {F} : véc to tai trong tac dung ndt; { X} :

Tinh tich phan cac hé s6 trong [K] ta c6 thé tinh bang phuong phép chinh xéc

[ 12EI 6El 12El1  6El

AX? AX. A AX

6El 4E| 6El 2El

[K]= AX? AX  AX® AX
12EI 6El  12El 6El
CAC A A AXE

6El 2El 6El 4E|

L AX® AX  AXE AX

(bang ham int(fx,a,b) ¢ san trong matlab) hoic tinh bang phuong phép tich phan sé
ctiia Gauss va két qua do cang cua phan tir chiu udn ngang phang nhu sau:

(3.46)

Biét duoc ma tran do cirng phan tir thi ta dé dang xay dung duoc ma tran do ciing

cua toan thanh. Néu thanh chi c6 mot phan tir thi ma tran cua phan tir ciing chinh 1a
ma tran d6 cting cua thanh. Trong phan tir néu bac ty do nao khdng cé thi trong ma
tran do cang cua phan tir 46 ta bo di hang va cot twong tng vai bac ty do dé.

3.1.3. Cach xay dwng ma tran d¢ cieng tong thé caa két cau
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Dua vao huéng dan tai muc 3.1.1.5, ta ghép ndi dugc ma tran cac phan tir [Ke]

vao vao ma tran do ciing caa toan két cau [K].

3.2. Giai bai toan dam cé xét dén bién dang trwet ngang biang phwong phap
phan tir hiru han
Vidu 3.2.1. Dam don gidn, hinh 3.9.

Xac dinh ndi luc va chuyén Vi cua e W2 tp
dim chiu lyc nhu hinh 3.9, 46 cimg uén @ l 1
EJ=const. T coooommems |
R&i rac hoa két cdu dam ra thanh ,1 :|2: ::f; :ﬁ ? nit

SO DO NUT DAM

0 1|||1 2|||2 3|||3 Q N1
111 dl f 1

Npt phan tir. Cac nat cua phan tir phai

trung véi vi tri dat luc tap trung, hay vi

SO DO AN CHUYEN VI

4 56 7.8 910 1
1 :l: 111 ::1 J}anl

tri thay doi tiét dién, chiéu dai cac phan

SO DO AN GOC XOAY
SR P
SO DO AN LUC CAT

/Nt |, L/t L, L/ |, L/ T

tir c6 thé khac nhau.

® ® 0 ©

Hinh ICSHSU DBZ;;: Tc;’Un gian
Mai phan tir c6 6 an wy, w,, 6, 6, q1, q, (1an luot 13, hai an chuyén vi, hai an
goc xoay va hai an lyc cat tai hai dau mdi phan ta) vay néu npe phan tu roi rac thi
tdng cong c6 6XNpt an.

Nhung vi can dam bao lién tuc giita cac chuyén vi 1a chuyén vi ciia n(t cubi phan
tir thir e bang chuyen vi cua nit dau phan ti thar (e +1) nén sb an cua thanh s& nho
hon 6Xnpe. Khi giai ta chi can dam bao diéu kién lién tuc caa chuyén vi con diéu kién
lién tuc vé goc xoay duoc Xét bang cach dua vao cac diéu kién rang bugc. Vi du dam
trong (vi du 3.2.1, hinh 3.9a) ta chia thanh 4 phan tir (hinh 3.9b).

Khi chia dam thanh 4 phan ti thi sé nt dam s& 1a 5, tha tu tir trai sang phai 1a
[1, 2, 3, 4, 5] (hinh 3.19b), s6 an chuyén vi nw1=3, thtr ty tir trai sang phai 1a [1, 2, 3]
(hinh 3.9¢), & ddy an chuyén vi tai hai dau dam bang khdng, an goc xoay nwx1=8, thir
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tu tir trai sang phai 12 [4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11] (hinh 3.9d), an luc cét nql1=8, thir tu tur
trai sang phai la [12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19] (hinh 3.9¢).

Nhu vay, téng cong sb an 1a 19 an < 4x6=24 an. Goi ma tran nwl 1a ma tran
chuyén vi ¢ kich thudc nwi(ny, 2) 1a ma tran cé ny hang va 2 cot chira cac an sé 1a
chuyén vi tai hai ¢au nat cua céc phan tir (hinh 3.9¢).

C4c phan dam:

nwi(l,:)=[0 1}

nwi(2,)=[1 2];

mwa@3,)=[2 3] 0 1]

nwi(4,)=[3 0] awie|t 2
2 3
_3 O_

Goi ma tran nwx1 1a ma tran chuyén vi goc xoay c6 kich thuéc nwx1(ng, 2) la
ma tran c6 n  hang va 2 cot chira cac an so la goc xoay tai nit cua cac phan ti (hinh
3.9d).

nwx1(l,:) = [4 5],

nwxl(2,)=[6  7];

nwx1(3,:)=[8 9] 4 5]

3 6 7
nwx1(4,:)=[10 11] WL

8 9

110 11]

Goi ma tran ngl 1a ma tran lyc cét c6 kich thuéc ngl(ny, 2) 1a ma tran c6 n,

hang va 2 cot chira cac an s6 12 luc cat tai hai dau n(t caa cac phan ti (hinh 3.9e).
ngl(l,:)=[12 13]
ngl(2,:) =[14 15];

nol(3,:)=[16 17] 12 13
ngl(4,))=[18 19] nql= 14 15
16 17
18 19

Sau khi biét an sé (chinh) thuc caa dam t ta c6 thé xay dung do ciing tong thé
ctia khung (c6 rat nhiéu cach ghép ndi phan tir khac nhau, tiy vao trinh d6 1ap trinh
ciia mdi ngudi nén tac gia khdng trinh bay chi tiét cach ghép ndi cac phan tir lai dé
duoc ma tran do cung cua toan dam va cé thé xem trong code mod dun chuong trinh
cua tac gia).
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Néu bai toan c6 nw1 an sb chuyén vi thang ciia dam va nwx1 an sb goc xoay cua
dam, nql, an s luc cat cua dam thi ma tran d6 cang tong thé caa dam 1a K c6 kich
thuée (nxn), K(n,n)vei n=(nwl+nwxl+ngl). Nhu ¢ vi du 3.2.1, n=19. Bay gid xét
diéu kién lién tuc vé gdc xoay gitra cac phan tu.

Piéu kién lién tuc vé goc xoay giira cac phan tir dwec viét nhw sau:

=0

(%_@j _(%_a%j
dx GF J .. dx  GF ) . (a)

511 (%_anlj _(%_QQH] :0
dx GF ) ., (dx GF J .

&2_(%_0@12 _(%_a%j
nut2 dX GF nutl _|
j ~0
nutl_| (b)

dx GF
%'(%_%) (B
w2
Goi k, 1a goc xoay tai nit 2 ctia phan tir truéc, k,la goc xoay tai ndt 1 caa phan
tir sau thi ta c6 cac hé so trong ma tran do cung K:

DP6i véi dam, ta co:

dx GF dx GF

k(n+i,k1):§; k(n+i,k2):—A—2X (i=1+k) (d)

i 2 . 2 .
kik,n+1)=—: k(k,,n+i1)=———(i=1+k e
(kun+i)=—1 k(k,n+i)=—— (i=1+k) ©)
Néu c6 hai phén tir thi c6 mot dieu kién vé gdc xoay, c6 n , phan ti thi co
(2npt —1) diéu kién lién tuc vé goc xoay giira cac phan tir.

Piéu kién bién dwoc viét nhwr sau:
- Tai dau trai dam c6 mémen bang khong:

2
514 U: dd)zlzll + GC:: d(;ill:| j = O
nutl (f)

- Tai dau phai dam c6 mdémen bang khéng:

d?y a dQ
Sl — 14 14
25@ d¢ | GF dx}

]:o
@
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Trong d6 A(k=1+5) ciing 1a an sb cua bai toan (co k an sé 1), do d6 tong sb an
s6 cua bai toan IGc do 1a (n+k), do d6 ma tran d6 cirng caa phan tir lic nay ciing phai
thém k dong va k ¢t nhu vay kich thuéc cua ma tran d6 cing la K(n+k,n+k).
Chang han trong vi du nay, ta c6 n=19, k=5 va téng sb an cta bai toan l1a n+k=19+5=24
an. Trong truong hop nay ta xac dinh duoc kich thudc cua ma tran do cing tong thé
la: K[24x24].

Nhuw vay cudi ciing ta sé thiét lap dwoc hé phwong trinh:

[Kfaj={F} (h)
Hé phuong trinh (h) 1a hé phuong trinh co ban caa phuong phéap phan tir hitu han
5,
51
19
a}=1
] _ %
R A
: rso—hang=n :
F oy
trong do: {F} = O" : A 12 4n sb ciia bai toan
: rS0—hang =k
0

Trong vi du 3.2.1 khi chia thanh ra thanh 4 phan tu, ta co:
- Ma tran @9 cieng phan tir [Ke(6x6)], nhw sau: h=1/1000

[ 768.0000 - 768.0000 96.0000 96.0000 0 0 |
-768.0000  768.0000 - 96.0000 - 96.0000 0 0
[K]e _ 96.0000 - 96.0000 16.0000 8.0000 -0.0000 0.0000
96.0000 - 96.0000 8.0000 16.0000 0.0000 -0.0000
0 0 - 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
i 0 0 0.0000 - 0.0000 0.0000 0.0000 |

- Ma tran @9 cing toan dam [K]:

Ghép ndi cac ma tran d6 cang phan tir [Ke] vao hé toa d6 chung, ta dugc ma
tran do cing tong thé cua toan két ciu [K(24x24)], ¢ day khong trinh bay vi kich
thudc ma tran qua lon.
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- Véc to luc nUt{F}: Trong vi du nay 1a véc to 1 cot 24 dong, nhu sau:
0

O O O O O O O O OO OO OO O o o oo o oo .

o

Giai phuong trinh (h) ta nhan duoc:

{af=[KTF)

Theo ngén ngit 1ap trinh Matlab ta c6 thé viét:

aj=[K]\F)

K&t qua chuyén vi, goc xoay tai cac nit:
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@, 0.0625
P 0.0469
W, 0.0143 lp}=<0,+=1 0.0000{xql®
Wi=<W, =2 00208 ixql* Pua -0.0469
W, 0.0143 _ ?r -0.0625
Q. 0.5000
Q. 0.5000
{@}=4Q,+=1 -0.5000¢x gl
Q. -0.5000
Q. -0.5000
M6men udn caa dam:
M,,] (0.0000
M, | [0.1250
{M}=4M,, } =10.2500; x PI
M,| ]0.1250
M, | [0.0000

Duéi day 1an 1a duong d6 vong va biéu dd moomen ubn cua dam

0 0.1

0.05

-0.005 \ / .

AN
/ -0.05 "
X1 X 3 N /
Y:-0.01432 Y:-0.01432 \\ .

-0.1

| | | | . \
-0.015 N\ / N Y0125 Y:-0.125

“ -0.15 S 7
X2 \\ ,/
002 Y:-0.02083 \, %

‘. -0.2 ‘\\ A/‘
SN x2
Sl Y025
-0.0250 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 -0-250 0.5 1 1.5 E 2.5 3 3.5
Hinh 3.10a. Duong dg vong Hinh 3.10b. Bidu dé mémen

Nhan xét két qua trén:



Khi h=1/1000 (khéng ké dén anh huong cua bién dang truot) chia dam thanh 4
phan tir ta nhan dugc két qua mémen hoan toan tring khop va luc cét gan trung véi
két qua theo 10i giai giai tich.

Khi h=1/3 (ké ¢én anh huéng cua bién dang truot) chia cot va dam thanh 4 phan
tir ta nhan duoc két qua nhu sau, so sanh véi két qua theo 1o giai giai tich ta nhan
duoc sai s6 theo bang sau:

Duéi ddy 1an 1a duong d6 vong va biéu 6 mdmen ubn cua cot va dam khi h=1/3

0
-0.005 \ /
-0.01 \\ //
i X 1 x3 |
0.015 \| Y:-0.0171 Y:-0.0171
.\ /.
-0.02
X 2
-0.025 \\ ' Y:-0.02639
[ |
-0.03
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

Hinh 3.11a. Puong do vong
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0.1

0.05

-0.05 \

\ /
-0.1 X1 X 3 R

N\ Y:-0125 Y:-0.125 |

-0.15 \ /

-0.2 \ /

-0.25 ]
2 2.5 3 3.5 4

Hinh 3.11b. Biéu dé mémen

BANG SO SANH CHUYEN VI TAI CAC TIET DIEN DAM

CA4c tiét dién cia h=1/1000 h=1/3 Chénh léch %
cot 1 va dam 2 Khong xét bién | CO xét bién dang | giira khong va co
dang truot truot xét bién dang
trugt ngang
1/4 dam 0,0143 0,0171 19,580
Gitra dam 0,0208 0,0263 26,442
3/4 dam 0,0143 0,0171 19,580

Déi v6i bai toan tinh dinh ndi luc trong hai trudng hop c6 xét va khong xét bién dang
truot 1a nhu nhau, hay néi cach khac vi¢c xét bién dang truot khong lam thay ddi ndi luc
trong dam tinh dinh. Nhung d6 vong thay doi twong dbi 16m, 16n nhat tai giira dam d6 chénh
1éch giira hai trudng hop c6 va khong xét bién dang truot 14 trén 26%.

Vidu 3.2.2. Dam ddu ngam - dau khép, hinh 3.12.
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Xac dinh ndi luc va chuyén vi ctua L2 LP

dAm chiu lyc nhuhinh 3.12, dd cimguén @ | v
i

R&i rac hoa két cdu dam ra thanh ® I1 ”2: :?: :zll: els nit
Npt phan tir. Cac nit cia phan ti phai 50 DO NUT DAM
trung véi vi tri dat luc tap trung, hay vi © 1 Py M2
tri thay d6i tiét dién, chidu dai cdc phin @ 4S8 7.8 80 B
tir ¢6 thé khac nhau. SOPOANBOEHOAY

© EHELELEY N

SO DO AN LUC CAT

/e L/ e LU/t | L/
CHIEU DAI PHAN TU

Hinh 3.12. Dam dau ngam - dau khép
M&i phan tir ¢6 6 an wy, w,, 6y, 6, q1, q, (1an luot 13, hai an chuyén vi, hai an
g6c xoay va hai an lyc cat tai hai ddu mdi phan ta) vay néu np: phan tu roi rac thi
téng cong co 6xNpt an.

Nhung vi can dam bao lién tuc gitta cac chuyén vi la chuyén vi cua ndt cudi phan
tir thir e bang chuyen vi cua nit dau phan ti thar (e +1) nén s6 an cua thanh s& nho
hon 6xnge. Khi giai ta chi can dam bao diéu kién lién tuc caia chuyén vi con diéu kién
lién tuc vé goc xoay dugc xét bang cach dua vao cac diéu kién rang budc. Vi du dam
trong (vi du 3.2.2, hinh 3.12a) ta chia thanh 4 phan tir (hinh 3.12b).

Khi chia dam thanh 4 phan tt thi sé nGt dam s& 12 5, tha tu tir trai sang phai 1a
[1, 2, 3, 4, 5] (hinh 3.12b), s6 4n chuyén vi nw1=3, tht tu tir trai sang phai 12 [1, 2, 3]
(hinh 3.12c), ¢ day an chuyén vi tai hai dau dam bang khdng, an goc xoay nwx1=8,
thir ty tir tréi sang phai la [4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11] (hinh 3.12d), an lyc cat nq1=8, tht
tu tur tréi sang phai la [12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19] (hinh 3.12e¢).

Nhu vay, tdng cong s6 an 1a 19 4n < 4x6=24 an. Goi ma tran nwl la ma tran
chuyén vi ¢6 kich thuéc nwl(ny, 2) 1a ma tran 6 ny hang va 2 cot chira cac an s6 la
chuyén vi tai hai ¢au nat cua céc phan tir (hinh 3.12c).

C4c phan dam:
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nwi(2,:))=[1 2];

nwa3,)=[2 3] 0 1]

nwi(4,))=[3 0] Wl = 12
2 3
_3 O_

Goi ma tran nwx1 la ma tran chuyén vi goc xoay co kich thuéc nwx1(ny, 2) la
ma tran c6 n, hang va 2 cot chira céc an s6 1a goc xoay tai ndt cua cac phan tu (hinh
3.12d).

nwxl(l,:)=[4 5]

nwxl(2,)=[6  7];

nwx1(3,:)=[8 9] (4 5]

N 6 7
nwx1(4,))=[10 11] AwxL —

8 9

110 11]

Goi ma tran ngl la ma tran lyc cat co kich thuéc ngl(ny, 2) 1a ma tran co n,
hang va 2 cot chira cac an s6 1a luc cat tai hai dau nat caa cac phan ta (hinh 3.12€).

nol(,:)=[12 13]

nql(2,:) =[14 15];

nql(3,:) =[16 17] 12 13]
nql(4,:)=[18 19] nql= 14 15
16 17
18 19|

Sau khi biét an s6 (chinh) thuc cua dam ta co thé xay dung do cang tong thé cua
dam (cd rat nhiéu cach ghép ndi phan tir khac nhau, tiiy vao trinh do 1ap trinh caa mai
ngudi nén tac gia khéng trinh bay chi tiét cach ghép ndi cac phan tir lai dé duoc ma
tran do cing cta toan dam va co thé xem trong code md dun chuong trinh cua tac
gia).

Néu bai toan c6 nw1 an sb chuyén vi thang ciia dam va nwx1 an sb goc xoay cua
dam, nql, an sé luc cat cua dam thi ma tran d6 cang tong thé caa dam 1a K c6 kich
thugc (nxn), K(n,n)vei n=(nwl+nwxl+nql). Nhu ¢ vi du 3.2.2, n=19. Bay gid xét
diéu kién lién tuc vé goc xoay giita cac phan tir.

Piéu kién lién tuc vé goc xoay giira cac phan tir dwec viét nhw sau:
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(% _ @j _ (dym _ aQH—lj — 0
dx GF )| ., dx GF J,.a (a)
DPoi véi dAm, ta co:
5, (%_0@“) _(%_a@z} _o
dx GF J ., dx GF )| .

dy, oQ
0. 12 12
% ( dx GF

_ (% _ O‘lej
nut2 dX GF nutl _|

jm_:o (b)

Goi k, 1a goc xoay tai nit 2 ciia phan tir trudc, k,la goc xoay tai ndt 1 caa phan
tir sau thi ta co cac hé s trong ma tran do cung K:

5/'13 (%_O‘Qm) _ %_QQM
dx GF ) ., \dx GF

k(n+i,kl):§; k(n+i,k2):—§ (i=1:K) (d)
k(kl,n+i):A—2X; k(kz,n+i):—§ (i=1:K) ©

Néu c6 hai phan tur thi c6 mot dieu kién vé goc xoay, c6 n , phan ti thi co
(2npt —1) diéu kién lién tuc vé goc xoay gitra cac phan ti.

Piéu kién bién dwoc viét nhu sau:
- Tai dau trai dam 1a ngam nén c6 goc xoay bang khang:

o8] )
nutl (f)

- Tai dau phai dam c6 mdémen bang khéng:

d’y a dQ
S _ 14 14
25@ d¢ | GF dx}

J:o
©

Trong d6 M(k=1+5) ciing 1a an s6 cua bai toan (c6 k an sé 1), do d6 tong so an
s6 cuia bai toan IGc do 1a (n+k), do d6 ma tran d6 ciing caa phan tir lic nay ciing phai
thém k dong va k cot nhu vay kich thugc cua ma tran d6 cing 1a K(n+k,n+k).

Chang han trong vi du ndy, ta c6 n=19, k=5 va tong s6 an cua bai toan 1a n+k=19+5=24
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an. Trong truong hop ndy ta xac dinh duoc kich thudc cua ma tran do cing tong thé

la: K[24x24].

Nhu vay cudi cling ta sé thiét lap dwoc hé phwong trinh:

[Kliaj=1{F}

Hé phuong trinh (h) 13 hé phuong trinh co ban cia phuong phap phan tir hitu han

trong do6: {F} =

0

so—hang=n

so—hang =k

1a 4n sd cua bai toan

Trong vi du 3.2.1 khi chia thanh ra thanh 4 phan tu, ta co:
- Ma tran @9 cieng phan tir [Ke(6x6)], nhw sau: h=1/1000

[ 768.0000
- 768.0000

96.0000
K]

96.0000
0
0

- 768.0000 96.0000
768.0000 - 96.0000
- 96.0000 16.0000
- 96.0000 8.0000
0 - 0.0000
0 0.0000

- Ma tran @9 cing toan dam [K]:

Ghép néi cac ma tran do cing phan tir [Ke] vao hé toa do chung, ta dugc ma
tran do cing tong thé cua toan két ciu [K(24x24)], ¢ day khong trinh bay vi kich
thudc ma tran qua lon.

- Véc to luc nUt{F}: Trong vi du nay la véc to 1 cot 24 dong, nhu sau:

96.0000 0 0
- 96.0000 0 0
8.0000 -0.0000 0.0000
16.0000 0.0000 -0.0000
0.0000 0.0000 0.0000
- 0.0000 0.0000 0.0000 |

(h)
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©O O O O O O O O O O O O OO0 O OO0 OO OO ok ©

o

Giai phuong trinh (h) ta nhan duoc:

{af=[KTF)

Theo ngdn ngit 14p trinh Matlab ta c6 thé viét:

aj=[K]\F)

Két qua chuyén vi, goc xoay tai cac nit:

W, 0.0041
Wh=JW, =4 0.0091 ;xql*
W 0.0070

14

o}

Py
27
P13
Zn
?is

0.0000
0.0254
0.007/8
-0.0215
-0.0313

x ql®
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Qu 0.6875
Qu, 0.6875
b 0.6875
Qi= (=1 03125 ¥
Q. -0.3125
Q. -0.3125
M6men uén caa dam:
M, ] [(-0.0156
M., 0.1563
M}=<M,}t={ 00781} x PI
M., 0.1875
M, 0.0000

Duéi day lan 1a duong d6 vong va biéu d6 moomen ubn cia dam

0 O.?. T
-0.001 / 0.15 ?:?).1875
-0.002 /
0.1
-0.003 \ w1 /
-0.004 IYI-U-OO4069 / 005 \ é %).01562
-0.005 \\ // o u
-0.006 X 3 \ //
\\ Y:-0.006999 / 005 N\ /
-0.007 \ u \ pd
\. 7~ N
. X2
10009 \.Y: -0.009}115 015 FY' '0'156}3
L —
0% 05 1 15 2 25 3 85 4 0% o5 1 15 2 25 3 a5 4
Hinh 3.13a. Puong dé vong Hinh 3.13b. Biéu do momen

Nhan xét két qua trén:

Khi h=1/1000 (khéng ké dén anh huong cua bién dang truot) chia dam thanh 4
phan tir ta nhan duoc két qua mémen va luc cat gan tring véi két qua theo loi giai giai
tich.

Khi h=1/3 (ké dén anh hudéng cua bién dang truot) chia cot va dam thanh 4 phan
tir ta nhan dugc két qua nhu sau, so sanh véi két qua theo 10i giai giai tich ta nhan
duoc sai s6 theo bang dudi day:
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Duéi ddy 1an 1a duong d6 vong va biéu 6 mdmen ubn cua cot va dam khi h=1/3

-0.002

-0.004

-0.006

-0.008

-0.01

-0.012

-0.014

-0.016
0

\

/

/

/

/

r 4

X3

Y:-0.01023

\ .

\ Y: -0.0154

/

/

r

0.5

1.5 2

2.5

Hinh 3.14a. Puong do vong

3.5
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0.15
0.1 \\
0.05 1
\ Y: 0.006836

i .\ / |
-0.05 \ //
-0.1 \ ,/
\ X 2
\| VY:-0.1621
-0.15 n
-0.2 :

0 0.5 1 15 2 2.5 3 3.5 4

Hinh 3.14b. Biéu do mémen
BANG SO SANH MOMEN UON TAI CAC TIET DIEN DAM

Céc tiét dién caa h=1/1000 h=1/3 Chénh léch %
cot 1 va dam 2 Khong xét bién | CO xét bién dang | giira khong va co
dang truot truot xét bién dang
trugt ngang
Pau dam -0,1875 -0,1758 6,240
1/4 dam -0,0156 -0,0068 56,410
Giira dam 0,1563 0,1621 3,710

Doi voi bai toan siéu tinh hai dau lién két khong ddi ximg noi luc trong hai trudng
hop c6 xét va khong xét bién dang truot ngang thay doi rat 16n, ching han khi xét bién dang
truot ngang (h=1/3) noi luc tai 1/4 nhip dam ting hon 1,5 lan (¢ ddy 12 56%) so véi khi khong
xét bién dang trugt ngang (h=1/1000).
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Vidu 3.2.3. Dam hai ddu ngam, hinh 3.15.

Xéc dinh noi lyc va chuyén vi cta L e | P

dam chiu lyc nhu hinh 3.15, d6 cung udn @
L

EchonSt' SO DO DAM NGANG

ROi rac hoa két cdu dam ra thanh ® —ii—i—ii— M
Npt phan tir. Cac ndt ctia phan tir phai ® ¢ 1I|I1sooleI;TDA§I|I3 -
trfmg voi Vi tri dét hIC tép trung, hay Vi SO DO AN CHUYEN VI

o . . @ Pt Nt

tri thay doi tiét dién, chiéu dai cac phan L o mveocron
ttr ¢6 thé khac nhau. e BEHELEL4e8 s M

SO DO AN LUC CAT

AN A AN A AN
CHIEU DAI PHAN TU

Hinh 3.15. Ddm hai ddu ngam

Mai phan tir c6 6 an wy, wy, 6, 6, q1, q, (1an luot 13, hai an chuyén vi, hai an
gdc xoay va hai an luc cét tai hai ddu mdi phan tar) vay néu nye phan ta roi rac thi
téng cong co 6XNpt an.

Nhung vi can dam bao lién tuc gitra cac chuyén vi la chuyén vi cua ndt cudi phan
tir thir e bang chuyén vi cta nit dau phan tir th (e +1) nén sé an cua thanh s& nho
hon 6xnge. Khi giai ta chi can dam bao diéu kién lién tuc caia chuyén vi con diéu kién
lién tuc vé goc xoay dugc xét bang cach dua vao cac diéu kién rang budc. Vi du dam
trong (vi du 3.2.3, hinh 3.15a) ta chia thanh 4 phan tir (hinh 3.15b).

Khi chia dam thanh 4 phan tt thi sé nGt dam s& 12 5, tha tu tir trai sang phai 1a
[1, 2, 3, 4, 5] (hinh 3.15b), s6 4n chuyén vi nw1=3, tht tu tir trai sang phai 12 [1, 2, 3]
(hinh 3.15¢), ¢ day an chuyén vi tai hai dau dam bang khdng, an goc xoay nwx1=8,
thir ty tir tréi sang phai la [4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11] (hinh 3.15d), an lyc cat nq1=8, thtr
tu tir tréi sang phai la [12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19] (hinh 3.15e).

Nhu vay, tdng cong s6 an 1a 19 4n < 4x6=24 an. Goi ma tran nw1 la ma tran
chuyén vi c¢6 kich thuéc nwl(ny, 2) 1a ma tran c6 ny hang va 2 cot chira cac an s6 la
chuyén vi tai hai ¢au nat cua céc phan tir (hinh 3.15¢).

C4c phan dam:
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nwi(l,:)=[0 1]

nwi(2,:))=[1 2];

nwa3,)=[2 3] 0 1]

nwi(4,))=[3 0] Wl = 12
2 3
_3 O_

Goi ma tran nwx1 la ma tran chuyén vi goc xoay co kich thuéc nwx1(ny, 2) la
ma tran c6 n, hang va 2 cot chira céc an s6 1a goc xoay tai ndt cua cac phan tu (hinh
3.15d).

nwxl(l,:)=[4 5]

nwxl(2,)=[6  7];

nwx1(3,:)=[8 9] (4 5]

N 6 7
nwx1(4,))=[10 11] AwxL —

8 9

110 11]

Goi ma tran ngl la ma tran lyc cat co kich thuéc ngl(ny, 2) 1a ma tran co n,
hang va 2 cot chira cac an s6 1a luc cat tai hai dau nat cia cac phan ta (hinh 3.15€).

nol(,:)=[12 13]

nql(2,:) =[14 15];

nql(3,:) =[16 17] 12 13]
nql(4,:)=[18 19] nql= 14 15
16 17
18 19|

Sau khi biét an s (chinh) thyc caa dam t ta c6 thé xay dung do cing tong thé
cta khung (c6 rat nhiéu cach ghép ndi phan tir khac nhau, tiy vao trinh d6 1ap trinh
ctia mdi ngudi nén tac gia khdng trinh bay chi tiét cach ghép ni cac phan tir lai dé
duoc ma tran do cung cua toan dam va cé thé xem trong code mod dun chuong trinh
cua tac gia).

Néu bai toan c6 nw1 an sb chuyén vi thang ciia dam va nwx1 an sb goc xoay cua
dam, nql, an sé luc cat cua dam thi ma tran d6 cang tong thé caa dam 1a K c6 kich
thuéc (nxn), K(n,n)vei n=(nwl+nwxl+nql). Nhu ¢ vi du 3.2.3, n=19. Bay gid xét
diéu kién lién tuc vé gdc xoay giita cac phan tir.

Piéu kién lién tuc vé goc xoay giira cac phan tir dwec viét nhw sau:
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(% _ @j _ (dym _ aQH—lj — 0
dx GF )| ., dx GF J,.a (a)
DPoi véi dAm, ta co:
5, (%_0@“) _(%_a@z} o
dx GF J ., dx GF )| .
%_(%_o@u _(%_a%j 1_,
i dx GF J . dx GF ot |
5}3_(%_@3) (dv e} |-
i dx GF ) ., dx GF |

(b)

Goi k, 1a goc xoay tai nit 2 ciia phan tir trudc, k,1a goc xoay tai ndt 1 caa phan

tir sau thi ta co cac hé s trong ma tran do cung K:

k(n+i,kl):§; k(n+i,k2):—§ (i=1:K) (d)
k(kl,n+i):A—2X; k(kz,n+i):—§ (i=1:K) ©

Néu c6 hai phan tur thi c6 mot dieu kién vé goc xoay, c6 n , phan ti thi co
(2npt —1) diéu kién lién tuc vé goc xoay gitra cac phan ti.

Piéu kién bién dwoc viét nhu sau:
- Tai dau trai dam 1a ngam cé gdc xoay bang khong:

&ﬂddy“ - %} j -0
X
nutl (f)
- Tai dau phai dam la ngam c6 gdc xoay bang khong:
54@%——%%} j:o
X
nut2 (g)

Trong d6 A(k=1+5) ciing 14 an sb cua bai toan (cd k an sé 1), do d6 tong sb an
s6 cua bai toan luc do 1a (n+k), do d6 ma tran d6 cing ciia phan tir lic nay ciing phai
thém k dong va k cot nhu vay kich thuéc cua ma tran d6 cing la K(n+k,n+k).

Chang han trong vi du nay, ta c6 n=19, k=5 va téng sb an cta bai toan l1a n+k=19+5=24
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an. Trong truong hop ndy ta xac dinh duoc kich thudc cua ma tran do cing tong thé

la: K[24x24].

Nhu vay cudi cling ta sé thiét lap dwoc hé phwong trinh:
[KHa}={F}

Hé phuong trinh (h) 1a hé phuong trinh co ban cia phuong phap phan tir hitu han

trong do6: {F} =

0

so—hang=n

so—hang =k

1a 4n sd cua bai toan

Trong vi du 3.2.3 khi chia thanh ra thanh 4 phan tu, ta co:
- Ma tran @9 cieng phan tir [Ke(6x6)], nhw sau: h=1/1000

[ 768.0000
- 768.0000

96.0000
K]

96.0000
0
0

- 768.0000 96.0000
768.0000 - 96.0000
- 96.0000 16.0000
- 96.0000 8.0000
0 - 0.0000
0 0.0000

- Ma tran @9 cing toan dam [K]:

Ghép néi cac ma tran do cing phan tir [Ke] vao hé toa do chung, ta dugc ma
tran do cing tong thé cua toan két ciu [K(24x24)], ¢ day khong trinh bay vi kich
thudc ma tran qua lon.

- Véc to luc nUt{F}: Trong vi du nay la véc to 1 cot 24 dong, nhu sau:

96.0000 0 0
- 96.0000 0 0
8.0000 -0.0000 0.0000
16.0000 0.0000 -0.0000
0.0000 0.0000 0.0000
- 0.0000 0.0000 0.0000 |

(h)
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Giai phuong trinh (h) ta nhan duoc:

{af=[KTF)

Theo ngdn ngit 1ap trinh Matlab ta c6 thé viét:
{at=[KNF}

Két qua chuyén vi, goc xoay tai cac nit:

?1, 0.0000
?., 0.0156

W, 0.0026 {p}=<0,+=1 0.0000
Wi=W,t={ 00052 ixql* Puy -0.0156
W, 0.0026 _ P -0.0000




Qu 0.5000
Q. 0.5000
0.5000
e x gl
Q) prl -0.5000 k
Q. -0.5000
Q. -0.5000

Momen uén caa dam:

M
M
M}=M_,t=
M
M

-0.1250
0.0000
0.1250
0.0000

-0.1250

x Pl

Dudi day lan 1a duong do vdng va biéu d6 mémen ubn cta dam

-3
x 10

0 0.15 r r i
] ! ! [
X0 X 4
1 \ / 0.1/ v.0125 Y:0.125
\\ //
0.05
2 aa R — -~ \ X1 X 3 /
\ Y: -0.002604 Y: -0.002604 / Y: -1.388e-017 Y: -6.942e-018
[ ™ 0 L i
3 \\ // \ /
-0.05 \ /
4 \ / \ X 2 N
/ -01 N\ | Y:-0.125
X 2 u
5 \| Y:-0.005208 0.
. 0.15
|
| -0.2
-6 2 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

25 3

Hinh 3.16a. Puong dé vong

Nhan xét két qua trén:

35 4

Hinh 3.16b. Biéu dé mémen

Khi h=1/1000 (khéng ké dén anh huong cua bién dang truot) chia dam thanh 4
phan tir ta nhan dugc két qua mdémen hoan toan tring khap va luc cat gan tring véi

két qua theo 1oi giai giai tich.
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Khi h=1/3 (ké dén anh huéng cua bién dang truot) chia cot va dam thanh 4 phan
tir ta nhan dugc két qua nhu sau, so sanh véi két qua theo 10i giai giai tich ta nhan
duoc sai s6 theo bang sau:

Duéi day 1an 1a duong d6 vong va biéu dd mdmen ubn dam khi h=1/3

-0.002 \ /

-0.004 \x1 X_3/
Y: -0.005382 Y: -0.005382

|| ||
-0.006 \ /
-0.008
X 2
-0.01 N\ | Y:-0.01076
[ |
-0.012 :
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
Hinh 3.17a. Puong do vong
0.15 : f f
] \ \ [ |
X 0 X 4
0.1 Y:0.125 Y:0.125
AN /
0.05 N\ /
\ X 1 X 3 /
Y: 7.286e-017 Y: 1.422e-016
o) = -
-0.05 \ /
N\ /
\ V4
X 2
-0.1 N\ | Y:-0125
m
-0.15
-0.2
o] 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

Hinh 3.17b. Biéu dé6 mémen
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BANG SO SANH CHUYEN VI TAI CAC TIET DIEN DAM

CAc tiét dién cuaa h=1/1000 h=I1/3 Chénh léch %
cot 1 va dam 2 Khong xét bién | Co xét bién dang | giira khéng va co
dang truot truot xét bién dang
trugt ngang
1/4 dam 0,0026 0,0053 103,84
Gitra dam 0,0052 0,0107 105,76

Pbi vai bai siéu tinh c6 lién két hai dau ddi ximg noi luc trong hai trudng hop co xét

va khong xét bién dang truot ngang 1a nhu nhau, hay néi cach khac viéc xét bién dang truot

khong lam thay ddi ndi lyc trong dam siéu tinh c6 tai trong va lién két d6i xing. Nhung

chuyén vi thay ddi rat 16n, cu thé tai tiét dién 1/4 dau dam tang hon 103% va tiét dién gitra

dam tang hon 105%.

Vidu 3.2.4. Dam ddu ngam - dau tw do, hinh 3.18.

Xéc dinh ndi luc va chuyén vi caa
dam chiu lyc nhu hinh 3.18, d6 cung udn
EJ=const.

R&i rac hoa két cdu dim ra thanh
Npt phan tir. Cac nat cua phan tir phai
trung véi vi tri dat luc tap trung, hay vi
tri thay doi tiét dién, chiéu dai cac phan

tir c6 thé khac nhau.

L
'[
SO DO DAM NGANG
]I- |2| |3| |4| |5 ru
@ ) {1 {1 | 1
SO DO NUT DAM
|0 1| |1 2| 2 3| |3 4 an
@ ) {1 1 | 1
SO DO AN CHUYEN VI
@ P33 Nwa
SO DO AN GOC XOAY
© YR Ege2 M

SO DO AN LUC CAT

/T L, L/ Tt L, L/t |, L/ T

CHIEU DAI PHAN TU

Hinh 3.18. Ddam hai dau ngam

M&i phan tir ¢6 6 an wy, ws, 6y, 6, q1, q, (1an luot 13, hai an chuyén vi, hai an

g6c xoay va hai an lyc cat tai hai ddu mdi phan ta) vay néu npe phan ti roi rac thi

téng cong co 6xNpt an.
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Nhung vi can dam bao lién tuc giita cac chuyén vi 1a chuyén vi ciia n(t cudi phan
tir thtr e bang chuyén vi cua nut dau phan ti thir (e+1) nén s6 an cua thanh s& nho
hon 6Xnge. Khi giai ta chi can dam bao diéu kién lién tuc caa chuyén vi con diéu kién
lién tuc vé gboc xoay duoc Xét bang cach dua vao cac diéu kién rang budc. Vi du dam
trong (vi du 3.2.4, hinh 3.18a) ta chia thanh 4 phan tir (hinh 3.18b).

Khi chia dam thanh 4 phan ti thi sé nGt dam s& 12 5, tha tu tir trai sang phai 1a
[1, 2, 3, 4, 5] (hinh 3.18b), sb 4n chuyén vi nw1=3, tht ty tir trai sang phai la [1, 2, 3
4] (hinh 3.18c), & day an chuyén vi tai dau trai dam bang khong, an goc xoay nwx1=8,
thir tu tir trai sang phai 12 [5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12] (hinh 3.18d), an luc cit nq1=8, tht
tu tur tréi sang phai la [13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20] (hinh 3.18e).

Nhu vay, tong cong sb an 1a 20 an < 4x6=24 an. Goi ma tran nwl I ma tran
chuyén vi c6 kich thudc nwi(ngy, 2) 1a ma tran cé ny hang va 2 cot chira cac an s6 la
chuyén vi tai hai ¢au nat cua cac phan tir (hinh 3.18c).

C4c phan dam:

nwi(l,:)=[0 1}

nwi(2,)=[1 2];

i3, =[2 3] 0 1]

nwi(4,:)=[3 4] awie|t 2
2 3
_3 4_

Goi ma tran nwx1 1a ma tran chuyén vi goc xoay c6 kich thuéc nwx1(ng, 2) la
ma tran c6 n  hang va 2 cot chira cac an so la goc xoay tai nit cua cac phan ti (hinh
3.18d).

nwxl(1,:)=[5 6]

nwx1(2,:))=[7  8];

nwxl(3:)=[0 10} 5 6

nwxl(4,:) =[11 12] |’ 8
9 10
11 12 |

Goi ma tran ngl la ma tran lyc cat co kich thuéc ngl(ny, 2) 1a ma tran co n,

hang va 2 cot chira cac an s6 12 luc cat tai hai dau n(t caa cac phan ta (hinh 3.18e).
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nol(l,:)=[13 14]
nql(2,:) =[15 16];

nal(3,:) =[17 18] 13 14 ]
nql(4,:)=[19 20] nql= 15 16
17 18
19 20|

Sau khi biét an sb (chinh) thuc cua dam ta c6 thé xay dung do cing tong thé cua
dam (cd rat nhiéu cach ghép ndi phan tir khac nhau, tiiy vao trinh do 1ap trinh caa mai
ngudi nén tac gia khéng trinh bay chi tiét cach ghép ndi cac phan tir lai dé duoc ma
tran d6 ciing cua toan dam va c6 thé xem trong code mé dun chuong trinh cua tac
gia).

Néu bai toan c6 nw1 an sb chuyén vi thang ciia dam va nwx1 an sb goc xoay cua
dam, nql, an sé lyc cat cua dam thi ma tran do cang tong thé caa dam 1a K co kich
thuge (nxn), K(n,n)véi n=(nwl+nwxl+nql). Nhu ¢ vi du 3.2.4, n=20. Bay gid xét
diéu kién lién tuc vé gdc xoay gitra cac phan tu.

Picu kién lién tuc vé goc xoay giira cac phan tir dwec viét nhwr sau:

(% _ @j _ (dym _ aQH—lj — O
dx GF )| ., dx GF J,.u (a)
P6i véi dam, ta co:
5& (%_QQMJ _(%_anzj -0
dx  GF J . dx GF )| .
52, (%_O‘Qm _(%_(ZQB) ~0
L dX GF nut2 dX GF nutl _|
5, (dl ——“Q“) (B9}
L dX GF nut2 dX GF nutl _|

(b)

Goi k, 1a goc xoay tai nit 2 ctia phan tir truéc, k,1a goc xoay tai ndt 1 caa phan
tir sau thi ta c6 cac hé so trong ma tran do cung K:

K(n+ik)=—; k(n+i,k2):—A—2X (i=1+k) (d)

K(k,n+i)=—=: k(K n+i)=—A—2X(i:1+k) ©
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Néu c6 hai phan tu thi c6 mot diéu kién vé goc xoay, ¢6 n, phan ti thi c6
(2n,, —1) diéu kién lién tuc vé goc xoay giira cac phan tir.

Piéu kién bién dwoc viét nhu sau:

- Tai dau trai dam 1a ngam nén c6 géc xoay bang khong:

_dyy  eQuf )
5/1{{ Yo LJ 0 0

dx GF
- Tai dau phai dam 1a dau tu do nén ¢ mdmen va luc cat bang khdng:

C d?, « dQ
o _ 14 14
% d¢ | GF dx}

J: 0
(9)
sa| -8V, @ sz“} J:o

Q

dx*  GF dx°
Trong d6 A(k=1+6) ciing 1 4n s6 cua bai todn (c6 k an s6 1), do d6 tong sb an
sb cua bai toan lic do 1a (n+k), do d6 ma tran do cung ctia phan tir lac nay ciing phai
thém k dong va k cot nhu vay kich thugc cua ma tran d6 cing la K(n+k,n+k).

Chang han trong vi du ndy, ta c6 n=20, k=6 va tong s6 an cua bai toan 1a n+k=20+6=26
an. Trong truong hop ndy ta xac dinh duoc kich thudc cua ma tran do cing tong thé
la: K[26x26].

Nhuw vay cudi cung ta sé thiét [ap dwoc hé phwong trinh:
[Klal={F} (h)
Hé phuong trinh (h) 13 hé phuong trinh co ban cua phuong phap phan ti hitu han, hé
phuong trinh (h) gdm 26 phuong trinh, 26 an.
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trong do: {F} =

0

so—hang=n

so—hang =k

14 4n sd cua bai toan

Trong vi du 3.2.1 khi chia thanh ra thanh 4 phan tir, ta c6:
- Ma tran @9 cieng phan tir [Ke(6x6)], nhw sau: h=1/1000

[K]e =

[ 768.0000
- 768.0000

96.0000

96.0000

- 768.0000 96.0000
768.0000 - 96.0000
- 96.0000 16.0000
- 96.0000 8.0000
0 - 0.0000
0 0.0000

- Ma tran @9 cing toan dam [K]:

Ghép ndi cac ma tran d6 cang phan tir [Ke] vao hé toa d6 chung, ta dugc ma
tran do cung tong thé cua toan két cau [K(26x26)], ¢ day khong trinh bay vi kich
thudc ma tran qua lon.
- Véc to luc nUt{F}: Trong vi du nay la véc to 1 ¢ot 26 dong, nhu sau:

96.0000 0 0

- 96.0000 0 0
8.0000 -0.0000 0.0000
16.0000 0.0000 - 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000
-0.0000 0.0000 0.0000 |

79



O O OO OO 0O O O OO0 OO0 00O OO O0OOoOOoOOoUkr oo®©°

o

Giai phuong trinh (h) ta nhan duoc:

{af=[KTF)

Theo ngén ngit 1ap trinh Matlab ta c6 thé viét:

aj=[K]\F)
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Két qua chuyén vi, goc xoay tai cac nit:

Qs
Qu
Q15

0.0133
0.0449
0.0850 X
0.1276

1.0000

1.0000

1.0000

1.5000
0

x gl

Momen uén ciaa dam:

M}

. o}=

gl

-1.0000
-0.7500
-0.5000
-0.2500

0.0000

Py
%P
(25
Zn
s

X Pl

0.0000
0.2188
0.3750
0.4688
0.5000

x gl®

Duéi day 1an 1a duong d6 vong va biéu dd moomen ubn cua dam

° ]
-0.05 25 &
Y:-0.02865
X2
Y:-0.1042
o \'\
0.15 \
\ X3
.02 \ | Y:-0.2109
0.25 \\
-0.3 X 4
Y:-0.3333
; | ]
-0.35 : ;
0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4

Hinh 3.19a. Puong do vong

il |

0.9

0.8

X0
Y:1

N\
N
X1

0.7

Y:0.75

0.6

X2
Y:05

0.5

0.4

0.3

X3

Y:0.25
AN

0.2

N\

0.1

0

0

0.5 1

15 2

2.5

3

3.5

Hinh 3.19b. Biéu do6 mémen

4
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Nhan xét két qua trén:

Khi h=1/1000 (khéng ké dén anh huong cua bién dang truot) chia dam thanh 4
phan tir ta nhan dugc két qua mémen hoan toan tring khop va luc cét gan trung véi
két qua theo 10i giai giai tich.

Khi h=1/3 (ké dén anh huang caa bién dang truot ngang) chia dam thanh 4 phan
tir ta nhan dugc két qua nhu sau, so sanh véi két qua theo 10i giai giai tich ta nhan
duoc sai s6 theo bang dudi day:

Duéi ddy 1an 1a duong d6 vong va biéu 6 mdmen ubn cua cot va dam khi h=1/3

0 F
-0.05 X1
Y: -0.0342

X 2
.01 N V:-0.1153

-0.15 \
0.2 \ X3

-0.25 \\

-0.3

/

X 4
Y:-0.3542
-0.35 =

-04

Hinh 3.20a. Puong do vong
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1.2

0.8 \ :(( %).75

X2

06 \\ Y:0.5
0.4 N

0.2 N
AN

Hinh 3.20b. Biéu d6 mémen
BANG SO SANH PQ VONG TAI CAC TIET DIEN DAM

Céc tiét dién caa h=1/1000 h=1/3 Chénh léch %
cot 1 va dam 2 Khong xét bién | CO xét bién dang | giira khong va co
dang truot truot xét bién dang
trugt ngang
1/4 dam 0,0286 0,0342 19,580
Giira dam 0,1042 0,1153 10,652
3/4 dam 0,2109 0,2276 7,918
Pau ty do 0,3333 0,3542 6,270

Dbi v6i bai toan tinh dinh ndi luc trong hai trudng hop c6 xét va khong xét bién dang
truot 1a nhu nhau, hay néi cach khac vi¢c xét bién dang truot khong lam thay ddi ndi luc
trong dam tinh dinh. Nhung d6 vong cua dam thay dbi tuong ddi 16n, thay doi téi 19,580%
tai tiét dién 1/4 nhip dau dam.
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KET LUAN VA KIEN NGHI

KET LUAN

Qua két qua nghién ctru tir cac chuong, chwong 1 dén chuong 3 d6i v6i bai toan
dam chiu uén c6 xét dén bién dang truot ngang. Tac gia rat ra cac két luan sau:
1. Trinh bay dugc cac dudng 16i xay dung bai toan co hoc néi chung trong d6 co bai
toan co hoc két cau. Trinh bay phuong phap phan tir hiru han dbi véi bai toan co hoc
két cau.
2. Pa trinh bay duoc bai toan dam chiu uén theo 1y thuyét dim Euler - Bernoulli. Xay
dung dugc phuong trinh vi phan can bang ctia dAm chiu tai trong phan b déu. Trinh
bay 1y thuyét dam c6 xét dén bién dang truot ngang.
3. Bang phuong phap phan tir hitu han, tac gia da xac dinh duoc nodi luc va chuyén
vi clia cac dam don chiu tai trong tap trung c6 cac diéu kién bién khac nhau. Két qua
vé ndi lyc va chuyén vi déu tring kKhép voi két qua nhan duoc khi giai bang cac
phuong phap hién c6 néu ta roi rac héa két cdu thanh nhiéu phan ti.
4. Khi roi rac hoa két cdu véi s6 phan tir cang nhiéu thi két qua cang tiém can t6i
két qua chinh xac nhan duoc tir phwong phép giai tich. Déi vai bai toan dam chiu tai
trong tap trung thi dé dat duoc chuyén vi chinh xéac chi can chia dam thanh tir 4 dén 6
phan tir, & tim ndi luc chinh X4c can chia dim thanh tir 4 dén 16 phan tu.
5. Khi xét dén bién dang truot ngang ndi luc trong céc bai toan tinh dinh khéng thay
d6i, nhung d¢ vong thay doi rat 16n, & vi du 3.2.4. 6 vong thay d6i tdi trén 36%, nodi
luc trong cac bai toan siéu tinh c6 hai dau lién két dbi ximg, tai trong ddi ximg khdng
thay d6i, noi luc trong cac bai toan siéu tinh c6 lién két hai dau khong dbi ximg thay
d6i rat 16n, chang han trong vi du 3.2.2. khi (h=1/3) momen tai 1/4 nhip ddu dam ting
1én gan 2 1an (91%) so véi trudng hop khong xét bién dang truot ngang (h=1/1000).
6. Doi vi bai toan siéu tinh hai dau lién két khong d6i xtmg noi lyc trong hai truong
hop c6 xét va khong xét bién dang truot ngang thay doi rat 16n, chang han khi xét bién
dang truot ngang (h=1/3) ndi luc tai 1/4 nhip dam ting hon 1,5 1an (¢ day 13 56%) so
v6i khi khong xét bién dang truot ngang (h=1/1000).
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7. DAi véi bai siéu tinh c6 lién két hai dau ddi xtng nodi luc trong hai trudong hop co
xét va khong xét bién dang truot ngang 13 nhu nhau, hay noi cach khac viéc xét bién
dang truot khong lam thay ddi nodi luc trong dam siéu tinh c6 tai trong va lién két ddi
xung. Nhung chuyén vi thay doi rat 16n, cu thé véi dam hai dau ngam, tai tiét dién 1/4
dau dam tang hon 103% va tiét dién giita dAm ting hon 105%.
KIEN NGHI

Str dung phuong phap phan tir hitu han dé giai cac bai toan khac nhu: Dam, khung,

dan, tam, vo....
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