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LOI CAM POAN

T6i xin cam doan day 14 cong trinh nghién ctru clia riéng toi. Cac s6 licu,
két qua trong luan vian 1a trung thuc va chua timg duogc ai cong bd trong bat ky

cbng trinh nao khac.

Tac gia luan van

Nguyén Tréac Ninh



LOI CAM ON

Tac gia luan vin xin trin trong bay to 1ong biét on sau sac nhat déi voi
GS.TSKH Ha Huy Cuong vi nhitng y tuéng khoa hoc doc ddo, nhitng chi bao
sdu sdc vé phuong phap tinh toan két cau bang phuong phap so sanh va nhimng
chia sé vé kién thirc co hoc, toan hoc uyén bac ctia Gido su. Gido su da tan tinh
gitip d& va cho nhiéu chi dan khoa hoc ¢6 gia trj cling nhu thudng xuyén dong
vién, tao moi diéu kién thuan loi, giup d& tac gia trong sudt qua trinh hoc tap,
nghién ctru hoan thanh luan van.

Tac gia xin chan thanh cam on c4c nha khoa hoc, cac chuyén gia trong va
ngoai truong Pai hoc Dan 1ap Hai phong di tao diéu kién gitp d&, quan tim
g6p ¥ cho ban luan van duoc hoan thién hon.

Tac gia xin tran trong cam on cac can bg, gido vién cua Khoa xay dung,
Phong dao tao Pai hoc va Sau dai hoc - truong Pai hoc Dan 1ap Hai phong, va
cac déng nghi¢p da tao diéu kién thuan loi, gitp do tac gid trong qua trinh

nghién ctru va hoan thanh luan van.

Tac gia luan vin

Nguyén Tréc Ninh
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MO PAU

Bai toan co hoc két ciu hién nay noi chung dugc xay dung theo bon
duong 16i d6 1a: Phuong phap xay dung phuong trinh vi phan can bang phan td;
Phuong phép nang lugng; Phuong phap nguyén 1y cong ao va Phuong phép st
dung truc tiép phuong trinh Lagrange. Cac phuong phap giai gdm c6: Phuong
phap duoc coi 1a chinh xac nhu, phwong phap luc; Phuong phap chuyén vi;
Phuong phap hdn hop; Phuong phép lién hop va cac phuong phap gan dung
nhu, phuong phap phan tir hitu han; phuong phap sai phan hitu han; phuong
phép hdn hop sai phan - bién phan.

Phuong phap so sanh duoc dé xuat bai GS. TSKH Ha Huy Cuong d6i
v6i co hé vat ran bién dang, 1a phuong phéap dugc xay dung dua trén Nguyén ly
cuc tri Gauss doi véi co hé chat diém ctia K.F Gauss (1777 - 1855). Phuong phap
str dung hé so sanh dé giai cac bai toan co hoc vat ran bién dang c6 wu diém 1a: c6
cach nhin don gian, co kha nang tim 101 giai cia mot bai toan nay trén co sd SO
sanh (mét cach co diéu kién) véi 16i giai ¢ san cua mot bai toan khéc.

Poi twong, phwong phap va pham vi nghién ciru ciia dé tai

Trong ludn vin ndy, tic gia sir dung phuong so sanh néi trén dé xay dung
va giai c4c bai todn co hoc két cau, chiu tic dung cia tai trong tinh.

Do su can thiét cia viéc nghién ctru ndi luc va chuyén vi cua két cau,
muc dich va nhiém vu nghién ctru cia luan van nay la:

Muc dich nghién ctru ciia dé tai
“Nghién ciru ngi lwe va chuyén vi ciia két ciu
bang phwong phdp So sanh”
Nhiém vu nghién ctru ciia dé tai
1. Tim hiéu va giéi thidu cac phuong phap x4y dung va cac phuong phap giai

bai todn co hoc két cau hién nay.



2. Trinh bay Phuong phap Nguyén 1y cuc tri Gauss do GS. TSKH. Ha Huy
Cuong dé xuit, véi cac ing dung trong co hoc mdi trudng lién tuc néi chung
va co hoc vt ran bién dang noi riéng.

3. Ap dung Phuong phap Nguyén 1y cuc tri Gauss dé xay dyng va giai cac bai
toan két cau, chiu tac dung cta tai trong tinh.

4. Lap chuong trinh may tinh dién tr cho céac bai toan néu trén.

Y nghia khoa hoc va thuec tién ciia dé tai nghién ciru

Viéc tim hiéu va tng dung phuong phap nguyén 1y cuc tri Gauss ¢ y

nghia vé mat khoa hoc va thuc tién tinh toan céng trinh.



CHUONG 1.
CAC PHUONG PHAP XAY DUNG VA CAC PHUONG PHAP
GIAI BAI TOAN CO HQC KET CAU

Trong chuong nay trinh bay cac phuong phap truyén théng dé xay dung
cac bai toan co hoc néi chung; gidi thidu bai toan co hoc két ciu (bai toan tinh)
va cac phuong phép giai thuong dung hién nay.

1. Phwong phap xay dung bai toan co hoc

Bdn phuong phap chung dé xay dung bai toan co hoc két cau dugc trinh
bay dudi day. Dung 1y thuyét ddm chiu ubén dé minh hoa.

1.1. Phwong phap xiy dwng phwong trinh vi phin cin bang phan t6
Phuong trinh vi phan can bang dugc xay dung truc tiép tir viée xét cac

diéu kién can béng luc ctia phan td duoc tach ra khoi két cAu. Trong strc bén vat

liéu khi nghién ctru dam chiu udn ngang sir dung céc gia thiét sau:

- Truc dam khéng bi bién dang nén khong c6 tmg suat.

- Mit cat thang goc v6i truc dam sau khi bién dang van phing va thiang goc

v6i truc dam (gia thiét Euler—Bernoulli).

- Khong xét Iyc nén giita cac thé theo chiéu cao ctia dam

Véi gia thiét thir ba thi chi c6 Gmg sudt phap o va cac ing suat tiép oy, oz taC

dung lén phan t6 dam (hinh 1.3), g suét phap o, bang khong. Hai gia thiét thir

ba va tht nhat dan dén truc dam chi c6 chuyén vi thang ding y(x) va n6 duoc

goi 1a duong d6 vong hay duong dan hoi ciia dim. Gia thiét thir nhat xem chiéu

dai truc dam khong thay ddi khi bi vong doi hoi do vong ciia dam 13 nho so véi

chiéu cao dam, ymax/ h < 1/5. Vi gia thiét thi hai thi bién dang truot do ting

suit tiép gay ra khong duoc xét trong tinh do vong ctua dam nhu trinh bay dudi

day. Gia thiét nay chi dung khi ti 18 h/l = 1/5. Chuyén vi ngang u cia diém

nam & dd cao z so vdi truc dam bang



dx — y
Bién dang va tng suat xac dinh nhu TTH : 7 N
Sau q Z
2 2 I
5X=—Z—2/;O'XX=—EZd 2/ .
dx dx Hinh 1.2. Phan t6 dam
Momen tac dung 1én truc dam:
h/2 2 3 2
M= | —Ebz’ d zldz:—Ebh d 2/
~h/2 dx 12 dx
hay M =EJy (1.7)
Ebh’ d?y
trong do: EJ= , Y=
8 2 T A

EJ duoc goi 1a d6 cing ubn ciia dam; y 1a d cong clia duong dan hoi va s&
duogc goi 1a bién dang udn; b 13 chiéu rong dam. Dé don gian trinh bay, & day
chi dung truong hop dam c6 tiét dién chir nhat.
Céch tinh nd1 lyc momen ¢ trén khong xét dén bién dang trugt do cac
g suét tiép gay ra. Tong cac ing suat tiép o, trén mit cit s& cho ta lyc cat Q
hl2

tac dung 1én truc dam: Q= I o,z
-h/2

Biéu thtrc ctia img suét tiép o, trong tich phan trén s& trinh bay sau.

Nho céc gia thiét néu trén, thay cho trang thai (mg suét trong dam, ta chi can
nghién ctru phuong trinh can bﬁng cta cac noi luc M va Q tac dung 1én truc dam.
Xét phan t6 dx cta truc dam chiu tac dung cua cac lyc M,Q va ngoai luc phan
bb g, hinh 1.3. Chiéu duong ciia M, Q va q trén hinh v& twong tng voi chiéu

duong cua do vong huéng xuong duoi.



Q a(x) M + dM
M o,

2}Q+dQ
- dx |
1

Hinh 1.3. Xét can bang phan tb

Lay tong momen doi voi diém Oy, bd qua cac vo cung bé bac cao ta co

M 60 (1.8)
dx
Lay tong hinh chiéu cac lyc 1én tryc thang dung:
aQ +q=0 (1.9
dx

Phuong trinh (1.8) 1a phuong trinh lién hé giita momen udn va lyc cit,
phuong trinh (1.9) 1a phuong trinh can bang luc cit Q va ngoai luc phan bb q.
D6 1a hai phuong trinh xuat phat (hai phuong trinh dau tién) ciia phuong phap
can bang phan td. Ly dao ham phuong trinh (1.8) theo x rdi cong v6i phuong
trinh (1.9), ta c6 phuong trinh dan xuat sau

d*M
dx?

+q=0 (1.10)

Thay M xac dinh theo (1.7) vao (1.10) nhan dugc phuong trinh vi phan
xéc dinh duong dan hoi ctia thanh
dy

EJ—=¢ (1.11)
dx

Phuong trinh (1.11) dugc giai voi cac di€u kién bién cua y va cac dao
ham dén bac ba cua y (4 diéu kién), hai diéu kién bién tai mdi dau cudi thanh.
Céc di€u kién bién thuong dung nhu sau

a) Lién két khop tai x=0:



Chuyén vi bang khong, Y o= 0, momenudén M =0, suy ra 3;2’ =0
x=0
b) Lién két ngam tai x=0:
Chuyén vi bang khong, y\X:O =0, goc xoay bang khong, % =0
x=0
¢) khong co gdi tua tai x=0:
Momen udn M =0, suy ra d’y =0 ;luc cétQ=O, suy ra d’y 0
dx? |, dx®|

Céc diéu kién tai x=1 cling 1y tuong tu nhu trén.
Bay gio' tim hiéu su phan b tng suit tiép o trén chiéu day h cia dam.

Trudce tién viét phuong trinh can bang ing suat trén tryc x nhu sau

0 0 3
_&4_&:0 hay aze:anx:_Ezd y
OX 0z 0z OX dx’
2 3
Tich phan phuong trinh trén theo z: o, =— EZZ ((jj 2/ +C(x)
X

Ham c(x) xac dinh tu diéu kién tng suit tiép bang khong tai mit trén va mit

_ER*d%y
8 dx’°

dudi dam, z = ig. Ta co: C(x)

Ung suét tiép phan b trén mit cat dam c6 dang
Ed®

O-xz - ___2/
8 dx

(422—h2)

Do 1a ham parabol bac hai.Ung sudt tiép 16n nhét tai truc ddm (z=0) c6 gia tri
bang

_Eh*d’y
=08 dx’

o)

Xz

Tich phan ham tng suat ti€p theo chiéu cao dam r61 nhan véi chiéu rong b ta co

luc cat Q tac dung 1én phan trai cua dim



_ Ebh’ d?y
Q= 12 dx®

Eh* d®y

Ung suat tiép trung binh trén chiéu cao dam bang; op = 12 de
X

Ti 1é giita Gmg suat tiép max tai truc dim va Ung sudt trung binh a=1.5.
1.2. Phwong phap nang luwgng

Ning luong cta co hé bao gdm dong ning T va thé nang I1. Pong ning
dugc xac dinh theo khoi luong va van tdc chuyén dong, con thé nang II bao
gém thé ning bién dang va cong ctia cic truong luc, phu thude vao chuyén vi.
Truong luc 1a lyc co thé nhu luc trong truong. Cac luc ngoai tac dung 1én co hé¢
1a luc khong thé.
Péi voi hé bao toan, nang lugng 1a khong ddi

T+ I1 = const (1.12)

Do d6 téc do thay d6i nang luong phai bang khong

%(TH_[) =0 (1.13)

Ta xét bai toan tinh, T=0, do do
IT= const (1.14)
Thé nang IT ¢6 thé biéu thi qua ing suat va noi luc ciing c6 thé biéu thi
qua chuyén vi va bién dang. Vi vy ta c6 hai nguyén ly bién phan ning luong
Sau.

Nguyén 1y thé niing bién dang cuc tiéu

Khi phuong trinh can béng duoc biéu thi qua ing suét hodc ndi luc va do
d6 thé ning bién dang ciing biéu thi qua Gmg suét hodc noi luc ta c6 nguyén Iy
thé nang bién dang cuc tiéu, nguyén 1y Castiliano (1847-1884). Nguyén |y phat
biéu nhu sau:

Trong tit cd cdc trang thdi cdn bang luc cé thé thi trang thdi can bang

thuwe xdy ra khi thé ning bién dang la cuc tiéu.



Trang thai can bang luc ¢ thé 13 trang thai ma cac luc tac dung 1én phan
t6 thoa min cac phuong trinh can bang. Ta viét nguyén 1y dudi dang sau:
I1(F ) — min
Vi rang budc 1 cac phuong trinh can bang viét duéi dang luc.

Doi véi1 dam ta ¢o:

1= ! Mzd 1.15
_JE_,’ X — min (1.15)

d?M

dxz2 1 (1.16)

Noi lyc can tim mémen uén 1a ham phan bé theo chiéu dai dam M(x) va phai
thoa mén cac diéu kién lién két & hai ddu thanh (dugc xac dinh ¢ hai dau thanh).
Pay 1a bai toan cuc tri ¢ rang budc. Bang cach dung thira sb Lagrange A(x)

dua vé bai toan khong rang budc sau:
1
1 [ M?
H:EJ—dx-l— [A(x)

A(x) 1a thira s6 Lagrange va ciing 1 4n cta bai toan. Theo phép tinh bién phan

d*M
iz + q|dx — min (117)

tir phiém ham (1.17) ta nhan dugc hai phuong trinh sau (phuong trinh Euler—

Lagrange).
d?A
M=—E] 5 (1.18)
d*M
7 =4 (1.19)

A(x) ¢6 tht nguyén 1a chuyén vi cho nén phuong trinh (1.18) biéu thi quan hé
giita M va chuyén vi. Thé (1.18) vao (1.19) ta c6

d*A

Ejz5=a (1.20)

A(x) 1a d6 vong cua dam va phuong trinh (1.20) 1a phuong trinh vi phan can

bang cuia dam viét theo chuyén vi nhan dugc & trén.



Nguyén ly cong bu cuc dai

Khi ding an 1 cac chuyén vi va bién dang thi c6 nguyén 1y cong bu cuc dai.

Trong tit cd cdc chuyén vi dpng hoc cé thé (kha di) thi chuyén vi thuc
la chuyén vi cé cong bu cue dai.

Chuyén vi dong hoc c6 thé 1a chuyén vi théa man cac phuong trinh lién
hé gitta chuyén vi va bién dang va thoa méin cac diéu kién bién. Cong bu bing
tich ctia ngoai lyc va chuyén vi trir di ning lugng bién dang.

[Cong ngoai luc — thé ning bién dang]—max
Véi rang budc 1 cac phuong trinh lién hé giita chuyén vi va bién dang.

Lay vi duy doi vé1 dam chiu uon, ta co
1 1

1 )
[ qydx _E[ E] 7° dx - max (1.21)

0 0
Véi rang budc:

o % (1.22)

x 13 bién dang udn ciing 12 d6 cong ctia dudng do vong. Tich phan thir nhat
trong (1.21) 12 cong toan phan ciia ngoai luc (khong c6 hé sb 15), tich phan thir
hai 1a thé nang bién dang biéu thi qua bién dang ubn.

Thay  tir (1.22) vao (1.21), ta co

1 1
1 d?y g
qudx —EI EJ ~ iz dx — max (1.23)
0 0
Thay dau cua (1.23) ta c6
1 1
1 d?y\’ _
E[ EJ I dx — J qydx — min (1.24)
0 0

Khi y ¢6 gia tri xac dinh tai hai ddu mat dam thi diéu kién can dé biéu thuc
(1.24) cuc tiéu 1a phuong trinh Euler sau

d*y



Phuong trinh (1.25) 1a phuong trinh vi phan can bang ctua dam chiu udn.
Nguyén 1y cong bu cuc dai duéi dang biéu thuc (1.24) duge sir dung rong rai
trong tinh toan cong trinh theo phuong phap phan tir hitu han.

1.3. Nguyén ly cong ao

Nguyén 1y cong ao dugc st dung rat rong rii trong co hoc. Theo K.F.
Gauss (1777-1855) thi moi nguyén Iy trong co hoc hodc truc tiép hodc gian tiép
déu rat ra tir nguyén 1y chuyén vi o.

Xét co hé chat diém o trang thai cin bang ta c6

>X=0, YY=0 >7Z=0, (1.26)
> X;>Y; > Z: 14 tong hinh chiéu cua tit ca cac luc tac dung 1én ba truc ciia
hé toa do Dé cac. Ta viét biéu thtrc sau:

DX +> YOV +>.ZSW =0, (1.27)
& day xem cac J; 6V ; W 1a céac thura sb bat ky.

Tu (1.26) tacd (1.27) vanguoc lai tu (1.27) ta s€ nhan duogce (1.26) boi vi
cac SU; oV ; SW; 1a nhitng thira s6 bat ky. Bay gid ta xem SU; 6V ; SW; 1a cac
bién phan cta cic chuyén vi ao theo ba chiéu ctia hé toa do vudéng goc. Chuyén
vi 40 1a chuyén vi bé do nguyén nhan bat ky bén ngoai nao d6 gy ra. Céac
chuyén vi 40 ndy phai thoa man cac diéu kién lién két cta hé.

Khi ¢6 chuyén vi 4o thi vi tri cta cac luc tac dung trén hé c6 thé thay doi
nhung phuong chiéu va do 16n ctia né van giir nguyén khoéng doi. Nhu vdy, cac
chuyén vi 40 U; oV ; W la céac dai lugong doc 1ap véi luc tac dung va tu hai
biéu thire (1.26) va (1.27) ta c6 nguyén 1y cong &o:

Néu nhw tong céng ciia cdc lwc tic dung ciia hé thwe hién trén cdc
chuyén vi do bang khong thi hé & trang thdi can bang.

Déi v6i hé dan hoi (h¢ bién dang) thi ngoai ngoai luc con c6 ndi luc. Van

de dat ra & day la cach tinh cong cua noi lyc nhu thé nao.
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Trudc hét ta can phai dua thém yéu cau doi véi chuyén vi 4o nhu sau:
Céc chuyén vi 4o phai thod man céc lién h¢ gitta chuyén vi va bién dang.

ou oV

Néu nhu cac chuyén vi c¢6 bién dang &, =—; &, =—; ... thi bién phan céc
ax y

chuyén vi 40 8u; &v; Sweiing phai co cac bién dang 4o tuong tng:
%é‘u; %5\/;
Thong thuong cong cta ndi luc (hodc tmg suit) duoc tinh qua thé ning
bién dang. Khi c6 cac chuyén vi 40 SU; 8V ; SW; thi thé ning bién dang IT s&
thay d6i bang dai luong bién phan JI1. Do d6 nguyén 1y chuyén vi a0 ddi véi
hé bién dang dugc viét nhu sau:
STI-D XU =D Y&V => Z6W =0, (1.28)
Céc dai luong bién phan trong (1.28) déu 1a chuyén vi 4o cho nén néu
xem ndi luc (ng suét) trong qua trinh chuyén vi 4o ciing khong doi thi dau bién
phan trong (1.28) ¢6 thé viét lai nhu sau:
S[II-Y XU -3 YV -3 ZW]=0 (1.29)
Hai biéu thire (1.28) va (1.29) dudi dang chi tiét hon duoc trinh bay trong [30,
Tr.261].

1(d?yY L l1(d?yY
sl = _qy ldx=0 hay [s| = _qy ldx=0 1.30
!{Zidxzj qy} y! {Z[dxz qy (1.30)

d'y

X4

Phuong trinh Euler cta (1.30) nhu sau: EJ -q=0

1.4. Phuong trinh Lagrange:
Phuong trinh Lagrange 14 phuong trinh vi phan ciia chuyén dong dugc
biéu thi qua céc toa do téng quét (cac chuyén vi tong quat).

Goi T 1a dong nang va IT 1a thé nang cta h¢, cac q; 1a cac chuyen vi tong
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quat va Q; 1a cac luc tdng quat thi phuong trinh Lagrange c6 dang:

dfor) or oIl . ,._
E(aqi)_aqi+aq._Q‘('_l’z’g ...... n) (1.31)

.00 . . o . .
trong do: ¢, = % la van toc ctuia chuyén dong. P61 véi moi chuyén vi g s€ ¢

mot phuong trinh Lagrange. Pong ning T trong toa do tong quat 13 ham cua
van tdc va c6 thé 1a ham cua ca chuyén vi tong quat.

Thé ning toan phan ctia hé bao gdm thé ning bién dang va thé ning cua
luc 6 thé (luc trong trudng 1a luc co thé). Q; 1a luc khong thé c6 thé duoc hiéu
1a cac luc ngoai tac dung 1én hé (lyc tong quat).  Ap dung phuong trinh
Lagrange dé xay dung phuong trinh chuyén dong ctia dam chiu udn nhu sau:

Goi yi la chuyén vi (tong quat) cta diém i ctia dam va q;1a luc tac dung
tai diém i ctia dAm va m; 12 khéi luong.

bong nang ctia dam

n a )
T= z%myfdx trong d6: Y, = Yy (1.32)
i=1
Thé ning bién dang cua dam chiu udn
n1_ (2%y. )
Im=> —EJ| —* 1.33
2255 129
Dau tong lay cho tat ca cac diém i ciia dam. Phuong trinh Lagrange d6i v6i dam
co dang
T T
g[a. ]_8 +8H:qi] (1.34)
ot\oy;) oy oy
Ta tinh hai thanh phan dau cta phuong trinh (1.34)
T 0%y,
IOy =m %Yoy, (1.35)
ot\oy, ) ot ot
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a _

oy,
Dé tinh thé ning bién dang c6 thé dung phuong phap sai phan hitu han, hinh
1.5.

0

Bd&i vi do vong yi ctia dam chi c6 mat

trong biéu thirc thé ning bién dang cua ba | 2 -1 ' i+l i+2

diém lién tiép i-1, i v i+1, cho nén chi can | AX | AX | AX | AX |
T 1T 1T

tinh thé nang bién dang ctia dam (1.33) cho 1

ba diém nay, Ax la khoang cach giita cac Hinh 1.4. Budc sai phan

diém.

2 2 _ 2
EE\] ay :lE\] yi—l 2y|+y|+l
2 \ox*) 2 AX?

2 2 _ 2
EE\] ay IEEJ yi—2 2y|—l+y|
2 \ox* ), 2 AX?

2.,\? _ 2
EE\] ay :lE\] yl 2yi+1+yi+2
2 \ox*), 2 AX?
(1.36)

2 n \ n A < 1A X s .~ oll
Tong cdng ba phuong trinh trén cho ta thé nang ciia dam dé tinh y;. Tatinh —
cua phuong trinh (1.34).

a_H _ EJ(_ 2yi—1 + 4yi B 2yi+1 Y.~ 2yi—l TYitYi— 2yi+1 * Yia
i Ax*
4 Sy 4 A (1.37)
:EJ(Yi-z_ Yiu t0OYi — yi+l+yi+2j:EJ_i
AX* AX],
Biéu thirc (1.37) biéu thi sai phan hitu han cia EJ Z "
X" |

Cong (1.35) va (1.37) nhan dugc phuong trinh Lagrange dbi véi chuyén vi y;

13




m

0%y, o'y
L+ EJ =qQ 1.38
ot? ox* | % (1.38)

Piém i 1 bat ky nén nhan duoc phuong trinh vi phan cin bang ctia dam

o’y o'y
N A S A 1.39
ot? ox* q (1.39)
4
DGi vai bai todn tinh T-0ta co: EJ _ LA (1.40)
X

Phuong phap st dung phuong trinh Lagrange dé nhin dugc phuong trinh vi
phan ctia dudng d6 vong cua dam trinh bay & dy 1a cua tac gia.

O trén trinh bay bén phuong phap chung dé xay dung bai toan co, lay bai
toan dam chiu udn 1am vi du dé biét cach str dung chung va dé thay bén duong
16i d6 1a tuong dwong nhau nghia 12 déu dan vé phuong trinh vi phan can bang

cua hé.
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CHUONG 2.
PHUONG PHAP NGUYEN LY CUC TRI GAUSS

Trong chwong 1 da trinh bay bén duong 161 xay dung bai toan co hoc va
cac phuong phap giai hién nay thuong dung trong cac gido trinh, tai li¢u trong
va ngoai nude. Khac voi chuong 1, chuong nay trinh bay nguyén 1y Gauss, sau
d6 trinh bay phuong phap méi dya trén nguyén 1y cuc tri Gauss dé xay dung va
giai céc bai toan co hoc dudi dang tong quat, cha yéu 13 cua co hé vat ran bién
dang. Pé dat muc tiéu trén, trong chuong con gidi thiéu cac khai niém tng suat
va bién dang cua co hé moi truong lién tuc va cua co hoc két cAu. Cubi cung,
dé lam vi du, trinh bay viéc 4p dung phuong phap méi dé nhan duge cac
phuong trinh vi phan can bang ciia co hé.

2.1. Nguyén ly cure tri Gauss

Nam 1829 nha toan hoc ngudi Btrc K.F. Gauss da dua ra nguyén 1y sau
day dbi v6i co hé chat diém [1,tr. 171]:

“Chuyén dong thuc ciia hé chat diém c6 lién két tity y chiu tdc dong bdt ki
& méi thoi diém xdy ra mét cdch phiy hop nhét cé thé véi chuyén dong ciia hé dé
khi hoan toan tw do, nghia la chuyén déng thyc xay ra véi lrong cudng birc toi
thiéu néu nhw sé do lwong cudng birc ldy bang tong cdc tich khoi lwong chat
diém véi binh phwong do léch vi tri chat diém so véi vi tri khi chung hoan toan
twdo”.

Goi m 14 khéi lwong chat diém, A; 13 vi tri coa né, B 14 vi tri sau thoi
doan vo ciing bé do tac dong luc ngoai va do vén toc ¢ dau thoi doan gay ra, C, 1a
vi tri ¢6 thé ( bi rang budc boi lién két) thi lugng cudng buc duge viét nhu sau:

z=>m(BC,) - Min 2.1)

Dau tong trong (2.1) 14y theo s chat diém.
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St dung nguyén 1y van tdc 4o va nguyén Iy D ‘Alembert, xét hé & trang
thai can bang va cho rang co luc v6i d6 1on ti 16 véi do dai E tac dung theo
chiéu tir C. dén B,, Gauss da chirng minh nguyén ly cia minh [1,tr. 172].

Pé c6 thé str dung nguyén Iy Gauss can biét dai lugng bién phan cua no.

Theo [1,tr. 889], Gibbs (nam 1879) va Appell (nam 1899) di tir cac 1ap ludn

khac nhau déu nhan duoc nguyén 1y Gauss va chi ra rang dai luong bién phan
ctia nguyén ly nay 1 gia toc. Piéu nay c6 nghia la:

ori=0; 6ri=0; o6ri= 0 (2.2)

& day & 1a ki hiéu bién phéan (1ay vi phan khi ¢6 dinh thoi gian ), ri, i va F;1an

luot 13 vecto toa dd, vecto van tdc va vecto gia tbc cua diém 1. Chuyén dich

ctia chit diém cua hé co lién két dudi tac dung cta luc F; sau thoi doan dt tinh

theo cong thirc sau day:
ri+r'idt+%'r;dt2 (2.3)

Vi 8ri=0va &¢;=0 nén chuyén dich cta chit diém hoan toan tu do (co thé
hinh dung ¢ dau thoi doan dt lién két dugc giai phong nhung van giir luc tac

dung) sau thoi doan dt 1a :

r 4 rdte S dre (2.4)
2m

Hiéu cta (2.4) va (2.3) cho ta d6 1éch vi tri ctia chat diém c6 lién két so véi vi tri
cua no khi hoan toan tu do.
C6 thé xem dt 1 hang thi luong cudng buc Z theo (2.1) duoc viét dudi dang luc

nhu sau (v6i d6 chinh xac bang thira s6 dt*/ 4) :

Z:Zm{%—ﬁj — Min (2.5)

hoac
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7 = Z%(F" mF. )2 - Min (2.5a)

Khi tinh lugng cudng buc theo (2.5) can xem gia toc 13 dai lugng bién
phan (bién phan kiéu Gauss theo cach néi cua Boltzmann ). Nhu vay, phuong
phap tim cuc tiéu cta cac bai toan co hoc duoc xay dung theo nguyén 1y (2.5)
khong thé 13 bat ky ma phai 1a (khi khong c6 rang budc nao khac):

oz
a—r =0 (2.6)
Piéu kién (2.6) s& cho ta phuong trinh can bang. That vy, ap dung (2.6) vao
(2.5) ta nhan dugc phuong trinh can bang cta hé (¢ day luc tac dung bang luc
quan tinh). Appell va Boltzmann (nim 1897) con cho biét nguyén 1y Gauss
ding cho h¢ lién két holonom va ca hé lién két khong holonom [1,tr. 890].
Nguyén 1y Gauss (2.1) hoidc (2.5) c6 dang ctia phuong phap binh phuong tbi
thiéu 12 phuwong phap ciing do Gauss dua ra va duoc dung rong rii trong toan
hoc hién dai, trong giai tich cling nhu trong 15i giai s6. C6 18 vi vay nguyén ly
Gauss thu hat sy chil ¥ cua nhiéu nha khoa hoc, thi du, Hertz (ndm 1894) dya
trén ¥ tudng luong cudng birc dua ra nguyén Iy dudng thang nhat (dudng co do
cong nho nhét) hodc Prigogine (nim 1954) va Gyarmati (nim 1965) da xay
dung duoc luong cudng bire cia cac qua trinh khong hoi phuc trong nhiét dong
luc hoc [2].

Céc tai liéu gido khoa vé co hoc thudng gi6i thiéu nguyén 1y Gauss dudi
dang (2.5) 1a dang dung duoc dé tinh toan. Nhung nguyén 1y (2.5) véi dai luong
bién phan 14 gia téc chi 1a mot biéu thi ciia nguyén 1y Gauss (2.1) boi vi dai
luong bién phan trong co hoc con co thé 1a chuyyén vi va van toc nhu trinh bay

sau day.
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2.2. Phuwong phap nguyén ly cwe tri Gauss

Trong bai viét ciia minh Gauss néu nhan xét rang nguyén Iy vin toc do
bién vin dé tinh hoc thanh vin dé todn hoc thudn tuy, con nguyén Iy
D’ Alembert dwa bai toan dong luc hoc vé bai todn tinh hoc va moi nguyén ly
ciia co hoc hodc nhiéu hodc it déu cé thé triee tiép rit ra tiv hai nguyén 1y trén.
Duéi day trinh bay phuong phap dua trén nguyén Iy chuyén vi 4o dé nhan duoc
biéu thirc (2.1) ctia nguyén 1y Gauss.

Xét hé chat diém c6 lién két tuy y & mot thoi diém bat ki nao d6 c6 nghia
1a phai dua luc quén tinh f; cia hé tai thoi diém d6 tac dung 1én hé. Doi véi hé
hoan toan ty do luc quan tinh fo; ciia nd bang véi ngoai luc (chi s6 ‘0’ & chan ki
tu chi réng ki tu d6 thudc hé¢ so sanh, truong hop nay l1a hé hoan toan tu do cé
cuing khéi luong va cting chiu tc dung luc ngoai giéng nhu hé c6 lién két). Nhu
vay, cac lyc tac dung 1€n hé c6 lién két gém cac luc fi=m; i va cac luc fo; = m;
¥oi (thay cho ngoai luc). Theo nguyén 1y chuyén vi a0 dbi vai lién két gitr (lién
két dudi dang dang thic) va khong gitr (lién két dudi dang bat dang thirc) diéu

kién can va du dé hé ¢ trang thai can bang 1a [1,tr. 887] :

Z(fu - fOi )5r| <0 (27)

Biéu thirc (2.7) cling duoc Fourier (ndm 1798 ) va Ostrogradsky ( nim 1838)
doc lap dua ra.
C6 thé nhan xét ngay rang phan trong ngodc don cua (2.7) biéu thi luc tac dung
1én hé nén phai bang khong dé hé ¢ trang thai can bang.
Trong biéu thirc (2.7) cin xem c4c chuyén vi 1 doc lap ddi véi luc tac dung.
Cho nén tir (2.7) co thé viét:

Z=>(f —f,)r > Min (2.8)

Trong (2.8) r; 1a cac bién doc 1ap can tim dé bao dam cho Z cuc tiéu. Vi chuyén

vi roi ctia hé hoan toan tu do da biét nén biéu thire (2.8) twong dwong vdi cac
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biéu thire dudi day:

Z = (fi=f)(r-ry) — Min (2.8a)
hoac

z=Ym L;——r} (r-r,) > Min (2.8b)

Dé dang nhén thay (2.8b) 1a tich ctia khdi lugng m; vi binh phuong d6 1éch vi
tri chat diém va do d6 Z xac dinh theo (2.8) 13 lugng cudng birc ctia nguyén ly
Gauss (v6i d6 chinh xac bang thira s6 dt¥ 2 ). So véi (2.5), luong cudng bic Z
xéc dinh theo (2.8) biéu thi ddy du va rd rang tu tuong ctia nguyén 1y Gauss thé
hién & chd, thir nhét, n6 cho phép so sanh hé co lién két v6i hé hoan toan tu do,
thr hai, dai luong khong biét (dai luong bién phan) trong (2.8) 13 chuyén vi
gidng nhu trong (2.1). Cuc tiéu cia (2.8) can va phai dugc tim tir diéu kién (khi
khong c6 cac rang budc nao khac):

ol _
ol (2.9)

Piéu kién (2.9) ap dung vao (2.8) cho ta phuong trinh can bang cua co hé.
Vidu 1l Viduy nay lay tir [3.tr. 64]. Viét phuong trinh chuyén dong ctia khéi
luong m chay trén duong cong y=bx? trong mit phang (xy), khong c6 luc ma

sat, dudi tac dung cua truong gia toc g (Hinh 1.1).

Y //y:bxz
b/
m
,/.
//// x
Hinh 1.1

Céc lyc tac dung 1én khéi lugng m bao gém: luc quan tinh theo chiéu y, luc

trong truong theo chiéu am cua y, luc quan tinh theo x. Chon h¢ so sdnh 1a h¢ c6
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cung khdi lugng m nam trong truong gia téc g nhung hoan toan ty do. Luong
cudng birc duge viét theo (2.8) nhu sau:

Z = (Mmy+mg)y+(m)x — Min (@)
Thé y =bx? vao (a) ta cd

Z = (my+mg)bx® +(mx)x — Min (b)
Xem chuyén vi x 1a bién doc 1ap va tir didu kién % _0 nhan duoc:

2bxy + 2bgx + X = 0 (c)

Thay § = 2bxx+2bx? vao (¢) nhan duoc phuong trinh chuyén dong ctia khdi
luong m

(4b*x* +1)% + 4b*xx* + 2bgx =0 (d)
Phuong trinh (d) 14 két qua can tim.
Nhu nhén xét ctia Gauss néu trén, c6 thé néi biéu thirc (2.7) da bién van dé tinh
hoc (can bang luc) thanh van dé toan hoc thuan tuy. That vy, néu ta ding gia
tdc 1a dai luong bién phéan thi twong ty nhu (2.7) ¢ thé viét

> (fi—f,)dri < 0 (2.10)

v6i diéu kién gia téc ¥ 1a dai luong doc lap doi véi luc tac dung.
Tir (1.10) c6 thé viét
Z=Y (fi-fy)fi —» Min (2.11)

Trong (2.11) can xem gia tc i 1a dai lugng bién phan dé bao dam cho Z cuc
tiéu. Vigiatdc ¥ cia hé hoan toan tu do d biét nén biéu thirc (2.11) twong
duong véi cac biéu thirc dudi day:

Z =Y (fi—fu)(Fi-Foi) —  Min (2.11a)

hodc = Z m, (%—fm}( Fi- Foi) — Min
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zZ =Y ml-iy)? —  Min (2.11b)

Ta thay (2.11b) tring véi (2.5). Céc gia tbe i phai thoa man cac lién két néu co
va diéu kién cuc tiéu cua (2.11) 12 biéu thirc (2.6).
Vidu2.Lam lai vi du 1 (Hinh 1) theo nguyén li (2.5) hodc biéu thirc (2.11)
Khéi luong m vira chuyén dong theo x, vira chuyén dong theo y, nhung
do c6 lién két y= bx? nén chi c6 mot bac ty do, thi du 13 X. Céc lyc tac dung lén
m bao gom: Luc quén tinh theo chiéu y, lyc trong truong theo chiéu 4m cua Y,
luc quan tinh theo X. Luong cudng bic Z viét theo (2.5) Ia:
Z = m(%+ ¥)2+mx*> -  Min (@)
Lay dao ham rang budc y=bx? theo thoi gian hai lan ta c6 :
y = 2bxX + 2bx* (b)
Thay y trong (a) bang (b), nhan dugc
Z= (g+2bx¥+2bx*)* +%* — Min (c)
Xem gia tdc % 1a bién doc lap va tu diéu kién 6z /6% =0 ta co phuong trinh
chuyén dong cua khéi luong m nhu sau :
(4b*x* + )% + 4b*xx* + 2bgx = 0 (d)
Phuong trinh (d) 1a két qua can tim.
Tuong ty, cling c6 thé dung van toc ¢ 14 dai luong bién phan, khi dé lugng
cudng birc Z duge viét :

Z =Y (fi-fy)r, — Min (2.12)

véi diéu kién van toc rola bién doc 1ap va thoa man céc lién két néu co. Trong
truong hop nay diéu kién cyc tiéu ctia nguyén 1y(2.12) s& 1a (khi khong c6 rang

budc nao khac) :

Z —g (2.13)
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Lam lai bai toan cua vi du 1 véi dai luong bién phan la van tdc (biéu thue 2.12)
cling cho ta két qua dtng dan.
Tom lai, cac nguyén 1y (2.5) hodc (2.11) véi dai lugng bién phén 13 gia toc doc
1ap dbi v6i luc tac dung, nguyén 1y (2.8) véi dai lwong bién phan 1a chuyén vi
doc 1ap dbi voi luc tac dung va nguyén 1y (2.12) véi dai luong bién phan 1 van
tdc doc 1ap ddi vai luc tac dung da bién phuong trinh can bang luc (van dé co
hoc ) thanh céc bai toan toan hoc thuan tuy va cé thé duoc phat biéu nhu sau :
Chuyén déng thwc ciia co hé xdy ra khi lwong cudng bire Z

xdc dinh theo (2.5) thi dwoc tim theo gia toc , diéu kién (2.6 )

xdc dinh theo (2.8) thi duoc tim theo chuyén vi, diéu kién (2.9)

xdc dinh theo (2.12) thi dwoc tim theo vin toc, diéu kién (2.13)
la cuc tiéu.

Puong nhién, cic dai luong bién phan gia tdc, chuyén vi va van tdc
phai thoa méan céac diéu kién lién két cua hé.

Dé 6 thé ap dung cho ca cac bai toan tinh cia moi trudng lién tyc ta s&
dung nguyén 1y (2.8) véi dai lugng bién phan 1a chuyén vi va diéu kién cuc tiéu
1a (2.9). Nguyén 1i (2.5) khong cho phép giai cac bai toan tinh. Do dé, cach
trinh bay nguyén 1y Gauss dudi dang nay dd han ché viéc st dung nguyén 1y
trong co hoc.

C6 thé méd rong nguyén 1y Gauss bang cach so sanh hé can tinh v6i hé
c6 lién két tuy ¥ chiu tac dung cta luc gidng nhu hé can tinh ma 101 giai ciia nd
da biét. Khi d6 thay cho lyc ngoai ta dung luc lién két va luc quan tinh ciia hé so
sanh v6i ddu nguoc lai dé tac dong 1én hé can tinh. Piéu nay 14 hién nhién bai
vi ngoai luc luén can béng vo1 noi luc. Xét vi du minh hoa sau
Vi du 3 Hé can tinh 1a khoi lugng m ¢6 lién két 16 xo do cimg k va lién két nht
v6i hé s6 nhét ¢ chiu tac dung luc p(t) (Hinh 2.2). Xét dao dong thang dtng u(t)

clia m so voi vi tri can bang tinh ctia nd. Bai todn c6 mét bac dao dong tu do. Ta
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chon hé so sanh c6 khéi lwong mg va lién két 10 xo d6 cing ko cung chiu luc p(t)

(Hinh 2.2.b).

a) m b) ° m
k c k,

Hinh 2.2 a) H¢ can tinh; b) H¢ so sanh.
Dao ddng uo(t) ctia hé so sanh (so véi vi tri cdn bang tinh cua nd) xac dinh tir
phuong tinh can bang sau
myU, + K,u, = p(t) (a)
Luc tac dung 1én khéi lwgng m gém c6: luc quan tinh mi, luc can 10 x0 ku, luc
can nhét cu va lyc p(t) dugc thay bang noi luc cta hé so sanh. Luong cudng
buic theo (2.8) viét duoc:
Z = (mU+cu+ku—mgli, —K,u,)u — Min (b)
Phan trong dau ngodc don cua (b) biéu thi lvc tac dung va theo nguyén 1y
chuyén vi (2.8) can xem chuyén vi u 12 bién doc lap ddi voi luc tac dung thi tir
diéu kién 6Z/du =0 nhén duoc phuong trinh can bé‘mg ctia hé can tinh
MU + cu + ku = my U, + KU, (©)
hay chu y té1 (a) ta co
mui + cu + ku = p(t) (d)
Nhin vao (c) va (d) thdy ring thay cho viéc giai phwong trinh vi phan can bing
(d) ctia hé can tinh ta c6 thé giai phuong trinh (c) Gng voi timg thoi diém. Vé
phai cta (c) c6 thé 1a nghiém riéng hodc nghiém co ban (trudng hop p(t) 1a
xung don vi) cta (d) hodc, mot cach tong quat, 1a thé hién cta p(t) trén hé bat ki
nao khac (10i giai cuia hé bat ki khi chiu tic dong ctia p(t) ). Nhan xét nay rat

hitu ich bai vi né cho ta mot phuong phap nita dé giai cac phuong trinh vi phan
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phtc tap, dic biét 1a dbi vai cac bai toan co didu kién bién ¢ v6 han hoic 1a khi
giai bang s6.
Luong cudng bic Z theo (b) co thé viét dudi dang sau:

Z=71+72+7Z3 — Min (e)
Z1= %(ku—kouo)z, Z2=2cuu, Z3= 2m(li-U,)u ()

O day Z1 viét dudi dang binh phuong téi thiéu. Vi Z1 duoc viét dudi dang binh
phuong t6i thiéu nén cac dai lugng Z2 va Z3 phai nhan véi hé s6 2. Céc bicu
thue luong cudng buc (b) va (e), (f) 1a tuong duong.

Nhitng nhan xét rat ra tr vi du minh hoa néu trén 4p dung dung cho bat ki hé
nao khac.

Trinh bay trén cho thy c6 thé dung hé co lién két bat ki dé 1am hé so sanh cho
nén c6 thé mé rong biéu thire (2.8) nhu sau :

Z:Z(pmn —  Min (2.14)

voi T 1a noi luc bao gém luc quan tinh va luc lién két néu c6 cua hé can tinh,
foi 1a noi luc va luc lién két da biét ctia hé so sanh bat ky chiu tac dung luc ngoai
gidng nhu hé can tinh.

Chu ¥ rang khi str dung biéu thuc (2.14) can xem chuyén vi 1; 13 dai lugng doc
1ap d6i v6i luc va phai thoa man cac diéu kién lién két néu co. Boi vi cuc tiéu
cua lugng cudng birc Z phai dugce tim theo (2.9) (khi khong ¢6 cac rang bude
nao khac ) nghia 1a phai giai phwong trinh can bang ciia co hé nén bai toan luon
c¢6 nghiém va nghiém 1a duy nhét

Phwong phdp ciia nguyén Iy (2.14) cho phép ding hé so sanh bat ki. Pai liong
bién phén cua (2.14) la chuyén vi, diéu kién cue tiéu ciia né la biéu thire (2.9).
Phuong phap nay do GS. TSKH Ha Huy Cuong dé xuat va dugc goi 1a phuong
phép nguyén 1y cuc tri Gauss.

Biéu thirc (2.7) trong cac gido trinh co hoc thudng mang dau bang, nghia 1a chi xét
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trudng hop lién két gitr va khi d6 tir (2.7) s& nhan duoc nguyén 1y cong a0. Co thé
néi bicu thirc (2.7) véi ddu nho thua hodc bang 1a sy khac biét co ban giita nguyén
1y co hoc ctia Gauss véi co hoc dua trén nguyén ly cong ao hién dung.
2.3. Co hé méi truong lién tuc: ing suat va bién dang
Trong muyc nay trinh bay phuong phap nguyén 1y Gauss ddi v6i co hé moi
truong lién tuc. Mudn vay can biét khai niém tmg suét va bién dang cta méi
truong lién tuc. Dé trinh bay gon dudi ddy dung cac dai luong tenxo véi cach
hiéu nhu sau [4 ,tr.196]:
aa =a’+a, +a,
Ay =y, +3,, + 3y,
va hé sb Kronecker
dj = 1 khi i=j
Sj = 0 khi i #]
vor 1=1,23; 3=123;k=1,2.3 ddi vai khong gian 3 chiéu.
Co thé noi dbi tuong nghién clru cia co hé moi truonglién tuc trong toa do
vudng goc 1a phan t6 khdi chir nhat (ba chiéu, kich thudc vo cung bé ) hodc
phan t6 chit nhat (hai chiéu, kich thudc vo ciing bé ) dugc tach ra tir mdi truong
(hinh 2.3).

< e o

Cis
o,
Y ELE] 2
S 21
7
Kavez 11
2y

dx2

Hinh 2.3. Trang thai tmg suat phan to
Khi d6 i thuyét tng suét cho thay ngoai cac luc thong thuong (luc giy céac

chuyén vi tinh tién trong co hé chat diém) trén bé mat phan td con c6 cac ing
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suat tic dung . C6 9 tng suit o; tac dung lén bé mit phan t6. Thi nguyén cua
ung suét bﬁng luc chia cho don vi dién tich.
Tir diéu kién can bang lwc va momen s& nhan dugc phuong trinh can bang tinh
ctia phan td

o,;7 bi =0 (2.15)
Trong (2.15) oj la tmg suat, o, ; biéu thi dao ham ctia (mg suat theo toa do
khong gian, do,/0x; = o, bi 1a luc khi (luc khdi xem nhu 14 lyc can). Néu
khong c6 luc momen khéi thi tir phuong trinh cén bang s& o :

0.= 0. (2.16)

S6 g suat doc 1ap tac dung 18n bé mit phan t6 chi con 6 . Li thuyét ting suét
cho théy khi biét trang thai ting suét phan td thi s& xac dinh duoc trang thai lyc
tai diém d6 cia moi trudng va nguoc lai .
Khi chiu tac dung ngoai luc, phan t6 chuyén dong va bién hinh. Ly thuyét bién
dang cho thdy ngoai cac chuyén vi u; phan t6 con chiu cac bién dang &;; . Néu
xem bién dang 13 bé (binh phuong hoic tich hai bién dang 1 nho so véi chinh

no ) thi cac bién dang dugc xac dinh theo cac phuong trinh sau:
1
gij = S (uj+ Uji) (2.17)

Cac e la cac dai lugng khong thtr nguyén. Tuong ty nhu tenxo oijj,
tenxo & d6i ximg va c6 6 bién dang doc lap twong ing véi 6 mg suat.

Tir (2.17) thiy rang trang thai chuyén vi xac dinh duy nhat trang thai bién
dang, nhung nguoc lai khong dung béi vi cé nhitng chuyén vi khong gay bién
dang (chuyén vi ctia vt ran tuyét d6i). Ngoai cac phuong trinh néu trén, dé bao
dam tinh lién tuc ctia mdi truong con cd cac cac phuong trinh vé diéu kién
khong b1 gian doan.

Tuy theo tinh chat co hoc cta vat liéu moi truong ma co cac lién hé khac
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nhau giita ing sut va bién dang. Do c6 6 ting suat va 6 bién dang nén mot cach
tong quat can biét 36 thong sd tinh chét vat liéu. Tuy nhién tir diéu kién biéu thi
nang luong bién dang phai giong nhau con s6 36 rat xuéng con 21. Di véi vt
liéu déng hudng chi con 2 thong sb tinh chat vat liéu doc lap duoc chon trong $b
cac thong s6 sau: hai hang s6 Lamé pva A, médun Young E , modun truot G
va hé sb Poisson v, giita chung c6 cac lién hé sau day :

_ Ev _ _ E
M o) 0 MTC T o, @1

Péi voi vat lieu déng nhét , déng huong, tuan theo dinh luat Huc

(Hooke) thi lién hé giira img suat va bién dang s&1a:

Cijj = 2G (Sij + 1_V 8kk5ij) (2.19)

14

Tir cong thic (2.19) thay rang tng suat o;; khong nhimg phu thudc vao
bién dang &ij theo phuong ctia n6 ma con phu thudc vao cac bién dang theo céc
phuong khac thong qua hé s6 Poisson v. Hé s6 2G dé tién trinh bay sau nay s&
dugc goi la do cung cua bién dang.

Nhiing trinh bay trén cho thay d6i voi co hé mdi truong lién tuc can xem
cac bién dang ¢j; la doc lap ddi v&i nhau va duoc xac dinh theo phuong trinh
(2.17), can xét cac phuong trinh vé diéu kién khong bi gidn doan ctia moi
truong va lién hé giira tng suat va bién dang. Di v6i méi trudong dan hoi, dong
nhat, dang hudng lién hé ing suat - bién dang lay theo (2.19) va diéu kién
khong bi gian doan ctia méi truong tu dong thoa man khi biéu thi img suat qua
chuyén vi.

Tom lai, khac véi co hé chat diém, trong moi truong li€n tuc ngoai luc
khéi va luc quan tinh 1a cac lyc tac dung gdy chuyén vi, con phai xét thém céc
g suat oj; gdy ra cac bién dang s;;.

Tu nhan xét vira néu, cd thé sé co ich doi voi nhan thire khi dua ra cac
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nhan dinh tong quat vé mdi twong quan giita co hoc chét diém va co hé méi
truong lién tuc nhu sau:
Khai niém co ban cua co chat diém 1a chét diém, cac luc tac dung 1én chit diém
gay ra cac chuyén vi, dic trung cua chat diém 1a khéi luong;
Khai niém co ban ctia co hé méi truong lién tuc 12 mit cat phan td, cac Gmg suat
gdy ra cac bién dang, cac dic trung clia mit cit phan td 1a cac do ctng bién
dang twong ng véi cac Gmg sudt. Cac do cimg nay xac dinh tuy theo tinh chat
vat li¢u moi truong. Trong co hé moi1 truong lién tuc con co luc khdi va luc
quan tinh gay chuyén vi gidng nhu trong co hé chat diém. Do d6, c6 thé tom tat
mdi twong quan vira néu dudi dang:
Chdt diém o Mt cdt phan t6
Lyc S Luc
Cdc ting sudt
Chuyén vi < Chuyén vi
Bién dang
Khoi lwong o Khoi luong
Cdc d cirng bién dang

Ki hiéu < chi sy tuong duong giita cac khai niém. Véi cach hiéu nay
cling d& dang xdy dung phiém ham luong cudng bic twong tu nhu (2.14) d6i
v6i co hé moi trudong lién tuc bat ky dugc trinh bay sau day.

Trudc tién, ta dung hé so sanh 1a hé chat diém c6 cung khdi luong, cung
chiu tdc dung luc ngoai va hoan toan ty do. DPdi v6i moi truong lién tuc can xét
thém tmg suét va bién dang nén luong cudng birc Z ctia hé viét tuong tu (2.14)
nhu sau:

Z..=.21+72 — Min
21=[oye, v, Z2={(ptiu, +bu, - pligu;)dF (2.20)
v v
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Trong (2.20) V la thé tich vat thé, pla khdi lugng don vi. Luc quan tinh 1a lyc
can nén trong (2.20) mang diu cong. Luong cudng birc Z1 xét Gmg suit cua
moi trudng lién tuc can tinh, hé chat diém so sanh khong c6 ung suit. Lugng
cudng buc Z2 xét luc khdi va lue quéan tinh cia moi trudong lién tuc, luc quan
tinh ctia hé chat diém so sanh. Cac lyc nay déu gy chuyén vi u.

Theo phuong phap nguyén 1y cuc tri Gauss, trong (2.20) can xem cac
bién dang e, 14 doc 1ap ddi véi cac tmg suat ojj va cdc chuyén vi u; la doc lap
d6i vé6i luc tac dung (¢ day 1a Iyc khoi va luc quan tinh) va doc 1ap d6i v6i nhau.
Diéu kién cyc tiéu cta (2.20) 1a

0Z1 0z2

—+—=0 2.21.a
Og;; ’ ou; ( )

Néu bién dang & biéu thi qua chuyén vi (cong thirc (2.17)) thi diéu kién cuc

tiéu cta (2.20) duoc viét nhu sau:

o¢..
og; ou; oy,

Tur diéu kién (2.21.a) nhan dugc

o,; T bitpli-plo =0 (2.22)
Phuong trinh (2.22) 12 phuong trinh vi phan cin bang ctia co hé méi trudng lién
tuc dudi dang tmg suét.

Néu tai diém dang xét khong c6 luc ngoai tac dung thi pl,, bi triét tiéu,
phuong trinh (2.22) 13 phuong trinh can bang dong luc hoc thudng gip ciia co
hé moi truong lién tuc. Truong hop bai toan tinh, pi, ciing bang khong,
phuong trinh (2.22) khi d6 trung véi (2.15).

D@ dang nhan dugc phuong trinh vi phan can bang dudi dang chuyén vi
bang cach dua lién hé tng suét - bién dang vao phuong trinh (2.22) hodc vao

phiém ham (2.20).Trong muc (2.5) dudi day sé trd lai van dé nay.
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Céan néu nhan xét rang biéu thirc (2.20) cho phép so sanh co hé moi
truong lién tuc voi co hé chit diém hoan toan tu do khi hai hé cung chiu luc
ngoai nhu nhau. Trong (2.20) khong chira cac thong sd tinh chat vat liéu cua
moi trudng nén nd dang véi méi trudng bat ky.

Xét cac truong hop khac ctia phiém ham luong cudng bire (2.20):
Truong hop khong dung hé so sdnh thi phai dua luc ngoai pi vao (2.20). Luc
pi thuong tac dung 1én bé mat Q cua vat nén ta viét

Z = j(aijgij+puiui —biui)dv—jp u,dQ — Min (2.23)
\% Q

C6 thé dung hé so sanh ciing 12 co hé mdi trudng lién tuc c6 lién két batky véi
diéu kién hai hé cung chiu lyc ngoai giéng nhau:

Z = I[(Uij _Goij)gij + (ol = polig )u; — (b, _bOi)Ui}jV — Min (2-24)

Gidng nhu da trinh bay & vi du 3, thuc chat ciia phwong phap nguyén 1y cuc tri
Gauss la dung ndi1 luc cua hé so sanh tac dung Ién hé can tim.
Déi voi bai toan tinh, luc quan tinh triét tiéu, khi khong xét luc khéi, biéu thic
(2.24) c6 dang:

Z =[(oy —0og)e,0v. — Min (2.25)

\%
Pbi v4i bai toan tinh, khong xét Iyc khoi, khong dung hé so sanh, tir (2.23) ta
co:

Z = jaijgijdv—jpiuidQ — Min (2.26)
\ Q

Céc chuyén vi u;va bién dang &;; (xac dinh theo (2.17)) trong cac phiém ham
(2.20, 2.23, 2.24, 2.25) va (2.26) 1a nhiing dai lugng doc lap d6i véi luc tac
dung va tng suét va phai thoa mén cac diéu kién lién két néu co6. Chuyén dong
thuc cua co hé méi truong lién tuc xay ra khi cuc tiéu cac phiém ham luong
cudng birc vira néu theo diéu kién (2.21) néu khong co cac diéu kién lién két

nao khac.
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Dbi v6i méi trudng dan hdi, quan hé tmg sut — bién dang xac dinh theo
(2.19), ta c6 thé viét luong cudng birc dudi dang binh phuong tdi thiéu nhu

nhan xét da néu ¢ vi du 3:

1 .
Z = JE(GiJ—GOij)Zdv+2J(fmi—mei)uidv — Min (2.27a)
hoiic Z = [2G(s;—&q) dv +2[m (i, —Ug)udv - Min
\Y \Y

Tuong tu, khi khong dung hé so sanh thi phai xét luc ngoai, co thé viét lai
(2.26) nhu dudi day

Z = J%(Uij)de+ZJ fmiuidv—zgj; p,u;dQ  — Min (2.27Db)
hodc Z =I26(gij)2dv+Zj(miui)uidv—zj p;u;,dQ — Min
\ \ Q

Trong (2.27) f, =mu, va f,, =myi,; lalyc quan tinh cia hé can tinh va hé

omi
so sanh, lién hé gitta ing sudt va bién dang xac dinh theo biéu thuc (2.19).
Trong (2.27), can xem cac bién dang ¢;; la cac dai lugng bién phan doc 1ap ddi
v6i cac Gmg sut oy, cac chuyén vi u, 1a doc 1ap ddi vai luc tac dung p va luc
quan tinh.

Tich phan thir nhat trong (2.27) lién quan dén tng suit dan hdi cé trong
s6 14 2G, Tré 1én trinh bay cac phiém ham luong cudng birc, doi véi co hé chat
diém 1a cac biéu thic (2.14), dbi voi moi truong lién tuc 1a biéu thac (2.20) va
cac truong hop khac cta né 13 cac biéu thic (2.23), (2.24), (2.25), (2.26) va
(2.27). Trong cac phiém ham ndy can xem céc bién dang &; xac dinh theo
(2.17) va cac chuyén vi U; 1a cac dai lugng khong biét doc lap ddi voi ing suat
va lyc tdc dung, thoa man cac diéu kién lién két néu c6 va cac diéu kién khong
bi gian doan (riéng ddi voi méi trudong lién tuc). Cuc tiéu cac phiém ham nay
theo diéu kién (2.21) chota chuyén vi thuc cua co hé can tinh.

Phuong phap nguyén i cuc tri Gauss la phuong phap méi trong co hoc

moi truong lién tuc.
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2.4. Co hoc két ciu

Moén strc bén vat liéu va co hoc két ciu nghién curu trang thai ung suét
bién dang cua dam, thanh, tim, khung, dan v.v...1a nhiing két cAu c6 mot hodc
hai kich thuéc nho thua nhiéu 1an so véi cac kich thudc con lai. Trong truong
hop nay dé don gian nhung két qua tinh van bao dam d6 chinh xac du diung
trong thuc té (kiém tra bang thi nghiém), c6 thé dung mit cit két ciu thay cho
mit cat phan t6 va cac tng suat tac dung 1én mit cit duoc qui vé thanh cac noi
luc tac dung 1én mit trung binh (duong trung binh di v6i ddm) nhu lyc doc N,
momen uén M, luc cit Q v.v... Mudn vay can dua vao cac gia thiét sau day:
—  Khi chiu lyc doc truc, img suét phap dugc xem la phan bd déu trén tiét
dién.
Khi chiu luc ngang (tac dung thang goc voi mit trung binh) c6 céac gia thiét sau
day:
— Mt trung binh cua tAm va truc trung binh ctia dam khong ¢ ndi luc va do
d6 khong bi bién dang.
—  Gia thiét tiét dién phang: tiét dién sau khi bién dang van phang.
—  Khong xét (mg suit nén gitta cac 16p theo chiéu cao tiét dién, nghia 13 xem
cac 16p song song v4i mat trung binh (tdm) 1am viéc & trang thai tmg sut
phang.

X3

X2

i |

i MII

Hinh 2.4. Ni lirc ciia phan t6 tAm
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Str dung cac gia thiét trén, cdc momen udn va xoan va luc cat tdc dung

1én mat cat két cau xac dinh theo cac biéu thuc dudi dy (hinh 2.4):

hi2 hi2 h/2
M, = IO-MXSdXS , M, = I022x3dx3 y My =M, = jalZXdes

-h/2 -h/2 -h/2

hi2 hi2
Q.= j013dX3, Q= j023dx3 (2.28)
“hr2 A2
& day h 1a chiéu cao tiét dién.
Pé c6 thé ap dung phuong phap nguyén 1y cuc tri Gauss can biét céc
‘bién dang’ cua tiét dién do momen udn giy ra. Vi cc gia thiét néu trén chi
can biét chuyén vi thang dimg w cua truc hodc mit trung binh cta két cau (con
goi 1a dudng d6 vong, dudng dan hoi) thi trong truong hop udn thuan tuy cé thé
tinh dugc cac chuyén vi theo cac phuong con lai va ding cac phuong trinh
(2.17) dé xac dinh cac bién dang. Két qua cho thay cac bién dang trong mit
phang tim (hodc thé dam) phan bd tuyén tinh theo chiéu cao va ti 18 véi do
cong yij cua mat vong (1=1,2; j=1,2):
& = X3xij
Yu=-Wu , xy2=-W2, X12=-W,12 . (2.29)
Dau trir trong cong thirc xac dinh d6 cong (2.29) 1a do xem chuyén vi w ¢o
chiéu duong huéng xudng dudi va dau ndi lyc nhu trén hinh 2.4. Nhu vay, do
cong y ij cua cac 16p song song voi mat trung binh la gidng nhau va dé 1a ‘bién
dang’ do momen M gdy ra. Biét duoc bién dang &; xac dinh theo (2.29) s&
tinh dugc momen M;; theo (2.28). Lién hé giira momen udn va ‘bién dang udn’
cua tiét dién nhu sau:
M, =D(x, +Vxs), My =D(ryn +vay): My, =DA-v)x, (2.30)
& day D 1a d6 cing udn

L. , e AN 3 Ao 7o LA 3
ddi véi dim D =EJ = E0 , doivéitam D= En .
12 120-v )
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va D (1-v) duoc goi 1a dd climg xodn (46 cling clia bién dang xoin).

(6 day can chu ¥ rang do c6 lién két gdi tya nén mit trung binh c6 thé bi bién
dang trong mit phang ctia no, gia thiét mit trung binh 12 mat trung hoa néu trén
khéng duoc thoa méin.Trong truong hop nay do vong phai 13 bé so véi chiéu
cao dam hodc chiéu day tAm dé c6 thé bo qua tng suét tac dung trong mit trung
binh).

Trong trudng hop ¢6 luc cat Q; thi chung dugc xac dinh tir diéu kién can bang

phan td, ta co:

_ My, M, _ My, M,
Qu %, x, Q22 ox, %,
hay Qu =D [(rw)i+(r12)2], Q2=D[(r12)1+ (x22)2] (2.31)

Tir cong thirc (2.28) c6 thé thay do cung chiu cat cua tiét dién 1a Gh va bién
dang truot y, VA y,, tuong tng vdi luc cat s& bang goc xoay ciia duong dan
hoi:

1 Voo =Wjp =—— (2.32)

Vi =W, =8_X1

Trong 1y thuyét két cAu chiu uén néu trén, d6 vong cua két cu chi do mo-men
ubn gay ra, khong xét bién dang truot do luc cat gay ra.

Déi véi cac luc N; j tdc dung 1én mat trung binh cua tiét dién thi cac bién
dang & (i=1,2;j=1,2) van xéc dinh theo (2.17). P9 cing cua tiét dién chiu nén
kéo s€ l1a Eh.

Trong céc cong thirc vira néu 14y i=1,j=1 d6i voi bai toan mot chiéu
(thanh, dam), chiéu rong dam bang don vi.

Do str dung momen udn cua tiét dién nén phai dua thém cac lién két vé
xoay dé mo ta cac diéu kién bién ctia no: lién két khép cho phép tiét dién xoay
tu do, momen bang khong; lién két ngam khong cho tiét dién xoay, momen
khac khdng.
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Sau khi di biét ‘cac bién dang’ tuong g véi cac ndi luc cuia tiét dién
(momen udn, luc cit, lyc doc truc v.v..) va d0 cting cta chung thi dé dang xay
dung céc bai toan co hoc két ciu theo phuwong phap nguyén li cy tri Gauss.

Ta c6 thé viét mot cach tong quat lugng cudng birc Z ctia bai toan co hoc
két cau dudi dang twong tu nhu (2.25) (bai toan tinh):

Z= v [(My My 23+ Qu-Qu)za* (Ny~ Ny }dv - Min (2.33a)

hoic dudi dang binh phuong t6i thiéu

Z= [y . 1 (Noi lyc hé can tinh- Noi luc hé so sanh)2dv — Min (2.33b)
ocung

va trong truong hop khong dung hé so sanh ta co

Z=[v —1 (N Iyc hé can tinh)2dv -2 pwd — Min (2.33¢)
Docung 5

& day V 1a chiéu dai ddm hodc dién tich tim, Q 13 chiéu dai hodc dién tich
pham vi dat luc. Trong (2.33) can xem céc do cong y ijla cac dai luong doc lap
d6i véi noi lyc momen uén M jj , cac bién dang truot 5, VA y,, la cac dai
luong doc 1ap ddi voi luc cat Qi1 va Qa, cac bién dang trong mit trung binh
&; 14 cic dai lugng doc 1ap d6i véi Njjva déu 1a cic dai lugng bién phén clia bai
toan. Piéu d6 chi ra rang cuc tiéu cua luong cudng bic Z , biéu thire(2.33), chi

co thé tim tir diéu kién:

e
Bai vi cac bién dang udn, bién dang cit v.v...1a ham cua d6 vong va do
vong 12 ham cia toa do nén diéu kién (2.34) dugc tinh bang phép tinh bién phan
va s& cho ta phuong trinh can bang tinh ctia két ciu (xem muc 2.5 duéi day).
Phuong phap nguyén 1y cuc tri Gauss voi biéu thiic lugng cudng bic Z viét
theo (2.33) va diéu kién cuc tiéu (2.34) 1a phuong phap mdi, tong quat trong co

hoc két cau.

35



2.5. Phwong phap nguyén 1y cuc tri Gauss va cic phwong trinh cin bing
cia co hé
Theo phuong phap nguyén 1y cuc tri Gauss, néu nhu biét duoc cac luc va noi
luc clia co hé va cac chuyén vi va bién dang do chung gay ra thi c6 thé viét
duogc luong cudng birc Z ctia hé. Dung phép tinh bién phan véi dai luong bién
phan la cac chuyén vidoc lap ddi véi luc tac dung va bién dang ddc 1ap voi ing
suit s& nhan duoc phuong trinh vi phan can bang cua hé (phuong trinh O-le
(Euler) cua phiém ham Z ). Sau déy trinh bay cac vi du sir dung phuong phap
vira néu dé tim phuong trinh cin bang.
2.5.1. Phwong trinh cin bang tinh @i v6i mdi trwong dan héi, dong nhat,
ding huéng

Ba phuong trinh vi phan cén bang ctia co hé dudi dang ung suat 1a
phuong trinh (2.22). Thé cac g suét o xac dinh theo (2.19) vao (2.22) s& c6
cac phuong trinh vi phan can bang cua co hé dan hdi dong nhét dang hudng
dudi dang chuyén vi. O day trinh bay cach tinh truc tiép dé nhan dugc cac
phuong trinh d6 (truong hop bai toan tinh).

Lién hé bién dang - chuyén vi (2.17) va tng suét - bién dang (2.19) dugc
viét lai trong hé toa d6 (x,y,z) dudi dang thuong dung véi u v va w la cac

chuyén vi tuong tng theo cac chiéu (x,y,z) nhu sau:

e = a_u &y = 6_V g, = @
X ox 7 oy ‘ oz '
ou ov ou , ow ov ow
Yxy= — +t —, xz2 = —1t—, Yy¢y= —+ — )
oy  OX 0z 0OX 0 oy
ou 1% ov v oW v
ox=2G(— 0), oy=2G(—+ 0), 0,=2G(—+ 0
X (ax 2 o (ay 1-2v ), o (82 2%
=G rxy 7%=GCrxe, 7y:=Gry (2.34)

dddy 0= e + g + & - bién dang thé tich ciia phén to.

Ta viét luong cudng birc Z theo (2.25) cho mdi tmg suat va luc khdi b:
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z1=] 26(& + )M dv, z2=] 26(Z¥+ ~_g) X dv
Y ox 1-2v 7 ox Y oy 1-2v oy

ow 1% oW ou oV
= I - = —__ i
Z3 j 2G (~ 0)— dv, Z4 [ Groy(S + ~)dv,

1-2v v
— ou ow _ ov ow
25_£ G (S + 2V, ZG—J nyz(a+g)dv
Z7= | baudVv, Z8=| bydVv, Z9= [ bwdV
Vv \ \
(2.35)
Luong cudng birc Z bang téng cac luong cudng birc thanh phan
Z = Z1+7Z2+7Z3+Z4+7Z5+Z6+Z7+Z8+Z9 — Min
Tir diéu kién cuec tiéu (1.21) cta phiém ham Z viét lai dudi dang
0z Osy 0L _ 0L O¢y OZ _ O 0%y 0L _ (2.36)

dg; OU  Oou dg; Vv dg; oW Ow
s& nhan duoc ba phuong trinh vi phin can bang tinh. B&i viu, v va w 1 cac ham
ctia toa do (x,y,z), khong phai 1a bién doc 1ap , nén phép tinh (2.36) 1a phép tinh
bién phan. Phuong trinh cin bang thir nhat voi u 1a ham chua biét nhan duoc
v6i cha ¥ rang

- dai luong bién phan cua Z1 (tng voi oy ) 1a & hay Z—i, nhu vay

2
8Zl:_iz(g(a_“.|. v 0) :-2G(a_l:+ v 0
o0& OX OX 1-2v OX 1-2v 0Xx

X

0)

- dai lugng bién phan ciia Z4 (ing véi 7xy) 1a 7 xy c6 thanh phan Z—u , Nén
y

0 o%u . o*v
=-G —yxy=-G +
7, 50" G oy

_ dai luong bin phan cta Z5 (g v6i rx) 12 7 x ¢6 thanh phén Z—“  nén
7

2 2
o°u + oW
0z° 010X

0Z5 0
=GZy, =-G
0¥ vz o (

)
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- dai luogng bién phan ctuia Z7 la u, nén

Tong cOng

0Z1 + 6Z4+825+6Z7

=0
ou ou ou ou
sau khi rat gon sé€ la:
2 2 2
G(LU+LUL Uy, O (0 pytp,=0 (2.37)

ox®> oy® or*’ 1- 2v X

Phuong trinh can bang tht hai nhan dugc véi v 1a ham chua biét. Trong
(2.35) céc dai luong bién phan ctia v c6 & Z2, Z4, Z6 va Z8. Phuong trinh can
bang thtr ba nhan dugc véi w 1a ham chua biét. Trong (2.35) cac dai lugng bién
phan ciia w ¢6 & Z3, Z5, Z6 va Z9. Bang cach tinh bién phan tuong tu sé& c6

thém hai phuong trinh cn bang sau:

0%v  0%v . 0%v
G + + — 0)+by= 2.38
(ax‘Z oy? oz 2 )Y 1— 2V(a 0)+by (2.38)

2 2 2
G(aw+aw+a\;v)

o o (2 0)+b,= (2.39)

1- 2V 0z
Ba phuong trinh (2.37), (2.38) va (2.39) la cac phuong trinh vi phan can
bang ciia co hé dan hoi, dong nhat va dang hudng va dugc goi la phuong trinh

Navier [4] Duéi dang tenxo cac phuong trinh ndy dugc viét gon nhu sau:

G _
GUJ,kk‘F Y Ukkj+ bj— 0 (2.40)

2.5.2. Phwong trinh vi phin ciia méit vong ciia tim chiu udn
Xét tam c6 chiéu day khong doi Viét lai cac biéu thirc (2.30) ddi véi cac
ndi lyc momen udn va xodn va (2.31) ddi vai luc cét tac dung 1én phan td tim

trong hé toa do (x,y) ta co :

) My = -D(1-v) Y

sz 'D(
Oxoy

v

2 2
o"w + a_W) ’
x> oy’®
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o*w
W +W) (2.41)

Biét dugc cac luc tac dung 1én phan t6 thi dé dang viét dugc luong cudng

btic Z, thi du, dudi dang binh phuong tdi thiéu theo (2.33.b) (khi khdng c6

D( aW) Q,=-D(Z

ngoai luc):
2 2
z1= [ D(CY+, %240, 722= [ DOV +, 2 Wy240,
2 2
Q ax Q
2
23=2| D(1-V)(;(_8V;)2dg (2.42)
Q

& day Q1a dién tich tAm. Luong cudng birc Z bang tong cac luong cudng biic
do mdi thanh phan noi lyc momen ubn va xoan gy ra :

Z =71 + Z2 + Z3 —Min (2.43)

Chu ¥ rang trong (2.43) ta chi xét ndi lyc momen, chua xét téi luc cit ,

phan t6 khong c6 luc ngoai tac dung. Hé s6 2 trong Z3 dé xét momen xodn tac

dung bang nhau 18n hai chiéu x,y. Cac ‘bién dang’ tuong Gmg vdi cac ndi luc

momen xac dinh theo (2.29) :

_ o'w _ o'w _ o'w
Zxx—'a7 ,Zyy—'ay—, ny—'ﬁxay (2.44)

Cac ‘bién dang’ nay can dugc xem la doc 1ap doi véi cac ndi luc momen udn va

xodn va la cac dai lugng bién phan cua bai toan. Do do6 tur diéu kién cuc tiéu

(2.36) taco:

2 2 2 4 4
0Z1 Oy, _ ZDa (8W+V8W): 2D(8W+V aw)’
Oy, OW ox®  ox? oy? ox* ox2oy?
2 2 2 4 4
022 Oy _ 2D 0 (8W+V8W) _ 2D(aw+v o*w )
6;(W ow oy " oy® ox® oy’ ox*oy?
a 2 2
023 Zw = 4D(-v) 2 (Z¥) = aDp(1-v) 2 (245)
0ty OW X3y OXdy X%y
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Tong cong cac thanh phan cia (1.45) nhan dugc phuong trinh vi phan do vong
ctia tAm chiu uén :
o'w o'w o'w

+ 2D + D =0 2.46
ox* ox*oy’ oy* (2.46)
Phuong trinh (2.46) thuong dugc goi 1a phuong trinh Sophie Germain (nam
1811).

Khi x4y dung luong cudng buc Z (biéu thirc 2.43) khong xét téi luc cat boi vi ly

D

thuyét két cu chiu udn trinh bay trén khong xét bién dang cta luc cat. Tuy
nhién, trong pham vi cta 1y thuyét nay, néu dung luc cat xac dinh theo (2.31) va

bién dang truot theo (2.32) thi lugng cudng birc Z duoc viét nhu sau

Z= i Qxx(é—a‘)“(’)dg+ i QW(%N)dQ —> Min (2.47)

Xem cac goc xoay %V va %W 1a cac dai luong bién phan doc lap d6i véi luc

cat Qxva Qyva bang phép tinh bién phan lai nhan dugc phuong trinh vi phan
(2.46).

Dbi v6i dam, luong cudng birc viét theo (2.33.a) sé 14 :

82
Z=-| EJaT\;V(;(XX)dI Ij qw di, (2.48)

2

Trong (2.48) | 1 chidu dai dim, z,= -2

XZ

1a bién dang ubn (d6 cong) cua

dam, l,1a chiéu dai doan dam c6 luc q tac dung. Phuong trinh vi phan duong
d6 vong cua dam:

4
oZ dy,, +% - EJ d\:v
0¥y dw  Ow dx

-q=0 (2.49)
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CHUONG 3.
PHUONG PHAP SO SANH
POI VOI CAC BAlI TOAN CO HQC KET CAU

3.1. Bai toan co hoc két ciu va cac phwong phap giai

Bai toan co hoc két cau nham xac dinh néi luc va chuyén vi cua hé thanh,
tam, vo hay két hop duéi tac dung cua tai trong, nhiét do, chuyén vi cudng bic,
... va duoc chia lam hai loai:

- Bai toan tinh dinh: dé xac dinh ndi luc (va do d6 ca chuyén vi), chi can
dung cac phuong trinh tinh hoc;

- Bai toan siéu tinh: nham muc dich trén ta con phai b sung cac phuong
trinh bién dang.

Néu tinh dén tan &ng suat, co thé ndi rang moi bai toan co hoc vat ran bién
dang noi chung va bai toan co hoc Két ciu noi riéng déu 1a bai toan siéu tinh.

D3 c6 nhiéu phuong phap dé giai bai toan siéu tinh. Hai phuong phap
truyén thdng co ban 1a phuong phap luc va phuong phap chuyén vi. Khi s
dung chung, thudng phai giai hé phuong trinh dai s6 tuyén tinh. S6 lwong céc
phuong trinh tuy thudc vao phuong phap phan tich. Tir phuong phap chuyén vi
ta ¢6 hai cach tinh gan dtng hay duoc st dung 1a H. Cross va G. Kani. Tt khi
xuat hién may tinh dién tir, nguoi ta b sung thém cac phuong phap sé khac
nhu: phuwong phap phan tir hitu han, phuong phép sai phan hitu han, phuong
phap ma tran chuyén...
3.1.1. Phwong phap luc

Trong hé siéu tinh, ta thay cac lién két thira bang cac luc chua biét, con gia
tri cac chuyén vi trong ho co ban twong Gng Véi vi tri va phuong cta cac luc an
s6 do ban than cac luc d6 va do cac nguyén nhan bén ngoai gay ra bang khéng.

Tur diéu kién nay ta lap duoc ho phuong trinh dai sb tuyén tinh, giai ho nay ta
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tim duoc cac an s va tir d6 suy ra cac dai luong can tim.
3.1.2. Phwong phap chuyén vi

Khéc véi phuong phép luc, phuong phap chuyén vi lay chuyén vi tai cac
nGt 1am an. Nhiing chuyén vi ndy phai c6 gia tri sao cho phan luc tai céc lién két
dat thém vao hé do ban than chung va do cac nguyén nhan bén ngoai gay ra
bang khdng. Lap hé phuong trinh dai s6 tuyén tinh thoa man diéu kién nay va
giai hé do ta tim duogc C4c an, tir d6 xac dinh cac dai lugng con lai.

Hé co ban trong phuong phap chuyén vi .1a duy nhat va giéi han giai cac
bai toan phy thudc vao s cac phan tir mau ¢ san.

3.1.3. Phwong phap hén hgp va phwong phap lién hep

Phuong phap hdn hop 1a su két hop giita phuong phép luc va phuong phap
chuyén vi, trong d6 ta logi bé cac lién két va chon cac luc 1am an trén céac bd
phan thich hop véi phuong phap luc; dat thém cac lién két ngan can chuyén vi
cac nut va chon chuyén vi cac niit d6 1am an tién nhitng bd phan thich hop véi
phuong phap chuyén vi. Khi d6 diéu kién bo sung bao gom: chuyén vi theo
phuong cta cac lién két bi loai bo, cac chuyén vi cudng bic va do tai trong gay
ra trong hé co ban bang khong; phan luc trong cac lién két dat thém vao cac hé
do céc luc, cac chuyén vi cudng buc va do tai uong gay ra trong hd co ban bang
khong. Viéc thiét lap theo cac diéu kién bd Ming va giai hé phuong trinh cho ta
két qua can tim.

Khéc voi phuong phap hdn hop, phuong phép lién hop 1a su phéi hop song
song phuong phap luc va phuong phap chuyén vi. Trong phuong phap nay ta
c6 thé chon hé co ban theo phuong phap luc nhung khong loai bo hét cac lién
két thira ma cni loai bo cac lién két thuoc bo phan thich hop véi phuong phap
lyc; hoic chon hé co ban theo phuong phap chuyén vi nhung khong dat day du
cac lién két phu nhiam ngan can tat ca cac chuyén vi nit ma chi dat lién két phu

tai c4c nat thuoc bo phan thich hop voi phuong phap chuyén vi. Truong hop
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dau hé co ban 1a siéu tinh, con treong hop sau hd co ban 1a siéu dong.

Trong ca hai cach noéi trén, bai toan ban dau dugc dua vé hai bai toan doc
lap: mot theo phuong phéap luc va mot theo phuong phap chuyén vi.

3.1.4. Phwong phap phéan tir hitu han

Thuc chat cua phuong phap phan tir hitu han 12 réi rac hoa ban than két
cau (chia két cau thanh mot sé phan tir ¢6 kich thude hitu han). Cac phan tu lién
ké lién hé vai nhau bang cac phuong trinh can bang va cac phuong trinh lién
tuc.

Pé giai quyét bai toan co hoc két cau, co thé tiép can phuong phap nay
bang duong 16i truc tiép tac - suy dién vat Iy - hoic duong 16i toan hoc - suy
dién bién phan. Tuy nhién bang cach nao di ching nita thi két qua thu duoc la
mot ma tran (46 cimg hodc 6 mém). Ma tran d6 duoc xay dung duya trén co so
cuc tri hoa phiém ham biéu dién ning luong.

Trong pham vi mdi phan tir riéng biét, cac ham chuyén vi dugc xap xi gan
dung theo mot dang nao day, thong thudng 1a cac da thic.

3.1.5. Phwong phap sai phan hiru han

Phuong phép sai phan hitu han ciing 14 thay thé hé lién tuc bang mé hinh
roi rac, song ham can tim (ham mang dén cho phiém ham gia tri ding) nhan
nhiing gié tri gan diing tai mot s6 hitu han diém caa mién tich phan, con gia tri
cac diém trung gian s& dugc xac dinh nho mot phuong phép tich phan nao do.

Phuong phap nay cho 10i giai s6 cua phuong trinh vi phan vé chuyén vi va
noi lyuc tai cac diém nat. Thong thuong ta phai thay dao ham bang céac sai phan
cua ham tai cac nut.

Phuong trinh vi phan caa chuyén vi hoic noi luc duoc viét duéi dang sai
phan tai mdi nut, biéu thi quan hé caa chuyén vi tai mot nit va cac nut 1an can

dudi tac dung cua ngoai luc.
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3.1.6. Phwong phap hdn hep sai phan - bién phan

Két hop phuong phap sai phan véi phuong phap bién phan ta c6 mat
phuong phép linh dong hon: hoac 1a sai phan cac dao ham trong phuong trinh
bién phan hoic 1a sai phan theo mot phuong va bién phan theo mot phuong
khac (d6i voi bai toan hai chiéu).

3.1.7. Nhan xét

Tat ca cac phuong phap ké trén suy cho cung déu xuat phét tir nguyén Iy
Lagrange (hay D’Alembert - Lagrange). Viéc 4p dung nguyén ly cho thay c6
mbi tiwong quan doi ngau gitra lyc va chuyeén vi: dé tim diéu kién dung, néu lay
bién phan phiém ham biéu dién ning luong d6i véi cac thanh phan chuyén v; ta
nhan duogc cac phuong trinh can bang con néu lay bién phan phiém ham dé dbi
véi cac thanh phan lyc ta duge cac phuong trinh bién dang.

3.2. Phwong phap nguyén Iy cuc tri Gauss dé giai cac bai toan co hoc vt
ran bién dang

GS. TSKH. Ha Huy Cuong [39] 1a ngudi dé xuat phuong phéap st dung
nguyén Iy Gauss dé giai cac bai toan co hoc vat ran bién dang.

Véi d6i tuong nghién ctu 1a hé chat diém, nguyén ly Gauss dong cham
dén ba khai niém co ban: lién két, chuyén déng va khéi lirong. Néu ta tim céch
ap dung nguyén ly cho vat ran bién dang, thi ddi tuong khao sét 12 tap hop cac
mat cat va cac khai niém trén s& dugc hiéu nhu sau:

- Lién ket c6 thé 1a lién két ngoai hoic lién két trong. Lién két ngoai 1a tac
dong twong hd gitra ddi twong dang xét va hé khéc. Lién két trong 1a tac dong
tuong hd giita c4c mat cat. Trong co hoc vat ran bién dang, céc lién két trong
dugc thé hién qua cac phuong trinh can bang, cac phuong trinh lién tuc cua
bién dang, cac quan hé cua (ng suat va bién dang cua ly thuyét dan hoi, ly
thuyét déo, ly thuyét tir bién dang, cac quan hé caa eng suat va bién dang cua ly

thuyét dan hoi, Iy thuyét déo, ly thuyét tir bién.
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- Chuyén dgng & vat ran bién dang phan cua vat thé; ta cd thé hiéu do6 1a
cac biéu hién cua bién dang: duong (mit) dan hdi duong (mat) truot...

- Khoi lwong 12 yéu té ngin can sy thay doi chuyén dong caa chat diém.
Déi vai vat ran bién dang, yéu td nay duogc hiéu l1a d6 cang mat cit kéo (nén),
cat, uén hay xoan, ... tuy theo viéc dang xét noi luc (hay bién dang) nao.
3.3. Phwong phap nguyén ly cuc tri Gauss ddi véi cac bai toan co hoc két
cau
3.3.1. Bai toan dam chiu uén thuan tuy

Gia s, y = Y(x) la duong dan hoi (chua biét) cia mot dom chiu udn thuan
tdy, thoa man nhimg diéu kién lién két cho trugc.

Mdmen udn tai mat cat X caa dam Ia;
d’y

M=-D ;
dx

(3.1)

lyc tac dung, do cing mit cat D = EJ cua dam khi uén nhu 13 khéi luong,
con dao ham cap hai caa do vong (d?y/dx?) nhu 12 “gia t6¢” chuyén dong cua
dam.

Nhu vay nguyén ly Gauss s& duoc ap dung cho dam néu ta thay:

- cac luc bai cac mémen,

- cac khdi luong béi cac d6 cing mat cat va

- giatdc bai cac dao ham cap hai cia duong dan hoi.

Bay gid, ta chon mot dam nao d6 1am dam so sanh, ¢ thé chiu lién két
khac nhung phai gibng dam da cho vé dé cirng mat va vé tdi trong. Luc 6 “gia
toc” chuyén dong cua dam so sanh sé& 1a (d2yoe/dx?), véi yo 1a 6 vong cua dam
so sanh.

Theo nguyén 1y cudng buc nho nhat, chuyén dong cua dam da cho sé rat

gan véi dam so sanh, néu luong cudng buc sau day dat cuc tiéu:
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| 2

Z :!'D(d—:(z/—%}dx (3.2)
]

hay z =j (M, —M©)?dx (3.3)
0

Trong d6 My 12 mdmen cua dam dang xét (phai thoa man cac diéu kién

bién dong hoc cho truge; M° 1a mémen caa dam so sanh; D = EJ, 1a d6 ciing

ctia mat cit vé udn chung cho ca hai dam.

Khi ho so sanh khong co lién két:
1 d2y 2

(3.4)
Trong biéu thirc (3.4) vang mit cac dao ham cap hai caa yo doi véi toa do x
nhung c6 thém sb hang (-2qy) 1a luong cudng bic ctia doan dam dx chiu lec

phan b déu, khi phan té duoc tu do thi chuyén vi ciia nd s& layg -» «. Do cang
cua dam ldc nay Ia:

C_ qadx _q
YodX Y,

Biéu thire luong cudng buc caa doan dam ldc nay la:

0

Zy =C(y-Yo)* =(y* —2yy, + yé)yi - q(y—:—2y+ yo]
Vi Yo—» o0 NéN:
Zg =0(=2+Y,)
Ta sé& cuc tiéu hoa lugng cudng bic zg nén dé cho tién ngay tir bay gio ta co thé
Coi:
LZax = -2qY
Truong hop trén dam c6 luc tap p trung thi Ze = - 2Py, va khi c6 md men

tap trung M thi Zax = - 2Me trong d6 ¢ 1a goc xay tai tiét dién c6 mémen tap
trung, véi gia thiét chuyén vibétacotge ~¢p =y
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3.3.2. Bai toan hé dam hoic hé thanh

Truong hop tong quat cta dam phang, chuyén vi trong truong hop udn l1a
d6 vong, truong hop cat 1a sy truot va kéo (hay nén) 1a sy dan dai (hay co
ngan). B cing cta mat cit dam trong cac trudng hop nay dugc dic trung boi
cac dai luong EJ, GF va EF tuong tmg. Khi do, twong tu nhu trong cong thuc
(3.3) c6 ké dén tinh chét doc 1ap tc dung cua cac mémen udn, luc cét va luc

doc ta c6 biéu thirc lugng cudng bic tinh toan cho hé dam téng quat nhu sau:

1
1 042 1 0y2 1 0y2
z {{Efx (M, =)+ 22(Q, = Q)+ (N, —N9) }dx

Trong d6 M, Q, N 1a céac thanh phan ndi luc cia dam dang xét (phai thoa
mén cac diéu kién bién dong hoc cho trudc); cac thanh phan ky hiéu veéi chi sb
“0” 1a cua dam so sanh; EJ,, GF va EF 1a d¢ cing cua mat cat vé udn, cat va kéo
- nén (chung cho ca hai dam).

Khi tai trong vudng gdc véi truc thanh thi biéu thirc lugng cudng bic:

z :ﬂ;‘x M, -M)*+ (@, —QS)Z}dX

Péi vai hé khung phang (hay khéng gian) cac thanh phan noi luc gom co
mémen udn, luc cat va luc doc nén biéu thic luong cudng bic trong truong
hop tong quét 1a cong thic (3.6). Khi bo qua anh huong caa luc cit va lec doc
ta cd cong thuc (3.2) hoac (3.3).

3.3.3. Bai todn dan

Hé dan duoc xem nhu 13 hé gdm céc thanh thang lién két véi nhau tai cac
diém nt, sao cho cac thanh quy tu vao mot nat nao dé thi o truc dong quy lai
mot diém va tai trong tac dung 1&n dan 1a cac lyuc tap trung tai nat ciing di qua
diém nay. Cac diém nat dugc goi 12 mat dan va 1a khép 1y tuong. Noi luc trong
cac thanh dan ;chi gém luc doc truc thanh. Vi vay trong biéu thtrc lugng cudng

btrc khi xét cho dan ta co:
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z

(N, —Ng)z}dx

1
1
I

Khi hé so sanh khong cd lién két:

1
z=| ! NZdx—2pv
)| EF,

trong do: p - luc tap trung tai nat.
V - chuyén vj theo phuong cua lyc tap trung.

Pai lugng 2PV 1a lugng cudng birc cua ndt dan tu do.

TOm lai, bang cach cuc tiéu hod hwong cueong bike doi Véi hé thanh dang
X6t S0 Vdi hé “so sanh ” dwoc chon, ta ludn co thé biét dwroc gia tri (hay biéu
thirc) ciia dai lwong can tim ¢ hé da cho.
3.4. Sw dung nguyén ly cuc tri Gauss thanh lap phwong trinh vi phan can
bang:

Vi du: Thiét 1ap phuong trinh vi pham ctia duong dan hoi cho 1an chiu luc
nhu hinh 3.1 biét dam c6 tiét dién khong doi, chiu tai trong phan bb déu.

Loi giai:

Hé so sanh dugc chon 14 1 dam khong c6 lién két, co do cung mat cat va
chiu tai trong nhu dam dang xét. Theo cong thirc (3.4) biéu thyc luong cudng

buc cua dam so vo1 dam duoc chon:
q

£

Hinh 3.1. DAm don giin

| dZyJZ
Z= |EJ (— —2qt (dx
l- { dx?

trong d6 y ( x) 1a phuong trinh dudng dan hoi cua dam.
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Chuyén dong thuc ctia dam s€ xdy ra v61 ung lugng cudng buc cyc ticu.

Z —min

I 2.2
Hay Z= IEJ {(%} -~ 2qt}dx — min (3.10)
0

Diéu kién dé phiém ham (2.10) dat cuec tri:

Z =5j; EJ{((;—;T 2qy}dx=0 (3.11)

hay 2FJ ( 65;_3’ Y'x—2q =0 (3.12)

Phuong trinh (3.12) chinh lad phuong trinh vi phan cta dudng dan hoi
quen thudc da thiét 1ap duogc trong suc bén vt liéu (12,tr.149)
truong hop ap dung nguyén 1y lagrange, ta c6 ning luong bién dang sinh

ra khi dAm bi uén:
= (Mg Bl fyeg 3.13
_-([ZEJ X_7£y " (3.13)
Thé ning cua ngoai lyc phan bb q:
|
T= -qudx (3.14)
0
Thé ning tong cong cla hé:
1 |
U=IlI+T= EJ'y"zdx— .[qydx
2 0 0
Hay
EJ ¢ .,
U= (TIy 2 —qy)dx (3.15)
0
Phuong trinh vi phan Eulé 1 ctia phién ham (3.15) ¢6 dang:

09 _d 9 4.9 gy (3.17)
ou dx ou aou

Thay (3.17) vao (3.16) ta dugc (3.12)
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Két luan: Nhu vay tir phuong phap sir dung nguyén 1y cuc tri Gauss ta co
thé thanh 1ap duoc phuong trinh vi phan ctia dudng dan hoi gibng nhu viée ap
dugn nguyén ly Lagrange.

3.5. Két luan va nhan xét vé phwong phap sit dung nguyén ly cuc tri
Gauss dé giai cac bai toan co hoc két ciu.

a) Trong nguyén 1y cudng birc nho nhit , K , F gauss dd so sanh hé chét
diém c6 lién két voi chinh hé d6 nhung khong c6 lién két. Khi ap dung nguyén
1y Gauss cho vat ran bién dang, GS.TSKH Ha Huy Cuong da dugc st dugn " h¢
so sanh" lagf mot hé bat ki mién 1a c6 cung d6 ctng cat va chyi cliing tai trong
nhu hé di cho . 4p dung phuong phap dang xst bai toan luén duge dua vé cliing
mot dang tiéu chudn, do d6 cach giai rat don gian.

Phuong phap nay di dugc ung dung dé giaiquyét c6 hiéu qua céc bai toan
lién quan dén moi truong dan hdi, dan nhét , dan déo , tham chi ca trong linh
vuc dong luc hoc chat 16ng . Phuong phap dugc phat huy manh mé trong viée
giai cac bai toan tAm bé tong mit dudng 6 t6 va san bay, tAim composite cong
trinh ngdm chui tai trong dong va hai bai toan lan truyén song trong moi trudng
datbatki ...

b) nguyén 1y Gauss bao gdm cac dinh luat tong quat vé cin bing va
chuyén dong nén c6 thé ap dung cho ca cé bai toan tinh 14n bai toan dong, vi thé
phuong phap st dung c¢6 thé ap dung cho ca bai tinh 1an bai toan dong. Vi thé
phuong phéap st dung nguyén li cuc tri Gauss dé gial cac bai toan vat ran
biéndang néi chung va cac bai toan co hoc két néi riéng cling dap tmg riéng cho
hai laoi bai toan trén.

¢) Trong bai toan rin bién dang, néu lay bién phan phiém ham biéu dién
luong cudng buc ddi véi cac thanh phan co ban ta ludn co cé thé biéu thirc cla
nguyén i dan xét vé phuong can trinh.

d) Cac phuong phap luc, chuyén vi, hdn hop vfa lién hop cua luc véi
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chuyén vi phan tir hitu han sai phan — bién phén suy cho ciing déu xuit phap tir
nguyén 1i Lagrange lién két dén cyc tri hoa phiém ham biéu dién ning luong
con phuong phap str dung nguyén licuc tri Gaus lai cuc tiéu phioém ham biéu
dién luong cudng buc d6i véi cac thanh phan co ban.
3.6. Tinh toan dam va khung
3.6.1. Cac bwéc thuc hién dé giai bai toan két cAu dam va khung

Buéc 1. Chon hé so sanh: d6 1a hé c6 cing do ciing mat cat va ¢d cling tai
trong voi hé can tim nhung c6 lién két bat ky ma két qua tinh toan da biét (bang
cach nao do).

Buéc 2. Gia thiét duong do vong cua dam can tim: dudng d6 véng co thé
c6 da dang thuc hoic chudi luong giac don (Fourier).

Dang da thuc: y = a, + a x +a,x* +a;x* + a,x* + a;x’ +.... (3.1)

Dang chudi lugng giac don:

y:iAksin nl;[x (3.2)

Buwéc 3. Viét biéu thirc luong cudng bt cia dam, d6 1a biéu thic
(3.2),(3.3) hoic (3.4).

Buwéc 4. Viét cac diéu kién bién vé dong hoc thé hién sai khéc giira hé can
tim vai hé so sanh. Cac diéu kién bién nay chinh Ia rang buoc. Déi véi cac bai
toan co hoc két cau va stc bén vt liéu rang budc & dang dang thuc, véi cac bai
toan khac (vi du trong mdi truong dan hoi) ¢ dang bat dang thurc.

Buwéc 5. Cyc tiéu hod biéu thire luong cudng birc, bai toan tra thanh bai
toan cuc tri c6 rang budc. Phuong phap thong dung nhat dé giai 1a ding thira sb
Langrange dan vé bai toan cuc tri khdng co rang budc.

Phiém ham c6 chira vécto cac nhan tir Langrange (cac rang budc) dugc goi
la phiém ham ma rong

Trong luan vin nay, tac gia dung phan mém Matlab 1am cong cu hd tro
tinh toan.
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3.6.2. C4c vi du tinh toan dam
3.6.2.1. Tinh toan dam mét nhip
Vi du 1: Dam don gian

Xéc dinh dudng dan hoi cua dam chiu tai trong phan bd déu nhu hinh 3.1

Loi gial
a) Chon duong dan hdi dang da thuc (3.1)
7
”é;gg: / jj;”

7
Hinh 3.1. Dam don gian

Y = ap + arX + ax? + asx® + agx*

Trong d6: a; - C4c hé s can xac dinh.

Hé so sanh giéng dam dang xét nhung khong co lién két.

Biéu thirc lugng cudng buc viét cho dam khi khong ké dén anh huong caa

lee cit;

Lq d2y 2
z-[= 2
!EJ[[dsz W

Dam dang xét khac voi dam so sanh ¢ chd né ¢ cac lién két tai cac dau

mat dam. Tai dau c6 gdi cd dinh va dau phai c6 goi di dong, do d6, do vang tai
hai dau thanh phai bang khéng, tir d6 ¢ cac diéu kién rang budc:
Yo > 91 =8, =0
Y = 9z =l +a,l* +agl* +a,1* =0 (3.3)
Céc diéu kién (3.3) ciing nham dé (3.1) thoa man cac diéu kién bién.

Chuyén dong thyuc ctia dam s& xay ra tng véi luong cudng bic cuc tiéu:
L (d2y) .
Z= ! EJ{[W —2qy— dx — min
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Nhu vy, ddy 1a treong hop tim cuc tri cua mot ham véi n (n=12) diéu
kién rang budc. Dung phuong phap thira sé Langrange ta c6 thé dan bai toan
cuc tri c6 rang budc vé bai toan cuc tri khong cé rang budc véi phiém ham mo
rong nhu sau:

2

Z= J:L[KMJZ - 2qdex + iﬂ,l .g; — min; (3.4)

EJ| | dx? —~

hay

|5 4

z=+ (144E37 - 2qa, )+ '1(144 EJa,a, — 2qa,)

|3 2

+ E(48EJa2a4 +36EJa’ - 2qa2)+|3(24EJa2a3 —20a,)+

+4EJall - 2a,gl + 4,a,+ 4, (a] +a,l* +a,1° +a,1*) — min
trong d6 4 - cac nhan tir Langrange, 1a nhimg dai lugng chua biét.
diéu kién cyc tri cua phiém ham (3.5)1a:

9 _ ;£=0; (i=04 j=12;);
08 04,

Chuing dan dén hé 7 phuong trinh tuyén tinh x4c dinh 7 hé s chua biét

4 4 A /( \ Py 2 =9 = 7z 1
(trong d6 c6 2 hé so la nhan tir Langrange), giai rataco a, =0;a, = mqls;
a,=0a,= + qlia, =g
27 12T 2417

Tir d6 c6 phuong trinh dudng dan hoi cua dam cam tim la:

3
24E)  12E) 24E)
4
Tai x=1/2 cO ymax = Sal ;
384EJ

Pay ciing chinh 1a két qua cua suc bén vat ligu.

b) Chon dudng dan hdi dang chudi luong giac don (3.2)
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y= z A, sin = 1;[ X

trong d6 A,,n 1a cac hé sé can xac dinh.

Dé& dang thay rang nghiém (3.2) thoa man cac diéu kién bién.
Pé don giam, ta chi xét véi k=1, dudng dan hdi ¢ dang:

y = Asin HX
a

(3.7)

Chon hé so sanh nhu trudng hop a, ta c6 diéu kién rang budc:
Ypa =00, = Asin(nIl)=0;

Thay vao (3.4) co:

/= 2|3 T (an [I°PEJ- an*IT* EJCOS(nH)SIn(nH)+4q| cosn[]) - 4q|4

+ zasin(nII) -» min

Piéu kién cyc tri ciia phiém ham (3.8) dan dén hé hai phuong trinh tuyén

|4

tinh xac dinh a va n, giai h¢ tim duoc; a= qs n=1
[T° EJ
Thay két qua dé vao (3.7)cé:
_oql* onx,
y s =55 T (3.9)

So sanh (3.6) véi (3.9) cho thay su chénh léch d6 vong khi str dung hai
dang dudng dan hdi (3.1) va (3.2) 1a khéng dang ké. Cu thé trong bang 1 tac gia
tinh gié tri do vong tai cac diém trén dam trong hai truong hop a va b thu duoc
sai khac 16n nhét 12 0,8456%(xem bang1). Vi vy, c6 thé chon duong dan hoi
dang da thuc dé tinh tinh toan.
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Bang 1: Bang so sanh d§ vong trong hai trudng hep: dwong dan hoi

dang da thirc va dan hdi dang chuoi lwong giac don ( Fourier)

yx khi duong dan hoi dang

. | yxkhiduong dan N . Chénh léch
Tiso = . chudi luong giac don .
1 hdi dang da thirc _ d6 vang
(Fourier)
1 5q1* 4ql* 0,3824
2 384EJ 11°EJ
1 11q1* 2./3q1" 0,0264
3 972EJ 11°EJ
1 19q1* 2./2q1* -0,3756
4 2048EJ BTE=
1 29q1* Agl* .1l -0,6555
5 ——sin —
3750EJ 11°EJ 5
1 _205q1* 2q1* 20,8446
6 31104EJ 11°EJ
2 11g1* 2./3q1" 0,0264
3 8972EJ \I°EJ
2 31gl* agl* . 2l 0,2519
5 =——sin =~
2500EJ 11°EJ 5
3 31gl* agl* . 31 0,2519
sin °—
5 2500EJ 11°EJ 5

Vi du 2: Dam dau khép dau ngam

Xac dinh dudng dan hdi cia chiu trong phan bd nhu hinh 3.2.

Loi giai:

Chon duong dan hoi:

y=ap + a;X + aX* +azx’* + azx*

trong do a; - cac hé so can xacdinh:

Ta coi cac hé sau la hé so sanh.
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]\
Hinh 3.2. DAm diu khép dau ngam

a) Dam khong c6 lién két

Khong ké dén lyc, biéu thic luong cudng buc theo (3.4)

o)y .
Z—!D{dle 2qy}dx,

Su khac biét gitra dam dang xét va dam so sanh la cac lién két taihi dau

mat dam . Trai c6 gbi di dong va dau phai c6 ngam cimg , do do, do vong tai hai
dau thanh va goc xoay tai dau phai bang khong, tir d6 c¢6 cac diéu kién rang
budc:

Yy [x=0=0 ->01=a =0

Y [x=0=0 —02 = al+ azlo+ asl®+ ayl* =0

Y [x=0=0 —02 = al+ azlo+ asl®+ a4l * =0

Chuyén dong thyc ctia dam xay ra khi luong cudng birc cuc tiéu:

Z—min

dung phuong phap thira s6 Lagrange dua vé toan cuc tri khong c6 rang

budc v6i phiém ham mo rong nhu (3.11):

|5 4

Z= T (144EJa% - 2qa,) + IZ (144EJa,a, — 2qa,) +

|5 2

+ E(48EJaza4 +36EJaj —2qa,) + IE (24EJa,a, —2qa,) + (3.11)

+ (4EJall - 2a,ql + La, + 4, (al +a,l” +a,1® +a,1*) +
+ A(a, +2.a,l +3a,* +4a,l° —>min

Diéu kién cyc trj cua phiém ham (3.11) s& 1a:
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oL oL s — . - _ &
oa, 04, ( J )

Tur @6 c6 hé 8 phuong trinh tinh, giai rataco a; =0; a; = @ql3 a, =0;

= "~ qgla
az = 16EJ ql; 24EJ —~_q; Thay vao (3.1) duoc phuong trinh dudng dan hoi

cua dam can tinh 1a:

3
y= ql X — ql N (3.12)
48E)" 16E]  24E)
b) Ddm don giin (Hinh 3.3a)
g g
l N 4 N
) )
(a) (b)
g g
SENINN NNy s_l_l_l_u_l_l_l_ﬂ_l_l_l_l_l_l_l_l_
l A L L /
1 1 ‘1
(c) (d)
Hinh 3.3 - Cac hé so sdnh
M6men uén caa dam xac dinh theo cong thirc:
_q_l _q 2
M, = 5 XX (3.13)
Biéu thirc luong cudng burc viét cho dam theo (2.3)
1 1 .
Z= !E—J (M, —M%)%dx;
(3.14)

i(—EJy" ~M?)? - min

Hay z =
y EJ

O ey

Thay (3.1) va (3.13) vao ( 3.14) ta co:
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h I q .
7 = [E)-2a, —6a.x—12a,x> - x+ % x)2dx — min 3.15
! (-2a, — 63, X = oeg X X)X (3.15)

Dam dang xét khac voi hé so sanh ¢ chd dau mat phai caa né bi ngam
cting tai mat nay do vong goc xoay cua dam bang khong, tir 46 c6 cac diéu kién
rang budc la:

You =00 =al+a,1° +al* +a,l* =0;

You =00, =2, + 281" +3a," +4a,1° =0; (3.16)

Piéu kién bién tai dau trai cua hai dam nhu nhau, vi thé tinh toan c6 thé
khong ké dén cac diéu kién bién do6 (¢ ddy trong biéu thirc duong dan hoi (3.1)
ta dé dang co duoc a,=0).

Phiém ham ma rong c6 dang:

1
I q
7 = [EJ(-2a, —6a,x—128,%% — 9 x+ -9 y®)2dx+ La +
E')' ( 2 3 4 ZEJ ZEJ ) /11 0

+ AL(al+al® +al®+a,l*)+ 4, (a, + 2.a,] +3a,1% +4a,1*) — min
Piéu kién cyc tri caa phiém ham (3.17) cho hé 8 phwong trinh tuyén tinh,
thay két qua giai hé phuong trinh vao (3.1) dugc phuong trinh dudng dan hoi
ctia dam can tim nhu (3.12)
¢) Dam consol (Hinh 3.3b)
Truong hop ndy dam da cho khac véi hé so sanh ciia nd 1a & chd: dau trai
khéng c6 d6 vdng va mdmen udn. Dé tién tinh toan ta dat goc toa do tai dau

phai ciia dam. Khi d6 mémen udn cua hé co ban xac dinh bang cong thuc:
Moz—ga—xf; (3.18)

Piéu kién bién cua dau trai cua dam so véi hé co ban:
You =00 =8, +al+a,l’ +al’ +a,l* =0
Diéu kién bién tai dau trai cua hai dam 1a nhu nhau, vi thé trong tinh toén

khong ké dén cac diéu kién bién do, ta c6 biéu thie lwong cudng buc cua dam
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theo (2.3):
1
Z= '([ EJ(-2a, —6a,x—12a,x? +m)2dx — min ; (3.19)
Phiém ham ma rong c6 dang:
1
Z- ! E)(-2a, — 6a,x —12a,x? +%(I —x)? Ydx
+ A (a, +al +a,1* +a,1° +a,1*) — min

Giai bai toan trén ta co6 phuong trinh dan hoi:

2
y= a” o Sl e, 4 x*; (3.21)
16EJ 48EJ 24EJ

Trong phuong trinh (3.21) luu ¥ 1a gbc toa do lay tai bén phai dam, két qua
tai CAC toa d6 cu thé trung véi két qua ¢' (3.12).

d) Dam consol (hinh 3.3¢) va dam hai dau ngam (hinh 3.3d)

Thuc hién tuong tu ta c6 két qua can tim nhu (3.12).

Nhdn xét:
a) Voi nhitng hé so sanh khac nhau, phuong phap dé xuat cho cing mot két
qua.
b) Bang phuong phap sir dung nguyén ly Gauss, c6 thé dé dang tim dwoc 10i
giai ciia mat bai toan tron co s& S0 sanh véi loi giai co sin cia mot bai toan
khac.
¢) Pai luong so sanh c6 thé 1a bién dang hoic ndi luc, nhung du 14 dai luong
nao thi ta ciing di dén cting mot két qua.
Vi du 3: Dam ddu ngam dau tw do

Tinh toan dam chju udn ngang phang trong hai trudng hop: khéng ké va co
ké dén anh huong cua luc cit ddi vai o vong caa dam.

Bai toan: Xac dinh duong dan hoi cia dam dau ngam dau tu do chiu tai

trong phan b6 déu nhu hinh 3.4.
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LU LI
b 4 A
1 1

Hinh 3.4. DAm dau ngam dau ty do
Lot giai:
Chon biéu thirc duong dan hoi c6 dang (3.1)
Y = 8o + arX + ax? + azx® + agx?
biéu kién bién viét cho dam:
Yoo =00,=8,=0; Y x0=0—>0,=a,=0, (3.22)
Hé so sanh 1a dam c6 cung do cung va tai trong nhung khong c6 lién két.

Khi khong ké dén luc cat biéu thie luong cudng birc ¢6 dang (2.4):

S

1
Hay z =HEI .(2a, +6a,x+12a,x*)* —2q(a, x> + 2a,x* + a4x4)}ix (3.23)
0

Tu diéu kién Z -> min ta co:

.- 1 -1 1

Giai hé phuong trinh nay dwoc: a; = —ql*;a,=——;a, =——

? Prione Yoot = e % T e ™ T 2aE
Tir d6 c6 phuong trinh dudng dan hoi cua dam can tim:

2

4EJ " 6E] 24E]
“ . ql®
Tai x=1c6 y=—_y=3,
Y= 8EJ’ Y 6EJ

Két qua nay tring véi két qua cua stc bén vat liu.
Bay gio ta ké dén anh huong caa luc cit, khi d6 biéu thic luong cudng

buc :

2 ][ 500+ @ 20y (325
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Biéu dién M,Q lan luot theo dao ham bac hai va bac ba cua do vdng, sau
d6 cuc tiéu hoa (3.25):

1 2.\? 2/ 43,2
Z =I el &Y | B dy —2qy {dx — min (3.26)
! dx?

GF | dx®

Chon biéu thire duong dan hoi dang (3.1). Tur diéu kién cuc tiéu cua phiém
ham (3.26) va cac diéu kién bién (3.22) tim dugc hé 3 phuong trinh xac dinh hé
s6 a;. Giai hé phuong trinh tim dugc:

_ gI*(I"GF? +561?EJ.GF + 240EJ*
> 4E)(1*GF +12qI*EJ)(I°GF +60EJ) '

B ql*GF(I°GF? + 36EJ) _
*  BEJ(I°GF +12EJ)(I°GF +60EJ)’

. ql’GF _
* 24E)(1*°GF +60EJ)’

Thay két qua vira tim duoc vao (3.1) thu dugc phuong trinh duong dan

_ (I"GF? +561°EJ.GF + 240EJ%)ql® o (3.27)
AEJ(I*GF +12q1°EJ(I°GF + 60EJ) '

B GF(I"GF? +36EJ)ql® oy GFql® v
6EJ(I°GF +12EJ)(I°GF + 60EJ) 24EJ(I’GF + 60EJ)

So sanh (3.24) véi (3.27) nhan thay mic do anh huong cua luc cat dén do

Chiéu cao tiét dién (h ,
- ctdien () tang. Cu th¢, thay G =

‘ trong
Nhip dam (1) 2(1+ u)

vong giam khi ty s6
d6 u 1ahé sé Poisson va xét truong hop dam tiét dién chix nhat c6 ti s6 h/l khac

nhau ta thu duoc két qua trong bang 2 va bang 3
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Bang 2: truong hop vat liéu ¢é hé sb bién dang ngang (hé s Poisson) nho

Tisé 1| Ymax Khi Khong Xét | Ymax khi ¢6 xét dnh | Chénh 1§ch df
| , .
anh huwéng cia luc | huwdéng cua luce cat Q vong (%)
cit Q
1 ql* 301q!* 0,1658
20 8EJ 2412E)
1 ql* 679ql* 0,2937
15 8EJ 5448E)
1 ql* 109ql1* 0,4566
12 8EJ 876EJ
1 ql* 19q!* 0,6536
10 8EJ 153EJ
1 ql* 49q1* 1,0101
8EJ 396EJ
1 ql* 79q1* 2,4691
5 8EJ 648EJ
1 ql* 13ql* 3,7037
4 8EJ 108EJ
1 ql* 31q1* 6,0606
8EJ 264E]
1 ql* 1q1* 11,1111
2 8EJ 9EJ
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Bang 3: Truong hop hé sé Poisson 16n =03

Ymax Khi khéng xét
.z h Ymax khi c6 xét anh | Chénh léch d¢
Tiso — anh hwong cua luc . N
' , hwéng cia luc cat Q vong (%)
cat Q
1 ql* 3013g1* 0,2153
20 8EJ 24156E]
1 ql* 3401q1* 0,3808
15 8EJ 27312E]
1 ql* 1093g1* 0,5912
12 8EJ 8796E)
1 ql* 763g1* 0,8447
10 8EJ 6156EJ
1 ql* 493q1* 1,3013
8 8EJ 3996EJ
1 ql* 401g1* 3,1401
5 8EJ 3312E]
1 ql* 133q1* 4,6595
8EJ 1116E]
1 ql* 161q1* 7,4716
3 8EJ 1392E)
1 ql* 43q1* 13,1313
2 8EJ 396EJ
Nhdn xét:

a) Phuong phap cho phép ké dén anh huong cua lyc cat dbi véi do vong
cuia dam mot cach dé dang (chi can dua thém vao luong cudng bac biéu thic

chtra dao ham cap 3 cua do vang).
b) Truong hop ty s6 h/1 2% dbi véi dam consol, anh huong cla lyc cat

dén do vong dam 1a dang ké (sai khéc it nhat khoang 6% so véi khi khong keé
dén anh huong luc cat)
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3.6.2.2. Tinh toan dam lién tuc
Xac dinh duong dan hoéi va v& biéu d6 mdmen ubn trong dim &
g g
hinh 3.5a.
7 =gl =gl
@ I | |
® )

@_Z_@
b b 4
1
I

V4

° i

P
1
|

®©
g b-

<z -

Hinh 3.5. Dam lién tuc ba nhip

Loi gidi:

Chia dam thanh nim doan va viét biéu thic dudng dan hoi cua cac doan
dudi dang khai trién Taylor nhu sau:

Yi = ax? + asx® + agx*

Y = bix + by X2+ bax® + bax?

Vi = Co + C1X + CoX2 + Cax3 + Cgx* (3.28)

Yiv = dix+ dox? + dax® + dax?

Yv = €0 + e1x+ X% + ex® + egx*

D& dang thay rang nghiém (3.28) thoa méan cac diéu kién bién.

Hé so sanh véi mdi doan dam chon nhu hinh 3.5b, phwong trinh mémen

cta chdng lan luot 1a:

2

gl o,
=—X——,
Yoi 5 >
Rl .
:—X’
You 1+l
— Pl(lllz _sz)
ol |2+|3
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I:)2|5

Yo =
I, +1
_ Pz (|4|5 _|4X) .
o — ]
I, +1;

Piéu kién bién viét cho dam dang xét:

Yip, =0 0 =17 +&l7 +a,l =0

Yix, =0 g, =2a,l, +3a,’ +4a,l’ =0

Yiporo = 0> G5 =bil, +by17 +b)l7 +b,l; —c, =0

Yiupe, =0 g, =b, + 20,12 + 2b,13 + 4b,1; —c, =0

Yipeot, = 0> 05 = Co +Cily + Coly +Coly +C,l; =0

Yix=t, = Y vjx=0 =0 —> g = ¢, + 2C,l, +3c,lZ +4c,1S —d, =0
Yivpor, = Wixeo =0 Gz = dil, +dol; +dyly +d Iy —e, =0
Y, = Yvixeo =0 —> gy =d, +2d,l, +3d,l, +d,l; —e, =0
Y =y, =0—> 0o =6 +el; +eli+eld+eli =0

Biéu thirc luong cudng buc viét cho toan hé:

Iy

5
1 .
Z= ,Z-[_EJ (—BJy'i — Yo, )?dx
=1 0

Hay

Iy I

1 : 1 :
Z :IE(_EJy I — Ym)zdx _IE(_EJY = yOII)ZdX+

0 0

I3 Iy

1 " 1 .
IE—J(—EJy m— yO,,,)de _-[E_J(_Ejy v — y0|v)2dX+
0

0
Is

1 . .
—(-EJyv -y, )?dx — min
'(.)-EJ ov

Két hop (3.30) va (3.32) co:

(3.32)

65



| [
- . 21 .
Z :-([E_J(_EJy I — y0|)2dx _v([E_J(_EJy = y0||)2dX+

I3

ls

9
.[i(—EJy"v — Yo )2dX+ " ;4 — min
0 EJ =
Piéu kién cyc trj ciia phiém ham (3.33):
&z .z .z .oz .8z . o7

da, o, o, ed, ' oe oA

0

trong d6: (i=0,4; j = 19)

1 : t1 :
ja(—EJy i — Your ) dX —JE(—EJy v = Yo ) OX+ (3.33)
0 0

Tir @6 thu duoc hé 30 phuong trinh tuyén tinh, giai hé nay duoc két qua

can tim.

Téc gia viét cho trudng hop chiéu dai cac doan dam khac nhau va chiu tai

trong tap trung khac nhau, két qua cho kha dai. Truong hop P=P;=P,,

11=21,=215=21,=2ls c6 phuong trinh dudng dan hoi cac doan:

111> -3P1 , 59qI-9P , 1 .,
y,=—"——— X"+ X° — ax*;
208E] 624E] 24E]

3 2 2
y = 791 ~9PI*  20I°-3PI , 5(al+8P) ..
624E] 104E) 624E]

: 499EJ 2496EJ 416EJ 624EJ]

YT 208EJ 624E]

3 3 2 .
_2d°+3P°  ql*-18PI , 5(al ~70P)

31 +50PI° gI°-18PI°  qI>+34P1 , ql+34P .
Vs =— - X + X° + X’
4992E] 2496E] 416E] 624E]

va phuong trinh mémen:

_11pl*-3P1 59ql -9P . gx’
104 104 2

M,

_2pl*+3P1 6501 +520P
52 1352

MZ

4 3 3 3 r _
_9al*-32PI° 59qI°-12PI° ~ 3q1°-28PI , 5q1-64P ;.
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2
M3:3pl ~28PI _ 65q] -832P (3.35)

208 1352
2 —
M4:—pl +18Pl+ql 70PX
104 104
2
M, = - pl“ +34PI gl +34P «
208 104

Truong hop P = gl, biéu ¢ mdmen cta dam nhu hinh 3.6

AR [N
| e R Y~
Hinh 3.6. Biéu a0 M va Q
3.6.3. C4c vi du tinh toan khung
Vi du 1: Khung siéu tinh bac 2
Xéc dinh duong dan hoi va vé biéu dd6 mdmen ubn cho khung hinh 3.7a.

Loi giai:
Chon hé so sanh nhu trén hinh (3.7b), khi d6 biéu thirc mdmen uén chi co trong

thanh 1:

o [ e
@ 4
q q
~ @ ~
Ar N
* ‘ * (b)
(@)

Hinh 3.7. Khung siéu tinh bac 2
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M, :q—lx—ﬂx2
2 2

L4y gc toa do cua thanh 1 tai A va thanh 2 tai B, b qua lec doc trong thanh 1
va 2 (vi tri B khong thay doi) ta viét biéu thic duong dan hoi cho tirng doan

thanh:

y, =ax+a,x* +a,x* +a,x*

Yy, =bx+b,x* +b,x* +b,x*

D& dang nhan thay cac nghiém nay thoa man cac diéu kién bién. Trong khug,
cac n(t dugc xem la tuyét d6i ciing va do do cac goc dugc bao toan. Vi vay, goc
xoay cua cac thanh quy tu vao nit B bang nhau. Tai ngam C do vdng va goc
bang khong. Diéu kién bién viét cho c4c thanh nhu sau:

Vi =00, =al+a,l’ +al’+a,l* =0;
Y 1= Yo = 92 =@ +2a,l +3a,1° +4a,1° —b, = 0; (3.36)
Yiuixa =0—>0; =Dyl +b,17 +b,1° +b,1* =0;

Y =0—0, =b +2b)l+3b,1* +4b,I* =0;

Biéu thuc lugng cudng buc cua khung:

2 b
1 .
Z=ZJE(M1—M01)2xd; i=0,2;

1=l 9
Viét biéu thirc mdmen udn trong cac thanh chua biét qua dao ham cap 2 cua do
vong:

1

Y e oM L e )2 in:
z_jEJ( EJy",—-M,) dx+J;EJ( Edy", )2dx — min; (3.37)
Cuc tiéu hoa (3.37) c6 ké dén (3.36) ta c6 phiém ham mé rong:

1 4
z :IE_lj(‘EJy"I—Mo)deIE—lJ(—EJY”.. )2dx+>" 4,9, — min; (3.38)
0 0 j=1

Trong do: j=14;

Diéu kién cuc tiéu cua (3.38):
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a—Zzo;a—zzo;a—Z:O;(i =14; j=14);
da, b ad,

dan dén hé 12 phuong trinh tuyén tinh 12 an xac dinh céc hé sé chua biét, giai

ra ¢6 phuong trinh dudng dan hoi:

%'% T %’ﬁ EAv

\
\
1 F
N 4 N
N

5
Hinh 3.8. Biéu d6 momen

C5a dl s g e

Yi -
168EJ 14EJ 24EJ (3.39)

3 2
VAR AV LA BV
56EJ  28EJ) " 56EJ

Biéu thuc mémen udn

M, =3—q|x+q—|x2;
(3.40)
2
M2 :lx_s_ql :
14 28

Biéu do mémen nhu hinh 3.8. Két qua nay tring vai két qua loi giai theo
phuong phap luc [25,tr.18].

Vi du 2: Khung siéu tinh bac 3

Xéc dinh duong dan hoi va vé biéu ¢6 mdmen ubn cia khung cho ¢ hinh 3.9.
Loi gidi: Chon hé so sanh nhu trén hinh 3.9b, khi d6 biéu thic mémen uén chi

c6 trong thanh 2:
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uuuﬂ/_gmumx —
,;ﬁ; / ii;'

@ @ ~ “
b. DAam so sanh

a. Khung can tinh
Hinh 3.9. Khung mét ting mdt nhip

MO:%IX—%XZ; (3.41)
L4y gbc toa do ca thanh 1 tai A, thanh 2 tai B va thanh 3 tai D bo qua luc doc
trong cac thanh, biéu thic duong dan hdi cho ting doan thanh:

Y, =a,X> +a,x°> +a,x*
y, =bx+b,x* +b,x*+b,x*
Y =C, X" +c, x> +¢,x*

Ta nhan thay mét cach dé dang cac nghiém nay thao man cac diéu kién
bién. Tai hai nut B, C khong c6 chuyén vi diing ngang, goc xoay cua cac thanh
quy tu vao d6 bang nhau. Do d6 diéu kién bién viét cho cac thanh nhu sau:

Y fete = Yoo = 91 = 28,1 +3a,1% +4b,1° —b, =0
Y=Y = 92 =by +20,1 +3b,1% +4b,1° — 2¢,1 - 3c,1* - 4c,I° = 0; (3.42)

Yia =0—>0;=a,l° +a,l° +a,1* =0;

Yiore =09, =C,I7 +¢,1° +¢,1* =0;

Biéu thirc lwong cudng bire cua khung:
3 1 _
Z=ZIE(M1—M01)2dx; i=03;

i=1 o

Hay:
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¢ 1 t 1
z =!E(—EJy"l—MO)ZdH!E(—EJy“,, )2dx (3.43)

L
+_([E—1J(—EJy”,,, )2dx — min
Két hop (3.43) véi (3.42) dugc (3.44):
Z= ji(—EJy"l—MO)de+ji(—EJy",, )?
) EJ ) EJ
+ji(—EJy"|,, )zdx+il.g. — Min
o B =

Cac diéu kién cyc tiéu cua (3.44):

E_O %:O;%:O;z:o;(i:?;j:f)
0a, ob; oc, o4

Chuing dan dén hé 14 phuong trinh tuyén tinh 14 an xac dinh céc hé sé chua

biét, tir d6 c6 phuong trinh duong dan hoi cho cac doan khung:

o. 055.59’!’ /rrﬂ 0.0555q0° 0.5¢¢ |

o
% — ‘Wﬂﬁl —

— 2.590 " FH

S S

0.0839(| (= 0.08501 (5

—] _L;

b. Biéudd Q
a. Biéu ddM

Hinh 3.10. Biéu d6 ndi lwc khung mét ting mét nhip

Q|2 X2 4+ ql X3

W= Er Y T 728
3 2
Y = ql X+ ql X2— ql X3+ ¢ X4; (345)
72E] " 36EJ . 12EJ . 24EJ
B |
Y, = q X2 + q X3

72EJ 72EJ
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Biéu thirc mémen udn

Mlzq—ls—q—lx;
36 12
1> ql
,,=i—8+%x—%x2; (3.46)
M, :q—|x+q—|x;
36 12

Biéu d6 mdmen nhu hinh 3.10.
Vi du 3: Khung siéu tinh bdc sau
Xéc dinh duong dan hoi va vé biéu ¢ mdmen ubn cho khung nhu hinh

3.11a.

L L

1 7 7 b. Dam so sanh

N

a. Khung can tinh
Hinh 3.11. Khung mét ting hai nhip
Loi giai:
Chon hé so sanh nhu trén hinh 3.11b, khi d6 biéu thiec mémen uébn chi c6 trong
thanh 1:

MO:—%(I—X)Z; (3.47)

LAy gbc toa do tai dau trai (d6i voi cac thanh ngang) va phia dudi (ddi véi céc

thanh dung), ta cd biéu thirc duong dan hdi cho ting doan thanh:
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y, =a,x* +a.x° +a,x*

y, =by, +b,x* +b,x*+b,x*

Y = CoX° +¢x° +¢,x* (3.48)

Yy =0, x+d,x* +d,x*+d,x*

y, = e,x* +e,x° +e,x*
Tuong tu nhu trén, ta nhan thiy cac nghiém nay thao mam céc diéu kién bién.
Tai cac nat B, C, E khong c6 chuyén vi dntrg va ngang, goc xoay cua cc thanh
quy tu vao d6 bang nhau. Ta viét duoc diéu kién bién cho cac thah nhu sau:

Y = Yixeo — g,=2al+3al?+4a,l®-b =0,

,,‘X_ y,,‘x | —» @,=b +2bl+30b,l, +4b,1°*~4c,I° =0

Y ; =2¢, +3c1? +4c,1° ~d, =0
mjx=t = Yivjx=o — 95726, +3G1 +4C, 1=

Yivper = Wit o g,=d,+2d,1+3d,I° + 2e,l —3e,I° =0
|\x L= Y —» ge=al’+all+clt—cl?—cl®—c,l*=0
Ill\x 1= Yyl — 5 G=Cl el -el—el*=0

Yu\x=|| =0 — 0, = b1;+b2|2 +b3|3 +b4|4 =0

Yivjea =0 — gg=dl|+d2|2+d3|3+d4|4:0

Biéu thuc lugng cudng buc cua khung:

5 1 -

z:%!-%(ml M,,) dx; i=0,5;;

hay

1 1 2 2

VA :IH(_ By, — dx+J' EJ,',' dx+'|. EJ)\ )de+
° ; (3.50)

2 2
+-(1[E_1J(_ EJI,'\',) dx +§E_1J(_ EJy,'&) dx — min

Cung Vi cé4c diéu kién rang budc (3.49) ta ¢d phiém ham mé rong:
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Z = j(EJy,l = MO)de+jE—1J(— EJN! fx = j(—EJy,‘,’, )2dx +
0 0

. °1 ) 2 : (3.51)
+I_(_ EJyul\?)deJfJ.(— EJV\'/)de+Z/1kgk — min
0 EJ 0 k=1
Cac diéu khién cuyc tiéu cua phiém ham:
0Z o 0Z o 02 _o 0L _o O _o 9Z_o Z_

oa, b, ac, ac, ad e, ok

J
dan dén hé 25 phuong trinh tuyén tinh 25 4an xac dinh hé s6 chua biét tir d6 cé
phuong trinh duong dan hoi cho cac doan khung:

y = 47ql® . 1799l o, q .
' B512EJ 1536EJ 24E]
yo—_ o ad® . dl .
" 1536EJ 128E) ~ 1536EJ '
yo - 17ql1? . 37ql? oy 9ql -
" 384EJ 153EJ 512E) =’
yo - 5ql° “ 37ql? < 9ql -
v 768EJ 1536EJ 512EJ) =’
y. = 61ql? < 35ql -
' 153EJ] 1536EJ '

Biéu thirc mémen udn:

2 2
M, = 47ql x— 179ql NI N ) :i_wx;
512EJ  1536EJ 24EJ 64 256
(3.53)
17ql*> 21 2 27ql
m =" J +_qIX; |v=3>7q| _—qX;
192 128 768 256
2
- 61ql N 35q| X
768 256

Biéu d¢6 md men udn ctia khung nhu hinh 3.12
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0.0224ql* ~
| 2075690 0.0573qt*
ooy~ L o=l

T
\ 2.0482q/° 27

g’ /
/
/
/
a2.7835q¢¢° , 0.0885q* 2.9794g9¢*

.

0.3008q!. 0.0439¢ 0.10559¢
T RTTTTe e TTTTTTRATTTTRIT=
= =
0.6992q¢ 0.16419¢ 5 0.1367¢¢ 5

Hinh 3.12 - Biéu @6 m6 men va luc cit

Nhgn xét: Bai toan khung va dam to ra don gian hon rat nhiéu vi cé thé

S0 sanh ca hé phuac tap véi mot hé don gian. Hiéu qua cua cac lam nay cang cao

khi hé can xét cang phurc tap.
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KET LUAN VA KIEN NGHI

* Két luan

Tu nhitng nghién ctru néu trong cac chuong cua luan van, tac gia rut ra nhirng
két luan sau:

1) Téac gia da str dung duoc phuong phap do GS. TSKH. Ha Huy Cuong dé
xuat dé giai quyét mot s bai toan co hoc két cau. DAy mot phuong phap méi va
c6 hiéu qua.

2) Cach dit bai toan don gian va dung dan, 1oi giai cua bai toan chi can thoa
man diéu Kién bién dong hoc.

3) Tac gia di xay dung cach giai vai tirng bai toan cu thé.

a) Dbi véi bai toan dam: xét dén anh huong cua hec cat ddi voi chuyén vi mot
cach dé dang.

b) Bai toan khung va dam to ra don gian rat nhiéu vi cd thé so sénh ca hé phuc
tap v6i mot hé don gian. Hiéu qua va cach 1am nay cang cao khi hé can xét cang
phtrc tap.

4) Phuong phap so sanh hé dang xét vai mot hé khac khong hoan toan tu do va
cling khong giong nhau hoan toan, vi du ¢ thé so sanh hé thanh véi thanh hoac
hé hai chiéu véi he mot chiéu.

5) Phuong phap st dung nguyén ly cuc tri Gauss mo ra kha nang nhan dugc
dix liéu thyc nghiém caa mot két cau tir viéc nghién cau thuc nghiém két ciu
khac.

* Kién nghi

1) Pay la mot phuong phap méi va diing nén c6 thé ding ndé nhu mét cong cu
phuc vu cdng tac giang day va hoc tap.

2) Phuong phap cho phép nhan duoc gitwr liéu thuc nghiém tur viéc thuc nghiém

két cau khéc nén co thé ung dung trong viéc xay dung mé hinh md phong.
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