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MO DAU
1. Sw cén thiét ciia van dé nghién ciru

Hién nay, y&u cau phat trién kinh té doi hoi phai xay dung cac cong
trinh 16n va nhe, trong d6 thudng ding cac thanh chiu nén chiéu dai 16n dé bi
mat 6n dinh. Mat khac khi thiét ké cong trinh, néu chi kiém tra diéu kién bén
va diéu kién ctng khong thoi thi chua di dé phan doan kha ning 1am viée cua
cong trinh. Trong nhiéu truong hop, dic biét 1a cac két cau chiu nén hoic nén
cing vé6i udn, tuy tai trong chua dat dén gia tri pha hoai va c6 khi con nho
hon gia tri cho phép vé diéu kién bén va diéu kién ctng nhung két cau van c6
thé mat kha ning bao toan dang cin bang ban dau. Do d6, viéc nghién ctu 6n
dinh cong trinh 1a can thiét va c6 ¥ nghia thuc tién.

Bai toan 6n dinh cta két cau da dugc giai quyét theo nhiéu hudéng khac
nhau, phan 16n xuit phat tir nguyén 1y ning luong ma theo d6 két qua phu
thudc rat nhiéu vao cach chon dang cua hé ¢ trang thai 1éch khoi dang can
bang ban dau. Cho dén nay, cac dudng 16i xay dung bai todn 6n dinh cua két
cdu chiu udn thuong khong ké dén anh huéng cua bién dang truot ngang hoic
c6 ké dén nhung do cach dit van dé va cach chon an chua that chinh xac nén
d4 gip rat nhiéu kho khin ma khéng tim duoc két qua cua bai todn mot cach
chinh x4c va day du.

2. Poi twong, phwong phap va pham vi nghién ctru

Trong dé tai nay, tac gia 4p dung phuong phap nguyén 1y cuc tri Gauss
va phuong phap chuyén vi cudng birc dé giai bai toan 6n dinh dan hoi cia
thanh c6 xét dén bién dang truot ngang, chiu tac dung cta tai trong tinh.

3. Muc dich nghién ciru
Nghién ctru 6n dinh dan hoi cua thanh cé xét dén bién dang trugt ngang

4. Noi dung nghién ctru



- Trinh bay 1y thuyét xét bién dang trugt ddi v6i bai toan on dinh dan
hdi cuia thanh véi viéc dung hai ham chwa biét 1a ham d6 vong y va ham lyuc
cit Q.

- Trinh by phuong phép chuyén vi cudng btc dé giai bai toan 6n dinh
ctia thanh thang chiu uén doc c6 xét dén bién dang truot ngang.

- Ap dung phuong phap nguyén 1y cuc tri gauss va phuwong phap
chuyén vi cudng btrc dé xay dung giai bai toan 6n dinh dan hdi cta thanh chiu

udn doc c6 xét dén bién dang trugt ngang, chiu tac dung cua tai trong tinh.



CHUONG 1
TONG QUAN VE LY THUYET ON PINH CONG TRINH

1.1. Khai niém vé én dinh va 6n dinh cdng trinh
* Khdi niém vé 6n dinh va mdt én dinh
a. Dinh nghia vé 6n dinh

- Theo Euler - Lagrange:

On dinh 14 kha ning ctia cong trinh bao toan dwoc vi tri ban dau caa n6
cling nhu dang can bang ban dau twong ung vai tai trong trong trang thai bién
dang, luén luén giir, khi cd cac nhiéu loan tuy y tir bén ngoai gan véi trang
thai khong bién dang ban dau va hoan toan tré vé trang thai d6 trong giai doan
dan hoi, con trong giai doan dan déo thi theo thuong 1€, s& tré vé trang thai d6
mét cach tung phan, néu nhu cac nguyén nhan ngau nhién gay ra nhidu loan
cong trinh bi triét tiéu [10].

NOi cach khac, 6n dinh Ia tinh chat cua céng trinh chéng lai cac tac
nhan ngau nhién tir bén ngoai va tu n6 khdi phuc hoan toan hoic mot phan vi
tri ban dau va dang can bang cua né trong trang thai bién dang, khi cac tac
nhan ngau nhién bi mat di[10].

- Theo Liapunov [54]

“Trang thai can bang cia mot hé 1a 6n dinh néu khi va chi khi hé tro lai
hinh dang nay sau mét nhidu loan nhé tam thoi nao d6. Nhiéu loan nhu thé c6
thé sinh ra bai mot luc nho tac dong 1&n hé trong mot thoi gian rat ngan va bo
ra sau do”.

Dinh nghia nay duoc hiéu trong ¥ nghia dong luc : Diéu nay am chi la
dao dong cua hé tat dan do dong ning dwa vao nhd nhiéu loan tiéu tan nhanh.
Bai vay sau mot thoi gian ngan chuyén dong ding lai va su can bang tinh ban

dau dugc phuc hoi.



Nhu vay theo hai dinh nghia trén ta di dén két luan: Vi tri cua cong
trinh hay dang can bang ban dau trong trang thai bién dang cua cong trinh
duoc goi 1a 6n dinh hay khdng 6n dinh dudi tac dung cua tai trong néu nhu
sau khi gay cho cdng trinh mot do léch rat nho khoi vi tri ban dau hodc dang
can bang ban dau bang mot nguyén nhan bat ky nao d6 ngoai tai trong da c6
(con goi 12 nhidu) rdi bé nguyén-nhan d6 di thi cong trinh s& cd hay khdng c6
khuynh huéng quay tré vé trang thai ban dau.

Budc qua do caa cong trinh tir trang thai 6n dinh sang trang thai khdng
o6n dinh goi 1a mat on dinh. Gidi han dau cua budc qua do d6 goi la trang thai
toi han cua cong trinh. Tai trong twong ung vai trang thai téi han goi 1a tai
trong téi han.

b. Cdc trworng hop mdt én dinh

Truong hop 1: Mat 6n dinh vé vi tri [31]

Hién tuong mat 6n dinh vé vi tri xay ra khi toan bo cong trinh dugc
xem |a tuyét déi cing, khdng giir nguyén duogc vi tri ban dau ma budc phai

chuyén sang vi tri can bang mai khac vi tri ban dau.

(c)
Hinh 1.1, (b)

Xét mot vién bi cang trén mot bé mat cang, Hinh 1.1.

R rang 14 trong truong hop (a) su can bang caa vién bi la 6n dinh. Sau
mot nhiéu loan nho cudi ciing né sé tra vé day cdc, tuy vay su suy giam nho
c6 thé xay ra.

Trong truong hop (b) su can bang la khong 6n dinh, boi vi sau mot

nhiéu loan nho vién bi s& khéng bao gid cd thé phuc hdi vi tri ban dau caa né.



Trong trudng hop (c), kich vién bi ra khoi vi tri can bang ban dau thi nd
lan trén mit phang ngang dén khi ngiing chuyén dong, nd co vi tri can bang
méi khac véi trang thai can bang ban dau. Trong truong hop nay ta ndi rang
trang thai can bang ban dau 12 phiém dinh (khdng phan biét).

Truong hop 2: Mat 6n dinh vé dang can bang [1 1]

Hién twong mat 6n dinh vé dang can bang & trang thai bién dang xay ra
khi dang bién dang ban dau cua vat thé bién dang twong Gng véi tai trong con
nho, budc phai chuyén sang dang bién dang méi khac truge vé tinh chat néu
tai trong dat dén mot gia tri nao d6 hoac xay ra khi bién dang cua vat thé phat
trién nhanh ma khéng xuét hién dang bién dang méi khac trude vé tinh chat
néu tai trong dat dén mot gid tri nao d6. Trong nhiing truong hop nay, su can
bang gitra cac ngoai luc va ndi luc khong thé thuc hién duoc twong Gng véi
dang bién dang ban dau ma chi c6 thé thuc hién dugc twong ng véi dang
bién dang méi khac dang ban dau vé tinh chat hoic chi cé thé thuc hién duoc
khi giam tai trong. Hién twong nay khac vai hién twong mat on dinh vé vi tri &
cac diém sau: Ddi twong nghién ctu 1 vat thé bién dang cht khdng phai tuyét
dbi cting, sy can bang can dugc xét véi ca ngoai luc va noi lyc.

Mat 6n dinh vé dang can bang gém hai loai:

Mat 6n dinh loai mét (mat 6n dinh Euler), c6 cac dic trung sau:

Dang céan bang c6 kha niang phan nhéanh, phét sinh dang can bang méi khéc
dang can bang ban dau vé tinh chat Trudc trang thai toi han dang can bang
ban dau la duy nhat va 6n dinh; sau trang thai toi han dang can bang la khéng
6n dinh.

Nhu hinh 1.1, @& biét duogc trang thai can bang cua co hé ¢6 6n dinh
hay khdng thi ta phai kich nd ra khoi vi tri can bang ban dau. Phuong phap
chung dé danh gia su mat 6n dinh ctia co hé 1a: Pua hé ra khoi vi tri can bang

ban dau cua nd va kiém tra xem no co ton tai trang thai can bang méi khong.



Néu nhu tim duoc trang thai can bang mai khéc vai trang thai can bang ban
dau thi hé 1a mét 6n dinh va luc gitr cho hé ¢ trang thai can bang mai nay goi

14 lyc téi han, truong hop nguoc lai hé 1a 6n dinh.



1.2. Lich sir phat trién caa ly thuyét 6n dinh cdng trinh

Thuce té cho thay nhiéu céng trinh bi sap d6 do mat 6n dinh, chiéc cau
duong sat dau tién & Kevda - Nga 1a cau dan ho da bi pha huy nam 1875 do
hé thanh bién trén bi mat én dinh, cau Menkhienxtein & Thuy si bi pha huy
nim 1891 do mét én dinh, Cau dan Quebéc qua séng St. Laurent ¢ Canada, bi
pha hay vi mat 6n dinh caa thanh chiu nén trong khi xay dung vao nim
1907[10, trg 5], bé chira khi & Hamburg bj pha hiy nam 1907 do thanh ghép
chiu nén bi mat 6n dinh, cau dan Mojur & Nga bi pha huy nim 1925 do thanh
ghép chiu nén bi mat 6n dinh, riéng & Phéap theo s6 liéu cua ki su Girard
trong khoang thoi gian tir 1955-1965 di c6 24 cau bi pha hay, phan 16n 1a do
nguyén nhan mat on dinh, Cau Tacoma & My xay dung hoan thanh ngay
1/7/1940 va bi pha hiaty 7/11/1940 do bi mat 6n dinh vi tac dung cua gio [32,
trg 277] v.v...

Van dé 6n dinh két cdu duogc bat dau tir cong trinh nghién ctu bang
thuc nghiém do Piter Musschenbroek cong b6 nim 1729, da di d¢én két luan
rang luc ti han ty 1é nghich voi binh phuong chiéu dai thanh. Ba muoi nim
sau bang phan tich toan hoc Leonhard Euler ciing nhan dugc két qua nhu vay.
Pau tién cac ky su khong chap nhan két qua thi nghiém cua Piter
Musschenbroek va két qua caa ly thuyét Euler ngay ca Culdng [31, trg 185]
cling tiép tuc cho rang do cing cua cot ty 1é thuan véi dién tich mit cat ngang
va khong phu thudc vao chiéu dai thanh. Nhitng quan diém d6 dua trén céc
két qua thi nghiém ctia cot gd va cot sat lap ghép cd chiéu dai tuong d6i ngan,
nhitng thanh loai nay thuong bi pha hoai véi tai trong nho thua tai trong Euler
do vat liéu bi pha hoai ma khoéng phai do mat 6n dinh ngang gay ra. E.Lamac
1a nguoi dau tién giai thich mot cach thoa dang su khéng phu hop gitta két
qua ly thuyét va két qua thuc nghiém, 6ng ay chi ra rang ly thuyét Euler 1a

hoan toan phu hop véi thuc nghiém khi bao dam rang nhiing gia thiét co ban



cua Euler vé& xem vat liéu 1a dan hoi va diéu kién 1y tuéng cua cac dau cudi
can phai dugc bao dam. Nhiing thi nghiém sau nay khi nguoi ta rat chl y bao
dam caa dau cudi caa thanh va bao dam cho luc dit dang tdm cua thanh da
khing dinh tinh dung din cua cong thic Euler.
1.3. Cac phwong phap xiy dung bai toan dn dinh cong trinh
1.3.1. Phwong phap tinh

Theo phuong phap nay tai trong téi han s& 1a tai trong nhé nhat dé xay
ra phan nhanh dang cin bang, tirc 12 bén canh dang can bang ban dautdn tai
dang canbang 1an can. Pé xac dinh tai trong nay chi can nghién ctru su can
bang ctia hé & trang thai lan can khi cho hé chuyén vi bé va di tlm tai trong bé
nhat tuong tng véi dang can bang 1an can do.
Khao sét can bang caa mot hé & trang thai léch khoi dang can bang ban dau.
Tinh gi4 tri caa luc & trang théi Iéch dé d6i chiéu véi gia tri cua luc di cho ¢
trang thai can bang ban dau.

Gia str: P 12 lyc da cho ¢ trang thai can bang ban dau
P* I lyc tng véi trang thai léch khoi dang can biang ban dau (luc can co dé
gitr hé o trang thai 1&ch).
- Néu P < * thi hé can bang 6n dinh
- Néu P = P* thi hé can bang phiém dinh
- Néu P > P* thi hé can bang khéng 6n dinh
Xét hé mot bac ty do, mot dau ngam dan hoi, mot dau tu do

Sau khi khao sét can bang caa hé ¢ trang thai can léch ta co:

P:IE do do:

-V6i P <$ thi hé can bang 6n dinh



-V6i P :$ thi hé can bang bang phiém dinh

-Voi P =

% hé can bang khong on dinh

1.3.2. Phwong phdp nang lwong

Phuong phép nay dua trén viéc nghién ciru ning luong toan phan cua
hé. Khi n6 dat' cuc tiéu thi hé & trang thai can bing 6n dinh. Sy Iéch khoi
trang thai can bang 6n dinh s& 1am ting ning lwong. Tai trong tdi han Gng voi
nang luong cuc tiéu.

Nguyén ly Larange - Dirichlet:

“ Néu hé ¢ trang thai can bang én dinh thi thé ndang toan phan dat cuc
tiéu so Vi tdt cd céc vi tri 1an cdn vo cing bé ké tir trang thai can bang do.
Néu hé ¢ trang thai can bang khdng én dinh thi thé néng toan phdn dat cuc
dai SO V6i tdt ca cac vi tri 1an cdn vo cing bé ké tir trang thai can bang do.
Néu hé ¢ trang thai can bang phiém dinh thi thé ndng toan phdn khéng déi”.
Thé ning toan phan U* cua hé & trang thai bién dang gom:

- Thé ning bién dang cua noi luc u

- Thé ning cua ngoai luc Up= -T (trai dau vai cdng caa ngoai luc T)
U*=U+ Up=U-T

Do bién thién s U* cua thé nang toan phan cua hé khi chuyén tir trang thai

dang xét sang trang thai lan can sé la

oU*=0U-0T

Trong d6: & LP- bién thién cta thé nang toan phan

S U - d6 bién thién cua thé nang bién dang 5 T - d6 bién thién caa cong
cac ngoai luc Nhu vay, theo nguyén ly Lagrange - Dirichlet:

Néu U >ST thi hé & trang thai can bang on dinh Néu U <& Tthi hé ¢
trang thai can bang khdng 6n dinh Néus U =4 Tthi hé ¢ trang thai can bang
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phiém dinh
1.3.3. Phwo'ng phdp déng lwc hoc

Day la phuong phap chung nhat, dwa trén viéc nghién ciu chuyén dong
cua hé sau khi c6 kich dong ban dau. Néu chuyén dong 1a dao dong c6 bién do
tang khéng ngirng theo thoi gian thi dang can bang ban dau 1a khéng on dinh.
Nguoc lai, néu hé ludn dao dong bé quanh trang thai can bing ban dau hoic
tat dan thi d6 1a dang can bang 6n dinh.
1.4. Bai toan on dinh uon doc ciia thanh va phwong phap giai

Phuong trinh cin bang cta thanh thang co tiét dién khong doi chiu tac
dung cua lyc P dat & dau thanh c6 thé duge viét nhu sau:

d'y d?y
E) G +P 5 =0 (1.1)

Phuong trinh trén 1a phuong trinh vi phan tuyén tinh thuin nhét (khong
c¢6 vé phai). Phuong trinh dao dong tu do cta thanh dugc trinh bay & chuong
3 ciing thudc loai phuong trinh nay. Vi vay, dé tong quat ¢ day trinh bay
phuong phap chung tim nghiém cua phuong trinh vi phan tuyén tinh bac n
thuan nht c6 cac hé s6 1a hang sb [29]:

a, 3X¥+a1 dxn_¥+...+any:0 (a, #0) (1.2)

Pé giai phuong trinh vi phan trén thi giai phuong trinh dic tinh ctia né 1a:

n-1

aor+a r" +.. +a, r+a,=0 (1.3)
a) Truong hgp phuong trinh dac tinh c6 n nghiém phan biét thi nghiém cua
phuong trinh vi phan (a) viét duéi dang sau:

X

y=ce” +ce” +..+ce™ (1.4)
Céac hé sb ¢; duoc xac dinh tir diéu kién bién cua bai toan
b) Néu nhu mét nghiém r ndo d6 c6 nghiém lap lai my lan thi thanh phan

tuong Gmg trong nghiém trén duoc thay bang
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(C +CuX+C, X  +..4C, X" )™ (1.5)

Trong trudng hop c6 hé phuong trinh tuyén tinh sau:

d d d )
P, to, ()Y, + .+, ()Y, =0 (j=1 2, 3..n) (1.6)
dx dx dx

O day ¢, (%) 1a da thie cua (%). Mbi ham yy = Yi(x) (k=1...n) déu cob

dang (1.46) va (1.47), con cac sd mil r; s& 12 nghiém ctia hé cac phuong trinh
dac tinh
D(r) = det|p, (r)|=0 (1.7)

Day la hé phuong trinh dac trung cua h¢ phuong trinh vi phan. Tu
phuong trinh (1.7) tim dugc I, dua cic nghiém y dang (1.4) va (1.5) vao hé
phuong trinh (1.6) sé& xéac dinh dugc cic twong quan cia cac hé so, cac hé so
tu do duoc xac dinh tir cac diéu kién bién.Do 1a phuong phap chung dé giai
phuong trinh vi phan tuyén tinh thuan nhat c6 hé s6 1a hang sb.

Tro lai phuong trinh uén doc cua thanh. Phuong trinh (1.1) hoan toan
giai dugc bang cach giai phuong trinh dic tinh (1.3),tim nghiém theo (1.4) va
(1.5), cac hé sb cua (1.4) va (1.5) xac dinh tir cac diéu kién bién cia thanh.
Tuy nhién, mot cach giai ngan gon hon khi viét ham do vong y cua thanh
dudi dang sau

Y = asin(kx) + bcos(kx) +cx +d (1.8)

That vay, dua ham (1.8) vao phuong tinh (1.1) ta thdy phuong trinh

(1.1) dugc thoa man. Van dé con lai 1a xac dinh cac hé sd a,b,c,d . Bon hé sb

a,b,c,d ctia ham y dugc xéc dinh tay theo 4 diéu kién bién Y,Y,Y ,Y tai hai
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dau cudi thanh. Dudi day trinh bay cac 10i giai thanh c6 cac diéu kién bién
khac nhau.
Vi du: Xac dinh lue t6i han ciia thanh hai dau khép

Céc diéu kién bién tai lién két khdp 1a chuyén vi va momen udn bang
khéng. Ta co :

d2
dXZ(x:I):O

y(x=0)=o;%(x=0)=o;y(x=l)=o;

Pua 4 diéu kién trén vao (1.8), nhan dugc 4 phuong trinh sau
b+d =0;b=0;asin(kl)+cl =0; ak*sin(kl) =0
Taco b=c=d =0, asin(kl)=0
Néu a=0thi y=0, dé 13 nghiém tam thuong cua (1.1). Bé ¢ duoge
nghiém khong tam thuong (y = 0), ta cho
sin(kl) =0hay kl=nz,...0=123...)
Thay k vao phuong trinh (1.8) ta co

=N

P

(1.9

Vi cac gia tri P xac dinh trén, thanh co trang thai cAn bang méi, trang
re A , . . Nrx

thai uon doc véi y = asm(T X) (1.10)

khac voi trang thai ban dau 1a trang thai nén, thanh thang. Ta n6i thanh mat 6n
dinh va luc P la luc t61 han Euler. Chu y rﬁng vo1 P té1 han xac dinh theo
(1.9), d6 vong (1.10) cta thanh van hiru han. Tuy nhién, theo 1i thuyét dam-
cOt trinh bay & trén,dd vong cua thanh voi lyc P xac dinh theo (1.9) s€ tang
Ién vo cung, nén (1.10)1a biéu thirc xac dinh luc t6i han cua thanh. Kixelov

cho rang luc P t6i han (1.10) vAn nam trong mién on dinh.

13



Pé thoa min 4 diéu kién bién Y,Y,Y ,Y cta phuong trinh (1.1) ta c6
thé dung 4 thong s6 chuyén vi, goc xoay,momen uén va luc cat chua biét tai
hai dau thanh lam 4n thay cho cac hé s a,b,c,d cua phuong trinh (1.8).Ta
c6 phuong phap théng sé ban dau duoc gido su Kixelov sir dung trong gido

trinh dong luc hoc va 6n dinh cong trinh cua minh.

1.5. Nhan xét chuwong 1:

O trén di trinh by cac phuong phap chung dé xay dung bai toan 6n
dinh cong trinh. Cac phuong phap do la: Phuong tinh, phuong phap nang
luong va phuong dong luc hoc. Cac phuong phap noéi trén hoan toan tuong
duong nhau.Pi gidi thiéu cac dinh nghia, cac khéai niém va cac dinh 1y vé on
dinh nham muc dich hiéu rdban chat cta bai toan on dinh cong trinh. D2 trinh
bay phuong phap chung dé giai cac phuong trinh vi phan tuyén tinh thuan
nhat va ap dung dé nghién ctiru 6n dinh cua thanh thang chiu luc nén P tac
dung & dau thanh. Co thé néi day 1a phuong phap toan duy nhat va do d6 phd

bién nhét trong nghién ctru 6n dinh cong trinh hién nay.
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CHUONG 2
PHUONG PHAP NGUYEN LY CUC TRI GAUSS

Trong chuong 1 di trinh bay bén duong 16i xdy dung bai toan co hoc
va cac phuong phap giai hién nay thuong dung trong cac gido trinh, tai li¢u
trong va ngoai nudc. Khac véi chuong I, chuong nay trinh bay nguyén ly
Gauss, sau d6 trinh bay phuong phap méi dua trén nguyén 1y cuc tri Gauss dé
xdy dung va giai cac bai toan co hoc dudi dang téng quat, chu yéu la cia co
hé vat ran bién dang. Pé dat muc tiéu trén, trong chuong con giéi thi¢u céac
khai niém Urng suét va bién dang cua co h¢ moi truong lién tuc va cua co hoc
két cau. Cubi cing, dé 1am vi du, trinh bay viéc ap dung phuong phap méi dé
nhan duoc cac phuong trinh vi phan cén bang cua co hé.

2.1. Nguyén li cuc tri Gauss

Nam 1829 nha toan hoc nguoi Bic K.F. Gauss da dua ra nguyén 1y
sau ddy d6i voi co hé chat diém [1,tr. 171]:

“Chuyén déng thuwc ciia hé chat diém co lién két tiy y chiu tac dong bat
ki & méi thoi diém xdy ra mét cach phit hop nhdt cé thé véi chuyén dong cia
hé dé khi hoan toan tw do, nghia la chuyén déng thiee xdy ra véi lwong cudng
birc t6i thiéu néu nhw sé do heong cudng birc ldy bang tong cdc tich khoi
lirong chat diém véi binh phwong do léch vi tri chat diém so véi vi tri khi
chung hoan toan ty do”.

Goi m. 1a khéi luong chat diém, A; 1a vi tri cia né, B, 1a vi tri sau thoi
doan v6 cung bé do tac dong luc ngoai va do van tdc & dau thoi doan gay ra,
C. 1a vi tri co thé ( bi rang budc boi lién két) thi luong cudng bic dugc viét

nhu sau:

Z=3m (ﬁf — Min (2.1)

Dau tong trong (2.1) 14y theo s chat diém.
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Str dung nguyén 1y van téc o va nguyén 1y D ‘Alembert, xét hé ¢ trang
thai can bang va cho rang co luc v6i do 16n ti 16 véi do dai ﬁ tac dung
theo chiéu tir C, dén B., Gauss da chung minh nguyén ly cia minh [1,tr.
172].

Pé co thé sir dung nguyén 1y Gauss can biét dai lwong bién phan cia
n6. Theo [1,tr. 889], Gibbs (nam 1879) va Appell (nam 1899) di tur céac lap
luan khac nhau déu nhan dugc nguyén 1y Gauss va chi ra rang dai luong bién
phan ctia nguyén 1y nay 1a gia téc. Pidu ndy c6 nghia 1a:

ori=0; orj=0; orz O (2.2)
& day & 1a ki hiéu bién phan ( lay vi phan khi ¢6 dinh thoi gian ), r;, i Va
lan luot 1a vecto toa do, vecto van toc va vecto gia tdc cua diém i. Chuyén
dich cua chat diém cua hé c6 lién két dudi tac dung cta lyc F; sau thoi doan

dt tinh theo cong thirc sau day:
ri+r‘id'[+%'r;dt2 (2.3)

Vi 8r,=0va &¢;=0 nén chuyén dich cua chat diém hoan toan tu do (c6
thé hinh dung & dau thoi doan dt lién két duoc giai phong nhung van gitr luc
tac dung) sau thoi doan dt 1a :

ri+r'idt+15dt2 (2.4)
2m

Hiéu cua (2.4) va (2.3) cho ta do léch vi tri cta chat diém c6 lién kétso véi vi
tri cia no6 khi hoan toan tu do.
C6 thé xem dt 1a hang thi luong cudng buc Z theo (2.1) dugc viét dudi dang

luc nhu sau (v6i d6 chinh xac bang thira s dt*/ 4) :

Z=Zmi(%—r}j — Min (2.5)

hoac
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Z = Zmi(F m, ¥,)°— Min  (2.5a)

Khi tinh luong cudng buc theo (2.5) can xem gia tc 1a dai luong bién
phan (bién phén kiéu Gauss theo cach noi cia Boltzmann ). Nhu vay, phuong
phap tim cuc tiéu cta cac bai toan co hoc duoc xay dung theo nguyén 1y (2.5)
khong thé 1a bat ky ma phai 1a (khi khéng c6 rang budc nio khéc):

oL
6_r =0 (2.6)

Piéu kién (2.6) s& cho ta phuong trinh can bang. That vdy, ap dung

(2.6) vao (2.5) ta nhan duogc phuong trinh can bang cia hé ( ¢ day luc tac
dung bang luc quan tinh). Appell va Boltzmann (nim 1897) con cho biét
nguyén 1y Gauss dung cho hé lién két holonom va ca hé lién két khong
holonom [1,tr. 890].
Nguyén 1y Gauss (2.1) hodc (2.5) c6 dang ciia phuong phap binh phuong tdi
thiéu 1a phuong phap ciing do Gauss dua ra va duoc dung rong rai trong toan
hoc hién dai, trong giai tich ciing nhu trong 10i giai s6. C6 1& vi vay nguyén ly
Gauss thu hat sy chi ¥ cia nhiéu nha khoa hoc, thi du, Hertz (nim 1894) dya
trén ¥ tuong luong cudng bic dua ra nguyén 1y dudng thang nhat (dudng co
d6 cong nhé nhit) hodc Prigogine (nim 1954) va Gyarmati (nam 1965) da
xdy dung duoc luong cudng birc cua cac qua trinh khong hdi phuc trong nhiét
dong luc hoc [2].

Céc tai lidu gido khoa vé co hoc thuong gi6i thiéu nguyén 1y Gauss
dudi dang (2.5) 1a dang dung dugc dé tinh toan. Nhung nguyén 1y (2.5) véi
dai luong bién phan 1a gia tbc chi 1a mot biéu thi cia nguyén 1y Gauss (2.1)
boi vi dai luong bién phan trong co hoc con co thé 1a chuyyén vi va van tdc

nhu trinh bay sau day.
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2.2. Phwong phap nguyén ly cuc tri Gauss

Trong bai viét ciia minh Gauss néu nhan xét rang nguyén Iy vin téc do
bién vin dé tinh hoc thanh vin dé todn hoc thudn tuy, con nguyén Iy
D’Alembert dua bai toan dong luc hoc vé bai todn tinh hoc va moi nguyén ly
ciia co hoc hodc nhiéu hodc it déu c6 thé truc tiép rit ra tir hai nguyén 1y
trén. Dudi day trinh bay phuong phap dua trén nguyén 1y chuyén vi ao dé
nhan dugc biéu thirc (2.1) ciia nguyén 1y Gauss.

Xét hé chat diém co lién két tuy v ¢ mot thoi diém bat ki nao do co
nghia 1 phai dua lyc quan tinh f; cia hé tai thoi diém d6 tac dung l1én hé. Dbi
vo1 hé hoan toan tu do luc quan tinh fy; cia nod br?lng vai ngoai luc (chi $6 ‘0’ &
chan ki tu chi rang ki tu d6 thudc hé so sanh, trudng hop nay 1 hé hoan toan
tu do ¢6 cung khdi lugng va cung chiu tac dung luc ngoai giéng nhu hé c6
lién két). Nhu vay, cac luc tac dung 1én hé co lién két gdbm cac luc fi= m;#; va
cac luc fyy = Mo (thay cho ngoai luc). Theo nguyén Iy chuyén vi a0 dbi
v6i lien két gitr (lién két dudi dang dang thirc) va khong gitr (lién két dudi
dang bat dfmg thire) diéu kién can va du dé hé ¢ trang thai can béng la [1,tr.
887] :

Z(fu o fOi )5r| <0 (27)

Biéu thirc (2.7) ciing duge Fourier (nim 1798 ) va Ostrogradsky ( nim 1838)
doc 1ap dua ra.
C6 thé nhan xét ngay rang phan trong ngoic don cia (2.7) biéu thi lyuc tac
dung 1én hé nén phai bang khong dé hé ¢ trang thai can bang.
Trong biéu thirc (2.7) can xem cac chuyén vi r; doc 1ap ddi voi luc tac dung.
Cho nén tir (2.7) co thé viét:

Z=>(f - f,)r > Min (2.8)

Trong (2.8) r; 1a cac bién doc 1ap can tim dé bao dam cho Z cuc tiéu. Vi
chuyén vi rgi ctia hé hoan toan tu do da biét nén biéu thuc (2.8) twong duong

v6i1 cac bicu thic dudi day:
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Z = (fi-fy) ([ —ry)— Min (2.8a)

hoac Z => m {%—r‘oi (r,-r;) — Min (2.8b)

D@ dang nhan thay (2.8b) 1a tich cua khéi lugng m; véi binh phuong do 1éch
vi tri chat diém va do d6 Z xéac dinh theo (2.8) 1a luong cudng bic cua
nguyén 1y Gauss (v6i d6 chinh xac bang thira s6 dt¥ 2 ). So véi (2.5), luong
cudng bic Z xac dinh theo (2.8) biéu thi day du va rd rang tu tuong cia
nguyén 1y Gauss thé hién ¢ chd, thir nhat, no cho phép so sanh hé c6 lién két
vo1 hé hoan toan tu do, thur hai, dai lugng khong biét (dai luong bién phan)
trong (2.8) 1a chuyén vi giong nhu trong (2.1). Cyc tiéu cia (2.8) can va phai

duoc tim tir dieu kién (khi khong c6 cac rang bude nao khéc):

oz _
5 =0 (2.9)

Piéu kién (2.9) ap dung vao (2.8) cho ta phuong trinh cin bang cua co hé.
Vidu 1l Viduy nay lay tir [3,tr. 64]. Viét phuong trinh chuyén dong cua khoi
lwong m chay trén duong cong y= bx? trong mit phang (xy), khong c6 luc ma
sat, dudi tac dung cia truong gia toc g (Hinh 1.1).

Y y=bx?

o

[s)

Hinh 1.1
Céc luc tac dung lén khdi luong m bao gé)m: lyc quan tinh theo chiéu y, luc
trong truong theo chiéu 4m cta y, luc quéan tinh theo x. Chon hé so sanh 1a hé
c6 cung khdi lugng m nam trong trudng gia téc g nhung hoan toan ty do.

Luong cudng birc duoc viét theo (2.8) nhu sau:

Z = (my+mg)y+(mx)x — Min (@)
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Thé y =bx? vao (a) ta c6

Z = (my+mg)bx® +(mx)x — Min (b)

Xem chuyén vi x 12 bién doc lap va tu diéu kién (Z—Z =0 nhan duoc:
X

2bxy +2bgx+%=0 (C)

Thay § = 2bxx+2bx®> vao (¢) nhéan dugc phuong trinh chuyén dong cua khoi

luong m
(4b?x* + D)%+ 4b*xx* + 2bgx =0 (d)
Phuong trinh (d) 1a két qua can tim.

Nhu nhén xét ctia Gauss néu trén, c6 thé néi biéu thirc (2.7) dd bién van dé
tinh hoc (can bang luc) thanh van dé toan hoc thuan tuy. That vdy, néu ta

dung gia toc 1a dai lugng bién phan thi twong ty nhu (2.7) c6 thé viét

Z (fi_fm)ériS 0 (2.10)

v6i diéu kién gia téc ¥ 12 dai luong doc 1ap dbi vai luc tac dung.
Tir (1.10) c6 thé viét

Z=> (fi-fy)Fi—> Min (2.11)

Trong (2.11) can xem gia toc ;13 dai luong bién phan dé bao dam cho Z
cuc tiéu. Vi gia toc ¥ o ciia hé hoan toan tu do da biét nén biéu thirc (2.11)
twong duong véi cac biéu thire dudi day:

Z=> (fi—f)(Fi- Fop) — Min (2.11a)

hodc Z => m (%—'r’mj( Fi- Foi) — Min

Z= > mfi;-iy)> > Min (2.11b)
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Ta thiy (2.11b) tring véi (2.5). Céc gia téc  phai thoa man cac lién két néu

c6 va diéu kién cuc tiéu cua (2.11) 1a biéu thirc (2.6).

Vidu2.Lam lai vi du 1 (Hinh 1) theo nguyén li (2.5) hodc biéu thirc (2.11)
Khéi luong m vira chuyén dong theo x, vira chuyén dong theo y, nhung

do c6 lién két y= bx® nén chi c6 mot bac tu do, thi du 1a x. Cac lyc tac dung

lén m bao gém: Luc quan tinh theo chiéu v, luc trong truong theo chiéu am

ctia Y, lyc quan tinh theo X. Luong cudng bic Z viét theo (2.5) 1a:

zZ= m(%+ ) + mx* — Min (a)

Lay dao ham rang budc y=bx® theo thdi gian hai 1an ta co :

§ = 2bxx + 2bx* (b)

Thay y trong (a) bang (b), nhan duoc

Z = (g + 2bx% + 20x*)* + %> — Min (C)

Xem gia tock 1a bién doc 1ap va tir diéu kién 6Z/6% =0 ta c6 phuong trinh

chuyén dong ctia khéi lrgng m nhu sau :

(4b*x* +1)X + 4b*xx* + 2bgx = 0 (d)

Phuong trinh (d) 14 két qua can tim.

Tuong tu, ciing c6 thé dung van toc ¢ 1a dai luong bién phan, khi d6 luong

cuong buc Z duoc viét :

Z =Y (fi-fy)t > Min (2.12)

i
voi diu kién van toc 1, 1a bién doc 1ap va thoa man cac lién két néu cd. Trong
truong hop nay di€u kién cuc tiéu cua nguyén ly(2.12) s€ 1a (khi khong co
rang budc nao khac) :

oz
& =0 (2.13)

Lam lai bai todn cua vi du 1 véi dai lugng bién phan 1a van toc (bi€u thic

2.12) ciing cho ta két qua dang dan.
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Tom lai, cac nguyén 1y (2.5) hodc (2.11) v6i dai luong bién phén 13 gia toc
doc 1ap d6i véi luc tac dung, nguyén 1y (2.8) v6i dai luong bién phan 1a
chuyén vi doc 1ap d6i véi luc tac dung va nguyén 1y (2.12) véi dai luong bién
phan 1a van tbc doc lap ddi véi luc tac dung da bién phuong trinh can bf?mg
lwc (van dé co hoc ) thanh cac bai toan toan hoc thuan tuy va c6 thé duoc phat

biéu nhu sau : Chuyén dong thiee ciia co hé xdy ra khi lwong cwéng birc Z

— xdc dinh theo (2.5) thi dwoc tim theo gia toc , diéu kién (2.6 )
— xdc dinh theo (2.8) thi dwoc tim theo chuyén vi, diéu kién (2.9)
~ xdc dinh theo (2.12) thi dwoc tim theo vin toc, diéu kién (2.13)

la cuec tiéu.

DPuong nhién, cac dai lugng bién phan gia tde, chuyén vi va van tdc
phai théa man cac diéu kién lién két ctia hé.

Dé c6 thé ap dung cho ca cac bai toan tinh ctia moi trudng lién tuc ta
s& dung nguyén 1y (2.8) véi dai lwong bién phéan 1 chuyén vi va diéu kién cuc
tiéu 13 (2.9). Nguyén i (2.5) khong cho phép giai cac bai toan tinh. Do do,
cach trinh bay nguyén 1y Gauss dudi dang ndy dd han ché viéc sir dung

nguyén ly trong co hoc.

C6 thé md rong nguyén 1y Gauss bang cach so sanh hé can tinh véi hé
c6 lién két tuy y chiu tac dung cta luc giéng nhu hé can tinh ma 1oi giai cia
n6 da biét. Khi d6 thay cho luc ngoai ta dung luc lién két va luc quan tinh cua
hé so sanh vé6i dau nguoc lai dé tac dong 1én hé can tinh. Diéu nay la hién

nhién bdi vi ngoai lyc ludn can bang véi ndi luc. Xét vi du minh hoa sau

Vi du 3 Hé can tinh 1a khéi lwong m c6 lién két 10 xo do cimg k va lién két
nhét vai hé s6 nhét ¢ chiu tac dung luc p(t) (Hinh 2.2). Xét dao dong théng
dung u(t) ctia m so véi vi tri cAn bang tinh cua nd. Bai toan cé mot bac dao
dong tu do. Ta chon hé so sanh c6 khoi lrong mq va lién két 10 xo do cung ko
cung chiu lyc p(t) (Hinh 2.2.b).

22



Hinh 2.2 a) H¢ can tinh; b) HE so sanh.

Dao ddng ug(t) ctia hé so sanh (so véi vi tri can bang tinh ctia nd) xac dinh tir
phuong tinh can bang sau :

M,y + Koy = P(t) (a)
Luc tac dung 1én khéi luong m gém cé: luc quan tinh mii, luc can 10 xo ku,
lyc can nh6t cu va luc p(t) dugce thay b::ing ndi lyc cua h¢ so sanh. Lugng
cudng birc theo (2.8) viét duoc:

Z = (mi+cu+ku—mgli, —kyu,)u — Min (b)
Phan trong dau ngodc don cua (b) biéu thi lyc tac dung va theo nguyén ly
chuyén vi (2.8) can xem chuyén vi u 1a bién doc lap d6i véi luc tac dung thi
tir diéu kién 6Z/du =0 nhan duoc phuong trinh can béng ctia hé can tinh

mUi + cu + ku = myi, +K,U, (©)
hay chu y t61 (a) ta co
mti +cu +ku = p(t) (d)
Nhin vao (c) va (d) thdy rang thay cho viéc giai phuong trinh vi phan can
bang (d) cua hé can tinh ta c6 thé giai phuong trinh (c) ng véi timg thoi
diém. V& phai cta (c) c6 thé 1a nghiém riéng hodc nghiém co ban (trudng hop
p(t) 12 xung don vi) cua (d) hodc, mot cach téng quat, 1 thé hiéncua p(t) trén
hé bat ki nao khac (10i giai ciia hé bat ki khi chiu tic dong cta p(t) ). Nhan

xét ndy rat hiru ich boi vi né cho ta mot phuong phap nita dé giai cac phuong
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trinh vi phan phirc tap, dic biét 1a di véi cac bai toan cé diéu kién bién & vo
han hodc 1a khi giai bang sd.
Luong cudng bic Z theo (b) c6 thé viét dudi dang sau:

Z=271+22+23— Min (e)
71= %(ku—kouo)z, 72=2cuu, Z3 = 2m(i—i,)u (f)

O day Z1 viét duéi dang binh phuong tdi thiéu. Vi Z1 dugc viét dudi dang
binh phuong tdi thiéu nén cac dai luong Z2 va Z3 phai nhan véi hé s6 2. Cac

biéu thtrc lugng cudng buc (b) va (e), (f) 1a twong duong.

Nhitng nhan xét rat ra tir vi du minh hoa néu trén 4p dung dang cho bét ki hé

nao khac.

Trinh bay trén cho thiy c6 thé dung hé c6 lién két bat ki dé lam hé so sanh

cho nén co thé mé rong biéu thirc (2.8) nhu sau :
Z => (fi—fy)r,— Min (2.14)

voi T 1la ndi luc bao gom luc quan tinh va luc lién két n€u c6 cua hé can
tinh, fg; 1a ndi luc va luc lién két da biét cia hé so sanh bat ky chiu tac dung

luc ngoai giong nhu hé can tinh.

Chu y rang khi sir dung biéu thuc (2.14) can xem chuyén vi r; 1a dai luong
doc 1ap d6i voi luc va phai théa mén cac diéu kién lién két néu c6. Boi vi cuc
tiéu ctia lugng cudng birc Z phai duge tim theo (2.9) (khi khong c6 cac rang
budc nao khéac) nghia 1a phai giai phwong trinh cin bang cia co hé nén bai

toan ludn c6 nghiém va nghiém 1 duy nhat

Phwong phdp ciia nguyén Iy (2.14) cho phép ding hé so sdnh bat ki. Dai
lirong bién phdn cia (2.14) la chuyén vi, diéu kién cuc tiéu ciia né la biéu
thirc (2.9). Phuong phap nay do GS. TSKH Ha Huy Cuong dé xuét va duoc
got la phuong phap nguyén ly cuc tri Gauss.
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Biéu thirc (2.7) trong cac gido trinh co hoc thudng mang dau bang, nghia 13
chi xét trudong hop lién két gitr va khi d6 tir (2.7) sé nhan dugc nguyén 1y cong
40. Co thé nodi biéu thirc (2.7) véi dau nho thua hodc bang 1a sy khac biét co
ban gitra nguyén 1y co hoc cua Gauss vdi co hoc dua trén nguyén 1y cong ao
hién dung.
2.3. Co hé méi truong lién tuc: &ng suét va bién dang
Trong muc nay trinh bay phuong phap nguyén 1y Gauss d6i véi co hé

moi truong lién tuc. Mudn vay can biét khai niém tng suat va bién dang cua
moi trudng lién tuc. Pé trinh bay gon dudi day dung cac dai luong tenxo voi
cach hiéu nhu sau [4 ,tr.196]:

aa =a +a, +a,

ay =a, +a,, +a,,
va hé sb Kronecker

gij = 1 khi i=]

Sij = 0 khi i #j
véi i=1,23; j=1,2,3;k=1.2,3 dbi v6ikhong gian 3 chiéu.
Co thé noi ddi tuong nghién ctiru cia co hé moi truonglién tuc trong toa do
vudng goc 1a phan t6 khdi chir nhat (ba chiéu, kich thudc vo cung bé ) hoidc
phan t6 chit nhat (hai chiéu, kich thudc vo cing bé ) dugc tach ra tir moi
trrong (hinh 2.3).

FELH

L.
Aztta -

L

Hinh 2.3. Trang thai tmg suat phan to
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Khi d6 li thuyét tmg suét cho thay ngoai cac luc thong thuong (luc giy céac
chuyén vi tinh tién trong co hé chat diém) trén bé mat phan t6 con c6 cac ing
suit tac dung . C6 9 Umg suit o, tac dung lén bé mit phan t6. Tht nguyén cua
ung suét bﬁng luc chia cho don vi dién tich.
Tir diéu kién can bang lyc va momen s& nhan dugc phuong trinh can bang
tinh cta phan t6

o..+ b =0 (2.15)

Trong (2.15) oj 1a Gmg suat, o, bicu thi dao ham cla tmg suét theo toa

do khong gian, d5,/0X; = o, bj 1a luc khéi (luc khéi xem nhu 1a lyc can).
Néu khong c6 Iyc momen khéi thi tir phuong trinh can bang sé& ¢6 :

.= oy (2.16)

i = Oj
S6 g suat doc lap tac dung 1én bé mat phan t6 chi con 6. Li thuyét Gmg suat
cho thay khi biét trang thai Gmg suat phan to thi s& xac dinh duoc trang thai
Iirc tai diém do ctia mdi trudng va nguoc lai .

Khi chiu tac dung ngoai luc, phan t6 chuyén dong va bién hinh. Ly thuyét
bién dang cho thay ngoai cac chuyén vi u; phan t6 con chiu cac bién dang &ij
Néu xem bién dang 1a bé (binh phuong hoic tich hai bién dang 1 nho so véi

chinh né ) thi cac bién dang dugc xac dinh theo cac phuong trinh sau:
1
gy = o (Uig+ ui) (2.17)

Cac g la cac dai luong khong thtr nguyén. Tuong tu nhu tenxo aj,
tenxo & dbi xtng va c6 6 bién dang ddc 1ap tuong tmg v6i 6 Gng suit.

Tir (2.17) thiy rang trang thai chuyén vi xac dinh duy nhét trang thai
bién dang, nhung nguoc lai khong dung béi vi c¢6 nhimg chuyén vi khong gay
bién dang (chuyén vi cua vat rin tuyét d6i). Ngoai cac phuong trinh néu trén,
dé bao dam tinh lién tuc ctia moi truong con cd cac cac phuong trinh vé dicu

kién khong b1 gian doan.
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Tuy theo tinh chit co hoc cua vat liéu moi truong ma cd cac lién h¢
khac nhau giita tng suat va bién dang. Do c6 6 tng suat va 6 bién dang nén
mot cach tong quat can biét 36 thong sé tinh chat vat liéu. Tuy nhién tir diéu
kién biéu thi ning luong bién dang phai giébng nhau con s 36 rat xudng con
21. Pbi vai vat licu déng huong chi con 2 thong s6 tinh chat vat liéu doc lap
dugc chon trong sb cc thong sd sau: hai hing s6 Lamé p va A , moédun
Young E , modun truot G va hé s6 Poisson v, gilta chung c6 cac lién h¢ sau
day :

Ev E

M ey 0 M7 8T iy (2.18)

Pbi voi vat liéu dong nhat , ding huéng, tuan theo dinh luat Huc

(Hooke) thi lién hé giira img suat va bién dang s&1a:

Cij = 2G (Sij + 1 VZ Skkéij) (219)

— 4V

Tir cong thire (2.19) thay rang Ung suat cjj khong nhitng phu thudc vao
bién dang &ij theo phuong cuia n6 ma con phu thudc vao cac bién dang theo
cac phuong khac thong qua hé s6 Poisson v. Hé s6 2G dé tién trinh bay sau
nay s& duoc goi 13 dé citng ciia bién dang.

Nhiing trinh bay trén cho thdy dbi v6i co hé méi truong lién tuc can
xem céc bién dang &j la doc lap dbi v6i nhau va duoc xac dinh theo phuong
trinh (2.17), can xét cac phuong trinh vé diéu kién khong bi gian doan cua
moi trudng va lién hé giita Gmg suat va bién dang. P6i véi méi truong dan
hdi, dong nhit, ding hudng lién hé tng suit - bién dang iy theo (2.19) va
diéu kién khong bi gian doan cua moi truong tu dong thod man khi biéu thi
g suat qua chuyén vi.

Tom lai, khac voi co hé chat diém, trong méi trudng lién tuc ngoai luc
khéi va luc quan tinh 13 cac luc tac dung gdy chuyén vi, con phai xét thém céac

ung suat cj; gy ra cic bién dang gj;.
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T nhan xét vira néu, c6 thé s& c6 ich d6i véi nhan thire khi dua ra cac
nhan dinh téng quat vé mdi twong quan giita co hoc chit diém va co hé moi
truong lién tuc nhu sau:

Khai niém co ban cta co chit diém 1a chit diém, cac luc tac dung lén
chat diém gy ra cac chuyén vi, dic trung cta chat diém 1a khéi luong;

Khai niém co ban cua co h¢ moi truong lién tuc 1a mat cit phan td, céc
g suat gy ra cac bién dang, cac dic trung cua mit cit phan td 1a cac do
cting bién dang twong tng véi cac tng suat. Cac do cing ndy xac dinh tiy
theo tinh chat vat liéu méi trudng. Trong co hé méi trudng lién tuc con ¢ luc
khéi va lyc quan tinh gay chuyén vi gibng nhu trong co hé chat diém. Do do,

cO thé tom tat moi twong quan vira néu dudi dang:

Chat diém < Mt cdt phan t6
Luec = Luc
Cdc iing sudt
Chuyén vi o Chuyén vi

Bién dang
Khoi lwong < Khoi luong
Cdc dg cirng bién dang

Ki hiéu < chi su twong duong gitta cac khai niém. Vi cach hiéu nay
cling dé dang xay dung phiém ham luong cudng birc twong tu nhu (2.14) dbi
v6i co hé moi trudng lién tuc bat ky duoc trinh bay sau day.

Trudce tién, ta dung hé so sanh 1a h¢ chat diém c6 cung khoi luong,
cung chiu tac dung luc ngoai va hoan toan ty do. Pdi véi moi truong lién tuc
can xét thém ung suat va bién dang nén luong cudng birc Z ctia hé viét tuong
tu (2.14) nhu sau:

Z...=.21+7Z2 — Min
21=[oye,dv , Z2={(pliu; +bu, - pliyu,)dF (2.20)
v v
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Trong (2.20) V la thé tich vat thé, p 1a khéi luong don vi. Luc quan tinh 1a
luc can nén trong (2.20) mang dau cong. Lugng cudng buc Z1 xét ing suét
cia moi trudng lién tuc can tinh, hé chit diém so sanh khong c6 mg suét.
Luong cudng buc Z2 xét luc khdi va e quén tinh ctia méi truong lién tuc,
luc quan tinh ctia hé chat diém so sanh. Cac luc nay déu gay chuyén vi u.

Theo phuong phap nguyén 1y cuc tri Gauss, trong (2.20) cAn xem céc
bién dang g;la doc lap d6i voi cac tng suat Gjj va cac chuyén vi u;la doc lap
d6i voi luc tac dung (& day 1a luc khéi va luc quan tinh) va doc lap ddi véi
nhau. Diéu kién cuc tiéu cua (2.20) 1a

%*% 0 (2.21.3)

Néu bién dang &, bicu thi qua chuyén vi (cong thirc (2.17)) thi diéu kién cuc

tiéu cta (2.20) duoc viét nhu sau:

Oc.
OZL%% P22 _o(2.21b)
Og; ou;  ou

Ttr diéu kién (2.21.a) nhan dugc

o;;t bi+ptj-plg = 0 (2.22)

Phuong trinh (2.22) 14 phuong trinh vi phan cén bang cta co hé méi truong
lién tuc dudi dang tng suét.

Néu tai diém dang xét khong co6 luc ngoai tac dung thi p,, bi triét ti€u,
phuong trinh (2.22) 1a phuong trinh can bang dong luc hoc thudng gip cia
co hé méi trudng lién tuc. Truong hop bai toan tinh, pii, cling bang khéng,
phuong trinh (2.22) khi d6 trung véi (2.15).

Dé dang nhan dugc phuong trinh vi phan can bang dudi dang chuyén vi
bang cach dua lién hé ung suat - bién dang vao phuong trinh (2.22) hodc vao

phiém ham (2.20).Trong muc (2.5) dudi day sé& trd lai van dé nay.

Can néu nhéan xét rang biéu thirc (2.20) cho phép so sanh co hé moi

truong lién tuc voi co hé chit diém hoan toan tu do khi hai hé cung chiu luc
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ngoai nhu nhau. Trong (2.20) khéng chira cac thong sb tinh chat vat liéu cua
moi trudng nén nd dung véi moi truong bat ky.

Xét cac truong hop khac ctia phiém ham luong cudng bire (2.20):
— Truong hop khong dung h¢ so sanh thi phai dua lyc ngoai pi vao (2.20).
Luc pi thuong tac dung 1én bé mit Q cua vat nén ta viét

Z = j(aijgij + pli.u; —biui)dv—j p u,dQ — Min (2.23)

~ C6 thé dung hé so sanh ciing 12 co hé moi trudong lién tuc c6 lién két bat
ky véi diéu kién hai hé cung chiu luc ngoai giéng nhau:

Z = I[(Gij _O'oij)gij + (Pl — poli )u; — (b, _bOi)ui}jV — Min (224)

Gibng nhu di trinh bay & vi du 3, thuc chét ctia phuong phap nguyén 1y cuc
tri Gauss l1a dung ndi luc cua h¢ so sanh tac dung Ién hé can tim.

— P6i v6i bai toan tinh, luc quan tinh triét tiéu, khi khong xét luc khéi, biéu
thuc (2.24) c6 dang:

Z =[(oy —0yy)&,dv — Min (2.25)
\Y
— Doi voi bai toan tinh, khong xét lyc khdi, khong dung hé so sanh, tir (2.23)
ta co:
Z = Iaijgijdv—f p,u;dQ — Min (2.26)
\% Q

Céc chuyén vi u;j va bién dang &j (xac dinh theo (2.17)) trong cac phiém ham
(2.20, 2.23, 2.24, 2.25) va (2.26) 1a nhiing dai luong doc 1ap ddi véi luc tac
dung va Ung suat va phai thoa min cac diéu kién lién két néu c6. Chuyén
dong thuc cua co hé¢ moi truong lién tuc xay ra khi cuc tiéu céc phiém ham
lugng cudng buc vira néu theo diéu kién (2.21) néu khong cé cac diéu kién
lién két nao khac.

P6i voi moi truong dan hoi, quan h¢ ung suit - bién dang xéac dinh theo
(2.19), ta c6 thé viét luong cudng birc dudi dang binh phuong téi thiéu nhu

nhan xét da néu o vi du 3:
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Z = )u,dv — Min (2.273)

Oomi

1
— (0 —og) dv+2|(f, - f
VIzG S J

hodc Z = [2G(s; —&5)*dv +2[m, (U, — U )u,dv — Min
\Y \

Tuong tu, khi khong dung hé so sanh thi phai xét luc ngoai, co thé viét lai
(2.26) nhu dudi day

Z = J%(aij)zdv+2\! fmiuidv—2£ p,u;,dQ — Min (2.27Db)
hoic Z =[2G(s;)"dv+2[(mi;)u,dv—2[ pu,dQ — Min
\ \ Q

Trong (2.27) f =mu, va f,, =myi,; laluc quan tinh ciia hé can tinh va
hé so sanh, lién hé giira ing suat va bién dang xac dinh theo biéu thirc (2.19).
Trong (2.27), can xem cac bién dang g; la cac dai lugng bién phan doc lap
ddi véi cac ung suét oy, cac chuyén vi u, 1a doc lap ddi véi luc tac dung pva
luc quan tinh.

Tich phan thr nhat trong (2.27) lién quan dén ing suat dan hdi c6 trong
s6 1a 2G, Trd 1én trinh bay cac phiém ham luong cudng burc, ddi véi co hé
chat diém 1a cac biéu thuc (2.14), d6i véi méi truong lién tuc 1a biéu thic
(2.20) va cac truong hop khac ciia né 1a cac biéu thie (2.23), (2.24), (2.25),
(2.26) va (2.27). Trongcac phiém ham nay canxem cac bién dang gijxac dinh
theo (2.17) va cac chuyén vi uila cac dai luong khong biét doc 1ap ddi véi tmg
suat va luc tac dung, thoa man cac diéu kién lién két néu co va cac diéu kién
khéng bi gian doan (riéng d6i véi moi trudng lién tuc). Cuc tiéu cac phiém
ham nay theo diéu kién (2.21) cho ta chuyén vi thuc ciia co hé can tinh.

Phuong phap nguyén li cyc tri Gauss la phuong phap méi trong co hoc

moi truong lién tuc.
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2.4. Co hoc két cau
Moén strc bén vat liéu va co hoc két ciu nghién cuu trang thai ung suét

bién dang ctia dam, thanh, tim, khung, dan v.v...1a nhiing két cau c6 mot
hodc hai kich thudc nho thua nhiéu 1an so véi cac kich thudc con lai. Trong
truong hop nay dé don gian nhung két qua tinh van bao dam do chinh xac du
dung trong thuc té (kiém tra bang thi nghiém), c6 thé dung mit cat két cAu
thay cho mit cét phan t6 va cac ing suit tac dung 1én mit cat dugc qui vé
thanh cac ndi lyc tac dung 1én mit trung binh (dudng trung binh dbi v6i dam)
nhu luc doc N, momen uén M, luc cit Q v.v... Mudn vay can dua vao céc
gia thiét sau day:
— Khi chiu luc doc truc, Gmg sudt phap dugc xem 1a phan bd déu trén tiét
dién.
— Khi chiju lyc ngang (tac dung thang goc véi mit trung binh) co cac gia thiét
sau day:

Mait trung binh cta tAm va truc trung binh ctia dam khong co6 noi lyc va do

d6 khong bi bién dang.
Gia thiét tiét dién phang: tiét dién sau khi bién dang van phang.

Khéng xét (mg suat nén giita cac 16p theo chiéu cao tiét dién, nghia 1a xem
cac 16p song song v4i mat trung binh (tdm) 1am viéc & trang thai tng sut

phang.

X3

e P A2

- e

Qi / ”\XL/ M,,

- - =
s
- ’ E_Mzz . !

Hinh 2.4. Noi luc ctia phan t6 tam
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Str dung céc gia thiét trén, cdc momen udn va xoan va lyc cat tic dung
1én mat cat két cau xac dinh theo cac bi¢u thic dudi day (hinh 2.4):
h/2 h/2 h/2
My, = IO-MXBdXS , My, = J622X3dX3 y M, =M, = J012X3dx3
-h/2 -h/2 -h/2
hi/2 hi/2

Qi = j013dx3 v Q= jazadxs (228)

—h/2 ~h/2
& day h 1a chiéu cao tiét dién.

Pé ¢ thé ap dung phuong phap nguyén 1y cuc tri Gauss can biét cac
‘bién dang’ cua tiét dién do momen udn giy ra. Vi cac gia thiét néu trén chi
can biét chuyén vi thang ding w cua truc hodc mit trung binh cia két ciu
(con goi 1a duong d6 vong, duong dan hoi) thi trong trudng hop udn thuan tuy
c6 thé tinh duogc cac chuyén vi theo cac phuong con lai va diung cac phuong
trinh (2.17) dé xac dinh cac bién dang. Két qua cho thiy cac bién dangtrong
mit phang tim (hoic thd dim) phan bé tuyén tinh theo chiéu cao va ti 18 véi

do cong yjj cua mat vong (1=1,2; j=1,2):
& =  X3xij >
Y11 =-W,11 , X2= "W, , Z12=-W, 1. (2.29)

Dau trir trong cong thirc xac dinh d6 cong (2.29) 13 do xem chuyén vi w c6
chiéu duong hudng Xuéng dudi va ddu ndi lye nhu trén hinh 2.4. Nhu vay, do
cong yij cua cac lop song song vo1 mat trung binh la gidng nhau va dé 1a
‘bién dang’ do momen M ij gay ra. Biét dugc bién dang gj xac dinh theo
(2.29) s€ tinh dugc momen M;; theo (2.28). Lién h¢ giira momen udn va ‘bién
dang udn’ cua tiét dién nhu sau:

M., = D(t1y +v125) s My, = D(xy +v1), My, = DL-v) 24, (2.30)

& day D 1a d6 cing udn
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L. , e 1A 8 A e LA 3
doivoidam D =EJ = En , doivoitam D= Eh >
12 12i1—v )

va D (1-v) dugc goi 1a do clng xodn (46 cting cta bién dang xoin).

(6 day can chua ¥ rang do c6 lién két gdi tya nén mat trung binh c6 thé bi bién
dang trong mit phang cua no, gia thiét mat trung binh 13 mat trung hoa néu
trén khong duoc thod man.Trong truong hop nay do vong phai la bé so véi
chiéu cao dam hodc chiéu day tAm dé c6 thé bo qua tmg suat tic dung trong

mat trung binh).

Trong trudng hop o6 luc cit Q; thi ching duge xac dinh tir diéu kién cin

bang phan t6, ta co:

_ oM, oM, _
= + , = +
Qu 0X, OX, Qz oX, 0%,

hay Quu =D [(711)1+(x12)2]1,Q2=D[(r12)1 + (r22)2] (2.31)

Tir cong thirc (2.28) ¢6 thé thay do cung chiu cat cua tiét dién 1a Gh va bién
dang truot y,,Va y,, twong Gmg véi luc cét s& bang goc xoay cua duong dan
hdi:

ow ow
~ Voo =W, =— (2.32)

=W, = ,
M=t X, 2 X,

Trong 1y thuyét két ciu chiu udn néu trén, 46 vong cta két cau chi do mo-men
ubn gay ra, khong xét bién dang trugt do luc cat gay ra.

Pbi vai cac luc N; j tdic dung lén mat trung binh cua tiét dién thi cac
bién dang gj (1=1,2;=1,2) van xac dinh theo (2.17). Do cung cua tiét dién
chiu nén kéo sé la Eh.

Trong cac cong thic vira néu 1ay i=1,j=1 d6i véi bai toan mot chiéu

(thanh, dam), chiéu rong dam bang don vi.
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Do st dung momen uén cua tiét dién nén phai dua thém cac lién két vé
xoay dé mé ta cac diéu kién bién cua nd: lién két khép cho phép tiét dién xoay
tu do, momen bang khong; lién két ngam khong cho tiét dién xoay, momen
khac khdng.

Sau khi di biét ‘céac bién dang’ tuong ung vdi cac ndi luc cua tiét dién
(momen udn, lyc cit, lue doc truc v.v..) va do ctng cta ching thi dé dang
xay dung cac bai toan co hoc két cdu theo phuong phap nguyén li cu tri

Gauss.

Ta c6 thé viét mot cach tong quat luong cudng biic Z cua bai toan co
hoc két cau duéi dang twong tu nhu (2.25) (bai toan tinh):

Z= .[V [(Mij - MOij)Zij + (Qii _Qoii)yii + (Nij - NOij)gij }dV—) Min (2-333-)

hodc duéi dang binh phuong tdi thiéu

Z= |y 5 1 (N6i lc hé can tinh- Noi luc hé so sanh)’dv — Min (2.33b)
ocung

va trong truong hop khong dung hé so sanh ta co

Z= [y 1 ( Noi luc hé can tinh)® dv -ZJ. p,w,dQ — Min (2.33c)
Docung Q

& day V 1a chiéu dai dam hodc dién tich tim, Q 1a chiéu dai hoic dién tich
pham vi dat lyc. Trong (2.33) can xem céac do cong yjla cac dai luong doc
lap ddi v&i nodi luc momen udén M ij » CaC bién dang truot y,, va y,,la cac dai
luong doc 1ap ddi véi luc cét Q1 va Q,y, cac bién dang trong mat trung binh
g;la cac dai lugng doc lap ddi véi Nj; va déu 1a cac dai luong bién phan cua
bai toan. Piéu d6 chi ra ring cuc tiéu cua luong cudng buc Z , biéu
thrc(2.33) , chi c6 thé tim tir diéu kién:

oz a}(ij + oz 87/“ + oz agij oz

+— =0 (2.34)
Oxi; OW  Oy; OW  Jdg; OW oW
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Bai vi cac bién dang udn, bién dang cit v.v...1a ham cua do vong va do
vong la ham cia toa do nén diéu kién (2.34) duoc tinh bang phép tinh bién
phan va s& cho ta phuong trinh can bang tinh cua két ciu (xem muc 2.5 dudi
day).

Phuong phép nguyén 1y cuc tri Gauss voi biéu thic lugng cudng bic Z viét
theo (2.33) va diéu kién cuc tiéu (2.34) 1a phuwong phap méi, tong quat trong

co hoc két cau.

2.5 Phwong phap nguyén ly cue tri Gauss va cic phwong trinh cin bing

cia co hé

Theo phuong phap nguyén 1y cuc tri Gauss, néu nhu biét duge cac luc va noi
luc clia co hé va cac chuyén vi va bién dang do chung gay ra thi co thé viét
dugc lugng cudng birc Z ciia hé. Dung phép tinh bién phan véi dai luong
bién phén 1a cac chuyén vi doc 1ap dbi véi luc tac dung va bién dang doc 1ap
v6i tmg suit s& nhan dugc phuong trinh vi phan can bang cua hé (phuong
trinh O-le (Euler) ctia phiém ham Z ). Sau dy trinh bay cac vi du st dung

phuong phéap vira néu dé tim phuong trinh can bang.

2.5.1. Phwong trinh cin bang tinh ddi v6i mdi trwong dan hodi, dong nhit,
ding huéng

Ba phuong trinh vi phan cin bang cta co hé dudi dang Gmg suat 1a
phuong trinh (2.22). Thé cic {mg suat o;; xac dinh theo (2.19) vao (2.22) s&
c6 cac phuong trinh vi phan cén bang ctua co hé dan hoi dong nhat dang
huéng dudi dang chuyén vi. O ddy trinh bay cach tinh truc tiép dé nhan duogc

cac phuong trinh do6 (trudng hop bai toan tinh).

Lién hé bién dang - chuyén vi (2.17) va tng suat - bién dang (2.19)
duoc viét lai trong hé toa do (x,y,z) dudi dang thuong dung véi u,vva wla

cac chuyén vi tuong ing theo cac chiéu (x,y,z) nhu sau:
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& = — , & = i , g, = — , = — 4+ —, = 4+
T o YTy T m YTy T T T
ow ov ow
a1 7yz —+t — ’
OX 0z oy
cxzzc;(a—“+ Y_9), cy=ZG(a—V+ 0), 0,=2G (a—W+ Y 9)

ox 1-2v oy 1-2v oz 1-2v

z'xy=G Y xy» tx= Gy TyzzG 7/yz(2-34)
0day 0= e + g + g - bién dang thé tich ctia phan td.

Ta viét luong cudng birc Z theo (2.25) cho mdi tmg suat va luc khdi b:

1-2v 1-2v

\ \

z1=[ 26(& + o) v, z2=] 26(Z+ L _0)Z dv
X X oy oy

_ ow 1% ow _ ou ov
Z3= j ZG(E+ 0)—=dV, Z4= | nyy(@+ &)dv,

1-2v "oz Y
_ ou ow _ ov ow
25_\_!- Gsz(a_Z'l'&)dV’ 26—\_!‘ G?’yz(a_z"' ay)dV
Z7= [ budV, z8=] bydV, Z9= | bwadV (2.35)

Luong cudng birc Z bang téng cac luong cudng birc thanh phan
Z = Z14Z2+Z3+Z4+Z5+Z6+Z7+78+Z9 — Min
Tir diéu kién cuc tiéu (1.21) cta phiém ham Z viét lai dudi dang

d¢.. 0c; oe::
G_Zi_'_@_z_o a_Zi_'_@_Z_O’ 8_Zj+8_220 (236)

dg; Ou  Au g, Vv gy oW

ij
s& nhan dugc ba phuong trinh vi phan cn bang tinh. Béi vi u, v va w 1a cac
ham cua toa d6 (x,y,z), khong phai 1a bién doc 1ap , nén phép tinh (2.36) 1a
phép tinh bién phan. Phuong trinh can bang thir nhat véi u 1a ham chua biét

nhan dugc véi chl ¥ rang
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- dai lugng bién phan cta Z1 (img voi oy) la g, hay Z—i , nhu vay

v

Ve) =-2G(

- dai lugng bién phan ctia Z4 (ing voi ¢ xy) 12 7xy co thanh phan Z—u , Nén
Yy

0Z4 _ 0 o°u 0%v
= (— + )

7 YT TNy T

- dai luong bién phan cua Z5 (tng voi 74 ) 1a 7, c6 thanh phan g_u , Nén
z

0725 0
25 -62,, =-G
az7/xz (

2 2
o°u + 8W)
07

0z°> 010X

- dai lwong bién phan cua Z7 13 u, nén

E:bx

u
Tong cong

0Z1 + az4+aZ5+az7
ou ou ou ou

=0

sau khi rat gon s€ la :

d%u %, duy, G ,0
G + + + ~ 9)+b,=0
(6x2 oy? 622) 1—2v(ax e

(2.37)

Phuong trinh can bang thir hai nhan duoc véi v 13 ham chua biét. Trong
(2.35) cac dai luong bién phan cua v c6 & Z2, Z4, Z6 va Z8. Phuong trinh
can bang thir ba nhan dugc voi w 1a ham chua biét. Trong (2.35) cac dai

luong bién phan cua w c6 &6 Z3, 75, 76 va Z9. B?mg cach tinh bién phan

tuong tu s& c6 thém hai phuong trinh can bang sau:
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2 2 2
0\2/+a\2/+8\2/)+ G (ie)+by=0 (2.38)
ox- oy° oz 1-2v "oy

G(

o’w  d*w  o*w,, G ,0
G +—+ + —0)tb,=0 2.39
(ax2 oy? 822) 1—2v(6z )0, (2.39)
Ba phuong trinh (2.37), (2.38) va (2.39) 1a cac phuong trinh vi phan
can bang ctia co hé dan hoi, ddng nhit va dang huéng va duoc goi 1a phuong
trinh Navier [4] Dudi dang tenxo cac phuong trinh nay duge viét gon nhu

sau.

G
GUj i+
LY

Uy + bj=0 (2.40)

2.5.2 Phwong trinh vi phan ciia mit véng ciia tim chiu udn
Xét tAm co chiéu day khong doi Viét lai cac biéu thuce (2.30) dbi voi
cac ndi lyc momen udn va xodn va (2.31) ddi véi lue cit tac dung lén phan td

tAm trong hé toa do (x,y) ta co :

R R 0w o°w o*w
M,= -D +v—),M,=-D +v—), My =-D(1-v)——
X (6x2 Y oy° ) My (6y2 Y ) My ( V)axay
3 3 3 3
Q,= -D(a_W+5_W),Qy: _D(a W, ow ) (2.41)

X oxoy’ o oxPoy
Biét duoc cac luc tac dung 1én phan t6 thi d& dang viét duoc luong
cudng buc Z, thi dy, dudi dang binh phuong ti thiéu theo (2.33.b) (khi

khong c6 ngoai luc):

o°w O2W | 2 o°w o°wW, 2
z1= [ DY +,9240 . 722= [ D(ZY +, %) 240,
g{ ox’ oy’ i oy’ ox’
23=2[ DA-v)(2Y)2do (2.42)
5 OXoy

& day Q la dién tich tim. Luong cudng btic Z bang tong cac luong cudng

birc do moi1 thanh phan ndi1 luc momen udn va xoan gay ra :
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Z = Z1 + Z2 + Z3 —Min (2.43)

Chuy réng trong (2.43) ta chi xét ndi luc momen, chua xét téi luc cit ,
phan t6 khong c6 luc ngoai tac dung. Hé s6 2 trong Z3 dé xét momen xoan tc
dung bang nhau 18n hai chiéu x,y. Cac ‘bién dang’ twong tng véi cac noi luc
momen xac dinh theo (2.29) :

o°w _ o*w _ 0w

ZXX:_@X_Z’ZW__ay_z’ }(xy—'axay (2-44)

Céc ‘bién dang’ nay can dugc xem la doc 1ap doi vai cac ndi lyc momen uodn
va xoan va la cac dai lugng bién phan cua bai toan. Do do tur di€u kién cuc

tiéu (2.36) ta c6 :

0

2
01 oy, Wi
ox?

4 4
8W+ o'w
0w OW

14
ox* ox*oy?

),

0? 0w
2D — 2D
OX? ( ayz) (

a 2 2 2 4 4
022 OXy - 2D 82 (a\;v+va\£v) _ 2D(6\2v+v azwz)’
0, OW oy oy OX oy ox“oy

a 2 2
823 Ixy — 4 D(l'V) 5 (8 W
0y OW OXoy ~ Oxoy

4D(1- v) %(2.45)

Tong cong cac thanh phan cua (1.45) nhan duoc phuong trinh vi phan do

vong cua tam chiu uon :

4 4 4
DI +op IW 4 pIW =g (2.46)
OX ox oy oy

Phuong trinh (2.46) thuong dugc goi la phuong trinh Sophie Germain (ndm
1811).

Khi xay dung luong cudng birc Z (biéu thirc 2.43) khong xét téi luc cat bai vi
Iy thuyét két cau chiu udn trinh bay trén khong xét bién dang cua lyc cit. Tuy
nhién, trong pham vi cua ly thuyét ndy, néu dung lyc cat xac dinh theo (2.31)

va bién dang truot theo (2.32) thi lugng cudng btic Z duoc viét nhu sau
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Z = i Qu (Z—\:(V)dQ+ l QW(%"’)dQ — Min (2.47)

Xem cac goc xoay ‘Z—W va Z—W 1a cac dai lugng bién phan doc lap d6i voi luc
X y

cit Q, va Qy va bang phép tinh bién phan lai nhan duge phuong trinh vi
phan (2.46).

Dbi v6i dam, lugng cudng birc viét theo (2.33.a) s& 1a

82
Z=-]E] ax\;v(l“)dl -[ qwa, (2.48)

| Iy

2
Trong (2.48) | 1a chicu dai dam, y, = -aa \iv la bién dang uon (do cong) cua
X

dam, l,1a chiéu dai doan dam c6 luc q tac dung. Phuong trinh vi phan dudng

do vong cua dam:

4
2 2 - gy Clq=0 (2.49)
ZXX W
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CHUONG 3
ON PINH PAN HOI CUA THANH CHIU UON DOC CO XET
PEN BIEN DANG TRUQT NGANG

3.1. Ly thuyét dam co xét bién dang trwet ngang

Ly thuyét xét bién dang truot trong ddm do Timoshenko dua ra va
thuong dugc goi 12 ly thuyét dam Timoshenko. Khi xay dung 1y thuyét nay
van str dung gia thiét ti0t diOn phiing cua ly thuyét dam thong thuong,
tuy nhién do c6 bién dang truot, truc dam s& xoay di mot goéc v kh«ng
cBn th¥ng gac vii tidt diOn dCm n=+a.

Ly thuyét xét bién dang trugt dugc dung pho bién trong phuong phap
phan ta hitu han hiOn nay 1a dung ham do véng y va ham géc xoay 6 do
momen udén giy ra 1a hai ham chua biét. Trong truong hop nay bién dang

truot tai truc trung hoa duogc xac dinh nhu sau, vi du nhu [36].

dy
v=a" 0 (3.1)
Tur d6 ta co cac cong thirc xac dinh M va Q
do
M=-5(z)
GF[ dy
-—|-22+0|G2)

Trong cac cdng thie trén EJ 1a d cang uén, GF 1a do cang cét cua tiét
dién, G 1a modun truot caa vat liéu, F 1 dién tich tiét dién, « 1a hé sb xét su
phan b khong déu ciia tng suat tiép tr2n chiéu cao tiét dién.

Cac tac gia [36] cho rang khi médun trugt G—oo thi tir (3.2) suy ra

_ady
T dx

nghia 13 tro vé ly thuyét dam khong xét bién dang truot: Goc xoay cua dudng

0 (3.3)

d6 vong la do mémen gay ra. Theo nghién cau sinh Iap luan trén khong dang
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boi vi khi théa man phuong trinh (3.3) thi tir phwong trinh (3.2) suy ra luc cit
Q =0, din vé truong hop udn thuan tly cua dam. Vi 1y do d6 nén 1y thuyét xét
bién dang truot dung y va @ lam an khong hoi tu vé ly thuyét dam thdng
thuong va khi 4p dung vao bai toan tim, no ciing khong hoi tu vé ly thuyét
tam thong thuong (ly thuyét tim Kierchhoff, [33, 36]. Phuong hudng chung
dé khac phuc thiéu s6t vira néu 1a bd sung them céc nat xét lec cit Q trong
cac phan tir dam hoidc phan tar tam [33,34, 36] hoic dung phan tt ¢ ham
dang la da thuc bac thap (bac nhat) [39]. VEn ®0 txm phCn t& ca
hum d'ng kh«ng bP hiOn t-ing biOn d'ng tr-it bb
khaa, shear locking, vEn ®ang ®-ic ti0p téc nghi®n
cou [40] .Txnhhinh chung hién nay vé ly thuyét xét bién dang truot trong
dam va tAm 1a nhu trén.

Khéc voi cac tac gia khac, trong [27, 28] ly thuyét xét bién dang truot
duoc xay dung trén co sé hai ham chua biét 1a ham do véng y va ham luc cit
Q. Trong trudng hop nay bién dang truot xac dinh theo

_Q
GF

a 12 hé s6 xét su phan bd khong déu cua ung suat cat tai truc dam.

4 (3.4)

G6c xoay do momen udn sinh ra bang hiéu giira goc xoay dudng do
vong vai goc xoay do luc cat gay ra.
g Ay _dy aQ

- S 3.5
dx 4 dx GF (3:5)
Momen udn s& bang
M=-gs99 gy 4y, @ Q) (3.6)
dx dx* GF dx

Bién dang uon y
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d2y+ a dQ
dx*  GF dx

Dua trén ly thuyét ndy ta s& xay dung phuong trinh can bang va cac

X=- (3.7)

diéu kién bién cua dam nhu sau. Theo phuong phap nguyén 1y cuc tri Gauss
ta viét phiém ham luong cudng buc (chuyén dong) nhu sau: (gia sa dam c6
luc phan bb déu q).
l
= fodx + f Qydx — f qydx — min (3.8)

0

Céac ham d6 vdng Y, ham bién dang trugt » va ham bién dang uén y la cac

dai luong bién phan, nghia 1a diéu kién can va da dé hé ¢ trang thai can bang

la
l
6Z = jM(S)(dx +jQ6ydx —fq6ydx =0
0
Hay
l l
d’y a dQ
6Z=jM6[—dx2 GFdx]d +jQ(5 ]dx —Jqd[y]dx
0 0
=0 (3.9

Trong phuong trinh tich phan (3.9) hai dai luong can tim 12 y(x) va Q(x) do

d6 co thé tach ra thanh hai phuong trinh sau:

Of— -
E

[—— dx —jqc?[y]dx =0 (3.10)

0
l

fm 9 e s [ Q5[ ax = an

0
L4y tich phan tiring phan phuong trinh (3.10)
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l

l
d*y dy
0

0

CAM 1d
s y]dx

= M6 [dy
B dx dx - ldx

Tich phan tirng phan thanh phan cudi cua biéu thuc trén ta co

ch?

Phuong trinh (3.10) sau khi Iy tich phan tirng phan cé dang

l L 2
d-M
0 dx?
0

S[y] S[yldx

S

dy|’ dM !
_Ma[dx dx 6[}7]0
jd2M+ S[yldx =0 3.12
7z T4 )0lyldx = (3.12)

0

Boi vi céc dai lugng 8[y] va & [Z—ﬂ 14 nho va bét ky nén tir (3.12) ta c6

d*M
Tz ta=0 (3.12a)
dy !
dM !
——0ly] = 0 (3.12¢)

Tich phan ting phan phuong trinh (3.11):

jM6G—Fadx—jMd [GF] dx

l
dM
—_ ] dx
x
0

Sau khi lay tich phan ting phan
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l

f ——+Q [g]dx =0 (3.13)

0

Boi vi bién phan & | 22|12 nho va bat ky nén tir (2.13) ta c6

am =0 3.13
A te= (3.130)
aQ l_
Mé [_GF] . =0 (3.13b)

Str dung cong thic (3.6), hai phuong trinh vi phan cin bang cua dam (2.12a)
va (3.13a) c6 dang.

g4y & Q) _ (3.14a)
/ dx*  GF dx3 — 4 e
(d3y  a d?Q]
EJ dx3 " GF dx2| ¢ (3.15a)
Phuong trinh (3.14a) va (3.15a) c6 thé viét lai dudi dang
d*y ah?d3Q
Tt 6 g 1 (3.14b)
d3y ah?d?Q
dx3 6 dx? ¢ (315)
Pé nhan dugc cac diéu kién bién cia dam thi két hop (3.12b) va (3.13b) ta co
M5[ + aQ =0 3.16
Chu y t6i phuong trinh (3.13a), phu:ong trinh (3.12¢) viét lai nhu sau
Qslyllo =0 (3.17)

T6m lai, ly thuyét xét bién dang truot cho ta hai phuong trinh vi phan
(3.14) va (3.15) ddi véi hai ham y va Q: phuong trinh (3.14) 1a phuong trinh

vi phan can bang gitra noi luc va ngoai luc, phuong trinh (3.15) 1a phuong
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trinh lién hé gitra mémen udn va luc cat. Cac phuong trinh (3.16) va (3.17) la
cac diéu kién bién & hai dau thanh.
Ta xét diéu kién bién (3.16)

Néu nhu tai Xx=0 hoic x=1, goc xoay 6 do mdmen ubn gay ra cé bién phan

dy aQq|’
50 = 5[—d—+G—F

= lién két khép (3.18a)

=0 thiM}=0

Néu nhu goc xoay 0 khéng c¢6 bién phan

=5 [—— + &0 =0 thi MILbét ky — lien két ngam (3.18b)

Péi véi diéu kién (3.17), néu nhu chuyén vi y tai x=0 hoac x=I c6 bién phan.
S[yllo # 0 thiQlh =0,
— khong cb goi tuwa (3.18¢)
Néu nhu &[y]l, = 0 thi Q|Lbdt ky,— lién két goi tia (3.18d)

Khi khong xét bién dang trugt, G—oo hoac h—0 thi cac phuong trinh
(3.14) va (3.15) ciing nhu cac phuong trinh vé diéu kién bi®n (3.16) va
(3.17) hoEc (3.18) déu dan vé ly thuyét dam Euler- Bernoulli. Cho nén
c6 thé néi ly thuyét xét bién dang truot néu trén (xem hum y vup hum Q
1p hai hpm ch-a bidt) 1aly thuyét day da vé dam.

Cudi cung can luu ¥ rang khi xét tinh lién tuc vé goc xoay giita hai
doan dam 1a noi dén tinh lién tuc caa goc xoay do momen gay ra xéac dinh

theo cong thuc (3.5), khéng phai lién tuc caa géc xoay Z—i’.
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HO séq
HO sé @ 1ph0 sé tEp trung ong sult c34t t'i tréc
dCm.

Séi vii tidt diOn ch+ nhEt o=1.5, ®&i vii tilt
diOn trBn a=4/3. Tuy nhi®n khi xPt bilOn d'ng tr-it
c,c trb tr®n thay ®i t--ng @gng b»ng 1.2 vp 1.11
[31, 60].Trong t¥nh to.,n sau nupuy t.c gif ding hO sé
a=1.2 ®1i vii tidt dilOn ch+ nhEt. Ph--ng ph.,p chung
® x,c ®nh hO sé o lp cOn bw»ng teng theo chidu cao
dCm c«ng cfia gng subt c%t thuc hidn tr®n bidn d'ng
tr-it t--ng ong vii c«ng luc c%*%t thuc hiOn tr®n biln
d'ng tr-it t!'i tréc dCm, vEn ® npy ® - ®-ic nhilu
t.,c gii nghi®n cgu [31, 33].

3.2. Bui to,n =n ®Pnh cfia thanh chPu nPn cd xPt bilOn
d'ng tr-it[15, 18]

Ph-—-ng ph.,p chung ® ®,nh gi, su mEt @n ®Pnh cfia
c- hO 1p ®a hO ra khadi vb trY cOn b»ng ban ®Cu cfia
nd v kidm tra xem nd cd tdn t'i tr'ng th,i cOn b»ng
mii kh«ng. NOu nh- txm ®-ic tr'ng th,i cOn b»ng mii
kh,c vii tr'ng th,i cOn b»ng ban ®Cu thx ca th0 xem
hO 1p mEt @n ®bnh vp luc gi+ cho hO & tr'ng th,i c@n
b»ng mii npy gai 1lp luc tii h'n, tr-éng hip ng-ic
1'i hO 1p @n ®Pnh.
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S0 ®mn gifn trxnh bpy mp o X 5
kh«ng mEt ®i t¥Ynh t®ng qu.t yo
cha ph-—-ng ph,p, ta xbt thanh m: n
chbPu nbn mét ®Cu ngpm mét ®Cu [— ne.
tu do, chbu luc nh- (hxnh !
3.1a). Thanh ca tr'ng th,i
(a) (b) y

cOn b»ng ban ®&Cu lp tr'ng

th,1i chbu nbn th¥ng fixnh 3.1. Thanh ngpm

®gng.€tr'ng th,1i cOn b»ng npy - Tu do
thanh bb co ng¥*%n 1'i mét ®o'n

1u A=PI/EF, EF 1p®é ceng kbo

nbn cfia thanh, E 1lp m« ®un

®un hai cfia vEt 1i0u,l 1p

chiOu dpi ban ®Cu cfia thanh,P

lp luc t,c déng.

SO xPt tr'ng th,i cOn b»ng nuy cfia thanh cd &n
®bnh hay kh«ng ta cho mét ®iOm bEt kG tr®n thanh
10ch ra khai vP trY cOn b»ng ban ®Cu mét ®oln yyonuo
®4. Khi ®i thanh sI bP chuyOn vP theo ®-&ng ®un hii
y(x) vp luc P ngopi t,c dbéng nbn cBn gOy ra m«men
uen M, = P(y-yo). BOy gié trong thanh cd néi luc
m«men uen M vp luc c3t Q kh,c vii trlng th,i ban ®Cu
ch@ chbPu nbn (hxnh 3.1b) vp momen ngo'i luc M,. §é
co ng¥%n A cfia thanh th-&ng 1lp nhd so vii chiOu dpi
thanh cho n®n ® ®n gifn ta xem chiOu dpi thanh sau

bidn d'ng vEn b»ng | .
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BiOn d'ng ueén cfia thanh y x,c ®bnh theo (3.7),
biOn d'ng tr-it y x,c ®bnh theo (3.4). L-ing c-ing
bgc theo ph-—-ng ph,p nguy®n 1ly cuc trb Gauss cfia bpi
to,n npy ®-1ic viOt nh- sau:

Z=[(M-M)ydx+[Qyix —min (3.19)

Chdé y momen néi luc v momen ngo'i luc lu«n kh, c
dEu nhau. Trong (3.19), yvpylp hai ®'i 1-ing biOn
phGn, do ®i ®iOu kidOn cCn vp ®i ® thanh & trlng
th,1 cOn b»ng 1lu
6Z =[(M —M,)Spdx+ [QSudx =0 (3.20)

| |

d2 dQ oQ
Hay 6 = j(lvl M )5( dxy G“Fd jdx+jQ5(G jdx 0

(3.20a)
S6 déng phPp t¥nh bidn phGn ®&i vii ph--ng trxnh
(3.20a) nhEn ®-ic hai ph--ng trxnh cOn b»ng sau

d’(M -M
49X . p)=0 (3.21a)

dx
dM-M)) a
-—————2+Q|===0 (3.21b
( dx QJGF ( )

Thay M x,c ®Pnh theo (3.6) wvpo hai ph--ng trxnh
(3.21) ta ca

EJ(d y_ad Q]+PM:O(3.22a)

dx* GF dx® dx?

3 2
gy 9Y_ 2 dR) bW 563,00
dx* GF dx* dx
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Hai ph--ng trxnh (3.22) 1lp hai ph-—-ng trxnh vi
ph©n cOn b»ng cfia thanh chbu uen dac béi luc P ®Et &
®Cu thanh cad xPt ®n biOn d'ng tr-it. $& 1lp hai
ph-—-ng trxnh vi ph©n tuyOn t¥Ynh thuCn nhEt (kh«ng ca
vO phfi) mp ph-—-ng ph.,p giji chéng cing vii c,c ®iOu
kiOn bi®n & hai ®Cu thanh ® - ®-ic trxnh bpy & ch--ng
1.

D-ii ®0y trxnh bpy ph--ng ph.p chuydn vP c-ing bec
theo [18] gi9i hO ph--ng trxnh (3.22).
3.3. Ph--ng ph,p chuyOn vP c-ing bgc [18]

Ph-—-ng ph.p chuyOn vP c-ing bgc nh»m ®-a ph--ng

trxnh (3.22a) 1lp ph--ng trxnh cOn b»ng gi+ta néi luc
vl ngol'i luc vO ph--ng trxnh cda v0 phfi b»ng c,ch
cho mét ®iOm npo ®& trong thanh, vY dé ®i0m x=x,
mét chuyOn vb yq:
9=Yu— Y. =0(3.23)
§-a bpi to.,n txm cuc trb cfia (3.19) vii ®iOu kiln
rpng buéc (3.23) vO bpi to.n cuc trb kh«ng rung buéc
b»ng c,ch xOy dung phiOm hpm mé& réng Lagrange F nh-
sau:

F=Z+1g — min

F=[(M—-M,)dx+ [Qdx+ A(Y,, —¥,) > min (3.24)

Trong ® A lp théa sé Lagrange vp codng lp En cfia bpi
to. n.Té ®iOu kilOn

OF =[(M —M,)Sydx+ [Qydx +5(Ag) = 0

nhkEn ®-ic hai ph--ng trxnh sau:
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) 3 2 —A khi x=x
g4y _ad Qj4—P2X¥ {: ' (3.25a)

dx*  GF dx° “1 0 khi X # X,

3 2
gy 4Y_ @ 0Q) pdy 5 g
dx* GF dx? dx (3.25b)

cing vii ph-—-ng trxnh (3.23).
Ph--ng trxnh (3.25a) 1lp ph--ng trxnh cd vO phdi. §0
nd tré thpnh ph-—-ng trxnh uen dac (3.22a) cfia thanh
thx

A=0 (3.26)

VO mEt to.n hic, ph--ng trxnh (3.26) 1lp ph--ng
trxnh ®a thegc x,c ®bnh c,c trb ri®ng cfia hO (3.22)
béi vx nghiOm cfia nd cong 1lp nghiOm cfia (3.22). VO
c— hdc, A cd thes nguy®n 1lp luc. §& lp luc gi+ ® cho
thanh cd chuyOn vP vy, t!i ®i0m x=x,. Luc gi+ phqi
b»ng kh«ng, suy ra ph--ng trxnh (3.26). TrbP ri®ng
cfia (3.22) phdé thuéc vpo th«ng seé P, suy raik cong lu
hum cfia P. Cho n®n gi9i ph--ng trxnh (3.26) theo P,
sI nhEn ®-ic c,c luc tii h'n cfia thanh bP uén dic.
3.4. X,c ®Pnh luc tii h'n cfia thanh chPu nbn cid c,c
®iOu kiOn bi®n kh,c nhau.

Nh- ®- - trxnh bpy &€ tr®n, bui to,n &n ®Pnh cfia
thanh chbPu nbn béi luc dac trdéc P ®FEt & ®Cu thanh
dEn vO txm cuc trb cfia (3.19), vidt 1!'i d-ii ®Oy.
Z=[(M-M,)ydx+[Qsdx —min (3.27)

| |

M, =P(y-y,) (3.28)
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yo 1n chuyOn vPb cfia ®Cu thanh c& luc P. NOu ®Cu thanh
cd 1i®n kOt ceé ®Pnh thx y, b»ng kh«ng. C,c ®'i 1-ing
M, ¥ vi yx.,c ®bnh theo c,c biOu thec (3.5), (3.6)
va(3.7). Ca hai ph--ng ph,p chung gifi bpi to,n
(3.27): gifi c,c ph--ng trxnh vi ph©n cGn b»ng (c,c
ph-—-ng trxnh Euler) cfia phiOm hpm hoFc giji truc
ti0p tr®*n phiOm hpm (3.27). Ph--ng ph,p giji truc
ti0p cad -u ®i0m & chc s& déng ®-ic c,c ph--ng ph.p
cfia quy holch to,n. Khi gifi truc ti0p thx cCn xEp
x@ hai hpm y vp Q theo d'ng hpm 1-ing gi,c hoEc d'ng
hym ®a thgc. Bui to,n (3.27) kh«ng cBn 1lu bpi to,n
biOn phGn n+a mp tré thpnh bpi to,n téi -u th«ng seé.

SO giqi bui to.,n ®n ®bnh uén dic cfia thanh ta s6
déng ph--ng ph,p chuyOn vP c-ing bgc b»ng c,ch ®-a
th®m rpng buéc (3.23), viOt 1'i d-i1i ®0Oy

g=Y,., Y, =0(3.29)

Tam 1'i, bupi to,n @n ®Pnh cfia thanh dEn vO txm
cuc trPb ciia (3.27) vii c¢,c ®'1i 1-ing biOn phGn 1lp
Yy, ¥ Vi y vi rpng buéc (3.29). C.c hpm xEp x@ cfia y
vi Q phdi thda m'n c,c ®Ou kiOn bi®*n & hai ®Cu
thanh (c.,c ®0Ou kiOn (3.18)). Tr-é&ng hip c.,c hum vy
vl Q ch-a thda m-'n mét trong c,c ®Ou kiOn (3.18)
thx ca th0 ®-a th®m ®iOu kiOn ®i& vpo rung buéc.
Nh+ng kOt qui nghi®n cgu ®&i vii c,c thanh c& 1i®n
kOt kh,c nhau ®-ic trxnh buy sau ®Oy.
3.5.C,c vY¥ dé ,p déng
VY dé 1: Thanh ®Cu ngum ®Cu tu do
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Hpum ®& vang y vp hum luc c%*t Q viOt theo d'ng ®a
thgc bEc 6 sau
y=ax+a,x> +a,x’+a,x* +a,x* +a,x° }(a) Ce nG se
Q=b, +bx+b,x*+b,x®+b,x* +b,x* +b,x°
a,(i=1:6) vo b,(i=0:6)1p c,c En cfia bpi to,n. Theo
c.,c bibu thec (3.4)-(3.7) t¥nh bidn d'ng tr-it vy,
gdc xoay do momen 0, néi luc M vp biOn d'ng uén Y.
Momen do luc didc trdéc P gOy ra t¥nh theo (3.28)
vii yy 1lp ® vang & ®Cu tu do cfia thanh. y, t¥nh
®-ic b»ng c,ch thay x=1 vpo (al), theo ng«n ng-+
1Ep trxnh MATLAB viOt nh- sau

y, =subs(y,x,I) (b)
BiOu thgc subs(y,x,l)ndi r»ng: thay trong hpm vy (x)
taa ® x b»ng 1.

Hum y thda m'n ®iOu kiOn chuyOn vP t'i ngum
(x=0) b»ng kh«ng, ta cbhbn phfi th®m ba ®iOu kidn bi®n
lpy gdc =xoay 0 x,c ®Pnh theo (3.5) t!'i ngum (x=0)
b»ng kh«ng, momen vu luc c¥*t t'i ®Cu tu do cfia thanh
(x=1) b»ng kh«ng. Ngoui ra, t!'i ®Cu tu do cfia thanh
(x=1) ta ®Et chuyOn vP c-ing bgc y,. Vidt c.c ®iOu
kiOn tr®n nh- sau

g, =subs(d,x,0) =0
g, =subs(y,x,1)=0
g, =subs(Q,x,1)=0
g, =subs(y,x,l)-y, =0
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C.c ®0u kiOn (dl) cing vii 4 théa sé Lagrange
M, A, A, A cfia chéng ®-ic viOt g&n 1'i nh-
sau
Z =10,+40,+4,0,+4,09, (d)
BOy gié vi0t ®iOu kiOn cuc tidu cfia phiOm hum
Lagrange cfia bpi to,n nh- sau

F =[(M =M ,)xdx + [QS(y)dx+5(Z,)=0 (e)

En cfla bpi to.n 1p c.c hO sé a;,b; vp 4 thda sé A,
A, A, A (teng céng 17 En) ®-ic ®Et vpo vect-—
v(i),1i=1,2,...17. Do ® bpi to,n biln phGn (e) tré
thunh bpi to,n téi -u th«ng sé. Ta vidt 1'i ®ilu
kiOn (e)
h =](M —Mp)ﬁ—Z_dxHQ O _dx+- 2L _o. §=12..17) ()

| ov(i) 1 ov(i) ov(i)

Ta nhEn d-ic 23 ph--ng trxnh bEc nhEt ® x. c

®bnh 23 En ndi tr®n. Théa sé A, t--ng gng vii chuyOn
vbP c-ing bgc ®Et &€ ®Cu tu do cfia thanh 1p ®a thgc
®ei vii P. Giqi ph-—-ng trxnh:

4,(P)=0 " (9)
sI nhEn ®-1ic c,c luc tii h'n P cfia thanh.

Ch--ng trxnh m,y t¥Ynh ®-ic vil0t theo ng«n ng+
lEp trxnh Symbolic cfia MatLab.Mét sé kOt qui trxnh
buy d-ii ®Oy.

Trong bui to.,n npy A, cd d'ng lp mét th--ng se,
® thda m-'n (hl) & ®y ch@ cCn giii thidu phCn to&
sé&, nh- sau (lEy 5 sé 1I ®Cu ti®n). Khi t@ sé
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h/1=1/1000(gng vii khi kh«ng xPt ®&0On bibOn d'ng
tr-it), ta ca:

A, (P)=42614./1y,(.18090x10*°ej°-.83246x10"°ej’p°1'*~.63112
x10M%e3°p°11%+.14009 x10%'ej p?1®%-.141841°+.60996
x1024ej6p214—

.87521 x10%°ej’'pl?)=0 (h)

Hpm A; 1p ®a thge bEc 6 ®1i vii P. Gifi ph--ng
trxnh (h) theo P nhEn ®-ic 6 nghiOm, trong ®3 cd mét
nghiOm ®Cu ti®n 1lp ch¥nh x,c nh- sau:

P, =2.4674 EJ /1°
®3 1lp c,c trb ri®ng cfia bpi to,n &n ®bPnh vu cong lp
luc tii h'n cfia thanh. C,c ®-é&ng ®& vang cfia thanh
(vbc t—- ri®ng) t-—-ng @gng vii luc tii h'n ®Cu ti®n

(trP ri®ng P;).

C,c hO sé a; phd thuéc vpo P. Do N y |3
vEy, khi ® - cd c,c trb ri®ng P o

(c,c luc tii h'n) ta thay gi, )/
/
trb cfla na vpo trong c,c th«ng i%'AV
~ /
sé a;(P) ta sI nhEn ®-1ic c.,c trb Iy

sé thEt cfia nd vp ®-é&ng ®& vang

Hxnh 3.2.$-éng ®é
D'ng cfla trdc wvang (vbc  t—= vang

ciia thanh ®-ic x,c ®bnh theo vy.

ri®ng) t-—-ng gng vii luc tii h'n

ch¥nh x.,c ( trP ri®ng ch¥nh x, c)

®Cu ti®n nh-,hxnh 3.2.

NhEn xPt: KOt qui t¥Ynh to.,n luc tii h?n lu«n phd

thuéc vpo t@ sé gita chiOu cao ti0t didOn wvp chiOu
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dpi thanh h/1. Tuy nhi®n, vii tr-éng hip npy bui
to,n thanh mét ®Cu ngum- mét ®Cu tu do 1lp bpi to,n
tUnh ®Pnh n?n 9Inh h-&ng cfia biOn d'ng tr-it ®0n luc
tii h'n 1lp kh«ng ®,ng kO.VO mEt sé& hic thx khi t@ sé
h/1 cpng nhd (h/1<1/10) tré ®i thx c&d thd ba qua Inh
h-é&ng cfia biOn d'ng tr-it nh-ng & ®y ding ly thuyOt
®Cy @i vO dCm ®) t¥Ynh to.,n mét c.,ch d0 dung do @i

n®n xPt bidOn d'ng tr-it trong madi tr-éng hip.
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VY dé 2: Thanh hai ®Cu khip,

X.,c ®bnh luc tii ht'n P P
cho thanh c¢chPu 1luc nh- hxnh ay 4 ¥

3.3a. @
Léi gifi:Chia thanh thpnh 2 |_ *
y
1 -
®o'n (lvp 2) nh (hxnh 3.3b). y ol / =
So'n 1 (0<x<l), ®o'n 2 ) Y 3
(0<x<L).NOu nh- t'i ®i0m (x=1;) (@) (b)

cho 10ch mét ®o'n y, npo ® thx Hxnh 3.3. Thanh hai ®Cu

thanh sI bbP cong ®i theo ®-éng khip
®un hai vy;(x) vp y,(x) nh-hxnh

3.3b do t,c dbéng cfia luc m«men

uen Py; vu Py,.

Gai Mix, My, 1lu m«men uen 1Cn 1-it trong thanh 1
via 2 1lé6c nupy tr'ng th,i cOn b»ng cifia thanh 1lp trlng
th,1 cOn b»ng nbn uen, hxnh 3.3b.

Vidt bidu thec ®-&ng ® vang cho c,c ®'n thanh d-ii
d'ng ®a thgc nh- sau:

Y, =i§1a\ixi =a,x+a,x* +a,x* +a,x* +a,x* +a,x°

Q, :iiobixi b, +b,x +b,x2 + X% +b,x* +b.x® +bx°

9 .
Y, = 2C.X =C, +CX+C,X* +C,x° +¢,x* +¢.X° + ¢, x°
i=0

31y 2 3 4 5 6
szigodix =d, +d,x+d, X" +d,x"+d,x" +d, X" +dX

trong ®i a;, b;, ci, di 1lp c¢,c hO sé cCn x,c ®bnh.
Gdi y 1lp bibOn d'ng tr-it trong thanh
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aQ, Q,

V1 ZEQ Vs

" GF
Gdi y 1lp biOn d'ng uén trong thanh
d? d d? d
7. =— y1+ a Ql. _ y2+ a Qz

dx* GF dx ' %27 dx* ' GF dx

Nh- vEy trong thanh sI cd néi luc m«men uén M, b»ng
M,=EJy;, M,=EJy,

vp luc P sI g@y ra m«men uén trong thanh b»ng
M, =Py, M, =Py,

vp gac xoay do momen ubn sinh ra

oM, W Q. W, b, oQ

Tk T GFT T dx T GF
L-ing c-ing bgc theo (3.19) ®-ic viOt nh- sau:

| | 12

Z= (M, =My, o+ [ Qe+ [, =My, iz, e+ [Q, (7, e = min
(b2)

vii 6 c,c ®i0u kiOn rpng buéc:

gleJ _d ):1+ a dQl :0’ gzz(%_@j _[%_&) —
dx*  GF dx | | dx GF)_, \(dx GF ),
d’y, «a dQ
= — :O, 4:E\] — 2 2 :O’ =Y, :0
ga yl x=I1 yz x=0 g { dXZ +GF dX j|x—|2 g5 y x=12 (C)
ge :yl X:”_yo =0

Ta ®-a bui to,n txm cuc trb cfia (b2) cad 6 ®i0Ou kiln
rung buéc (c2) vO bpi to,n cuc trbP kh«ng cid rung
buéc b»ng c,ch ®-a thda sé Lagrange vpo phiOm hpm mé

réng nh- sau:
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6
+> 9,4 — min
k=1

I, 12

Hay : _[ Pl )(1 dX+JQ1(71)dX+I[ X2 MPZ](Zz)dX+JQ2(72)dX+ (d)
_|_

9,4 +9,4, +9,4, + 9,4, + 9.4, + 9,4, &> min

Trong ®&: As lp théa sé Lagrange vu cong 1lu En
cfia bpi to,n vp ® 1p luc ® gi+ cho hO & trlng th,i

10ch. Bpi to,n c& 33 En sé 1lu a;, a,, as, ..., as, bo,
bll b21---/ b6/ Cor C1s Co, C3y «eer Cogy dOI dll dZI---I
devih Ay, Az, ... Ag. Ph--ng ph,p nguy®n 1ly cuc trb

Gauss xem c,c biOn d'ng uén lp ®éc lEp vii m«men t, c
déng cho n?n ®iOu kiOn cuc trP cfia phiOm hum mé& réng
F olyu:

h={[M, m] zl>dx+ Z(Qk )=0a(=123,..,6)

0

[T A (zldx%ﬂgk W+  ()0=001=01.2.3 .6

k= [[M,q - M pz] (zz)dx+—<gk 2)=0 ¢(i=012...6)

ti_o[ X2 PZ] (Zz)dx‘l' gk k)+ [QZ] (J/Z)dx Od(l 011!21"'16)

0 8 . _
ui _igl(gkﬂ’k)_o’ k _1!2131 41 516

ad,

(e)

Nh- vEy, t& ®iOu kiOn cuc trb cfia phiOm hpm mé
réng F ta sI nhEn ®-ic 45 ph--ng trxnh ®'i sé tuyOn
t¥nh ® x,c ®bnh c,c En sé. C4& thO0 gifi bui to.n

tr®n b»ng c,ch s& déng phCn mOm Symbolic cfia Matlab.
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Khi giqi ph--ng trxnh xong thEy r»ng c,c th«ng sé
a1, Az, A3y «..y g, Do, b1, o, ..., bg, Co, C1, Coy C3y

., Cey do, di, doy .o, de v A, Ay, ... Ay ®u 1lp hpm
cfia luc P. & ®Oy chgd ®-a ra gi, trb cfia thoda se
Lagrange A¢. Khi t@ sé h/1=1/1000(gng vii khi kh«ng
xbt ®n bidn d'ng tr-it), ta ca:
he=.27778x10%e9y, (.2502910"°e3%+.72390x10 p°1%-
.44612x10%e3ptt1%%+.20784x10% e p?1%+.60434x10%%ep'?1%%-
.41454  x10°%e3’p’1%+.15560x10" e p?1%+.14130x10°% % p®11°-
.8765x10%ejMp°11%-.23564 x10°°ei’p/1M+.19792 x10%%ej'%p1t?-
.38395 x107%e3°pl?~.69992-.16447 x10%%e9%pt?1%4~.25802
x10%%e3p°1%) =0 (£)

Ta thEy r»ng trong tr-é&ng hip nupy, As lp ®a thec

bEc 12 cfia P. Gi9i (f) theo P ta sI nhEn ®-ic 12
nghiOm. C,ch gifi ph--ng trxnh (f) nh- ® - trxnh buy
& ch--ng 1, ta cd th0 ding ph--ng ph.p lEp Newton
hoEc ph--ng ph,p C.t tuy®bn ® gifi. & ®oy ta ding

ch--ng trxnh skn ca cfia Matlab ®) giqi.

Gidi ph--ng trxnh (As=0) x%
theo P ta nhEn ®-ic 12 -~ kﬂ
nghiOm 1lp 12 luc tii h'n ® \\
P, cfia h0, & @0y ch@ ®-a < EH
y o/
ra mét nghiOm ®&Cu ti®n //a
1Cn 1-3it 1p:Pun= 9.8696 A Y
EJ Hxnh 3.4§-&éng ®& vang

iz’
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D'ng cfia trbéc vang (vbc t- ri®ng) t-—-ng gng vii
lic tii h'n ch¥nh x,c (trP ri®*ng ch¥nh x,c) ®Cu ti®n
nh- hxnh 3.4.

VY dé 3: Thanh ®Cu ngum - ®Cu khip:

X,c ®Pnh luc tii P P
h'n cho thanh chbPu 1luc nh- | g 4y
(hxnh 3.5a). 2
Léi gifi: Chia thanh thunh 2 Yo
®'n 1 wvp 2 nh- hxnh 3.5. W

x D/
Soln 1 (0<x<l), ®'n 2
i y = y

(0<x<l1,)) .NOu nh- t'i  ®ilm @) ()

(x=1;) cho 10ch mét ®o'n vy, Hxnh 3.5. Thanh ngum -
npo ®a thx thanh sI bbP cong khip

®1 theo ®-&ng ®un hai y;(x) vu

v,(x) nh- hxnh 3.5b do t.c

déng cfia luc m«men uen Py; vi

Py,.

Gai My , My, 1p m«men uen 1Cn 1-it trong thanh 1
via 2 1é6c nupy tr'ng th,i cOn b»ng cfia thanh 1p tr'ng
th,1 cOn b»ng nbn uén (hxnh 3.5Db).
vidt bidu thgc ®-é&ng ® vang cho c.,c ®!n thanh d-ii
d'ng ®a thgc nh- sau:
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9 .
y, = _zlaix' =a,Xx+a,x’ +a,x’ +a,x* +a,x* +a,x°
i=

9 .
Q, = 2hbx' =h, +bx+bx* +b,x* +b,x* +b.x° + b, x°
i=0

9 .
Y, =2CX =C,+CX+C,xX +C,X* +¢,x* +¢.x° +Cx°
i=1

9 .
Q,=xdx' =d,+dx+d,x* +d,x*+d,x* +d.x* +d,x°
i=0

trong ®3 a;, bi, ci, di 1lp c¢,c hO sé cCn x,c ®bnh.
BiOn d'ng tr-it ytrong c,c ®'n thanh

Q. _aQ,

TR TR
BiOn d'ng ueny trong c,c ®'n thanh
d’y, . « dQ d*y, a dQ,
AT TGF dx M dx* GF dx

Nh- vEy trong thanh sI c& néi luc m«men uén M, b»ng

M,=EJy;, M,=EJy,

vp luc P sI gOy ra m«men uén trong thanh b»ng
M, =Py; M, =Py,

vp gac xoay do momen ubn sinh ra

01:%_71:%_@1; ezzdyz 722dy2_aQ2
dx dx GF dx dx GF

L-ing c-1ing bgc theo (3.19) ®-ic viOt nh- sau:

Iy Iy Iy 12

Z=[[M, =M, [ )ax+ Q. Jax+ [[M, =M, )z, Jax+ [Q,(r, Jdx — min

0

(b)

vii 6 c,c ®10u kiOn rung buéc:
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dy, oQ dy, oQ ) (dy 17,0) J
_ 1 YN :0;2: 1 WY _ Y] 20;3:1 -, =0
% (dx GF)X=0 { [dx GF ), \dx GF) B = Vi ™ Velog
d’y, o« dQ
:EJ - 24 = 2 :0' s =Y, :0' 6 = Y1 - 0:0
g4 |: dXZ +GF dX :|x=|2 g y x=12 g y x=I1 y

(c)
Ta ®-a bupui to,n txm cuc trpP cfia (b3) ca 6 ®ilOu

kiOn rpng buéc (c3) vO bui to,n cuc trbP kh«ng ca
rung buéc b»ng c,ch ®-a thda sé Lagrange vpo phiOm

hpym mé& réng nh- sau:

6
F=Z+) 9,4 — min
k=1

I,

Hay - E[M Xl—Mpl](;(l)dx+I£Ql(;/l)dx+ fim. —MPZ](;(Z)dx+|fQ2(7/2)dx+

+0,4 + 9,4, + 9.4, + 9,4, + 9,4, + g4, — min

(d)
Trong ®&: As lp théa sé Lagrange vu cong 1lu En
cfia bpi to,n vp ® 1p luc ® gi+ cho hO & trlng th,i

10ch. Bpi to,n c& 33 En sé 1lu a;, a,, as, ..., as, bo,
bll b21---r b9r Cor C1, Co, C3y ceeyr Cogy dOl dlr d21---r
devih A, Az, ... Ag. Ph--ng ph,p nguy®n 1ly cuc trb

Gauss xem c,c biOn d'ng uén lp ®éc lEp vii m«men t, c
déng cho n?n ®iOu kiOn cuc trP cfia phiOm hum mé& réng

F lyu:

64



h 0 0 8 .
h, = -[[Mxl - MPl]g(%)dX"'akzl(gkik) =0a(i=123,...,6)

0 i

a
fi—[x pl] ()i o [QJ () =0(1=01.2.3,...6)

ab. k—l

ki =] [ X2 PZ] (72) dX"‘ 0 (gk J=0; ¢(i=0,1 2’.“,6)

0
12

t= j[sz_MPz]i

! ad_%)dﬂa( )+ -0 6-012...9

ad
u = Z(gkﬂ. )=0; k=12,34,56.

Nh- vEy, t& ®iOu kiOn cuc trPb cfia phiOm hpum mé
réng F ta sI nhEn ®-1c 33 ph-—-ng trxnh ®'i sé tuyOn
t¥nh ® x,c ®bnh c,c En sé. Ca thO gifi bpi to.n
tr®n b»ng c,ch s6 déng phCn mOm Symbolic cfia Matlab.
Khi giji ph--ng trxnh xong thEy r»ng c,c th«ng sé
a1, Az, A3y «..y g, Do, b1, bo, ..., bg, Co, C1, Coy C3y

., Cer do, di, doye.., dova Ag, As, ... A ®u 1p hpm
cfia luc P. & ®Oy ch@gd ®-a ra gi, trb cfia thoda se
Lagrange A¢. Khi t@ sé h/1=1/1000(gng vii khi kh«ng
xPt ®0n bidn d'ng tr-it), ta ca:
Ae=2777.8(.11596x10%ej'p'’1%°-

.91910x10%%e3°p™*1**+.33502x10"%ej p"'1**-
.61348x10°%e7'p"%1%%+.57778x10%e9®p?1'®

.27586x10°°e3’p®1'%+.64944x%
10%°e3 %1~ .75431x10%ej 1 p®11%+.45183x10 7ej¥p°11%-.14389

x10"%e3Pp 1%+

.24221  x10%%3Mp’1°-.2045 x10%ejrp?li+.7581x10%e pl?-
.8740 x10%e3'")y =0 (f)
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Ta thEy r»ng trong tr-&ng hip nny, A¢ 1lp ®a thgc bEc

13 cfia P. Giqi (f3) theo P ta sI nhEn ®-ic 13

nghiOm. §& 1lp c,c luc tii h'n Py cCn txm cfia hO, &
®0y ch@ ®-a ra mét nghiOm ®Cu ti?n 1lp:

EJ “1

Piin= 20.1907 —-D'ng cia p
| ' L-GI
trbéc wvang (vbc t—= ri®ng) AN
\
t--ng gng vii luc tii h'n ® y )
., = [/
chYynh x,¢ ( trP ri®ng o
. /
chYnh x,c) ®Cu ti®n nh- N
Av V. 4 Yy
hxnh 3.6. Hxnh 3.6. §-éng ®& vang

BIng 3.1. So s.,nh kOt qui t¥nh luc tii h'n trong hai
tr-éng hip ca xPt vp kh«ng xbt biOn di'ng tr-it cfia
thanh ®Cu ngum - ®Cu khip

Ch®nh 10ch (%) tr-éng hip t¥Ynh luc tii h'n
Ta 10 ca xbt
h/1 so vii kh«ng xPt biOn d'ng tr-it
P, P, P, P, Ps
1/10 0,33 0,37 0,35 0,31 5,49
1/5 1,48 1,46 1,43 1,59 7,86
1/3 4,05 4,08 4,01 4,16 10,74
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VY dé 4: Thanh hai ®Cu P P

ngpm ] ]
X.c ®Pnh luc
tii h'n cho thanh chbu “
nbn ®bng tOm hai ®@&Cu [~ _fj_ -
li®*n kOt ngum vp chbu ? o ¢
luc P, hxnh 3.7a. (4] 0
7 7777 r y |‘ y
T--ng tu nh- (a) (b)

Y dé 2 i C .

c.c v do trin, ta viOt Hxnh 3.7. Thanh hai ®Cu ngum
®-ic bidu thgc ®-éng ®é
vang cho c,c ®o!'n thanh
d-ii d'ng ®a thgc nh-
sau:

3 i 2 3 4 5 6
Yy = 2K =X +8,X° 42X +a,X" +85X +a.X

S v 2 3 4 5 6
leigobix = b, + b X +b,x" +bx" +b,x" + b, X" + b, x

9 .
Y, = YCX =Cy+CX+C X +CX° +¢, X" +C.x° +CX°
i=0

9 .
Q,=>dx' =d, +dx+d,x* +dx* +d,x* +d.x° +dx°

i-0 |
trong ®a a;, by, ci, di 1lp c,c hO sé cCn x,c ®Pbnh.
L-ing c-ing bgc theo (3.19) ®-ic viOt nh- sau:

12

:i[Mxl_MPl](Zl)dX-I_Ile(]/l)dx-l_lj[M P2 Zz dX"’jQz 72 dx—>m|n

(b)

vii 6 c,c ®10u kiOn rung buéc:
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g:(%_@) o g:(%_@j —(%—@J _
“ldx GF ), 77 ldx GFJ_ \dx GFJ,

. dy, oaQ, .
93=y1X:,1—sz:0:0’ 94:(W_G—ij_|2:0’ g5:y2x=|2:0 (c)
Js =Yl — Yo =0

Ta ®-a bpi to,n txm cuc trb cfia (b4) cad 6 ®ilu
kiOn rpng buéc (c) vO bui to,n cuc trbP kh«ng c& rpng
buéc b»ng c,ch ®-a thda sé Lagrange vpo phiOm hpm mé

réng nh- sau:

6
F=Z+> g4, > min
k=1

I

Hay : I[Mxl—MPl](;(l)dx+IQ1(7l)dx+z[MXZ—MPZ](;(Z)dx+IfQ2(72)dX+

0

+0,4, + 9,4, + 9,4, + 9,4, + g4, + g4, — min

(d)
Trong ®&: As 1lp thda sé Lagrange vp cong lp En
cfia bpi to,n vp ® 1p luc ® gi+ cho hO é trlng th, i

10ch. Bui to,n ca 45 En sé 1lu ai, a,, as, ..., as, Dbo,
bll b21---r b6r Cor C1, Co, C3y ceeoy Cogy dOl dlr d21---r
d¢ vi A1, Ay, ... Ag. Ph--ng ph.,p nguy®n 1ly cuc trb

Gauss xem c,c biOn d'ng uén lp ®éc lEp vii m«men t, c
déng cho n?n ®iOu kiOn cuc trP cfia phiOm hum mé& réng

F lyu:
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i: [ x1 Pl] Zl dX+ a z(gk ) (i:112131"'!6)

0 0a; k=t
N UPETRRSFACERS: [Ql] 1) =0,=012.3,...6)
0 ab, k:l
h 6 0 .
kizg[sz_M ]a (Zz)d)H' (gk ) Ci(|:0,1,2,...,6) (e)
[M P2] ZZ dX+ d [QZ] 72 dX Od ( 0111 2!!6)
0 6
U=—o0m k=12, 34,56
i 6/1 Zzl(gk )

Nh- vEy, t& ®iOu kiOn cuc trPb cfia phiOm hpum mé
réng F ta sl nhEn ®-1ic 33 ph-—-ng trxnh ®'i sé tuyOn
tfnh ® x,c ®bnh c,c En sé. C4d th0 gifi bui to.n
tr®n b»ng c,ch s& déng phCn mOm Symbolic cfia Matlab.
Khi giji ph--ng trxnh xong thEy r»ng c,c th«ng sé
a1, Az, A3y «..y ag, bo, b1, b2, ..., bg, Cco, C1, C2y C3y

., Ce, do, di, doy e, de Vv A, Asy ... Ag ®u 1lp hpm
cfia luc P. & ®Oy chg ®-a ra gi, trb cfia thda se
Lagrange Ags. Khi t@ se h/1=1/1000(sng vii khi kh«ng

xPbt ®n bibOn d'ng tr-it), ta ca:

Ae=—.27778x10°(.97663e> x1%°pej’+.78445 x10%x1%'pt?eq’-
.29005 x10%°x1%’p*teq°+.54209 x107°x1%°p*%eq®-.52785
x10°"x1%®p%37+.26715 x10%x1'%p%ey®-.69703
x10%x1'p’ej%+.95246x% 10%7x1%°pfeqt?

.70260x107°x10p% 3+, 2832310 °x1% 5 *p*-

.61903x10°x1% 3 p°+

.70298x107 %1% p?-.37198x107°x 1% *p+. 69135x10%e§¢) =0
(£)
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Ta thEy r»ng trong tr-&ng hip nuy, A¢ lp ®a thec
bEc 13 cfia P. Gifi (f) theo P ta sI nhEn ®-ic 13
nghiOm. §& 1lp c,c luc tii h'n Py cCn txm cfia hO, &

®0y ch@ ®-a ra mét nghiOm ®Cu ti?n 1lp:

EJ o
Plth: 39.4784|—2 Dlng Cfla P
4
tréc wvang (vbc t- ri®ng) \
\
t--ng gng vii luc tii h'n ® u\
. . = )
chYnh x,c (trP ri®ng ch¥nh (3ﬁ7
/
x,c) ®Cu ti®n nh- hxnh ;"
N ey Y
3.8. Hxnh 3.8.§-éng ®& vang

3.6. NhEn xPt ch--ng 3:

T.c giY ® - ,p déng thpnh c«ng ly thuyOt xPt biln
d'ng tr-it ngang ®ei vii bpi to,n &n ®Pnh uen dac
cfia thanh. §- ,p déng ph-—-ng ph.,p ding chuyOn vb
c-ing bgc ® gidi bupi to.n &n ®bPnh cfia thanh. Nh+ing
nghi®n cegu vO @n ®Pnh cfia thanh thlng, ca ti0t dildn
kh«ng ®xi cho thEy: Luc tii h'n Euler cfia thanh khi
xPt biOn d'ng tr-it nhd thua so vii tr-é&ng hip kh«ng
xPt biOn d'ng tr-it.
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KOt 1luEn vp kiOn nghP

Qua két qua nghién ctiu tac gia rat ra két luan sau:

1. Tac gia da ap dung thanh cong phuong phap nguyén ly cuc tri gauss
va ly thuyét dam c6 xét bién dang truot ngang ddi véi cac bai toan on dinh
cta thanh, d3 tim duoc két qua quan trong cta bai toan 6n dinh 1a luc téi han.

2. Tac gia da ap dung duoc phuong phép chuyén vi cudng buc cho bai
toan on dinh dan hoi caa thanh chiu udn doc c6 xét dén bién dang truot. Bang
phép tinh bién phan dwa phuong trinh vi phan khéng c6 vé phai vé phuong
trinh vi phan cé vé phai b»ng ¢ . ch cho mét ®i0m npo ®3 trong
thanh, vY dé ®i0m x=x,, mét chuyOn vb y,:trdo ching minh
duoc rang phuong trinh A=0 (phuong trinh vé phai) 1a phuong trinh xac dinh
trj riéng. DI véi bai toan 6n dinh tinh thi cac tri riéng tim dugc la cac lyc toi
han Py. Ding ph--ng ph.,p chuyOn vbP c-ing bgc ®0 giqi
bui to,n &n ®Pnhciia thanh cho ta ngay ph--ng trxnh
®a thgc x,c ®nh luc tii h'n, tCn se dao ®ng vp tCn
se tii h'n cfia thanh mp kh«ng ph9i th«ng qua c.c
phPp bidn ®xi phec t'p ® ®-a ma trEn vO ma trEn
®-éng chbo.

- Pa xéc dinh duoc luc t&i han cho cac thanh c6 cac diéu kién bién khac
nhau c6 ké dén bién dang truot ngang. Két qua tinh toan lyuc tgi han cua thanh
khi khéng xét dén anh huong caa bién dang truot (truong hop ti sé
h/1=1/1000) déu trang khap véi két qua nhan dugc khi giai bang cac phuong
phap hién co.

- Luc téi han khi xét d¢én anh huong cua bién dang truot déu nho thua
lyc t&i han khi khong xét bién dang truot. Luc téi han nhan dugc caa thanh
trong hai truong hop cd xét va khong xét bién dang truot sai khac nhau dang
ké.
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kiOn nghP vO nh+ng nghi®n cgu tidp theo
Dung cac két qua tinh toan lyc t6i han, ciia két cdu thanh c6 xét bién
dang truot dé dua vao thiét ké céc cong trinh.Qua két qua nghién ctu thay
rang, v6i viée sir dung 1y thuyét day du vé dam va dung phuong phap Nguyén
1y cuc tri Gauss c6 thé xay dung bai toan 6n dinh tinh, mot cach dé dang. Vi

vdy, nén xét bién dang truot trong moi truong hop.

Danh méc tpi 1iOu tham kh{o
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